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LOGARITMUS EXPONENCIALNICH A CAUCHYHO
NAHODNYCH PROMENNYCH

LOGARITHM OF EXPONENTIAL AND CAUCHY
RANDOM VARIABLES

Josef Bukac
Adresa: Bulharska 298, Jarométr-Josefov 55102, The Czech Republic

E-mail: bukacjosef@seznam.cz

Abstrakt: V clanku si ukazeme, jak vypocitat stfedni hodnotu a druhy
moment logaritmu exponencidlniho rozdéleni. Existuji dva zptsoby, jak to
udélat. Cauchyovo rozdéleni nemé stfedni hodnotu, ale vypocitame prvni
CtyTi momenty logaritmu absolutni hodnoty Cauchyova rozdéleni.

Klic¢ova slova: Exponencialni rozdéleni, Cauchyovo rozdéleni.

Abstract: We show how to calculate the expectation and the second mo-
ment of logarithm of exponential distribution. There are two ways to do this.
The Cauchy distribution has no expectation but we calculate the first four
moments of the logaritm of the absolute value of the Cauchy distribution.

Keywords: Exponential distribution, Cauchy distribution.

1. Introduction

Here we just mention the Johnson families of frequency curves which are the
pdf’s that can be mapped to the normal distribution by only three types
of functions, van Dorp (2020). The paper shows how to picture the relation
between the pdf of the normal distribution and the pdf of the transformed
distribution, specifically the Sy family of distributions is interesting to us.
We mention this to indicate that the study of functions of random variables
makes sense, or at least, it might yeild meaningful examples for students.

Exponential distribution is frequently used in reliability engineering. Log-
normal distribution is also used. It is the distribution, the logaritm of which
has a normal distibution. But what wil happen if we take a logarithm of ex-
ponential distribution. We want to calculate the first moment and the second
moment.

It can be done in two ways. One way is to integrate the transformation
function, which is the logarithm in this case, multiplied by the density func-
tion. The other way is to find the density function of a new variable and use
it to calculate the first moment. Both ways yield the same result.
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The same idea is applied to the Cauchy distribution. The moments of the
Cauchy distribution are not defined but the moments of the logarithm of its
absolute value can be calculated.

2. Exponential distribution

The density function of exponentially distributed random variable X is de-
fined as pe™#* for x > 0, equal to zero for z < 0, provided p > 0. We will
study the case when p = 1, that is, the density is just e™®. We define the
new variable Y as Y = In(X).

1) The first way to calculate the first moment of Y is

EY) = /000 e Fln(x)dr = —,

where v is the Euler constant.

The proof may be found in Nahin (2015), p.173. It is interesting to find
out that v = —0.5772... appears also in statistics.

2) The second way is described in most textbook on probability theory.
Let F'x (z) denote the cdf of the random variable X and fx (x) its pdf. Assume
g(x) is the transformation of X giving us a random variable Y = g(X). We
denote by Fy(y) a cdf of Y and its pdf by fy(y). We assume that g(z) is
differentiable and increasing, its inverse is denoted by h(y) = g~ (y).

Then we differentiate a composite function

d d

r(y) = —Fy(y) = @Fx(h(y)) = fx (h(y)h' (y)-

In our case we have
fx(@)=e", g(z)=In(z), h(y) =e’

and the density function of Y is

Y

frly) = e =",

We just verify that

e Y Y o0
/ eV dy = —e"° =—(0-1)=1.

— 00

We write the expectation of Y in both ways as

EY)= / yed =" dy = /0 e “In(z)dr = —.

— 00
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We have actually calculated the integral
> —e¥
/ ye!™* dy = —.

The second moment is
2

My(Y) = /0OO e “(In(x))*dz = % + 2.

The proof can be found at www.youtube.com/watch?v=wUYBTJxfFTk.
The second moment can also be written as

e Y 71'2
/ Yl dy = — +7°
oo 6

The fact that the second moment is finite means, by the way, that we are
free to use the central limit theorem.

2.1. Cauchy distribution
The pdf of the standard Cauchy distribution X is

1
@)= T
defined for any z. If we consider the absolute value, the pdf of |X| is
2
fal@) =

defined this way for « > 0, otherwise fa(z) =0 for x < 0.
We study the transformation Y = In | X|. First we find out what the pdf
is
2eY

fy () = fa(h(y)h'(y) = P

We claim that the pdf is symmetrical about zero. To show this, we express
the density for —y and multiply both the numerator and denominator by e?¥.

2e7Y 2eY

fY(_y> = ﬂ_(e,Qy + 1) = 7T(1 +62y) = fY(y)

Thus fy(-y) = fv(y).
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Since the pdf is symmetrical, it is immediate that all the odd moments
Mpy, N odd, are zero if they exist. It is easy to verify that the integrand
yNeY/(e® + 1) is dominated by yVe~¥ for y > 0 but dominated by |y~ e?|
for y < 0. This reminds us of the gamma function immediately.

The expectation is

< 2yeY
E(Y)= —————dy =0.
) /_oo e +1) Y
We get a zero if we calculate the expectation as
°° 21In(z)

2 gz = 0.
)

EY)= / In(z) fa(x)de = /
0 0
As a diversion we consider what Nahin (2015), p. 151 presents

/loo(ln(x)dx:G,

x2+1)

where G = 0.91596 . . . is the Catalan constant defined in Nahin (2015), p. xv.
Since 0 = [;° = fol + [, we get

b In(z) _
/Omdx— G.

Let us find out what the second moment is. One way to do it is this

[~ 2(In(x))? B 2

The proof of [;* ((1;2(?1); dx = 7%/8 is in Nahin (2015), p. 160.

The second way is the use the pdf of Y, that is,

oo 2y2eY
= [

Two ways of defining M(Y) give the same result which is 72 /4.

2.2. Fourth moment

Since the pdf is symmetrical, it will suffice to calculate

[e'e] 4y oo 47y
- y-e o y-e
I_/O e2y+1dy_/0 Trow ¥
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because My(Y) = 4I /7. We give only an outline of the calculations. We use
the geometric series 1/(1 —r) =1+7r+ 72+ ... for |r| < 1 in which we set
r=—qtoyield 1/(1+¢q)=1—q+q¢*—¢*>+... for |¢| < 1. Thus

o0 o0

I = ~ Loy N (ke ) dy =Y (—1)F = oY (e )k dy =
_ ok [T 4= (2E+1)y g,
> | ay

Swapping integration and summation is allowed due to the Lebesgue domi-
nated convergence theorem, Royden (1988), p. 267.
The antiderivative [ z'e™™* dz is easily verified to be

T —e ™% (mAzt + d4m323 + 12m22? + 24ma + 24)
zte x= —

+C.

Now we calculate two limits to obtain

/°° 4g-ma g —e % (mAzt + 4m323 + 12m22? + 24ma +24) |7 24
T"e T =

0 m5 o m°

When m = 2k + 1, we obtain

I=> (-1 2k+1)

k=0

Finally we get

4 96 = (—1)F
My(Y) = 7TI o kz—o (2k +1)>°

The series on the right hand side converges reasonably fast and we can easily
estimate the remainder of an alternating series. The sum of fifty terms of
the series gives us My(Y) = 30.440. The other way to calculate My(Y') is
numerical integration.!

Note: The use of the Lebesgue integration theorem is not for free. We
have to find an integrable maJorant function for the absolute value of the
partial sum. If we define fy(y) = Zk o(=1)Fy* exp(—(2k + 1)y), then

N
§ |y€ (2k+1)y 42 e~ (2k+1)y

Z ky4€7 (2k+1)y
k=0

IEditorial note: The sum in the expression for My(Y) coincides with the value of the

Dirichlet beta function at argument 5, which evaluates to 57°/1536.

v =
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We denote by hy the function

N
ha(y) =) yte FHDy,
k=0

the sequence hy(y) is positive and monotene increasing for any fixed y > 0.
Since

N N
4 — —2ky __ 4, — —2y\k
ylem8 3 ey = e 3 (),
k=0 k=0

we use the formula for the sum of finite geometric progression 1 + g + ¢ +
o+ gV =(1-¢")/(1-q). Thus

lim h = i 4 _yl_e_zyN — eV 1
W ) = i et T ey = e ey

We calculate the following limit using the L’Hospital rule

Y
lime ¥ —2 =¢lim = - =
y—0 1—e"2 y—0 2e~2Y 1

The existence of this finite limit means that g(y) = e Yy?/(e™2¥ — 1) is
continuous at any y > 0, if we define g(0) = 0. Therefore the integral of g(y)
exists and is finite on any interval [0,T] for any finite T > 0. Let us take
a look at

l—e 29N, eV e Y 4 ey

|fn ()] < yle? <y

4
< =
1w Y1 w7 (14+e¥)(1—e) 1—ev

if T =1In2. We see that y > In2 means 1 —e™¥ > 1/2 which implies

yle™ _ yle™
l—ev = 1/2

= 2yte V.

The dominating function g(y) = 2y*e~¥ for y > In2 is integrable since y*e ™Y
is the integrand in the definition of the gamma function, fooo yle v dy = I'(5).

2.3. Kurtosis

Distributions with a kurtosis bigger than that of the normal distribution
have heavier tails than those with the pdf of normal distribution. A practical
consequence would be that extreme values from such a distribution occure

8
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more often than those from the normal distribution. The formula for the
kurtosis is K = My/M?2. It is equal to 3 in the case of the standard normal
distribution. In the case of the distribution of the logarithm of the absolute
value of the standard Cauchy distribution we get K = 30.44/(7*/16) = 5.
The tails are heavier in this case.

3. Substitution

We assume that X is a random variable with a pdf fx positive on some
interval Ix and zero otherwise. We define a random variable ¥ = g(X)
taking on values in the interval obtained by mapping the interval Ix to
the interval Iy or Iy = ¢g(Ix). In our examples we get Ix = [0,00) and
Iy = (—o00,00). We assume that g(z) is differentiable and increasing, its
inverse is h(y) = g~ 1(y).

When we express the n-th moment as

| sarsx s

Ix

and use the substitution y = g(z), = = h(y), dz = h'(y)dy, we get

/ y™ fx (h(y)R () dy.

Iy

This is exactly what we would get if we calculated the n-th moment with the
help of pdf of fy.

4. Conclusion

We have shown that certain integrals that are impossible to calculate with
the help of antiderivatives may be applied in probability theory. The Euler
constant may appear in such examples.

It may be difficult to find evaluations of certain non trivial integrals. The
book by Nahin (2015) was very helpful.
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O ,,TELESKOPICKYCH“ ROZDELENICH
PRAVDEPODOBNOSTI, JEJICH DVOUROZMERNE
VERZI I VYUZITI

ON “TELESCOPIC” DISTRIBUTIONS OF
PROBABILITY, THEIR BIVARIATE VERSIONS,
AND APPLICATION

Petr Volf

Adresa: Institute of Information Theory and Automation AS CR, Pod voda-
renskou vézi 4, 18208 Praha 8

E-mail: volf@utia.cas.cz

Abstrakt: V tomto prispévku je popsana jedna zajimava skupina diskrétnich
rozdéleni pravdépodobnosti, ktera vznikla diskretizaci rozdéleni spojitych.
Riké se jim také teleskopické rozdéleni, coz je inspirovano pojmem ,telesko-
picka posloupnost” v matematice. Po ivodnich poznamkach se budu hlavné
zabyvat konstrukci dvourozmérnych teleskopickych rozdéleni vzniklych dis-
kretizaci dvourozmérnych distribuci spojitych (konstruovanych zpravida po-
moci vhodné kopuly). Na piikladé pak ukdzu vyhody a moZnosti vyuziti
téchto modelti, mezi jinymi i ,teleskopické” verze dvourozmérného negativné
binomického rozdéleni.

Kli¢ova slova: Diskretizace spojitych rozdéleni pravdépodobnosti, telesko-
pické rozdéleni, dvourozmérné rozdéleni, kopula, negativné binomické roz-
déleni.

Abstract: In this paper, an interesting group of discrete probability distri-
butions is described, which arose from the discretization of continuous dis-
tributions. They are called also telescopic distributions, which is inspired by
the term “telescoping sequence” in mathematics. After the initial remarks,
we will mainly deal with the construction of bivariate telescopic distributions
resulting from a discretization of bivariate continuous ones (constructed via
a suitable copula). We will show the advantages and possibilities of use of
these models on an real data example. Among others, also a telescopic form
of bivariate negative binomial distribution will be presented.

Keywords: Discretization of continuous probability distribution, telescopic
distribution, bivariate distribution, copula, bivariate negative binomial model.

10



Informaéni bulletin Ceské statistické spolecnosti, 3/2025

1. Uvod

Na pojem ,teleskopické rozdéleni pravdépodobnosti“ jsem narazil pii recenzi
jednoho ¢lanku (ktery zde neuvadim, protoZe nebyl dobry). Na Wikipedii
jsem nasel k tomuto pojmu jen heslo ,telescoping series* [13]. Termin telesko-
pické rozdéleni pravdépodobnosti pouziva (zatim) jen docela mald skupina
statistikt. Zfejmé jeden ze zakladnich ¢lankt o téchto diskrétnich rozdélenich
pravdépodobnosti je [11]. Tam nabizena definice je nasledujici:

Definice 1 (telekopické rozdéleni pravdépodobnosti): Rekneme, ze
nahodné diskrétni nezédporné velicina X ma teleskopické rozdéleni, pokud se
jejl pravdépodobnosti daji napsat ve tvaru

P(X=K)= GO _ KAL) 5o K =0,1,2, ..., (1)

kde g € (0,1) a funkce z(x;0) je pro kazdé 6 (coz je parametr rozdéleni) ryze
rostouci v z, 2(0;6) = 0, lim,_, 2(z;0) = oo.

Tato formulace zahrnuje vSechna nezaporna diskrétni rozdéleni, pro ktera
P(X = K) > 0 pro kazdé K =0,1,2,.... Ozna¢im F(z) = P(X > z) funkci
preziti takovéhoto rozdéleni (modifikovanou, nebot nerovnost je neostra). Pak

F(0) =1, lim, ,o F(2) =0, apro K =0,1,2,... plati
P(X=K)=F(K)-F(K+1).
Pro libovolné ¢ € (0,1) definuju 2(z) = In(F(z))/In(g). Po tipravé dostanu
@) = (@) Z In(F@) _ iy,

a tedy
P(X=K)= qz(K) _ qz(K+1)

(pro jednoduchost zdpisu jsem vynechal parametr 6).

Protoze se zde pouzivaji jen hodnoty distribucni funkce v bodech K,
stejny vysledek dostaneme i pomoci distribu¢ni funkce se stejnymi hodnotami
v nich, ale neklesajici, spojité a integrovatelné mezi nimi. Tim se vlastné
dostaneme k pojmu, ktery je jiz pouzivan castéji, a to ,,diskretizace spojitého
rozdéleni pravdépodobnosti®.

Definice 2 (diskretizované spojité rozdéleni pravdépodobnosti): Ne-
cht Y je spojitd nezdpornd ndhodné veli¢ina s distribuéni funkei F(y), pak

11
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prislusné diskretizovand nahodna veli¢ina X ma rozdéleni s pravdépodob-
nostmi

P(X=K)=F(K+1)-F(K)=F(K) - F(K +1), (2)
kde F(y) = 1 — F(y) je funkce pteziti veli¢iny Y.

Uvedené definice vlastné nerikaji nic nového, ale zahrnuji i ty skutecné za-
jimavé a uziteéné (jak se ukdze) ptipady, kdy je diskrétni rozdéleni odvozené
z néjakého znamého spojitého rozdéleni, které ma kompaktni tvar distribuc¢ni
funkce.

Veli¢ina Y ani nemusi byt omezenda na kladnou poloosu, sta¢i v Definici 2
polozit F(0) = 1, pifpadné pravdépodobnosti vynormovat, je-li pro ptivodni
veli¢inu P(Y < 0) > 0, aby > %_, P(X = K) = 1. Obdobné se diskreti-
zuji 1 spojitd rozdéleni definovand na celé redlné ose, napt. v [12] je pouZito
diskretizované normalni rozdéleni k odhadu dosazenych toleranci v analjze
spolehlivosti.

V tomto prispévku nejdiive okomentuji nékteré vlastnosti téchto roz-
déleni. Pak ukazu postup, jak obdobnym zptsobem — diskretizaci dvouroz-
meérnych spojitych rozdéleni pravdépodobnosti — konstruovat dvourozmérna
diskrétni rozdéleni. Ta jednak rozsiruji a zlepsuji moznosti modelovani dvou-
rozmérnych diskrétnich dat, ale také zjednodusuji praci s nimi. To bude uka-
zano na jednoduchém piikladu s redlnymi daty.

2. Poznamky k vlastnostem teleskopickych rozdéleni

Roknabadi et al. [11] se vénuji hlavné otdzce porovnéani vlastnosti ptivodnich
spojitych a z nich odvozenych diskrétnich rozdéleni, a to pfi aplikaci v mo-
delovani a analyze spolehlivosti. Pohled tohoto prispévku je Sirsi, obecnéjsi,
cilem je metodou diskretizace obohatit nabidku diskrétnich rozdéleni prav-
dépodobnosti, a tedy i zvysit flexibilitu modelovani. V nasledujicich poznam-
kach pripomenu, Ze i néktera standardni diskrétni rozdéleni spliuji Definici 2
pro néjakou funkci pfeziti, a tedy se s nimi da pracovat jako s diskretizova-
nymi spojitymi distribucemi. To je, jak ukazu, vyhodné dale pii konstrukci
jejich dvourozmeérnych verzi.
1. Termin ,teleskopicky*“ (~vysouvaci, nastavovaci, tfeba typ dalekohledu
nebo zebiiku) se zjevné vztahuje k vlastnosti ¢asteénych souét v po-
sloupnosti pravdépodobnosti (1) ¢ (2), a to sice ze pro M < N je

N
Y P(X =k) = ¢ — 7V ZF(M) - F(N +1).
k=M

12
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Jesté zminim jednu zajimavou vlastnost. Je snadné ukézat, ze

EX = i K- (F(K)-F(K+1)= iF(K) < /Qof(y)dy:EY,
K=0 K=1 0

pokud je EY konec¢né. Pak posledni rovnost plyne z véty 1.5 v [1].

. Jak jiz bylo Fedeno, myslenka diskretizace spojitého rozdéleni jako v (2)
zdaleka neni nova. Je snadné si predstavit pripad, kdy sice sledujeme
realizaci spojité veli¢iny Y, ale zndme jen pocty hodnot v danych inter-
valech. Pak samoziejmé pouZijeme obdobu vztahu (2) a z relativnich
éetnosti dostaneme odhad distribuéni funkce F' v hranicich intervalu.
Prikladem mtize byt odhad parametrtt Weibullova rozdéleni, vliastné jde
o klasicky zpusob jesté z ,pred-pocitacovych® dob. Uvedu zde k tomu
priklad:

Necht z N vyrobkt uvedenych do provozu v ¢ase ¢ = 0 je v ¢asech
0 < t1 < tyg < ... < tg v provozu jesté N > Ny > Ny > ... >
Ng vyrobku. Predpokladejme, ze Weibullovo rozdéleni s funkci preziti
F(t) = exp(—a - t?) je vhodnym modelem pro dobu Zivotnosti téchto
vyrobki. A tak porovndme tuto modelovou funkci pteziti s empirickou
v bodech t;, tj. exp(—a - tf) ~ N;/N = r;. Po dvojim logaritmovani
obou stran dostaneme linearni vztah

In(a) + B - In(tj) ~In(=1In(r;)), j=1,2,.., K.
Z n&j odhadneme parametry In(a) a 8 metodou nejmensich ¢tverct.

. Pomoci (2) dostdvame velkou t¥idu diskrétnich rozdéleni pravdépodob-
nosti, v podstaté dost jednoduchych (tak jednoduchgch, jako spojita
distribuce, ze které to diskrétni rozdéleni odvodime). Tim je tedy hodné
obohacen nas vybér parametrickych modelt pro diskrétni data. A tyto
modely maji jednu vyhodu, jsou vlastné zadany pomoci svoji distribu-
¢ni funkce, zatimco u standardné pouzivanych diskrétnich rozdéleni je
zpravidla distribu¢ni funkce dédna prosté ¢asteénym souCtem pravdépo-
dobnosti, a to neni prili§ pohodlné. Ale je zndmo, Ze i mnoha standardni
diskrétni rozdéleni mohou byt zéroven vyjadiena ve tvaru (2).

. Je snadné ukazat, ze geometrické rozdéleni je teleskopického typu. Do-
staneme je pomoci (2) z rozdéleni exponencidlniho:
P(X = K) = exp(—AK)—exp(—A(K+1)) = exp(=AK)(1—exp(—=])) =
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kde p = 1 — exp(—A\) je parametr odpovidajici pravdépodobnosti tispé-
chu. Tady je tedy néco jako ,styény bod“ klasickych a teleskopickych
rozdéleni pravdépodobnosti.

. I Poissonovo rozdéleni muze byt vyjadfeno timto ,teleskopickym* zpi-

sobem: Méjme homogenni Poissontiv proces s parametrem A, tj. kon-
cové body postupné nacitanych nezavislych exponenciadlnich ndhodnych
veli¢in s timto parametrem. Pak veli¢ina X = pocet téchto bodu v in-
tervalu (0,1) ma Poissonovo rozdéleni, zase s timtéz \. Zéroverl ve-
licina Tk =délka souc¢tu K onéch exponencialnich veli¢in m& gamma
rozdéleni Gamma(K, \), K je parametr tvaru, A intenzity (1/\ je pa-
rametr méfitka, gamma rozdéleni takto vzniklému se také fika Erlan-
govo). Hustota tohoto rozdéleni je fx(z) = ME2K-1le=**/T(K), dis-
tribucni funkce Fg(z) = v(K,A2)/T(K), kde T'(K) = [ te~"dt je
uplnd gamma funkce (pfipomenme, ze I'(K) = (K — 1)! VK € Z)
a y(a,b) = fob t¢~le~tdt je netiplna (dolni) gamma funkce.

TakzZe pro nasi Poissonovu veli¢inu dostaneme, ze

K\ K+1,)\
P(X = K) = P(Tx < 1)—P(Tx11 < 1) = vé([;))_’yé(Kt ’1)). (3)
Funkce S(t;A) = ~(¢,A\)/T'(t) je takzvand regularizovana (dolni) ne-
uplnd gamma funkce. Pro kazdé A > 0 je jako funkce ¢ > 0 neros-
touci, s lim; 04+ S(t) = 1 a lim; o S(¢) = 0, ¢ili je to funkce preziti
néjaké spojité nahodné veli¢iny. TakZe (3) odpovida definici teleskopic-
kého typu rozdéleni pravdépodobnosti.

. Dtsledkem je, Ze i negativné binomické rozdéleni je tohoto typu, pro-

toze toto rozdéleni dostaneme mimo jiné i z rozdéleni Poissonova, po-
kud predpokldadame, ze jeho parametr A je ndhodny s gamma rozdéle-
nim (takze vlastné bayesovsky, nebo se tomu také ik compound, mi-
xed, contagious Poisson distribution). Konkrétné, necht A Poissonovy
veli¢iny X mé apriorni Gamma(r,p/(1 — p)) rozdéleni (jeho hustotu
ozna¢me g(\;7,p)), pak vysledkem je ndhodn4 veli¢ina (oznacme ji Z)
s negativné binomickym rozdélenim s parametry r a p, a je:

P(Z = Kir.p) = / P(X = K; N)g(Air,p) dA =
0

- / S(K: Ng(xirp) dA — / S(K + 13 \g(Airyp) dA =
0 0

= Il_p(K, T) — Il_p(K + 1, ’I“)7
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kde I.(a,b) = B(x;a,b)/B(a,b) je tzv. regularizovani netplna beta
funkce, tedy B(z;a,b) = [ t*"*(1 — t)>~'dt je netplnd beta funkce
a B(a,b) je tplna beta funkce.

7. Podobnym zptisobem muze byt vyjadieno i binomické rozdéleni, jeho
distribuéni funkci lze opét napsat s pomoci regularizované beta funkce,

F(k)=P(X <k)=I_p(N -k, k+1).

Takto tedy miuzeme vyjadfit distribu¢ni funkce nékterych diskrétnich
rozdéleni v kompaktnim tvaru. Tyto zapisy muzeme najit i ve Wikipe-
dii. A¢ to nejsou prili§ jednoduché funkce, tento tvar umozni s témito
distribucemi zachézet jako s diskretizovanymi spojitymi, a jak ukazu
v nasledujici ¢asti, vytvaret z nich s pomoci vhodné zvolenych kopul
rizné varianty dvourozmérnych rozdéleni.

Jesté se nabizi i otazka, jestli takto diskretizovanym spojitym rozdélenim
tikat ,teleskopickd®, tj. napfiklad T-Weibull, ¢i jenom D-Weibull jako ,dis-
kretizované“ Weibullovo rozdéleni. Ale Sikovny nézev je soucasti marketingu,
to jsme i v metodach analyzy dat uz nékolikrat vidéli (pojmy jako LASSO,
MARS, i tfeba geneticky algoritmus, neuronova sit). I proto se asi ona ur¢ité
skupina badatelti toho terminu drzi.

3. Dvourozmérna teleskopicka rozdéleni

D4 se fici, ze teprve pfi praci s dvourozmérnymi diskretnimi daty vynikne
dalsi vyhoda téchto modelti. Konstrukce dvourozmérnych verzi klasickych
diskrétnich rozdéleni je zpravidla dost nesikovna. Snadné je takto rozsitit
Bernoulliho ,,0-1“ rozdéleni, pfipadné z néj zkonstruovat dvourozmérné geo-
metrické rozdéleni [3, 8], u dalsich jde uz o problém. Jesté je populdrni urcita
verze Poissonova rozdéleni, napf. [5, 6]:

Necht X1, X5, X3 jsou vzdjemné nezdvislé ndhodné veli¢iny s Poissonovym
rozdélenim s parametry Aq, Ao, A3, pak Y = X; + X3 a Z = X5 + X3 tvori
dvourozmeérné Poissonovo rozdéleni.

Jejich korelace je Az/v/(A1 4+ A3)(A2 + A3) (tj. kladnd a vazana na hod-
noty parametr, to je tedy omezeni této konstrukce), marginalni rozdéleni
jsou Poissonova s parametry A\; + A3 a A2 + A3, jejich spoleéna pravdépodob-
nostni funkce uz neni pfilis jednoduché. Obecnéjsi zpisob konstrukce mnoho-
rozmérnych diskrétnich rozdéleni ukazuje napf. [10] na piikladé s negativné
binomickjm rozdélenim. Predpis pro sdruzenou pravdépodobnost je pak jesté

vvvvv

bylo A3 pro uvedeny Poissontv piipad).
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Na druhé strané, pokud pouZijeme metodu zalozenou na diskretizaci spo-
jitych rozdéleni, vyjdeme tedy z vhodného dvourozmérného spojitého roz-
déleni. To neni problém s vyuzitim vhodnych marginalnich spojitych roz-
déleni a vybrané kopuly. Samoziejmé i tento pfistup se jiz objevil, v podstaté
zase je snahou modelovat spojité rozdéleni na zakladé diskretizovanych dat,
obdobné jako je to ukadzano pro jednorozmérny piipad Weibullova rozdéleni
v Poznamce 2. Takovy pfistup je piedveden napf. v Barbiero [2]. Ale zde se na
tento problém divame vlastné opacné, mame diskrétni data a snazime se pro
né najit vhodny a jednoduchy model, a také navrhnout pomérné univerzani
metodu takového modelovani.

Piipomenu zde jesté, Ze pokud C(u,v, ) je kopula, 6 jeji parametr, Fg(s),
Fr(t) margindlni funkce ptezit{ dvou spojitych velicin S, T, tak sdruzend
funkce preziti je

P(S > s,T > t) = Fa(s,t) = C(Fs(s), Fr (t), 6). (4)

Samoziejmé, ruzné kopuly vedou k riznym sdruzenym modeltim, i s riznou
korelaci (nékteré kopuly vedou jen na korelaci v omezeném intervalu, ne v ce-
lém [—1,1]), parametr 6 je tfeba odhadovat. Ale pouziti takového modelu uz
je dal pomérné jednoduché, jeho diskretizace pro popis rozdéleni néjakych
diskrétnich ndhodnych veli¢in X, Y je nasnadé:

P(X =K,Y =L)=Fy(K,L) — Fo(K,L +1)—

—Fo(K+1,L)+ Fo(K +1,L+1). (5)
Takto tedy opét pomérné snadno ziskdme rozsédhlou skupinu dvourozmérnych
diskrétnich rozdéleni. Také si vSimnéme, Ze vlastné marginalni rozdéleni pro
X a Y nemusi byt stejného typu. Poznamky na konci predchozi ¢asti navic
ukazuji, ze takto mizeme vytvaret i dvourozmeérné verze nékterych standard-
nich diskrétnich rozdéleni.

Volba vhodné kopuly je otdzkou porovnéni fitu modeld, zasadni je vzit
model, ktery umoznuje adekvatné zachytit korelaci. Podstatné na pouziti ko-
pul je také to, Ze dvourozmérny model zachova do néj vstupujici marginalni
rozdéleni. To neni vzdy samoziejmé, ukdzeme to na nasledujicim prikladu
s konstrukci dvourozmeérného rozdéleni metodou, kterou pouzili Marshall
a Olkin [7]. Ta vlastné souvisi i s vySe uvedenou konstrukci dvourozmérné
Poissonovy distribuce.

Pfedstavme si systém t¥#i nezdvislych prvki (tfeba ve vyrobni lince) jako
na Obrazku 1 vlevo a zkoumejme jeho spolehlivost (resp. dobu do poruchy).
Necht funkce pfeziti jednotlivych prvkd jsou Fj;(z), 5 = 1,2,3, ndhodnou
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Obrézek 1: Schéma jednoduchého systému. Generované data z Marshallova-
-Olkinova 2D exponencialniho rozdéleni s A\ = 1, Ao = 2, A3 = 3.

dobu do poruchy pro horni vétev, prvky 1 a 3, ozna¢ime X, pro dolni vétev,
prvky 2 a 3, Y. Takze vlastné X = min(X1, X3) a Y = min(Xs, X3), margi-
nalni rozdéleni veli¢in X a Y maji funkce preziti P(X > z) = Fi(z) - F3(z),
resp. P(Y > y) = Fa(y) - F5(y), zatimco sdruzené rozdéleni je

P(X >x,Y >y) = Fi(z) - Fa(y) - F3(max(x,y)).

Toto je tedy pravdépodobnost, Ze horni vétev systému vydrzi vice nez x
a dolni vice nez y. Pravdépodobnost vydrze celého systému (oznacme piislu-
$nou ndhodnou veli¢inu T') by samoziejmé vypadala jinak:

P(T > 1) = (1 Fi(t) - B>(t)) - Fa(t).

Sdruzené rozdéleni (X,Y’) jiz neni spojité, ma singuldrni éast X = Y
s pravdépodobnosti P(X3 < min(X;, X2)). Nejzndméjsi je tento model pro
exponencidlni rozdéleni: Nechf X, j = 1,2,3, maji exponencialni rozdéleni
s parametry (intenzitami) A;, pak marginalni rozdéleni X a Y jsou exponenci-
alni, s parametry A1 + A3, A2+ 3. Jejich korelace p(X,Y) = A3/ (A1 +A2+A3),
¢ili opét nezaporna a omezend v [0,1). Také P(X =Y) = A3/(A1 + A2 + A3).
Tuto singularitu ukazuje dobfe i obrazek 1 vpravo, kde je z tohoto modelu
s parametry A\; = 1, Ay = 2, A3 = 3 ndhodné generovano a zobrazeno 100
hodnot. Zkusme ale v tomto modelu vzit rozdéleni X; tfeba Weibullova, pak
X a 'Y uz Weibullovo rozdéleni mit nebudou.
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4. Tlustrace

Vyuziti konstrukce dvourozmeérnych teleskopickych rozdéleni v souladu s (5)
ukdZeme na nésledujicim piikladu. Budeme mit data ve formé (,sparova-
ného*) nédhodného vybéru rozsahu N z dvojice diskrétnich nahodnych ve-
licin X,Y. V prvnim kroku bude nasi snahou najit vhodna marginélni roz-
déleni pro X i Y. Kromé nékolika diskretizovanych spojitych modeld vyzkou-
Sime i standardni diskrétni rozdéleni (Poissonovo, geometrické, negativné bi-
nomické). Parametry rozdéleni odhadneme metodou maxima vérohodnosti,
dobrou shodu s daty otestujeme graficky i Pearsonovym chi-kvadrat tes-
tem. Data budou zpravidla omezena na nékolik hodnot ¢i tfid, naptiklad
0,1,2,...,M — 1 a > M. Nakonec i pro korektni pouziti chi-kvadrat testu se
doporucuje slouceni tiid s malou pravdépodobnosti. Pak, i na zakladé od-
hadnuté korelace p(X,Y’), vybereme vhodnou kopulu a v souladu s (4) a (5)
zkonstruujeme prislusné dvourozmérné diskrétni rozdéleni. Pfitom pouzijeme
parametry marginalnich rozdéleni jiz odhadnuté, takze v tomto kroku je treba
odhadnout uz jen parametr kopuly 6. Shodu opét otestujeme chi-kvadrat tes-
tem.

Zakladnim pozadavkem tspéchu bude tedy dobré shoda jak pro dvouroz-
mérny model, tak pro oba modely marginalni.

Priklad

I v tomto prikladu zpracovavam data z oblasti sportu. Jedné se o pocty goli
vstielenych v jednotlivych utkanich ceské fotbalové Chance ligy v zakladni
Casti rocniku 2024-2025. Veli¢iny X a Y jsou pocty vstielené domacim a hos-
tujicim tymem. Data jsou stazena z webu https://www.sport.cz/sekce/f
otbal-ceska-1-liga-vysledky-4 a obsahuji tedy vysledky z 30 kol krat
8 utkani, tj. N = 240 dvojic hodnot. Obrazek 2 vlevo ukazuje hodnoty X
a Y zvlast. Soucty jsou 345 a 282, maximum(X) = 7, maximum(Y) = 5,
praméry jsou 1,438 a 1,175, rozptyly 1,661 a 1,3417, korelac¢ni koeficient
r(X,Y) = —0,1401, coz je statisticky vyznamnd hodnota. Tyto zakladni
charakteristiky byly spocteny z tplnych dat. Prava ¢ast Obrazku 2 ukazuje
dvourozmérny histogram vysledki. V grafech a pro dalsi vypocty jsou jiz vy-
soké skére sloucena do t¥idy ,vétsi nebo rovno 4“. Pozorované cetnosti Nobs;
jsme nasledné porovndvali s Cetnostmi ocekdavanymi, Nexp;, predikovanymi
jednotlivymi modely. Kritériem tedy byla veli¢ina

C2 = Z(Nobsj - Noxpj)Q/Noxpj
J
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Obrazek 2: Vlevo: grafy pozorovanych cetnosti veli¢in X a Y. Vpravo: dvou-
rozmérny graf hodnot (X,Y).
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Obrazek 3: Graf shody Cetnosti pozorovanych (tmava) a predikovangch mo-
delem (svétld). Vlevo pro negativné binomické modely, vpravo pro diskreti-
zované Weibullovy modely, nahote pro veli¢inu X, dole pro Y.
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porovnavand s 95% kvantilem chi-kvadrat rozdéleni s poétem stupiiti volnosti
rovnym poctu tfid — 1 — pocet odhadnutych parametrtt modelu.

V prvnim kroku jsme hledali vhodné 1-rozmérné modely zv1ast pro X i Y.
Pro veli¢inu X vyhovovalo i Poissonovo rozdéleni (pro Y jiz ne), ale daleko
lepSim se ukézalo pro obé veli¢iny jak negativné binomické, tak diskretizo-
vané Weibullovo rozdéleni. Shoda obou s daty je ukdzana na Obrazku 3. Pro
negativné binomické modely byly obdrzeny maximalné vérohodné odhady
parametrt p, = 0,885, r, = 10,964, p, = 0,751, r, = 3,584, kriterium bylo
C2, = 1,446, C2, = 1,276.

Pro Weibullovo rozdéleni, s parametrizaci ve tvaru F(t) = exp(—a - t7),
byly pak maximalné vérohodné odhady o, = 0,292, B, = 1,623, oy =
0,444, B, = 1,354 a C2, = 1,439, C2, = 1,353. Kritickd hodnota byla pro
vSechny 4 testy tataz, pfi 5 — 1 — 2 = 2 stupnich volnosti je C2.t = 5,992.

Néasledné bylo z onéch dvou Weibullovych marginalnich rozdéleni vy-
tvoreno dvourozmérné, pouzili jsme Barnettovu kopulu, ktera je jednoduché
na vypocet a zarucuje zapornou korelaci. Jeji tvar je

Clu,v)=u-v- e~ 0 In(w) In(v)

Zbyvé tedy odhadnout parametr 6, ten je v rozsahu [0, 1], coz odpovida mezim
pro korelaci p(U, V') od nuly do zhruba —0,52. Pomoci této kopuly zkonstru-
oval vlastné dvourozmérné exponencialni rozdéleni jiz Gumbel v [4] (aniz by
pouzil pojem  kopula®). My jsme ji tedy vyuZili pro vytvoreni dvourozmérné
Weibullovy funkce preziti

P(X >z,Y >y) = e Tl L gmouYy L g—bomay el yy
Toto rozdéleni bylo pak diskretizovéno, dle (5). Maximaximalné vérohodny
odhad parametru kopuly dal hodnotu 6 = 0,225. Odhadli jsme i teoretickou
korelaci v pfislusném spojitém modelu, p(X,Y) = —0,171. Kritérium pro test
dobré shody vyslo C2 = 21,738, nyni pfi 5 x5 —1 —5 = 19 stupnich volnosti,
prislusny 95% kvantil je C2.; = 30,144, p-hodnota testu 0,298.

Vyuziti dvourozmérného negativné binomického rozdéleni

V poznadmce 6 v ¢asti 2 bylo ukadzano, ze i negativné binomické rozdéleni
lze vyjadrit jako diskretizované spojité rozdéleni, a to pomoci regularizovené
neuplné beta funkce:

PX=K)=5L_pK,r)—L_,(K+1,r), kdel,(a,b)= B(q;a,b)/B(a,b),

pfi¢emz I,(¢,b), jako funkce ¢t > 0, je funkci pfeziti néjaké nezdporné spo-
jité ndhodné veli¢iny. Takze se pak da pomoci (4) a (5) a vhodné kopuly
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z danych marginalnich negativné binomickyjch rozdéleni zkonstruovat dvou-
rozmeérné rozdéleni. To jsem zkusil i v tomto prikladé. Odhadnuté parametry
Dz, Tz, Dy, Ty jsou uvedeny vySe, a opét jsem pouzil Barnettovu kopulu.
Maximélné vérohodny odhad jejitho parametru byl 6 = 0,229, kritérium testu
dobré shody vyslo C2 = 21,246, p-hodnota testu 0,323, vysledek je srovna-
telny s vysledkem pro dvourozmérné diskretizované Weibullovo rozdéleni.

5. Zaveér

V prispévku jsme pfipomnéli skupinu diskrétnich rozdéleni pravdépodobnosti
(také nazyvanych ,teleskopickymi“ rozdélenimi), kterd vzniknou diskretizaci
rozdéleni spojitych. Hlavni naplni pak byla obdobné konstrukce dvourozmér-
nych diskrétnich rozdéleni. Zajimavou otazkou je interpretace takovychto mo-
deltt. Pivodni ideu reprezentuje tfeba pfiklad v poznédmce 2 z Gvodu, ale ve
vétsiné aplikaci je spis ukolem najit vhodny a pocetné jednoduchy kvantita-
tivni model, interpretace ¢i vécnd motivace pro uréity typ modelu uz je spise
nejasna. To ukazuje i zde uvedeny priklad.

Nakonec, uz i interpretace negativné binomického modelu s redlnym pa-
rametrem r neni Uplné zfejma, jediné snad jako mix Poissonovych rozdéleni.
Proto je ¢asto pouzivano misto Poissonova rozdéleni v ptipadech, kdy je roz-
ptyl dat vyznamné vétsi neZ prameér, takze i na modelovani skére ve fotbalo-
vych zépasech. Naptiklad McHale a Scarf [9] konstruovali také dvourozmérné
rozdéleni pomoci kopuly, i kdyz stale méli marginalni distribu¢ni funkce ve
formé souctu. Ale uvazovali zaroven i zavislost parametrti na kovariatach
(jako je hodnoceni tymu, indikdtor doméci vyhody), coZ je vlastné inspirace
pro dalsi vyvoj modelti zkoumanych v tomto ¢lanku.
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RECENZE KNIHY: OPT ART
BOOK REVIEW: OPT ART

Pavel Striz

E-mail: pavel@striz.cz

V roce 2019 vysla v nakladatelstvi Princeton University Press v USA kniha
Roberta Bosche: Opt Art — From Mathematical Optimization to Visual De-
sign, xii4+188 stran. ISBN 978-0-691-16406-9.

Kdybychom méli knihu shrnout do jedné véty, tak je to ukazka matema-
tické optimalizace s vystupy do svéta vizualizace a uméni. Tedy misto Op-art
(optické umeéni) prechazi do Opt-art (optimaliza¢ni uméni).

Prvni dvé kapitoly uvadi do problematiky pfikladem flexibilnich Tru-
chetovych dlazdic. Stupen Sedi rastrovych obrazki pasuje na vhodnou dla-
zdici. Opticky klam pak odvede svou praci: zblizka ¢lovek vnimé jednotlivé
dlazdice, z vétsi dalky ¢loveék vnimé ptivodni obrazek. V druhé kapitole knihy
pak zkousi nékteré dalsi flexibilni dlazdice.
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Pro méné znalé uvadi problematiku linedrniho programovani (principy,
Simplexiiv algoritmus, Branch-and-Bound) v tf¥eti kapitole. Na pomoc si
bere program Gurobi, https://www.gurobi.com. Zaujalo mé, ze si bez
vétsich problémt nechdva vypsat vice/vSechna FeSeni, to neni u linedrniho
programovani iplné obvyklé. V§iml jsem si, Ze v ndzvech proménnych pouziva
¢arku, to si nevybavuji, Ze by jiny program umeél. Tedy doslova, napf. misto
neznamé X4 ;, j=1,...,5, pouzivd XA,1 az XA,5.

V kapitole ¢tvrté zminuje pfifazovaci tlohu, tedy tvod do bindrniho
linedarniho programovani. Pixely rastrovych obrazki nahrazuje riznymi ob-
razky ¢i dilky. Af uZ se jedné o kreslené obrazky, cifry, nebo domino kostky.

Experimenty s nimi pak provéazi celd pata kapitola. Kde je to potieba,
pridava celé sady domino kostek. Zminuje, ze obrazky Martina Luthera Kinga
Jr. ¢i prezidenta Baracka Obamy jsou détmi sloZzeny a vystaveny po celych
Spojenych statech. Autor mé na svych webovych strankach, http://wuw.do
minoartwork.com/, jejich rozkresy.

I
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Kapitola Sesta potési priznivce TSP, tedy problému obchodniho cestuji-
ciho. Z trasy vznika ptivodni obrazek. Uvadi metodu Branch-and-Cut a heu-
ristiku Lin-Kerninghana, vedle linedrniho programovani v Gurobi si bere na
pomoc program Concorde, https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/concor
de.html. NaSince potési, ze tento nyni jiz legendarni program spoluvytvari
Vasek Chvatal (https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/concorde/conta
ct/team.htm), absolvent prazské MFF. Za pozornost stoji metoda stippling
(algoritmus MacQueena), tedy pfevod obrazku do série bodu. Seriézni ba-
datele by méla zaujmout soutéz The Mona Lisa TSP Challenge, tedy snaha
najit globalni optimum TSP pro 100 tisic bodi. Zatim vede Yuichi Nagata
se svou optimalizaci z roku 2009.
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Autor v kapitole sedmé déle zkoumé moznosti optimalizace TSP, kon-
krétné uziti vice tras a praci se symetriemi. Inspiraci nasel v dile Rinuse
Roelofse, www.rinusroelofs.nl. On se totiz cyklus da vymalovat barvou.
Kapitola obsahuje nespocet obrazkut, véetné ukazek laserového a vodniho
fezdni. Vznikaji tedy unikatni projekty ze dieva a kovi. Typografy potési
konstrukce Beziérovy kiivky jako metoda vyhlazovani dvou ¢i vice bodu.

e

Kapitola osma je lahiidka. Autor si bere do pardady cestu Sachového
konika na Sachovnici 8 x 8, a i kdyz vi, Ze neexistuje rota¢ni ¢i zrcadlova
symetrie takové cesty, hleda cestu, ktera se idealni symetrické nejvic blizi.
Pracuje se slovickem nearly, napt. nearly 4-fold symmetry, volné prelozeno
jako témér rotacné symetrické. Vedle obrazku potkame fotky 3D tiskt.

oooooooo

uuuuuuuu

oooooooo

oooooooo

V kapitole devaté se vraci k mozaice, tentokrat na konstrukei bludist.
Za stavebni prvky si bere moznosti dilku bludisté (jak vypada trasa a stény)
a bludisté si nechava vygenerovat za nejriznéjsich omezeni.

ol
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V tomto experimentu pokracuje i v kapitole desaté, tentokrit vsak
transformuje stavebni prvky mozaik. Aby barvy netvorily velké shluky, na-
stavuje omezeni na oblast. Doslo i na mozaiku inspirovanou Escherem, véetné
méné znamé mozaiky Cyrila Stanleyho Smitha, ktera méla tvofit alternativu
Truchetové mozaice. Gurobi uz nepocita vtefiny, jako v ivodu knihy, ale ho-
diny a dny. Kdo by si pfal komeréni program Gurobi vyzkouset, zkuste si jej
pres NEOS server, https://neos-se
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V posledni kapitole jedenacté zkousi vizualizaci pfes Game of Life
Johna Hortona Conwaye. Af uZ nalezenim symetrickych dilkt ¢i zajimavy
pokus optimalizovat dva snimky tohoto celularniho automatu.

Knize nelze nic vytknout. Jedinecny projekt s mnoha inspirativnimi na-
pady podpofena fadou obrazku a fotek. Knihu mize ¢ist ¢lovék neznaly ma-
tematiky, ale i matematik, neb zavére¢né kapitoly knihy jsou vyzvou. Jako
priznivec volné dostupnych programut bych misto Gurobi uvital Scip ¢i Sym-
phony, ale jak by fekli poc¢itacovi hackefi: Musime si umeét poradit.

Myslim si, ze pokud ze svych kolekci vytahneme domino kostky a za¢neme
experimentovat, tak kniha splnila sviij Gicel. Za pozornost stoji prednaska au-
tora knihy na Talks at Google, https://www.youtube.com/watch?v=g3Ci
VrN-BnY. Knihu podporuji autorovy webové stranky, dominoartwork.com,
a nékolik animaci na https://www.youtube.com/user/baabbaash. V sekci
Downloads najdeme RLE soubory (Game of Life Patterns), spustitelné na-
priklad pfes program Golly, https://golly.sourceforge.io.
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KONFERENCIA OSSCONF 2025 (SPRAVA)
REPORT: OSSCONF 2025

Patrik Sleziak

E-mail: patrik.sleziak@gmail.com

V ditoch 1.7.-3.7.2025 sa na Fakulte riadenia a informatiky Zilinskej uni-
verzity uskutoc¢nil 13. ro¢nik konferencie OSSConf. Konferencia je priméarne
venovand otvorenému softvéru vo vzdeldvani, vyskume a IT rieseniach. Aktu-
alny 13. roénik zastresoval Sest tematickych blokov: IXTEX, R a ich priatelia,
Open AI, OSS vo vzdelavani, Open hardvér, Vyvoj OSS, Open GIS & Open
Data. Néas samozrejme najviac zaujimala poslednd menovana, t. j. sekcia ve-
nujaca sa GIS-om, ktorad prebehla 1.7.2025.

Po tvodnjch slovach Miroslava KvasSaya (Prodekan pre vedu a vyskum,
Zilinsk4 univerzita v Ziline) a Petra Martona (Prodekan pre zahrani¢né vzta-
hy, Zilinsk4 univerzita v Ziline) sa s prezentaciou s nazvom , Tvorba mép cez
R¥ predstavil prvy re¢nik Michal Palenik (Fakulta managementu UK v Bra-
tislave). Na priklade dat o nezamestnanosti v okresoch krajin V4 (odkaz na
udaje: LAU1 dataset, https://zenodo.org/records/14242424) demonst-
roval, ako pomerne jednoducho v prostredi open source prostredia R vytvorit
zékladnd mapu s vystupom vo forme obrazku (png, svg, pdf).

Michal Kauki¢ nadviazal na predchadzajiceho recnika a na rovnakom
datasete dajov v prezentacii ukdzal, ako sa d4 v marimo notebooku (do-
kumentécia je dostupnd na https://docs.marimo.io/) vytvorit webovéa
aplikacia s vizualizaciou tychto dat. Pre spracovanie geografickych a Statis-
tickych tdajov boli pouzité Python kniznice Polars a geopandas, pre vykres-
lenie map kniznica Plotly. Vytvorend aplikicia je dostupné na tejto stranke
https://unemp.feelmath.eu/. Zdrojové kédy a pouzité datasety sa nacha-
dzaji na https://github.com/misolietavec/0SSConf25. Zaujimavé bolo
porovnanie marimo a Jupyter notebooku, kde marimo v poslednych rokoch
vykazuje vyrazny narast.

Zaujimava bola téma ,,Open Source meteorologicka stanica“, ktort pred-
stavil D4vid Barta (Zilinska univerzita v Ziline). Cielom bolo vytvorit systém
na zber, spracovanie a vizualizdciu environmentalnych dat. Hardvérova cast
riesenia zabezpecila snimanie tidajov pomocou senzorov a zberného modulu
Raspberry Pi. Softvérova ¢ast umoznila uchovanie tdajov a ich zobrazenie
cez webové rozhranie. Na prenos dat medzi komponentmi boli vyuzité tech-
nolégie MQTT a back-endové REST API. Vzniknuta aplikicia podporuje
zobrazenie idajov v redlnom case, taktiez aj pracu s historickymi tidajmi.

Dalsi re¢nik, Ondiej Ledvinka (CHMU, Univerzita Karlova, P¥irodovédec-
ké fakulta) na priklade geodét, s ktorymi v rdmci projektu PERUN pracuje,
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ukdzal niekolko funkcionélnych tipov pre maninpuldciu a analyzu dét, ktoré
sa mozu hodit uzivatelom jazyka R.

Prezentacia — Ondfej Ledvinka

Spomeniem este zopar prispevkov, ktoré zaujali miia — napr. prezentacia
Daniela Kasika (Masarykova univerzita v Brne), ktord bola zamerand na
skusenosti Ceskej komunity OpenStreetMap s otvorenymi Statnymi datami.
Recnik priblizil, ako m6zeme pomocou objektovej detekcie hodnotit kvalitu
dat a vyhladavat menej zmapované miesta v CR.

Ondfej Vencélek (Prirodovedeckd fakulta Univerzity Palackého v Olo-
mouci) v prezentdcii ukdzal, ako mozeme za pomoci dat z Eurostatu a in-
ternych informécii vytvorit mapu konferenéné rady ROBUST v prostredi R,
taktieZ ju zobrazif vo webovom prehliadaci offline i online za pomoci kniznic
plotly a prostredia Chart Studio.

Prezentacia — Ondfej Vencalek

Simon Janovi¢ (Zilinska univerzita v Ziline) demonstroval, ako sa d4 s vy-
uzitim open source rieSeni (PostgreSQL, PostGIS, Geoserver) vytvorit server
pre zdielanie, ukladanie a spravovanie geografickych tdajov pre potreby FRI
UNIZA.

Podrobny program spolu so vSetkymi abstraktmi sa nachddza na tejto
stranke, https://ossconf.fri.uniza.sk/program-konference/.

Po prezentaciach nasledoval Missing Maps Mapathon a zavere¢né pose-
denie formou guldsu. Na zdver podakovanie organizidtorom, ktorym sa opéift
konferencia vydarila. Budeme sa tesit na dalSie ro¢niky.
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POZVANKA NA ENERGY DAYS 2025
INVITATION TO ENERGY DAYS 2025

Redakce

We cordially invite you to participate in the Energy Days 2025 conference,
subtitle is Network Modelling: Current Trends in Stability, Reliability, and
Optimization.
When: November 6-8, 2025.
Where:
e November 6: Violino club, Krakovska 5, Prague 1.
e November 7: Czech Statistical Office, Na padesatém 81, Prague 10.

e November 8: Czech Technical University, Faculty of Mechanical Engi-
neering, Karlovo ndm. 13, Prague 2.

In recent years, the modeling and analysis of energy and infrastructure
networks have become increasingly vital due to the rising complexity, decen-
tralization, and interdependence of modern systems. This workshop brings
together researchers, engineers, and practitioners to discuss emerging chal-
lenges and state-of-the-art methods in network modelling, with a particular
focus on system stability, reliability, and optimization.

Key topics include, but are not limited to:

e Dynamic stability in power grids and integrated energy sys-
tems. Modern energy systems, especially electricity grids, are evolving
into highly dynamic and decentralized networks. Ensuring stability un-
der rapidly changing loads, renewable generation, and contingencies is
critical. This topic includes: Small-signal and large-disturbance stability
in power grids, Transient and frequency stability under fluctuating in-
puts, Impact of inverter-based resources (e.g., PV and wind systems),
Multi-energy system dynamics (electricity—heat—gas coupling), Tools
for stability analysis: eigenvalue analysis, Lyapunov functions, time-
domain simulation.

e Probabilistic reliability assessment and resilience modelling.
Network reliability refers to the ability of a system to deliver its function
consistently and without failure. This theme explores methods to assess
and enhance the robustness and fault-tolerance of critical networks,
including: Probabilistic reliability modelling, Cascading failure analysis
in power and transport networks, Resilience metrics and stress-testing
approaches, Cyber-physical risk modelling, Component-level reliability
vs. system-level emergent behavior.
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e Optimization techniques for large-scale network control and
planning. Optimization plays a key role in designing and operating
complex networked systems efficiently. This topic covers: Optimal power
flow (OPF), unit commitment, economic dispatch, Grid topology opti-
mization and reconfiguration strategies, Distributed and decentralized
optimization, Real-time control under uncertainty, Multi-objective op-
timization: cost, emissions, resilience trade-offs.

e Machine learning and data-driven methods in network be-
haviour prediction. As data availability increases, machine learning
offers powerful tools to model, predict, and control network behavior.
Relevant subtopics include: Graph neural networks (GNNs) for grid
modelling, Time series forecasting for loads, renewable generation, and
failures, Anomaly detection and predictive maintenance, Reinforcement
learning for adaptive control and system planning, Hybrid physics-
informed and data-driven modelling approaches.

e Applications in smart grids, transportation, and communica-
tion networks. This cross-cutting topic looks at practical applications
of network modelling in emerging domains: Smart grid management and
prosumer integration, Integration of EVs, storage, and demand-side
flexibility, Modelling energy-transport-communication interdependen-
cies, Urban infrastructure and mobility network planning, Emergency
response and post-disaster network reconfiguration.

We hope this workshop will foster constructive dialogue, initiate collabo-
rations, and provide valuable insights into the evolving landscape of complex
networked systems.

Round table discussion with introductory talks given by leading repre-
sentatives of Czech energy industry and research, and by invited European
experts in this field, will form part of the workshop. Language of the round
table discussion will be both Czech and English, translation will be provided.

Main output of the workshop will be up-to-date knowledge transfer from
the researches to the users and, conversely, opening new research targets and
horizons as required by the power and gas industry.

Call for Abstracts
All participants are invited to submit a short abstract of their contribu-
tion. The deadline for abstract submission is November 1, 2025.

Conference website: https://wuw.energy-days.cz/.
Email: info@energy-workshop.cz.

The organizing committee: Jaromir Antoch, Lucie Bartonova, Eliska Cé-
zova, Gejza Dohnal, Martina Litschmannova and Ondiej Vozar.

30



Informaéni bulletin Ceské statistické spolecnosti, 3/2025

POZVANKA NA MIKUKLASE 2025
INVITATION TO ST. NICHOLAS DAY 2025

Redakce

Vybor spolec¢nosti Vas srde¢né zve na tradi¢ni akci Mikuklas 2025.

Kdy: Ve ¢tvrtek 4.12.2025 od 14:00.
Kde: Budova MFF UK, respirium (suterén), Sokolovska 49/83, Praha.
Kde pro mimoprazské: Latitude 50° 5,6386" N, longitude 14° 27,032" E.

Pracovni verze programu

e Martina Litschmannova:

Vadi-nevadi aneb Statistika kolem nds.

Abstrakt: Statistika je vSude kolem nés — od novinovych titulkd pfes te-
levizni reportdZze aZ po statusy na socidlnich sitich. A nékdy to vypada,
Ze C¢im vice Cisel a grafi se pouzije, tim mensi Sance je, Ze se dozvime
pravdu. Na né€kolika pfikladech si ukézeme, jak lze realitu nendpadné
,priohnout“ — at uz nevédomky, nebo s plnym védomim. Nechci nikoho
strasit ani kazit radost z oblibenych statistik v médiich, spis pfipomenout,
Ze trocha statistické imunity neni na skodu. Pfednaska vychéazi z populari-
zaéni verze pro studenty a ucitele SS, ale tady bude v kratsi a uvolnénéjsi
podobé.

Jirka Dvorak:

Popularizace statistiky — i stredoskoldkim jde ukazovat krdsné véci.
Abstrakt: Pfi popularizaci statistiky je dulezité ukazovat jeji uziteénost
a schopnost fesit zajimavé problémy. I na trovni stfedni skoly je mozné
nékteré takové problémy diskutovat a studenty nechat si dané postupy
aktivné vyzkouset. V pfispévku se zaméfime na techniky zndhodnénych
odpovédi, které mohou studenti vyuzit pfi riznych dotaznikovych Sette-
nich v rdmci svych projektt, roénikovych praci apod. Vyzkousime si, jak
se da toto téma aktivni formou probrat se studenty od stfedni po vysokou
skolu.

Martin Otava:

Moderni experimentdlni designy v prazi farmaceutickych firem.
Abstrakt: Zaméfime se na to, jak zapojit moderni typy designi (DSD,
OMARS, ad.) do celkové strategie implementace priimyslového experi-
mentu. Tedy: co je na nich vibec zajimavého, za jakych podminek maji
své vyuziti a jaké klasické metody bychom neméli opoustét.
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e Ondrej Tybl:
Neuronové sité.
V prispévku se zaméfime na to, v ¢em se neuronové sité lisi od tradi¢nich
statistickych metod (pokud v nééem), co nového pfinaseji, a kde naopak
¢erpaji z osvédcenych principt statistického mysleni.

e Ondrej Vencalek:
Mikuklassky confounding.
Abstrakt: Rozumét spravné pojmu confounding je pro statistika zivotni
nutnosti. Pfi zkoumani souvislosti mezi dvéma faktory je tfeba vztah mezi
nimi oéistit (adjustovat) od pfipadného vlivu confounderu, jak ndm na
Mikuklasi v roce 2021 vysvétloval Jifi Dvorak na pfikladu souvislosti mezi
poétem ¢apu (faktor 1) poétem narozenych déti (faktor 2), viz [1]. Ko-
relaci mezi témito faktory bychom zifejmé oznadili terminem ,spurious
correlation“. Co kdyz je ale ve hie vice faktorti nez jenom jeden mozny
confounder? Které z téchto faktorti musime pfi analyze zohlednit, které
nemusime, a na které bychom adjustovat viibec neméli? Mikuklasské po-
vidani o confoundingu je inspirovéano knihou [2].

[1] Dvoték, J. (2017). O détech, ¢dpech a kauzalité. Pokroky matematiky,
fyziky a astronomie 62 (4), 264-274.

[2] Pearl, J. a Mackenzie, D. The book of why: the new science of cause
and effect. New York: Basic Books, 2020. ISBN 978-1-5416-9896-3.

Za organizatory se na Vas tési: Marek Omelka, Martina Litschmannova
a Ondrej Vencalek.
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POZVANKA NA ROBUST 2026: NOVE ZPRAVY
INVITATION TO THE ROBUST 2026 CONFERENCE

Redakce

Vazené kolegyné, vazeni kolegové,

dne 18. ledna 2026 bude v Srni slavnostné zahdjena dvacatd Ctvrtd zimni Skola

JCMF ROBUST 2026, organizovana skupinou pro vypocetni statistiku pti CMS

JCMF jiz od roku 1980. Mezi spolu-organizatory tradi¢né patii KPMS MFF UK,

Ceska statisticka spole¢nost a Slovenska Statisticka a demograficka spolo¢nost.
Nabidku k pifedneseni zvanych pfednéasek zatim piijali (s fadou dalsich se jednd):

J. Barunik, FSV UK, Praha,

D. Hlubinka, MFF UK, Praha,

K. Hron, UPOL, Olomouc,

M. Maciak, MFF UK, Praha a R. Matus, MSD CR, Praha,

R. Rosipal, UM SAV, Bratislava.

Vystoupeni studentti a doktorandu. Vedle zvanych prednasek se i tento-
krat pocita se sdélenimi ucastnik a prednaskové — posterovou sekci doktorandu
a studentd. Po velmi dobrych zkuSenostech z minulych let jsme se i tentokrat roz-
hodli, ze vystoupeni bude ,, dvoustupriové“. Vedle mista na vystaveni posteru dosta-
nou prostor na kratké ustni vystoupeni, jez by mélo poslouzit nejenom ke shrnuti
hlavnich vysledki jejich prace, ale pfedevsim prildkat posluchace k diskusi nad/
pred jejich posterem. Gstni prezentace vsech studentti a doktorand, ktefi prihlasili
prispévek, se uskutecni ve stiedu 21. ledna 2026. Béhem tstniho vystoupeni by mély
byt prezentovany hlavni vysledky a tcastnici konference ,pfilakani“ k diskusi nad
posterem. Délka tstniho vystoupeni bude znama pozdéji, az budeme mit predstavu
o programu. Formét posteru doporu¢ujeme Al, pfipadné A2, nebotf format A3 je
prilis maly, zatimco AO naopak p¥ili§ velky. Postery bude mozné vyvésit jiz v nedéli
18. ledna 2026 vecer v prednaskové mistnosti.

Soutéz o nejlepsi studentské a/nebo doktorandské vystoupeni. Tak
jako v minulych letech i tentokrat bude usporadana soutéz o nejlepsi studentska
a doktorandska vystoupeni. Opét bude vytvoreno vice kategorii, coz ndm umozni
nejenom ocenit vice dobrych praci, ale byt také ,spravedlivéjsi“.

Publikace v ¢asopise Statistika. Po dohodé s profesorkou S. Hronovou, pred-
sedkyni edi¢ni rady Casopisu Statistika: Statistics and Economy Journal, bychom
radi ucastniky informovali, Ze je v ném mozno publikovat ¢lanky vyhovujici jeho za-
méfeni. Sejde-li se dostatek prispévki, bude mozné vydat specialni ¢islo z Robustu
2026. Prispévky, které budou podrobeny klasickému recenznimu fizeni, je tfeba re-
dakci dodat nejpozdéji do konce Fijna 2025. Detaily poskytne kolega Ing. Ondfej
Vozar.

Na setkéani se za programovy a organizac¢ni vybor té8i: J. Antoch, E. Cézova,
G. Dohnal, D. Hlubinka, L. Naxerova, M. Pesta a I. Stankovicova.
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POZVANKA NA CESKE UZIVATELSKE FORUM
COPERNICUS A DALKOVY PRUZKUM ZEME 2025

INVITATION TO C3S USER ENGAGEMENT WORK-
SHOP WITH THE CZECH USER COMMUNITY

Redakce

Agenda programu Copernicus, kterou jiz druhym rokem koordinuje Cesky
hydrometeorologicky ustav, navazuje na predchozi ro¢niky a opét Vam pii-
n4si konferenci Ceské uzivatelské férum Copernicus a dalkovy prizkum Zemé,
ktera je pordadana v ramci akce Czech Space Week 2025. Program konference
je pripraven ve spolupraci s Ministerstvem dopravy a Pfirodovédeckou fakul-
tou Univerzity Karlovy.

Prvni den konference se uskuteéni workshop poradany sluzbou Coper-
nicus Climate Change Service v prostorach Konferen¢niho centra City. Pro-
gram bude rozdélen do dvou trovni — pro zacatecniky i pokrocilé uzivatele
dat — takze si kazdy najde to své. Ucastnici se naudi prakticky pracovat s kli-
matickymi daty, ziskaji tipy pro jejich analyzu a ptiklady vyuziti v realnych
projektech. Workshop je idedlni prilezitosti propojit teorii s praxi a rozsirit
své dovednosti. Workshop probéhne v anglickém jazyce.

Kdy: 20. ¥ijna 2025, 13:00-17:00.
Kde: Konferen¢ni centrum City.

Druhy den v reprezentativnich prostorach Rezidence primétora hl. m.
Prahy se uskuteéni konference vénovana programu Copernicus a vyuziti dat
dalkového priizkumu Zemé. Ceka vas den plny zajimavych prezentaci z oblasti
vyuzivani dat programu Copernicus v Cesku a obecného vyuziti dat dalko-
vého prizkumu Zemé, doplnény o priklady z praxe a diskuse s odborniky.
Konference nabidne prednasky odborniki ze statni spravy, akademického
prosttedi i soukromého sektoru. Ucastnici se dozvi o aktudlnich trendech,
vyzkumech a praktickych vyuzitich dat v riznjch oborech. Soucasti konfe-
rence bude také posterova sekce, kde budou mit tcastnici moznost predstavit
své projekty. Konference probéhne v ¢eském jazyce.

Kdy: 21. fijna 2025, 9:00-17:00.
Kde: Rezidence primatora hl. m. Prahy.

Webové stranky: https://copernicus.chmi.cz/index.php/ceske-uzi
vatelske-forum-copernicus-a-dalkovy-pruzkum-zeme-2025/.
Email: lucie.bursova@chmi.cz.
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