PAR ,,VYPISKU Z LEHMANNA “ }

Daniel Hlubinka

Univerzita Karlova
Matematicko-fyzikalni fakulta
Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Mikuklasské setkani 2020

DANIEL HLUBINKA (MFF UK) PAR ,VYPISKU Z LEHMANNA “ MIKUKLAS 1/17



STATISTICKE ROZHODOVANI

e NaSe kazdodenni ¢innost provadéna na zakladé dostupné
informace a zkuSenosti.

e Otazky, na které hledame odpovédi mohou byt od celkem
otevienych (kdy a jaké koupit auto), pres jasné otazky (kudy jet z
Prahy do Ostravy v pondéli rano), az po cilené experimenty.
muzeme formulovat hypotézu a alternativu a ty statisticky
otestovat.

e Kazdé statistické rozhodovani je optimalizaCni problém zavisly na
ztratové funkci.
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TEST JAKO ROZHODOVACI PROBLEM

e Uvazujeme dva vyroky o jednom parametru (parametr mize byt
klidné i funkce, ne jenom skalar).

e Hypotéza/alternativa - dva navzajem se vylucujici (a doplfujici)
vyroky v ramci modelu.

e Rozhodnuti je hodnota d € (ap, d;). Rozhodnuti dy znamena, Ze
nadale budeme pracovat s hypotézou, rozhodnuti d;, Zze nadéle
pracujeme s alternativou.
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.
TEST JAKO OPTIMALIZACNI PROBLEM

e Ztratova funkce je specialni, ztrata pfi spravném rozhodnuti je 0,
ztrata pfi Spatném rozhodnuti je 1.

* Rozhodovaci pravidlo, které minimalizuje riziko (stfredni hodnotu
ztratové funkce) pro véechna mozna rozdéleni v ramci modelu,
neni mozné obvykle sestroijit.

e Proto se obvykle uvazuje pouze test s predem danym omezenim
pro pravdépodobnost chyby 1. druhu—riziko zamitnuti platné
hypotézy. Zname jako hladinu vyznamnosti testu.

¢ Mezi témito testy se hleda optimalni pro riziko nezamitnuti platné
hypotézy. Pravdépodobnost chyby druhého druhu, 1—sila testu.
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EFICIENCE / VYDATNOST

e Model a optimalni test jsou provazané.

e Co kdyz model neplati? Robustni varianty testa.

e Jak moc ztratime, kdyz pouzijeme jiny test a pfitom model plati?

e Dobry test by mél byt konzistentni, tedy sila pro kazdou
alternativu roste s rozsahem vybéru (limitné k 1).

e Pokud pro pevnou alternativu a pfredepsanou silu potfebujeme
rozsah vybéru ny pro test ¢4 a no pro test ¢o, pak ny/no je
indikator ,vykonnosti“ testu ¢, vUCi testu ¢1.
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R
FORMALNI ZAVEDENI (PITMANOVY) ARE

e Uvazujme hypotézu Hy : 6 = 6y proti Hy : 6 > 6.
e Testova statistika T, testu ¢ necht splnuje

n1/2(Tn — w(bn)) — N(0, o)

pro libovolnou n'/2(6, — 6y) = O(1). Funkce 1 je diferencovatelna
(staCi zprava v 6y). Oznacme n(#) rozsah vybéru k dosazeni sily 5
pfi hlading a.
e Je-li T, jina (asymptoticky normalni) testova statistika, pak
i 7(0) _ (ﬂ’(9o)/5>2
o\ N(0) w(6o)/c
je asymptoticka relativni eficience testu ¢ vigi testu ¢.
e VSimnéme si, Zze vyraz vpravo nezavisi na « a f3, je dusledkem
asymptotické normality.
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JEDNOVYBEROVE TESTY POLOHY

Uvazujme diferencovatelnou hustotu f symetrickou kolem 0.
Uvazované rozdéleni ma hustotu f(x — 6).

Testujeme Hy : 6 = 0 proti Hy : 6 > 0.

Pouzijeme t-test, znaménkovy test a jednovybérovy Wilcoxontv
test.

Oznacéme T,, S, a W, prislusné testové statistiky. Pro v§echy
mame lokalni asymptotickou normalitu.
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.
JEDNOVYBEROVE TESTY POLOHY

 Necht o2 je (konecny) rozptyl rosdéleni s hustotou f.
* UvaZujme posloupnost lokalnich alternativ 6, = h/n'/2.
e Plati

n'2T, — N(h/os, 1)
n'2S, — N(hf(0),1/4)

n'2W, — N(2h / f2dx,1/3)

o Odtud eg(f) = (2f(0)o)® a ew(f) = 1202( [ f2dx)®.
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POROVNANI

e Pro normalni rozdéleni je t-test podstatné lepsSi nez znaménkovy,
es,t(N) = 0,637, ale jen mirne lepsi nez Wilcoxonuv,
ew,t(N) =0,955.

® Pro Laplaceovo rozdéleni je t-test podstatné horsi nez
znamenkovy, es (L) = 2, je hor§i i nez Wilcoxonuv test,
eWJ(L) = 3/2

e Wilcoxonuv test pro symetrické diferencovatelné hustoty neni
nikdy o moc horsi nez t-test, ey +(f) > 0,864.

¢ V normalnim rozdéleni tedy plati, Ze pokud k dosazeni urcité sily
potiebujeme pro Wilcoxon(v test 1000 pozorovani, u t-testu je
potfeba 955, tedy témér stejné mnozstvi. U Laplaceova rozdéleni
je ale na 1000 pozorovani pro Wilcoxonuyv test potfeba 1500
pozorovani pro t-test.
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DVOUVYBEROVE TESTY POLOHY

e Pfredpokladejme dvé rozdéleni F a G, pro néz plati
G(x) = F(x —0).

e Opét uvazujme test Hy : # = 0 proti H; : 6 > 0.

e Porovname opét t-test s Wilcoxonovym dvouvybérovym a van der
Waerdenovym testem (neparametricky test s normalnimi skory).

e Predpokladejme stejny rozsah vybéru.

e Wilcoxonuv test si nevede Spatné. Pro normalni rozdéleni se
stejnymi rozptyly plati ey ;(N) = 0,955 a i zde ey (f) > 0, 864
pro vSechna rozdéleni.

* Test s normalnimi skory je jesté lepsi, e,gw ((N) = 1 pro normalni
rozdéleni (neprekvapive), vzdy ale plati e,gw +(f) > 1, coZ je
zajimavy vysledek.
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JAK ,POPLEST® T-TEST

e Pro symetricka rozdéleni je t-test obvykle velmi dobry.

e Vezméme Sikma rozdéleni F a G a posufime je proti sobg,
napfiklad G(x) = F(x — 0), takze Eg = EF — 0. Udélejme vybér X;
z F apak vybér Y; z~vG+ (1 — v)U, kde v je dost mala hodnota a
rozdéleni U volime tak, aby E, g (1_,)u bylo co nejblize Ef.

e Test 0 ,shodé rozdéleni” pak Casti vyjde tak, Ze t-test hypotézu
nezamita a Wilcoxonulv test hypotézu zamita.

e Ale zmatli jsme opravdu t-test? Ne, protoze mezi strednimi
hodnotami opravdu vyznamny rozdil neni.

e Uvédomme si vSak, ze jsme se dostali mimo ramec modelu pro
Wilcoxonav i t-test.

DANIEL HLUBINKA (MFF UK) PAR ,VYPISKU Z LEHMANNA “ MIKUKLAS 11717



OBECNEJSI POJETI ARE

e U Pitmanovy ARE vychazime z asymptotické normality.
e Obecné ARE zavisi na hladiné i pozadované sile: e; ¢(a, B,0).
e Zkoumat eficienci se v§emi tfremi volnymi parametry je narocné.

e Obvykle se uvazuji dva parametry pevné a treti limitné se blizici k
néjaké hodnoteé.

e Bahadurova eficience (pro o — 0) a Hodgesova-Lehmannova
eficience (pro 8 — 1) jsou nicméné povazovany za nepiili§
vyznamné v pro praktické porovnani testl. Proto se nejcastéji
vyuziva Pitmanova (0 — 6p).
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.
OBRANA T-TESTU

e Obcas slychame, Ze pro velké rozsahy dat nevadi poruseni
normality, protoZe plati asymptoticka normalita a t-test mize byt
pouzit.

¢ To je naprosta pravda, t-test opravdu ma tvar asymptotického
testu pro stfedni hodnoty (s pomoci Sluckého véty).

e Poradové testy se slozité vyrovnavaji se shodami, t-test mizeme
pouzit i pro vybéry z alternativniho rozdéleni.

e Pouzivejme tedy t-test, ale pro test spravné hypotézy proti
spravné alternativé. Pro normalni rozdéleni mame presny test,
pro nenormalni asymptoticky test shody stfednich hodnot. P¥i
poruseni predpokladu shody rozptyll Ize najit vhodnou Gpravu
testové statistiky.
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A CO HLADINA?

¢ Velikost s testu je supremum pravdépodobnosti zamitnuti (platné)
hypotézy. Tedy pres vS§echny hodnoty v hypotéze.

e V modelu by samozfejmé mélo platit, ze s < a.

e Méjme napriklad hypotézu Hp : 1 = 0 v normalnim rozdéleni.
Velikost t-testu je a.

e Pokud vSak model neplati, kritické hodnoty jsou stanovené Spatné
a velikost testu mize nabyvat nekontorlovanych hodnot.

e Vezméme tfidu P, v§ech rozdéleni s konecnym rozptylem a
oznacme P, o ty s nulovou stfedni hodnotou.

e Pouzijme jednovybérovy t-test pro test hypotézy Hy : 1 = 0 proti
jednostranné nebo oboustranné alternative.
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.
NEBO T-TEST NEPOUZIVEJME?

V ramci P, g je velikost t-testu 1.

e To ale znamena, Ze pro libovolné n > 0 existuje rozdéleni s
koneCnym rozptylem a nulovou stfedni hodnotou, pro které t-test
zamitne hypotézu Hy : 1 = 0 s pravdépodobnosti alespon 1 — 7.
To je ale $§patna zprava!

e Standardni protipfiklad vychazi z extrémné nesymetrického
rozdéleni.

e Pfredpoklad symetrie ale také nestaci.

e Teprve symetrie a unimodalita spolu s malou hladinou a zaruéi, ze
velikost t-testu je omezena pravdépodobnosti zamitnuti nulové
hypotézy v pfipadé rovnhomérného rozdéleni na intervalu [—1, 1].
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PREDPOKLADY JSOU DULEZITE. ALE JAK JE OVERIT?

e |ze najit tfidu Py rozdélenti, pro kterou t-test ma velikost .
Podminka pro Clenstvi v této tfide je

X — pel? X —
lim sup E,:(‘ Z’MF‘ 1{‘ el >0}) =0.

A—>00 FePy OF OF

e Neni tézké, pfipadné je néjak mozné, ovérit tento predpoklad pro
urcité F.

e Jak ale toto ovéfit, kdyZ mam v ruce jen ,par“ (¢téme: konecné
mnoho) hodnot?
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S RESPEKTEM K DATUM

Data jsou obvykle to jediné, ¢emu mizeme alespon trochu veéfit.
MiZeme je povazovat za nahodny vybér?

Kde se v nich bere neurcitost, pro¢ jsou nahodna?

Byla uz podobna data analyzovana? Jakymi prostfedky a s jakym
vysledkem?

Co je presné otazkou, na kterou hledame v datech odpovéd? Jak
tuto otazku formulovat v jazyce statistickych hypotéz?

Mohu povazovat predpoklady metod za splnéné? A co se stane,
kdyz ne?

Data jsou ,jen“ Cisla. Kone¢né mnoho Cisel s kone¢nou presnosti.
Metoda ,nepozna“, odecita-li hrusky od jablek a déli je Svestkami.
Metoda da vyslednou hodnotu (pokud naptiklad nedélime nulou),
ale spolehlivost vysledku a jeho vypovidajici hodnotu musi zarucit
Cloveék. Alespon zatim.
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