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Abstrakt: Uvazuje se situace parovych binarnich dat z intervenc¢nich vyz-
kumnych plani a zakladni postupy pri statistickém testovani, odhadu rozdilu
efektivit intervence, podilu efektivit a podilu Ssanci tspéchu pro tento pripad.
Dokumentuje se jedna chybné provedena analyza v uverejnéném védeckém
¢lanku.

Klicova slova: McNemaruv test, parova binarni data, interval spolehlivosti,
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Abstract: We consider paired binary data from intervention studies and
basic methods for statistical testing and estimation of effectivity difference,
ratio of proportions and odds ratio for this case. Wrong statistical analysis is
documented in a published scientific paper.

Keywords: McNemar test, paired binary data, confidence interval, errors in
statistics.

1. Uvod

P1i hodnoceni interven¢éniho experimentu se ¢asto zajimame o porovnani spa-
rovanych udaji. Pary udajti vznikaji tak, ze jsme kazdy prvek vybérového
soboru (o rozsahu n) mérili dvakrat, pred aplikaci a po ni. K parovym datim
se dostaneme i pomoci jinych plant vyzkumu. Napriklad mtizeme mérit dvoj-
cata, posuzujeme parové organy nebo pouzijeme dvé rizné metody meéreni pri
méreni jedné veli¢iny. Setkdme se s nimi v retrospektivnich studiich pripadt
a kontrol nebo v prospektivnich studiich. Pokud zjistujeme u subjektii kvan-
titativni metrickou proménnou a pak hodnotime, zda intervence pusobila,
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pouzijeme obvykle parovy t-test ve tvaru

R (1
Sd SE
kde T;, 1 = 1, 2, jsou pruméry proménné pred intervenci a po intervenci vy-
pocitané z n udaju, d oznacuje rozdily dvojic méteni (kterych je n), odhad sy
smérodatné odchylky téchto rozdilf, d primérny rozdil a s7 odhad standardni
chyby primeérného rozdilu.
Interval spolehlivosti pro ocekavany rozdil A mezi prameéry parovych pro-
ménnych 1 a pe ma tvar

(d—tsg; d+tsg), (2)

kde t je hodnota relevantniho kvantilu ¢-rozlozeni o n — 1 stupnich volnosti.
Urcujeme jim hladinu spolehlivosti sestrojeného intervalu spolehlivosti. Pred-
pokladame, ze rozdily méreni jsou normalné rozlozené. Hodnota A = 1 — o
predstavuje miru ptisobeni intervence.

Hodnotu s7 lze spocitat podle vzorce

S7= \/(8% + 57 — 2rsy182)/n. (3)

Vybérové rozptyly v tomto vztahu se tykaji hodnoty 1., resp. 2. méreni.
Korelace r se pocitd mezi sparovanymi radami métreni. Protoze je vétSinou
kladnd, je ziejmé interval spolehlivosti spocitany podle vzorce (2) uzsi, nez
kdybychom s korelaci obou proménnych viibec nepoéitali. To dokumentujeme
pro situaci n = 25, ¥1 = 0 a To = 0,5 a smérodatnou odchylkou pro obé rady
meéreni 1,0 pri korelaci » = 0,0, resp. » = 0,4, kdy ma testovaci ¢t statistika
hodnotu 1,768, resp. 2,282. V prvnim pripadé je vysledek statisticky nevy-
znamny, v druhém pripadé statisticky vyznamny na 5% hladiné vyznamnosti
pri dvoustranném testu. Prvni pripad nékdy nastane, jestlize opomineme
sparovani udaji a pouzijeme t-test pro dva nezavislé vybéry. S obdobnym
problémem se setkavame také pri hodnoceni binarnich proménnych.

V naSem pojednani nejdrive naznacime principy tii asymptoticky shod-
nych obecnych metod statistické inference. V dalsi ¢asti probereme vybrané
metody, které pouzivame pri statistické inferenci sparovanych binarnich pro-
ménnych. Uvedeme vysledek vypocti pro nékolik prikladd. V nich pouzivame
dvoustranny test s hladinou vyznamnosti 0,05 a dvoustranné intervaly spo-
lehlivosti s hladinou spolehlivosti 0,95. Casto vyuzijeme jako disledek sta-
tistickych uvah standardizované normalni rozdéleni. Hodnota 0,975-kvantilu
tohoto rozdéleni, kterou budeme vyuzivat pii konstrukci intervali spolehli-
vosti s hladinou spolehlivosti 0,95, je z = 1,96.
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2. Metody testovani a intervalového odhadu

Existuji tri dilezité obecné metody tvorby statistickych testii a intervalii spo-
lehlivosti. Vyuzivame je i pfi hodnoceni sparovanych binarnich dat [1], [7].
Vychéazeji z vérohodnostni funkce L(~;a). V nasem zapisu v znamend odha-
dovany parametr a x jsou data. Postupy statistické inference pomoci téchto
metod jsou asymptoticky ekvivalentni, tzn. ze pri velkych vybérech déavaji
podobné vysledky. Budeme probirat pouze pripad inference o skalarnim pa-
rametru 7. U uvedenych metod existuje i zobecnéni pro vektorovy parametr

[1, ed. 2002, s. 11-15]. Rozlisujeme

e Waldiv test a interval spolehlivosti,
e skérovy test a interval spolehlivosti,

e test a interval spolehlivosti pomérem vérohodnosti.

Predpokladédme, ze mame maximalné vérohodny odhad 5 parametru ~.
Za dosti obecnych podminek je odhad 4 asymptoticky konsistentni, eficientni
a normalné rozlozeny. Plati asymptoticky

T~N(1VEA),

kde V' znaci rozptyl. Tento vztah miizeme bezprostiedné vyuzit ke konstrukci
intervalového odhadu parametru v ve tvaru

5+ 2/V(),

kde z je kvantil standardizovaného normélniho rozlozent a urcujeme jim pred-
pokladanou hladinu spolehlivosti. Misto V' (7) dosazujeme odhad V (7). Takto
vytvorenému intervalu fikdme interval spolehlivosti Waldova typu. M4 nevy-
hodu, Ze vede k symetrickym krajnim bodim kolem bodového odhadu a ty
navic nemuseji mit prijatelné hodnoty. Nesymetrické intervaly spolehlivosti
vsak ziskame, kdyz maximalné vérohodny odhad neni na ptivodni skale para-
metru. Napriklad v logistické regresi se intervaly spolehlivosti vypoctou pro
logaritmus poméru sanci. Interval spolehlivosti pro tento logaritmus je syme-
tricky, ale jestlize ho transformujeme do skaly poméru sanci, vznikly interval
je asymetricky.

Waldova testovaci statistika pro test nulové hypotézy Hy : v = 79 ma tvar

|§—%\
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a srovnavame ji s vhodnym kvantilem standardizovaného normalniho roz-
lozeni. Jeji druhd mocnina mé za platnosti nulové hypotézy asymptoticky
rozlozeni x? o jednom stupni volnosti.

Objasnime, jak ziskdme hodnotu ‘7(3) Cinfme to pomoci Fisherovy in-
formace o parametru . Oznac¢ime [(v; x) = In L(y; ). Pozorovana Fisherova
informace je zaporné vzata druhda derivace podle proménné ~ logaritmu véro-
hodnostni funkce. Hodnota

~ 1

YO = TG
aproximuje rozptyl odhadu 4. Hodnotu —I”(5; ) ¢asto nahrazujeme funkci
I(y) = —E[l"(¥;x)]. Tuto hodnotu nazyvame ocekavana informace nebo
Fisherova informace.

Druhy zptisob testu nulové hypotézy Hy : v = v vyuziva skérovou funkci
u(y) = U'(). Skérova funkce se rovna nule v maximalné vérohodném od-
hadu 7. Test vyuzivd hodnotu skérové funkce v bodé vg. Testova statistika
ma tvar

u(70)”
I(v0)

Ocekavana hodnota skorové funkce je nula a jeji rozptyl se rovna Fishe-
rové informaci. Asymptoticky ma skoérova funkce standardizované normalni
rozlozeni, protoze se jednd o soucet stejné rozlozenych nezavislych nahod-
nych proménnych s konec¢nym rozptylem. Proto méa uvedena testova statis-
tika asymptoticky rozlozeni x? o jednom stupni volnosti. Interval spoleh-
livosti ziskdme metodou inverze. Tato metoda se provede tak, ze hledame
krajni hodnoty parametru v, kdy uvedena testova statistika neprekroci kri-
tickou hodnotu. V pripadé testu Waldova typu inverzni metodou dostaneme
interval spolehlivosti Waldova typu.

Treti zptisob vyuziva porovnani hodnot vérohodnostnich funkci v bodé ~q
a v maximalné vérohodném odhadu 7. Test metodou pomérem vérohodnosti
srovnava hodnotu 2[1(5) — I(7o)] s kritickou hodnotou rozlozeni x? o jednom
stupni volnosti. Interval spolehlivosti pro parametr v ziskdme opét inverzni
metodou.

Obrazek 1 ilustruje tfi popsané principy pro pripad Hy : v = 0. Uka-
zuje schematicky prubéh logaritmu vérohodnostni funkce [(v). Statisticky
test podle Walda vyuziva chovani () v maximalné vérohodném odhadu.
Smérodatnéd chyba odhadu zéavisi na zaktiveni [(7y) v tomto bodé. Test po-
moci skorové funkce vychazi ze smérnice a zakfiveni [(v) v bodé v = 0. Test
pomoci poméru vérohodnosti kombinuje informaci o [(v) v bodé v = 0 a v ma-
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Obrazek 1: Pribéh logaritmu vérohodnostni funkce a informace pouzita ve
trech popsanych testech pri nulové hypotéze v =0

ximélné vérohodném odhadu parametru ve statistice —2(lp — I1) podle [1].
Tato statistika vyuziva nejvice informaci ze vSech tii typt statistik.

Jako priklad uvedeme konstrukci intervali spolehlivosti pro parametr =
binomického rozlozeni. Waldova metoda vede k intervalu spolehlivosti

T+ zy/7(1l —7)/n,

kde T = m/n (m znamend cetnost tspésnych pokusi z celkem n pokust).
Pomoci metody skérové funkce nalezneme krajni body intervalu spolehlivosti
pro 7 vyfresenim rovnice

(7T —7m)/7(1l —m)/n ==z

Musime vyTesit kvadratickou rovnici v 7 zptsobem, jak popsal Wilson
v roce 1927 [14].

Interval spolehlivosti na zakladé poméru vérohodnostnich funkci je prin-
cipialné jednoduchy, ale vypocetneé slozitéjsi. Hleddme mnozinu m, pro kterou
plati, ze dvojnasobek logaritmu poméru vérohodnostnich funkci

~ ~

T
+mln—|,
-7 s

—2(lp—1l1)=2{(n—m)In N

je mensi nez vhodny kvantil x? rozlozeni o jednom stupni volnosti.

V dalsim vykladu vychazime z asymptotickych vlastnosti uvedenych me-
tod a z vétsich rozsahti vybéri. Pii malych rozsazich vybért lze pouzit presné
metody statistické inference.
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3. Binarni sparovana data

V pripadé bindrnich pozorovani zjistujeme, zda subjekt ma (kéd = 1), nebo
nema (kéd = 0) danou vlastnost. Takova data také ziskame, jestlize dichoto-
mizujeme puvodné kvantitativni metrické idaje urc¢ené k hodnoceni parovym
t-testem. Prislusnou statistickou teorii objasnuje Agresti [1, zvlasté kapitoly
10.1 a 14] nebo Andél [3].

Vysledky popisujeme c¢tyrpolni tabulkou cetnosti 1.

Tabulka 1: Cetnosti sparovanych binarnich dat

Po intervenci

Cetnosti Suma
1 0
1 a=mn11 | b=nqo ny
Pred intervenci -
0 C = TNp1 d= 100 no+
Suma N1 N4 n=a+b+c+d

Hodnota a je ¢etnost subjektt s danou vlastnosti pred intervenci i po ni,
d je pocet subjektt bez vlastnosti pred intervenci i po ni, b je pocet subjektt
s vlastnosti pred intervenci a bez vlastnosti po intervenci, ¢ je pocet subjektt
bez vlastnosti pred intervenci a s vlastnosti po intervenci. Tabulka 2 popisuje
pravdépodobnosti, ze ziskdme pozorovani v daném policku.

Tabulka 2: Pravdépodobnosti jednotlivych kategorii
sparovanych binarnich dat

Po intervenci

Pravdépodobnosti ’ 0 Suma
1 D11 D10 D1
Pred intervenci *
0 Do1 Poo Do+
Suma D41 P+o0 1

Uvedme v tabulce 3 priklad vyzkumnych tidaji. Data jsou prevzata z kni-
hy [6]. U 237 osob se nejdiive zjistovalo, zda kouti (kéd = 1), nebo ne
(kéd = 0). Po novinové kampani (intervenci), byly stejné osoby opét otdzéany,
zda kouri, nebo ne.
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Tabulka 3: Prvni soubor dat o ptisobeni novinové kampané na koureni

. Po intervenci
Cetnosti ’ 0 Suma

1 a=80 | b=25 105
0 c=12 | d =120 132
Suma 92 145 237

Pred intervenci

Jestlize hodnoty méreni v parech souhlasi, mluvime nékdy o konkordant-
nich parech, v nasem prikladu jich je a + d = 200. V tabulce je b 4+ ¢ = 37
diskordantnich part métreni, kdy méreni maji rozdilné hodnoty.

Parova binarni data data z mensiho vybéru zachycuje tabulka 4. Jde
o udaje prevzaté z prace [7]. Byly zjistovany plicni komplikace u déti (pri-
tomné komplikace kéd = 1) pred transplantaci kmenovych bunék (intervence)
a po ni.

Tabulka 4: Druhy soubor dat o plicnich komplikacich u déti pred transplan-
taci kmenovych bunék a po ni

. _ Po intervenci
Cetnosti Suma

Pred intervenci

Suma 8 13 21

4. Jednoduché procedury

Oznac¢me pi4, resp. py1 pravdépodobnost méreni s hodnotou 1 pred inter-
venci, resp. po ni.

Pak rozdil A = p;4 — p41 vyjadruje Gc¢inek intervence. O velikosti A (zda
intervence je G¢inna) rozhoduji diskordantni méreni, coz je patrné z bodového
odhadu A. Bodovy odhad A je dan rozdilem

~ . ni+ ng1  b—ec
A=piy —py1= - = .
o n n n
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Poznamenejme, ze kovariance proménnych py; a p;4 ma podle [1, kap.
10.1.1] hodnotu (p11 - poo — P10 - Po1) /M-
Pro nas prvni piiklad (tab. 3) dostaneme

b—c 2512
n o 237

>)

= 0,054.

Pro druhy piiklad (tab. 4) ma tento odhad hodnotu

_b—c_1—7
- on 21

>)

= —0,286.

McNemartv [9] podminény asymptoticky test nulové hypotézy A = py4 —
p4+1 = 0, totiz Ze intervence neméa zadny Ucinek, se opira o testovaci statistiku

2
2= ()
(b+c)

Ta ma za platnosti nulové hypotézy Hy : A = 0 asymptoticky rozlozeni
x? o jednom stupni volnosti. Jednd se o nejpouzivan&jsi test této nulové
hypotézy. Podminka zde znamené fixaci souctu cetnosti b + c.

Presnou verzi testu stejné hypotézy uvadi Andél [3]. Jde o presny podmi-
nény binomicky test pro rozdéleni Bi(b+ ¢;0,5). Jeho asymptoticky tvar vede
k (4), viz [1] nebo [3].

Pro nas prvni priklad vychazi McNemarova testovaci statistika

o (25— 12)2 B

- = 4,57.
YT s 1)

V druhém prikladu mad McNemarova statistika hodnotu

.  (1—1)3
=/ —450.
YT A

Jelikoz prislusna kritickd hodnota pro 5% hladinu vyznamnosti je 3,84,
muzeme nulovou hypotézu o neexistenci i¢inku intervence v obou pripadech
na této hladiné vyznamnosti zamitnout. R

Pro prvni ptiklad maji bodové odhady py1, p1+ a A hodnoty py1 = 0,388,
p1yr = 0,443 a A = 0,055. Pro druhy priklad pak py; = 0,380, p1+ = 0,095
a A= —0,286.

Asymptoticky platny statisticky test W nulové hypotézy Hy : A = 0 podle
Walda a prislusny interval spolehlivosti pro A v pripadé binarnich parovych




Informacni bulletin Ceské statistické spolecnosti, 4/2018

dat maji tvar (viz naptiklad kapitola 10.1.1 v [1])
(P41 —DP14)Vn

W =
\/511 + 57, — 2rsp1514

Y

z
P+1— D14 * \/ﬁ\/sﬂ + 814 — 2rsy1814,

st =041(1—ps1), sty =bi+(1—Dis),

kde r oznacuje odhad korelace mezi py1 a p11 a z je kvantil standardizovaného
normalniho rozdéleni pro zvolenou hladinu spolehlivosti. Odhad korela¢niho
koeficientu ziskame na zdkladé tvah v [1, ed. 2002, s. 410].

Uzite¢néjsi pro vytvoreni intervalu spolehlivosti pro A jsou vyjadreni

b— b—c)?
C:I:E\/b—i—c—ﬂ, resp.
n n n

(6)

Po1 — P10 £ Z\/[ﬁm + P10 — (Po1 — Pr0)?] /m,

kde ]/)\Z‘j = nw/n

Smérodatnéd chyba ve vyrazu (6) je pocitana podle Waldovy procedury
bez predpokladu platnosti nulové hypotézy Hy : A = 0.

Pro nase dva priklady maji intervalové odhady A hodnotu 0,054+0,049 =
(0,005;0,103), resp. —0,286 4+ 0,223 = (—0,508; —0,062).

Ukazali jsme, ze data pro McNemariv test mohou byt prepsdna pomoci
dvou proménnych X a Y s hodnotami 0 a 1. Na tato data lze pouzit stan-
dardni parovy t-test. Ziskame hodnotu testovaci statistiky ¢. Necht T' je hod-
nota McNemarovy testovaci statistiky. Lze ukazat, ze

752:(71—1)T W T nt? |
n—T n—1+4t2

Protoze obé funkce jsou rostouci vzhledem ke svym nezavisle proménnym,
jsou ekvivalentni i prislusné statistické testy se stejnou hladinou vyznamnosti
a vhodné zvolenymi kritickymi mezemi.

Nékdy se zajimame o pomér pravdépodobnosti ¢ = pi4/py1. Bodovy
odhad nalezneme pomoci vypoctu

~ N1y
p=—. 7
-~ (7)
Jako mira efektu intervenci muze byt pomér pravdépodobnosti tspéchu
v nékterych situacich vhodnéjsi nez jejich rozdil, zvlasté kdyz tyto pravdépo-
dobnosti jsou velmi malé.
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Necht koeficient FF' ma hodnotu

| b
EF = exp (z i) .
N4 N1

Interval spolehlivosti pro ¢ = p14/p41 dostaneme ve tvaru
(¢/EF; ©- EF).

Pro nase dva priklady dostaneme bodové a intervalové odhady ¢ jako
1,141 (1,011;1,287), resp. 0,250 (0,062;0,992).

Daéle se vénujeme poméru Sanci. Hlavni vyuziti poméru sanci (tuto hod-
notu v souhlase s literaturou oznacujeme symbolem #) je v retrospektivnich
studiich pripadi a kontrol, které maji za cil objasnit etiologii nemoci. Pak
neni obvykle mozné odhadnout rozdil pravdépodobnosti ispéchu. Agresti [1]
rozebird dva rtzné modely pro hodnoceni Sanci v pripadé sparovanych dat.
Rozlisuje dva pripady: a) marginalni Sance a b) podminéné parové sance.
Necht (Y7, Ys) oznacuje par méfeni pred intervenci a po ni pro ndhodné vy-
braného jedince, pricemz pro obé proménné plati, ze ,,1“ oznacuje kategorii
,uspéch® a ,,0“ kategorii ,,nedspéch®. Jestlize vyjdeme z logistického regres-
niho modelu, pak ptripad a) je popsdn rovnici

logit[P(Y; = 1)] = a + In(0)xy,

kde z; = 0, nebo z; = 1 podle toho, zda jedinec byl méren pred, nebo po
intervenci. Parametr 6 je podil sanci. Tento model se zaméruje na marginalni
rozlozeni odpovédi pro dvé pozorovani (ptfed intervenci a po ni).

Maximalné vérohodny odhad hodnoty 6 je v tomto modelu dan vztahem

§ = Ditl+0 (8)

P+1Po+

s odhadem asymptotického rozptylu
. ~ 1 1
VIn(d)] = {A SRR
Pi+Po+  P+1P+0
Nesymetricky interval spolehlivosti pro # dostaneme pouzitim Waldovy
metody vztahem

— 2(P11Poo — ﬁlOﬁOl)/(ﬁ1+ﬁo+ﬁ+1ﬁ+o)}/n-

In(6) + 24/ V [In(8)].

Na rozdil od pripadu a), pripad b) uvazuje béznéjsi situaci, ve které se
parametr a méni mezi jedinci. Necht (Y;1, Y;2) oznacuje méreni i-tého jedince
pred intervenci a po ni.

10
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Logisticky regresni model ma pak tvar
logit[P(Y;: = 1)] = a; + In(fcong)xs-

Efekt intervence je vyjadiren pomoci pro vsechny jedince spoleénym pa-
rametrem In(0.onq), pritom povolujeme jisté interindividualni rozdily pomoci
parametru a;. Parametr In(0.onq) odhadujeme za podminky, ze postacujici
statistiky pro parametry a; (zde vystupuji jako rusivé parametry [3, s. 187])
maji dané hodnoty [1, s. 416-417]. Pro kazdy subjekt sanci udélosti s kédem 1
je dostaneme jako Sanci udalosti s kddem 0 vynasobenou vyrazem exp(fcond)
[7]. Za uvedeného predpokladu vyjadiujeme O.onq vztahem Oconq = p1o/po1,
tedy podilem pravdépodobnosti diskordandnich part. Index cond oznacuje,
ze jde pri vypoctu podilu Ssanci o pripad b).

Podminény maximalné vérohodny odhad 6.,n,q4 za podminky fixniho sou-
¢tu b+ ¢ ma v pripadé modelu b) tvar

~

C
econd — E (9)

Intervalovy odhad pro é\cond se vypocte z hodnoty é\cond upravené prepoci-
tavaci konstantou EFF

(Ocona/EFF; Ocona - EFF), (10)

pricemz EFF ma hodnotu EFF = exp(z+/1/b+ 1/c).
Vyraz 1/1/b+ 1/c je asymptoticky odhad rozptylu velic¢iny ln(é\cond).
Hodnota z odpovida kvantilu standardizovaného normaéalniho rozlozeni
a urcuje hladinu spolehlivosti. Pro nase dva priklady dostaneme pro ptripad b)
odhad 0.onq jako 2,083 (1,050;4,132), resp. 0,143 (0,017;1,149). Druhy inter-
val pokryva hodnotu 1!

5. Doporucené navrhy hodnoceni parovych binarnich
hodnot pomoci intervalt spolehlivosti

Pro situaci parovych binarnich dat jsme uvedli McNemaruv test a jednoduché
bodové odhady a intervalové odhady hodnot A, ¢ a 6, které vychazely z Wal-
dova pristupu. Existuje mnoho vylepseni a variant prislusnych odhadt. Jejich
prehled uvadéji Fagerland, Lydersen a Laake [7]. V [7] jsou intervaly spolehli-
vosti posuzovany podle toho, zda jde o odhad Waldova typu nebo na zakladé
Wilsonova zptsobu odhadu [14] pomoci skérové funkce, zda pro vypocty exis-
tuje software nebo zda existuje vzorec pro interval spolehlivosti v uzaviené

11
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formé. Samoziejmé je rozhodujici dobra kvalita intervalového odhadu (jako
pravdépodobnost pokryti neznamého parametru, sirka intervalového odhadu
a jeho poloha, necitlivost k extrémnim podminkam).

Popiseme varianty intervalovych odhadt parametra A, ¢ a 6 doporucené
v préaci [7]. Pro obé modelové tabulky dat (3 a 4) uvddime vypoctené prislus-
né bodové a intervalové odhady v tabulkach 5-7 spolu s drive spocitanymi
jednoduchymi odhady Waldova typu.

5.1. Intervalovy odhad rozdilu pravdépodobnosti

Tango [12] navrhl asymptoticky platny interval spolehlivosti pro rozdil paro-
vych relativni ¢etnosti ziskany iterativnim vypoctem (viz déle). Vychazi ze
skorové funkce. F' oznacuje celou ¢tverici ¢etnosti v hodnocené tabulce. Pro
Ay z intervalu (—1,1) definujeme statistiku

b—c—nly
\/n [2§01 + Ao(l — Ao)}

T(F; A0) -

Y

kde po1 je maximélné vérohodny odhad pg; za predpokladu, ze A = Ay, tedy

~ —B++vB? —4AC

Po1 = oA )

kde A=2n, B=—-b—c+ (2n—b+ ¢)Ap, C = —cAg(1 — Ag).
Interval spolehlivosti (L; U) pro A vypocitame iterativné jako feSeni rov-
nic
T(F;L)=—-z a T(F;U)=z.

Poznamenejme, ze Bonett a Price [5] navrhli ipravu Waldova pristupu
tak, Ze pii vytvareni intervalu spolehlivosti podle (6) dosadi p;; = (n;;+1)/m,
kde m = n + 2 (odhad podle Laplace). Misto déleni ¢islem n ve vzorci (6)

vvvvvv

dobre jako odhad podle Tango [12]. Pfitom je vypocetné jednodussi, viz také
[4], [10].

5.2. Intervalovy odhad poméru pravdépodobnosti

Vyuzijeme postup podle Tang [11] a vypocet intervalu spolehlivosti iterativ-
nim algoritmem pomoci skérové funkce, viz také [4], [10].
F' opét oznacuje celou ¢tverici ¢etnosti v hodnocené tabulce.

12
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Necht ¢ = . Definujeme statistiku

nNi+ —N4+1%o
T(F;p0) = — ,
( ) V(14 ¢o)por + (a+b+c)(eo — 1)

kde po1 = (—B + vV B? — 4AC)/2A, pticemz
A=n(l+¢g), B= (a+b)g0(2) —(a+b+2c), C=c(l—yp)la+b+c)/n.

Interval spolehlivosti (L; U) pro ¢ vypocitame iterativnim vytesenim rov-
nic
T(F;L)=—-z a T(F;U) =z

5.3. Intervalovy odhad podilu Sanci

Jestlize odhadujeme intervalové podil Sanci 0..n4, pak je vhodné uvazit apli-
kaci Wilsonovy metody pomoci skérové funkce [7]. Vychézi se z odpovidaji-
ctho intervalového odhadu pro O = pg1/(p10+po1). Nejdiive ziskdme interval
spolehlivosti (L*; U*) pro O, ktery transformujeme do vysledného intervalu
spolehlivosti pro O.ong. Pouzijeme pritom vztah O.onq = O/(1 — O).

Provadime nasledujici vypocty.

Nejdrive vypocteme konstanty A, B a C. Konstanta z opét urcuje hladinu
spolehlivosti.

Oznac¢me ng = b + ¢,

A= z\/z2 +4b(1 _ ni) B=2b+22 C=2(ng+22).
d
Pak L* = (B—-A)/C, U*=(A+ B)/C.
Interval spolehlivosti pro nas parametr 0..,,q dostaneme ve tvaru (L;U),
kde L=L*/(1-L*)aU=U*/(1-U").
Tabulky 5-7 obsahuji bodové a intervalové odhady pro oba modelové pri-
klady dat (tabulky 3 a 4) popsané v predchozim textu.

6. Nutny pocet pozorovani u McNemarova testu

McNemartv test patii mezi nejpouzivanéjsi metody v kontextu sparovanych
binarnich dat. K urceni poc¢tu pozorovani v pripadé aplikace McNemarova
testu pri sile 0,80 pouzijeme tabulku 8. Sila testu 1 — 8 pro danu alternativu
je pravdépodobnost, ze test indikuje statisticky vyznamny vysledek, kde 3
je podminénd pravdépodobnost chyby druhého druhu za podminky, ze plati

13
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Tabulka 8: Urceni rozsahi vybéru pro dosazeni sily McNemarova testu 0,80

Sila = 0.8 po1
005 | 0,10 | 0,15 0,20

0,10 357
0,15 113 610
0,20 60 179 860
0,25 39 90 243 | 1109
0,30 28 57 119 305

P10 0,35 22 40 73 148
0,40 18 30 51 90
0,45 15 24 38 61
0,50 13 20 30 45
0,55 11 17 24 35
0,60 10 14 20 29

dand alternativni hypotéza. Prislusné vzorce a zjisténé pozadované rozsahy
vybéru uvadéji Vuolo et al. [13].

Tabulka 8 obsahuje rozsahy vybéru nutné k dosazeni sily 0,80, jestlize
pravdépodobnosti pi1g, resp. pp1 maji urcité hodnoty.

7. Priklad nespravného hodnoceni parovych hodnot

Nejobvyklejsi chyba pri hodnoceni parovych dat je opominuti jejich paro-
vého charakteru (podobné jako u t-testu). Pak se pouZije x? test nezavis-
losti pro kontingencéni tabulky, pricemz se pocitda s margindlnimi ¢etnostmi
tabulky 1. McNemaruv test byva cCasto Spatné pochopen. Ale setkdme se
i s kuriéznéjsimi pripady. Herout ve svém c¢lanku [8] hodnotil kompetence
pracovnikil verejné spravy v zachézeni s kancelarskym softwarem, pricemz
si vSimal rozdilnosti mezi deklarovanou dovednosti resp. pozorovanou doved-
nosti u sedmi dovednosti. Dotaznikem P nejdiive u 224 respondentti zjistoval
subjektivni ocenéni vlastnich dovednosti. Pozorovanou dovednost odhadl po-
moci praktického testu T dovednosti. Zjistil tak ¢etnosti pro deklarované (P)
a prokazané dovednosti (T). Autor prezentoval tabulku relativnich Cetnosti

15
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Tabulka 9: Cetnosti a relativni ¢etnosti pro deklarované (D) a prokézané

(T) dovednosti informatickym testem ve vzorku 224 jedincti spolu se statis-

tikou Hx? a z-statistikou podle Walda (umocnénd na druhou) pro korela¢ni

koeficient 0,0, resp. 0,4 mezi py1 a p14. Tuéné Cislice signalizuji statistickou
nevyznamnost vysledki.

Dovednost Dlano |D(%)|T|ano|T(%)| Hx? Waldova t.5.
r=00|r=04

Formatovani dokumentu| 208 | 92,9 | 185 | 82,6 | 1,346| 11,330 | 18,029
Automaticky text 138 | 61,6 45 | 20,1 |47,262| 97,121 | 159,921
Formatovani tabulky 182 | 81,3 | 153 | 68,3 | 2,510| 10,266 | 16,941

obou typt vysledktl pro sedm dovednosti a porovnaval je. V tabulce 9 uva-
dime prvni a posledni radek z tabulek pro sedm dovednosti a radek, ktery
podle autora [8] nesvédci o velkém rozdilu deklarovanych a prokazanych do-
vednosti. Ani prvni radek tabulky neprokazuje statisticky vyznamny rozdil,
posuzovany v [8] vypoctenou testovaci statistikou. Testovaci statistiku pocital
Herout dle vzorce

Hy? = (expected — observed)?

(expected + observed) -

Autor dosazuje do vzorce pro Hy? za observed éetnosti prokdzanych do-
vednosti a za expected ¢etnosti deklarovanych dovednosti v souboru 224 pra-
covnikt. Autor pritom chybné neuvazuje prechody mezi rozdilnym hodnoce-
nim praktickym testem a deklarovanou dovednosti. Testovaci statistika Hy?
je sice podobna McNemarové testovaci statistice, avsak ve svém postupu do-
sazuje autor [8] za observed a expected Cetnosti jiné hodnoty (ne Cetnosti b,
resp. ¢ dle tabulky 1).

Statistika Hx? v tabulce 9 je statistika, kterou pouzil Herout pro hodno-
ceni nulové hypotézy, ze neni rozdil mezi deklarovanou a prokidzanou informa-
tickou dovednosti. Podle autora [8] m4 za platnosti nulové hypotézy rozdéleni
x? o jednom stupni volnosti. V tabulce 9 také uvddime hodnoty testovaci sta-
tistiky podle Walda (viz vyraz 3), kterda ma asymptoticky standardizované
normalni rozdéleni, pro ptipady, ze korelacni koeficient mezi statistikami p.q
a p1+ je 0,0, resp. 0,4 (tyto hodnoty jsme zvolili shodné s prikladem z tivodu
¢lanku). Waldovu statistiku jsme umocnili na druhou, aby srovnani bylo ade-
kvatni.
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Z udaji v Heroutové ¢lanku je patrné, ze se ma jednat o hodnoceni spa-
rovanych binarnich tidaji. Autor vsak chybné porovnava pouze udaje o cet-
nostech z tabulky 9. Neuvazuje prechody mezi rozdilnym hodnocenim prak-
tickym testem (prokézana dovednost) a vlastnim hodnocenim v dotazniku
(priznand dovednost).

Pokud predpokladame korelaci mezi priznanou a pozorovanou dovednosti
0,0, resp. 0,4, pak vysledky pouzitim asymptotické Waldovy testovaci sta-
tistiky pomoci vyrazu (3) by mély pro uvazované radky Heroutovy tabulky
hodnoty v poslednich dvou sloupcich tabulky 9. Je patrné, ze ve vsech rad-
cich jsou rozdilnosti takto hodnocené statisticky vyznamné (coz je v rozporu
s tvrzenim v [8]).

8. Zavéry

Uvedli jsme zakladni vzorce pro hodnoceni sparovanych binarnich tudaju.
Podobné jako u testu homogenity pro dva nezavislé vybéry binarnich dat,
i v tomto pripadé bylo navrzeno nékolik alternativ, jak ukazali napiiklad
autori v [7]. Hlavnim doporucenym prostiredkem v analyze je McNemaruv
statisticky test nulové hypotézy Hy : A = 0. Pro tento test jsme uvedli
potifebny pocet pozorovani pro dosazeni sily testu 0,80. Také jsme popsali
priklad jedné chybné provedené analyzy popisované formy dat [8].

Na zavér upozornujeme, ze popsané metody se také vyuzivaji pri kompa-
raci binarnich diagnostickych laboratornich testi, pokud vede experiment ke
sparovanym udajim a zajima nas senzitivita a specificita testu.

Vypocty v prikladech byly provedeny programem NCSS 2007 a pomoci
pripravenych vzorcu pro Excel editor v knizce [10, soubor K10649]. Také lze
pouzit balicky v R, napi. PropCls!, ExactCIdiff? nebo Alan Agresti: A.2
R and S-Plus examples?.

Podékovani

Autor dékuje J. Klaschovi za nepocitané trpélivé vedenych konzultaci a ano-
nymnim recenzentiim za zasadni pripominky.

Ihttps://cran.r-project.org/web/packages/PropCIs/index.html

?https://cran.r-project.org/web/packages/ExactCIdiff/index.html

Shttp://users.stat.ufl.edu/~aa/cda/software.html, resp.
http://users.stat.ufl.edu/~aa/cda/R_web.pdf
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NEPAROVA NAHRAZKA MCNEMAROVA
TESTU? POZNAMKA K CLANKU J. HENDLA

AN UNPAIRED SURROGATE FOR MCNEMAR
TEST? A NOTE TO PAPER BY J. HENDL

Jan Klaschka

Adresa: Ustav informatiky AV CR, v.v.i., Pod Vodé4renskou vézi 271/2,
18207 Praha 8

E-mail: klaschka@cs.cas.cz

Abstrakt: J. Hendl poukazal na chybnou statistickou analyzu parovych bi-
narnich dat v publikovaném c¢lanku L. Herouta. Ukazuje se, ze autor ne-
spravné analyzy ,vynalezl“, nejspis nevédomky, potencialné uzite¢ny nastroj —
statistiku, ktera je svou povahou neparova, ale poskytuje dolni odhad McNe-
marova x2. Metoda v ptivodni podobé ovSem fungovala dobie jen v nékterych
pripadech a musela byt lépe domyslena, aby davala vzdy nejpresnéjsi dolni
mez pro McNemarovu statistiku.

Klicova slova: parova binarni data, McNemartv test, nahrazka testu, chyby
ve statistické analyze.

Abstract: J. Hendl pointed to a wrong statistical analysis of paired binary
data in a published paper by L. Herout. It is demonstrated that the author
of the erroneous analysis “invented”, most likely unconsciously, a potentially
useful tool — a statistic of unpaired nature yielding a lower bound of McNemar
x2. The method as is, however, works well only in some cases, and is further
elaborated in the present text, so as to make the lower bound of the McNemar
statistic universally tight.

Keywords: binary paired data, McNemar test, surrogate for a test, errors
in statictical analysis.

1. Jak se néco nepovedlo

J. Hendl v ¢lanku [2] uvadi ptiklad chybné analyzy dat z préce [3] L. He-
routa. Rad bych ukézal, ze metoda, jiz L. Herout pouzil, je pri vsi své hrubé
nekorektnosti i svym zptisobem inspirativni.

Autor prace [3] v situaci, kdy by kontingenc¢ni tabulku

a b ni+
c d | noy (1)

ni1 nyo ‘ n
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bylo namisté hodnotit McNemarovym testem s testovou statistikou

2 _ (b—c)2

X b+ c

Y

pouzil opticky podobny vzorec, ale dosadil do néj misto b a ¢ marginalni
cetnosti n14 a nyq. Dostal tak statistiku

s (my—ny1)?  ((a+b)— (a+c))2  (b—0)?
Hx = niy +ny (a+b)+(at+c)  2a+b+c’

kterd se od McNemarovy statistiky lisi jen jmenovatelem vyssim o 2a.

L. Herout, jak vidno, ,vynalezl“ statistiku, kterd je dolnim odhadem?!
McNemarova 2, k jejimuz vypoétu ale neni tieba se zabyvat tim, jak jsou
data sparovand, a urc¢ovat ¢etnosti b a c. Piekro¢i-li Hy? kritickou hodnotu
McNemarova testu na zvolené hladiné vyznamnosti, prekroc¢i ji v kazdém
pifpadé i McNemartv x2. V tomto smyslu bychom tedy postup pouzity v [3]
mohli chapat jako jakousi nepdrovou ndhrazku McNemarova testu pro situace,
kdy nechceme nebo nemutizeme zjistovat cetnosti b, ¢ diskordantnich pariu.

Mél-li snad (o ¢emz mam ovSem pochybnosti) autor [3] néco takového
v amyslu, muselo by se vzapéti dodat, ze se véci mohl zhostit 1épe. Vysvétlim.

2. Jak se to mohlo nepovést o néco méné

Tabulku (1) pfi zndmych marginalnich ¢etnostech, ale neznamych cetnostech
a, b, ¢, d 1ze zapsat pomoci parametru x jako

i ni+ — ni+
ny1—x n—(nip+ny)+x noy (2)
niy1 n4o ‘ n

Nazvéme pripustnymi takové hodnoty x, pro které jsou vSechny cetnosti v ta-
bulce nezaporné. McNemarovu statistiku

2 (n1y — ”+1)2

niy +ny1 — 2x

vypoctenou z tabulky (2) minimalizuje, jak je zfejmé, nejmensi pripustné x.
Je-li ni4 +n41 < n, je evidentné nejmensi pripustnou hodnotou parame-
tru « = 0 a nejmensi mozny McNemartv x? se rovna Hy?2.

INepletme si se statistickym odhadem — prosté Hx? < x2.
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Pokud vsak ni+ 4+ ny1 > n, jsou pripustné az hodnoty pocinaje x =
ni+ + n41 — n. McNemarova statistika pro takové z je pak

2n — (n1+ + n+1)

Protoze jmenovatel je roven ngy + nig a rozdil ny, —ny v Citateli je az na
opacné znaménko stejny jako ngy — nig, mizeme vyraz dale prepsat jako

2
Mo+ + N+o

Y

coz je ,skoro totéz“ jako Hx? aZ na to, Ze jsme marginalni éetnosti tykajici se

kategorie 1 vyménili za cetnosti kategorie 0. Vyjadreni téhoz vzorce pomoci

cetnosti a, b, ¢, d je

H/Xz — (b _ C>2 .
2d+b+c

Miizeme tedy shrnout, Ze nejmensi mozny McNemariv y? pii danych
marginalnich ¢etnostech je roven vétsi ze statistik Hx? a H'x?, coz je Hx?,
pokud ni4 +ny1 <n,a H'x? pokud ni; +n4q1 >n (neboiniy +ny1 =n,
tehdy Hx? = H'x?).

Pokud bychom pouziti statistiky Hy? v praci [3] chépali jako autorovu
snahu nahradit McNemartv test co nejpresnéji néc¢im, co miize spocitat z mar-
ginalnich cetnosti, museli bychom konstatovat, ze ne vzdy ,sazel na sprav-
ného koné“. Podivame-li se do Tab. 9 v préci [2], kde jsou uvedeny vybrané
vysledky z [3], vidime hned, Ze ve dvou pifpadech ze t¥i by statistika H’x? po-
slouzila 1épe nez Hy?. Konkrétné v 1. fddku (tyk4 se dovednosti formdtovdni
dokumentu) z dat

a=7? b=7 | 208
c=7? d=2? 16
185 39 \224

vySlo Hy? = (208 — 185)2/(208 + 185) = 232/393 = 1,346, ale H'x? vychézi
jako (16—39)%/(16+39) = 232/55 = 9,618. (Hodnoty 1,346, uvedené v Tab. 9,
by McNemariv x? dosdhl pii z = 0, tj. a = 0, b = 208, ¢ = 185, d =
—169, coz jaksi nejde.) Obdobné na 3. fadku Tab. 9 (dovednost formdtovini
tabulky) by bylo vyhodnéjsi misto ¢isel 182 a 153 pouzit jejich doplnky do
224, tedy 42 a 71: Misto Hx? = 2,510 bychom pak dostali H'x? = 7,442. Lze
tedy konstatovat, ze v obou uvedenych pripadech se z marginalnich cetnosti
da vydedukovat, ze at jsou neznamé cetnosti a, b, c,d jakékoli, McNemartv
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test by musel vyjit statisticky vyznamné na 5% hladiné (kritickd hodnota je
3,841). Hodnoty Hx? = 1,346, resp. Hx? = 2,510, k nimZ dosel Herout v [3],
takovou jistotu nedavaji.

3. Jak se s tim (mozna) da pracovat dal

Mam jesté nékolik poznamek:

e McNemariiv x? se d4 odhadnout také shora. (Miize to byt k nééemu

dobré? Treba, co ja vim, by si nékdo rad usetril praci se zjistovanim
cetnosti b a ¢, kdyz uz z margindlnich cetnosti je zfejmé, ze signifi-
kantniho vysledku by se tak nedobral.) Zde poslouzi nejvétsi pripustna
hodnota z, jiZ evidentné je mensi z ¢etnosti nyy a nyq. McNemartv 2
pro takové x se rovna |njy — ni1|. Je ovsem zapotiebi upozornit, ze
ackoli kritickd hodnota McNemarova testu na 5% hladiné vyznamnosti
je mensi nez 4, je lepsi ,zacit si délat nadéje” az pri [ni4 — nyqi| > 6.
Pii [n14 — nyq| < 5 totiz Cetnosti ¢, d mohou byt v néjakém poradi 0
a 4 nebo 5. Pri tak malych cetnostech nelze spoléhat na asymptotiku
(napt. dle [1] je aproximace rozdéleni McNemarovy statistiky rozdéle-
nim y? dobra aZ pro ¢ +d > 8) a exaktni varianta McNemarova testu
(oboustranny exaktni binomicky test hypotézy, ze oba typy diskordant-
nich para — dvojice (0;1) a (1; 0) — jsou stejné pravdépodobné) vychazi
nevyznamne.

Neparovou nahrazku muze mit i Studentiv parovy t-test pro data
(1,Y1), -+, (Tn, Yn). Staci ve vzorci

x
t =

—7 e
Sd

nahradit ve jmenovateli vybérovou smérodatnou odchylku s4 rozdild
dy = 1 — y1,...,d, = T, — Y, souctem s, + s, vybérovych smeéro-
datnych odchylek dat x4,...,z, a y1,...,y,. Nahradime-li s; vyrazem
|sy — sy|, dostaneme horni mez pro t. Takto zkonstruované meze pred-
stavuji minimalni a maximalni moznou hodnotu statistiky ¢ pti danych
primérech 7, § a smérodatnych odchylkach s,, s, (a n), nejsou-li o da-
tech zadné dalsi informace. Pokud je znamo néco vic, napr. jsou k dis-
pozici data x1,...,2, a Y1,...,Yn, jen nevime, jak maji byt spravné
sparovana, redlné meze pro ¢t mohou byt uzsi.

Mam predstavu i o neparové nahrazce neparametrického znaménkového
testu. Potreboval bych k tomu ale vice mista, nez se v téchto radoby
stru¢nych poznamkéch hodi. Snad tedy o tom nékdy jindy.
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CSU QTEViRA VYZKUMNIKUM
NOVE SAFECENTRUM

CZECH STATISTICAL OFFICE OPENS NEW
SAFECENTRUM FOR RESEARCHERS

Jan Cieslar
Adresa: Cesky statisticky tiad, Na padesatém 3268/81, 10082 Praha, 10

E-mail: jan.cieslar@Qczso.cz

Cesky statisticky tfad vyraznym zptsobem rozsifuje nabidku poskytovanych
sluzeb v oblasti mikrodat. Od 15. ledna 2019 bude pracovnikiim vyzkumnych
a védeckych instituci umoznéno samostatné pracovat v nové ziizeném Safe-
Centru v prostorach Ustiedni statistické knihovny. Pi{stup bude mozny za
presné vymezenych podminek s diirazem na vysokou ochranu dat.

Obdobné centrum ztidil i Eurostat a k poskytovani mikrodat podobnym
zpusobem se pripojuji dalsi statistické urady vcéetné mimoevropskych. ,, Z7i-
zenim SafeCentra sledujeme soucasné trendy svétové i evropské statistiky.
Primym impulzem a inspiraci pro nds byla aktivita nasich madarskych kolegii,
kteri jsou v tomto sméru prukopniky ve stredoevropském regionu,“ vysvétluje
Marek Roji¢ek, predseda Ceského statistického tiadu.

Pristup vyzkumnikt do centra bude mozny pouze pro védecké ucely a na
zékladé predchoziho uzavieni smlouvy a podpisu slibu mléenlivosti. , Cesky
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statisticky urad vychazi vstric zajmu akademické obce o prdaci s mikrodaty.
Diky SafeCentru budou moci vyzkumnici s témito podklady samostatné pra-
covat na svém vyzkumu a ddle tak posunovat pozndni v mnoha oborech. Diraz
je pritom kladen na bezpecnost nami spravovanych statistickych dat a na za-
jisténd anonymizace ddaji, “ upozoriuje Jaroslav Sixta, mistopfedseda Ces-
kého statistického uradu.

Prostor SafeCentra je diikladné monitorovan a neni z néj bez kontroly do-
voleno cokoli odnaset v pisemné nebo elektronické podobé, pouzivat e-mail
a internet a porizovat jakékoliv zaznamy. S ohledem na bezpecnost neni vy-
zkumnikiim do centra umoznéno vnaset napriklad mobilni telefon.

Vysledky védeckého badani v SafeCentru jsou dale posouzeny odbor-
nymi utvary CSU tak, aby nemohly obsahovat informace ohrozujici ochranu
dat a splnovaly prislusna ustanoveni zadkona o statni statistické sluzbé. Vy-
zkumnik ma také povinnost i po skonceni své védecké prace zachovavat
mlcenlivost o duvérnych statistickych tdajich, se kterymi se v prabéhu vy-
zkumné prace v SafeCentru seznamil. Veskeré zasady jsou podrobné popsany
na webu CSU, vice viz https://www.czso.cz/csu/czso/data_pro_ucely_
vedeckeho_vyzkumu.

,Tesi mne, Ze SafeCentrum odpovidajici modernim standardum samo-
statné a bezpecné prdace s mikrodaty otevirdme prdvé v dobé stoletého viyroci
vzniku modernt statistické sluzby v nasi zemi. Chdpu ho jako dalsi krok k mo-
dernizaci oficidlni ceské statistiky,“ uzavird predseda CSU Marek Roji¢ek.

Provoz SafeCentra v soucasné dobé probiha v pilotnim rezimu.
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