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Abstrakt: Dle nové bankovni regulace Basel III by banky mély zahrnout do
vypoctu kreditni pfirdazky k trznimu ocenéni (CVA) mimoburzovnich deri-
vatu také tzv. wrong-way riziko (WWR). WWR pfedstavuje nepfiznivou za-
vislost mezi expozici a ¢asem selhéni (defaultu) protistrany. Za predpokladu,
ze propojeni mezi sazbou turokového swapu (IRS), tj. finan¢éniho derivatu,
spocivajiciho v opakujici se vyméné dvou plateb na zakladé hodnoty trokové
sazby, a casem selhani je reprezentovano gaussovskou kopulou s konstantnim
korelacnim koeficientem, lze toto riziko vyjadrit pravé pomoci tohoto kore-
lacniho koeficientu. Vzhledem k tomu, Ze pozorovani casu selhani znamena
zanik spolecnosti, nelze tuto korelaci jednoduse odhadnout pomoci pozoro-
vanych dat na rozdil od intenzity selhani, ktera primo odpovida sazbé swapu
uvérového selhani (CDS). Na zakladé dostupnych dennich IRS a CDS sazeb
Ceské republiky jsme korelaci odhadli metodou maximéalni vérohodnosti za
predpokladu, Ze systematicky faktor se ¥idi AR(1) procesem, abychom mohli
dekorelovat (eliminovat autokorelaci) obé casové fady. Vysledky ukazuji, ze
korelace kalibrovand na denni data je pomérné vysoka, a proto by WWR
nemélo byt v tomto pripadé zanedbavano.

Klicova slova: Wrong-way riziko, WWR, kalibrace korela¢niho koeficientu,
metoda maximalni vérohodnosti, CVA.

Abstract: Under the new Basel III banking regulation banks should include
wrong-way risk (WWR) into the calculation of the credit valuation adjust-
ment (CVA) of the OTC derivatives. WWR takes place when the exposure
to a counterparty is adversely correlated with the credit quality of that coun-
terparty. Assuming a link between the interest rate swap (IRS), i.e. financial
derivative in which two counterparties repeatedly exchange cash flows based
on interest rate value and that the default time is represented by a Gaus-
sian copula with a constant correlation coefficient, the WWR is expressed by
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this correlation coefficient. Because the observation of the default time means
bankruptcy of the company, the correlation cannot be simply estimated using
the observed data in contrast to the credit default swap (CDS) rate which is
related to the intensity of default. Based on available daily Czech Republic
government IRS and CDS rates we estimated the correlation using maxi-
mum likelihood method assuming that the systematic factor is governed by
the AR(1) process, so we can decorrelate (eliminate autocorrelation) both
time series. The results show that the correlation calibrated on the daily
data is relatively high, and therefore the WWR should not be neglected in
this case.

Keywords: Wrong-way risk, WWR, correlation coefficient calibration, max-
imum likelihood estimation, CVA.

1. Introduction

The new Basel III banking regulation requires banks to calculate credit val-
uation adjustment (CVA) of OTC derivatives! including wrong-way risk
(WWR), i.e. when the exposure to a counterparty is adversely correlated
with the credit quality of the counterparty.

In Cerny and Witzany [4] is introduced a semi-analytical formula for
interest rate swap (IRS) CVA approximation including WWR (for details see
Theorem 1 and 2 in Cerny and Witzany [4]) if the following assumptions are
satisfied: The swap rate is described by the following relationship

St1 At = S¢ €Xp {—azAt/2 + oV AtY} , Y ~N(0,1) (1)

where Y is decomposed into a systematic factor U and an idiosyncratic fac-

tor €4
Y =aU+ vV1—a%, ac|[-1,1].

In addition, the default time is defined as 7 = S™1(1 — ®(Z)) where S(t) =
ee” M is the exponential survival probability function with the constant haz-
ard rate h (with respect to the annuity risk-neutral measure), and @ is the
cumulative distribution function of the standard Gaussian distribution. Z is

again decomposed into the systematic factor U and an idiosyncratic factor €5

Z =bU+/1—b2%,, bel-1,1].

LOver-The-Counter derivatives are financial derivatives which are not exchange-traded,
i.e. there is an additional credit risk of the counterparty. Conversely, exchange-traded
derivatives are completely settled by the exchange.
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U, 1 and ¢4 are independent standard Gaussian random variables.

In other words we assume that the random component of the interest rate
and default time variables can be decomposed into a common systematic (e.g.,
macroeconomic) and different specific factors. These factors are independent
with each other, however, we admit the dependence between the default time
and interest rate which is expressed by the constant correlation coefficient.

Because the observation of default time means bankruptcy of the com-
pany, the correlation p = ab can not be simply estimated using the observed
data in contrast to IRS rate and the credit default swap (CDS) rate (or
spread) which is closely related to the hazard rate (or default intensity). In
the next section we introduce correlation coefficient calibration based on the
historical data using the maximum likelihood estimation (MLE) method.

2. Calibration

As we noted earlier, available data from the market are IRS and CDS rates.
So we denote the historical data observations of IRS rates as s; and CDS
rates as ¢; for i = 1,...,n, n is the number of daily (equidistant in general)
observations and the maturity is fixed for both rates, e.g. 5Y. Then the market
implied risk neutral probability of default to the time 7" can be approximated?
from CDS rates as®

Q[r < T|U{] ml—exp{—Lg T} (2)

assuming that the default time has approximately exponential distribution
with the hazard rate h; ~ ¢;/ LGD and survival function S;(t) ~ e~". For
simplicity, we consider a constant and deterministic LGD although, generally,
it should be stochastic. Given b € (—1,1) we can calculate implied values of
the systematic factor U; using market implied probability Q and Gaussian
distribution of 5 as follows:

2We have to assume that the CDS premium is paid continuously but, in practice, the
premium is paid in discrete times (typically semi-annually or quarterly).
3LGD is the Loss Given Default measured as a percentage of the exposure at default.




Védecké a odborné staté

Qr<T|U;] = S (1—@(2)) < T|U]

[
2 < @71~ 5,(1))| U]
{bUi—l— 102, <O~ 11— 8 ())\U} (3)
o-1(1 - S;(T)) — bU;

i®
o <q>—1<1 ~ 5(T)) - bUi) |

o
Vi

By combining (2) and (3) and assuming that b # 0 we obtain the following
expression for the systematic factor

U — (1—+v1-02)0"1! (1b— exp {—cz-T/LGD)}. (1)

IRS and CDS rates time series are typically highly autocorrelated, and there-
fore Us will be autocorrelated too. We will assume that U; follows simple
AR(1) process, i.e.

Ui = puUi—1 + /1 = ppevi,  pu € [-1,1] (5)

with autocorrelation py corresponding to a mean reverting process for the
systematic factor and idiosyncratic factor ey, ~ N(0,1) i.i.d. which is also
independent of U;_;. This time series can be easily decorrelated (see Chap-
ter 4.3 in Cipra [3]) as

eps = Ui — puU;—1
52 /1 _p2U

The calibration will be done, as we noted, using the maximum likelihood
method. First, we have to set up likelihood, resp. log-likelihood, functions. Al-
though we can not assume the independence between IRS and CDS rates, the
data can be transformed into mutually independent variables (see Witzany
5)).

The likelihood function (excluding transformation adjustment) for the
idiosyncratic factor ey = (ev 1, . - ,ey,n)T i

is
- (Ui — puUi_1)”
L*(ey|pu,b) H exp{— 2 5 : (7)

~ N(0,1) iid., py e (~1,1) (6)

1 —pg)
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Given U; and Y; (Y; can be calculated from the IRS model, see equation (1))
we calculate implied €4, i.e.
Y; —aU; .
€1, =———=~N(0,1)iid., a €(—1,1). 8
L= =~ N (O.) (-1.1) ®)
The likelihood function (excluding transformation adjustment) for 1 =
(1.1, .- ,gl,n)T can be then set up as

U | Y; —ali)” — al;)?
L*(e1]a, b, o) Emexp{ S0—a) } (9)

When transforming an observed value x to another value y = g(x) where
we know the density function f(y), an adjustment should be used to get a cor-
rect likelihood function of the observed value (see Theorem 3.7 in Andél [1])

— ) [$] = £ 19/ (10)

in our case the first data transformation functions are

@—1(1__e—xT/LGD)(1__ qﬁ_b2)

gcps(z) = m (11)

and
log x — log s¢ + azAt/Q

gIRS( ) a\/A_t

The second transformation functions follow from equations (6) and (8).

Joint likelihood function including all transfomations adjustments can be
then written into conditional marginal likelihood functions in the following
form

L(e,sla,b, pu, o) = L (eulpu, b) [T ()| [J(U)| £ (e1]a, b,a) [T (s)]|J(Y)]

(12)

using the determinants of Jacobi matrices for the transformation ¢; — U;

H ﬁ (1 — m) Te—ciT/LGD
8CZ paley (@—1 (1 —e—aT/ LGD)) bLGD

for the transformation U; — €y

85U, - 1 "
H Hl 1—pU ( 1—p?f>’

'L:
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for the transformation s; — Y;

I(s) = zl;[1 Osi i1 sz-a\/T7

and for the transformation Y; — €1

- 881 ; 1 "
12
10 =115 ()
where ¢ is the probability density function of the standard Gaussian distri-
bution.

Now we can estimate the parameter vector § = (a,b, pry,0)? by maxi-
mazing logarithm of L(c, s|a,b, py, o) with respect to 6.

Note that the correlation required for the CVA calculation should be esti-
mated with respect to the risk-neutral measure Q. The parameters estimated
from the real data using MLE usually correspond to the real-world measure P
(e.g. see Brigo and Mercurio [2]). However, the coefficient b corresponds to
the risk-neutral probabilities of default and coefficient a is a swap rate dif-

fusion parameter which is the same for both measures P and Q. Therefore
their product p = ab corresponds to the risk-neutral measure Q.

3. Application

We have calibrated the correlation coefficient based on Czech Republic gov-
ernment 5Y IRS and 5Y CDS rates obtained from Thomson Reuters Fikon.
On the following figure IRS rates (full line) and CDS rates (dotted line) are
observed from 9.10.2008 to 9.4.2013 (1166 daily observations).

The next figure shows an empirical correlation coefficient calculated on
the moving window containing 200 observations.

The second figure shows that these two rates have been negatively or
positively correlated in different periods and therefore we should take into
account a non-zero correlation between the IRS rates and the default time.
The correlation coefficient can be, generally, positive or negative®. In both
cases it may cause the WWR depending on the type of the swap contract,
i.e. whether it is fix-paying or fix-receiver swap. As in Cerny and Witzany [4],
we will assume that coeflicients a and b are equal up to the sign, i.e. |a| = |b|.

4Negative, resp. positive, correlation between IRS and CDS rates indicates deterioration,
resp. improvement, of the credit quality of the counterparty in case that interest rates are
decreasing and vice versa.
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Figure 1: IRS rate (full line) and CDS rate (dotted line) development.
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Figure 2: Empirical correlation between IRS and CDS
rated on moving window of 200 observations.
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The maximum likelihood estimation of the vector parameter 6, described
in the previous section, was performed in Wolfram Mathematica® 9 software
using function NMaximize. The table below shows the final estimates and an
asymptotic error (standard deviation) of the estimates using observed Fisher
information matrix.

Table 1: Parameter estimates by MLE.

Parameter a b pU o p=ab
Estimate | —0.58296 | —0.58296 0.999971 0.31828 | 0.33984
(Error) (0.01975) | (0.02712) | (3.14 x 107%) | (0.00704) | (0.03355)

From the results it is clear that we cannot assume independence between
the IRS rates and the default time because the estimated correlation p =
0.33984 is quite high and definitely not equal to zero.

An unexpected secondary result is the value of the autocorrelation coeffi-
cient pyr, which is very close to one. A possible solution is to choose a different
model for the decorrelation of the latent systematic factor.

Consider a 5Y IRS entered into on 9. 4. 2013 where the risky counterparty
is the Czech Republic. CVA of this IRS at the trade date, i.e. the price of
the swap, has substantially increased from 0.463bps to 1.10752 bps when
including the WWR and therefore it should not be neglected.

4. Conclusion

In this paper, we have discussed calibration of the correlation coefficient be-
tween the default time and the interest rates, which expresses the WWR
for the calculation of IRS CVA using semi-analytical formulas presented in
Cerny and Witzany [4]. The calibration on the IRS and CDS rates is based
on the well-known maximum likelihood estimation method.

In the application part of the paper, we estimated the correlation based
on IRS and CDS rates of the Czech Republic government observed from
9.10. 2008 to 9.4. 2013 and calculated the estimation error using the observed
Fisher information matrix. The results show that when interest rates fall, the
default time decreases, i.e. the credit quality of the Czech Republic decreases.

We calculated CVA using estimated correlation and also the impact of the
WWR on the resulting IRS CVA, where the risky counterparty is the Czech
Republic. The price of the swap incorporating the WWR has significantly
increased, and therefore WWR should not be ignored.
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We realize that the AR(1) process for the decorrelation of the latent sys-
tematic factor is not the best choice due to the high autocorrelation coeffi-
cient py (see the results in Table 1). This problem can be solved by choosing
a different model which is a subject of further research.
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Abstrakt: Prispévek za pomoci modelu logistické regrese a zaznami z vySe-
treni, ktera probéhla na Urologické klinice Fakultni nemocnice v Olomouci,
hled4 faktory, které maji vyznamny vliv na vysledek rebiopsie, tento vliv
kvantifikuje a nasledné také porovnava s vlivem tychz faktord na vysledek
prvni biopsie. Vysledkem biopsie, resp. rebiopsie, je v tomto pripadé mysleno,
zda byl odhalen karcinom prostaty ¢i nikoliv. Hlavni otazkou potom je, zda
vysledek rebiobsie zavisi na diagnoze, jez byla stanovena pti biopsii prvni.

Klicova slova: Logisticka regrese, rakovina prostaty, rebiopsie.

Abstract: The aim of this paper is to find out factors, that have important
influence on result of prostate rebiopsy, using the logistic regression model
and records of examination from Urologic clinic of University hospital in
Olomouc. This influence is quantified and compared with influence of the
same factors on the result of first biopsy. Result of biopsy or rebiopsy means
whether prostate cancer was found or not. The main question is then whether
the result of rebiopsy depends on diagnosis from the first biopsy.

Keywords: Logistic regression, prostate cancer, rebiopsy.

1. Uvod

Tento prispévek se vénuje problematice vcasného odhaleni karcinomu pro-
staty prostrednictvim spravného vyhodnoceni hodnot ukazateli, mérenych
pfi béznych urologickych prohlidkach. Zatimco publikace [2] se zabyvala si-
tuaci pfi prvnim odbéru vzorku tkdné (biopsii), nyni se zamérujeme na od-
bér nasledny, tedy prvni rebiopsii. Pomoci modelu logistické regrese chceme
nalézt faktory, které maji vyznamny vliv na vysledek rebiopsie, tento vliv
kvantifikovat a porovnat s vlivem tjchz ukazateli na vysledek biopsie prvni.
Dale nas také zajima, zda popr. jak souvisi vysledek rebiopsie s diagnézou
stanovenou pfi prvni biopsii.

10
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K dispozici byly zaznamy z vysetfeni celkem od 126 pacientii, z nichz
18 bylo pri nasledné rebiopsii odhaleno zhoubné onemocnéni prostaty. Tato
vySetteni byla provedena v obdobi od ¢ervna 2006 do konce roku 2010 na Uro-
logické klinice Fakultni nemocnice Olomouc a zahrnovala jen pacienty ve véku
od 45 do 80 let s hladinou prostatického specifického antigenu (PSA) v krvi
mensi nez 20 ng/ml a objemem prostaty do 150 ml.

Pro hledani vhodného modelu byly k dispozici tyto vysvétlujici proménné
(vybérova stfedni hodnota; vyberovd smérodatnd odchylka): vék pacienta
(63,06; 6,09), hodnota PSA (7,32; 3,42), volné frakce PSA (fPSA) (1,16; 0,71)
a PSA indexu — pomér volného a celkového PSA (16,05; 7,14), celkovy objem
prostaty (50,33; 22,10). Vsechny tyto veli¢iny byly méfeny pfi prvni rebiop-
sii. Posledni sledovanou proménnou byl vysledek predchozi biopsie, kdy jsme
rozlisSovali jen zda byla pacientovi diagnostikovana hyperplazie ¢i nikoliv, cet-
nosti zbylych diagnéz totiz nebyly dostatecné. Pripady, kdy byla jiz pti prvni
biopsii odhalena rakovina, nebyly do souboru zarazeny.

Vysvétlovanou proménnou pak byl vysledek rebiopsie, ten byl povazovan
za pozitivni (zna¢ime 1) v ptipadé, kdy odhalil karcinom prostaty, a za ne-
gativni (znacime 0) ve zbylych pfipadech. Data byla zpracovana za pomoci
softwaru R.

Tabulka 1: Rozdéleni pozitivnich a negativnich vysledki
rebiopsie v zavislosti na vysledku prvni biopsie.

Biopsie \ Rebiopsie | Negativni Pozitivni | Celkem
Hyperplazie 63 13 76
Zbylé 45 5 50
Celkem 108 18 126

2. Model logistické regrese
Obecny zapis modelu logistické regrese je

v

T = Bot Pzt Bz + o A+ B,

In

kde 7 je pravdépodobnost vyskytu sledované udalosti, tedy ze vysvétlovana
proménna bude rovna jedné a regresory x1, T2, ..., X pak zastupuji jednotlivé
vysvétlujici proménné. Pomoci logistické regrese tedy namisto pravdépodob-
nosti vyskytu dané udalosti odhadujeme logaritmus poméru Sanci na tuto

11
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Tabulka 2: Bodové a intervalové odhady parametri (o = 0,05).

Par. Regresor Bod. odhad Int. odhad

Go | — —2,1435 (—6,1931; 1,9061)
61 | PSA 0,4390 (0,2252;  0,6529)
Bo | fPSA —2,7036 (—5,5837; 0,1764)
B3 | Hyperplazie 3,3443 (0,5539; 6,1348)
B4 | Objem prostaty —0,0884 (—0,1655; —0,0113)
Bs | Interakce fPSA a hyperplazie —2,0247 (—4,0313; —0,0181)
Bs | Interakce fPSA a objemu 0,0467 (0,0081; 0,0853)

udalost. Hledané parametry (1, 3o,..., 0 tak lze interpretovat jako logarit-
mus tohoto poméru Sanci v pripadé, kdy prislusny regresor zvysime o jed-
nicku a zbylé zistanou neménné. Absolutni ¢len [j je pak logaritmus Sance
na vyskyt udalosti v situaci, kdy jsou vSechny regresory nulové.

Vztah mezi vysledkem rebiopsie a vyse uvedenymi regresory nejlépe po-
pisuje model (AIC = 85,04)

In - B — 2144044 -PSA — 2,70 - fPSA + 3,34 - hp —

— T
—0,09 - objem — 2,03 - fPSA - hp + 0,05 - fPSA - objem.

V tomto modelu 7 znaci pravdépodobnost, ze bude vysledek rebiopsie pozi-
tivni a bude tedy odhalen karcinom prostaty. Regresor ,,hp“ je roven 1, pokud
byla pacientovi pri prvni biopsii zjiSténa hyperplazie prostaty, ve zbylych pti-
padech je nulovy. Za vSechny zbylé regresory dosazujeme hodnoty nameérené
pacientovi pri vysetfeni, jez predchazelo rebiopsii.

Bodové i intervalové odhady jednotlivych parametrt jsou uvedeny v Ta-
bulce 2.

3. Interpretace vysledku

Pro spravnou interpretaci modelu je potteba rozlisit, zda pacient pti prvni bi-

opsii trpél hyperplazii, nebo ne. Zabyvejme se nejprve situaci, kdy pacientovi
pri prvni biopsii byla diagnostikovana hyperplazie, v tomto pripadé plati:

1. Pokud je pii rebiopsii naméfeno fPSA mensi nez asi 1,9 ng/ml, pak

s rostoucim objemem klesa pravdépodobnost diagnostiky rakoviny, po-

kud je ale fPSA naopak vétsi nez 1,9ng/ml, roste s objemem i dana

12
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pravdépodobnost a vliv objemu je tak opacny nez v predchozim pri-
pade.
2. Obdobné plati, ze pfi objemu mensim nez asi 100 ml, znamena vétsi
fPSA mensi pravdépodobnost pozitivni biopsie a pfi prekroceni hranice
100 ml je tomu opét naopak a s rostoucim fPSA roste i pravdépodob-
nost.
Druhou situaci je, ze vysledek prvni biopsie byl jiny nez hyperplazie.
I v tomto pripadé jsou ale zavéry 1. a 2. platné s tim rozdilem, ze hranicni
hodnota objemu je nyni jen 57,5 ml.

Hyper =1

0.08
|
0.08
|

pravdépodobnost
0.04 0.06
l l
0.06
l

pravdépodobnost
0.04
l

0.02
|
0.02
|

0.00
|
0.00
|

0 50 100 150 0 50 100 150

objem prostaty v ml objem prostaty v ml

Obrazek 1: Grafy zachycuji vyvoj pravdépodobnosti pozitivniho vysledku re-
biopsie v situaci, kdy je pacientova hladina PSA v krvi rovna 6 ng/ml, v zavis-
losti na hladiné fPSA a objemu prostaty. Zatimco levy graf znazornuje vyvoj
v pripadé, kdy byla pacientovi pti prvni biopsii diagnostikovana hyperplazie
prostaty, pravy graf se vénuje pripadim zbylym.

Vyse uvedené zavéry lze shrnout tak, ze nezavisle na vysledku prvni biopsie
je vzdy rizikova kombinace vysokého fPSA a vysokého objemu prostaty nebo
nizkého fPSA a malého objem prostaty. Pokud je ale jeden z téchto faktoru
vysoky a druhy nizky, je predikce vysledku rebiopsie priznivéjsi. Tuto vlast-
nost lze snadno pozorovat i v grafech na Obrazku 1, kde je zachycen vyvoj
pravdépodobnosti pozitivni biopsie v zavislosti na hladiné fPSA a objemu
prostaty. Hodnoty jsou pocitany pro modelovou situaci, kdy je PSA rovno

6 ng/ml.

13



Védecké a odborné staté

fPSA =1 fPSA =2

pravdépodobnost
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
|
pravdépodobnost
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
|

-
| | | | | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
objem prostaty v ml objem prostaty v ml
fPSA =3 fPSA =4
[c) ©
o 4 o 4
o o
—  © - ©
7] o n o
g o g o
5 3
3 3 - 2 3 -
>% © )% o
E E
© Al © Al
5 2 - 5 2 -
o o
S o S o
© | | | | | | | © | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
objem prostaty v ml objem prostaty v ml

Obrazek 2: Grafy zachycuji vyvoj pravdépodobnosti pozitivni rebiopsie v za-
vislosti na objemu prostaty a hladiné fPSA, kterou uvazujeme postupné 1, 2, 3
a 4 ng/ml. Ve vSech pripadech zaroven predpoklddame, ze hladina PSA v krvi
je 6 ng/ml. Pferusovana kfivka znadi situaci, kdy byla pacientovi nejprve di-
agnostikovana hyperplazie prostaty, plna krivka pak zachycuje pripady, kdy
byla ptivodni diagnoéza jina.

Analyza dale ukazala rozdilnost pravdépodobnosti vyskytu karcinomu
mezi skupinou pacientt, jimz byla pii prvni biopsii diagnostikovana hyper-
plazie a skupinou pacientd s diagnézou odlisnou. Pokud je fPSA mensi nez
1,65 ng/ml byla tato pravdépodobnost vyssi pro prvni skupinu, je-1i ale fPSA
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vyssi, je tomu praveé naopak. I tuto skutecnost lze pozorovat v grafech na Ob-
razku 2. Parametr prislusejici hladiné PSA v krvi je roven 0,439 coz znamena,
ze srovnavame-li dvé skupiny pacientt lisici se pouze v mnozstvi PSA v krvi,
kdy jedna z nich jej m4 o 1 ng/ml vyssi, pak mé tato skupina e®439 = 1,55krat
vyssi Sanci na zachyt karcinomu prostaty nez skupina s nizsi hladinou PSA.
Obecné lze tedy fict, ze vyssi hodnoty PSA v krvi znamenaji vyssi riziko
pozitivni rebiopsie.

Vliv véku pacienta a PSA indexu na vysledek rebiopsie se ukazal jako
nevyznamny.

3.1. Senzitivita a specificita

Dosazenim vstupnich dat do modelu a stanovenim pevné hodnoty m, pfi je-
jimz prekroceni predpokladame, ze bude vysledek biopsie pozitivni, lze urcit
senzitivitu a specificitu tohoto modelu. Senzitivita je pravdépodobnost, zZe
bude model predikovat pozitivni vysledek rebiopsie v ptripadé, kdy se karci-
nom na prostaté skutecné nachazi. Jeji odhad ziskame ze vstupnich dat jako
podil poc¢tu pacientd s pozitivnim vysledkem rebiopsie a odhadem pravdé-
podobnosti vétsim nez stanovené m a poctu vsech pacientti, u nichz byl pfi
rebiopsii odhalen karcinom.

Oproti tomu specificita znac¢i pravdépodobnost, ze bude model u zdra-
vych pacientti predikovat negativni vysledek rebiopsie. Tentokrat ziskame
jeji odhad jako podil poc¢tu vSech pacientil s negativni rebiopsii a odhadem
pravdépodobnosti mensim nez 7 a poctu vSech pacientil s negativnim vysled-
kem rebiopsie. Vztah mezi senzitivitou a specificitou, pri riznych hrani¢nich
hodnotach 7, lIze znazornit pomoci ROC krivky, viz Obrazek 3.

3.2. Srovnani s modelem pro 1. biopsii

Pro prvni biopsii byl v [2] nalezen odlisny model:

In —— — —3.917 + 0,053 - vk — 0,027 - objem + 0,144 - PSA — 0,305 - fPSA.

1—7

P1i odhadu pravdépodobnosti byl tedy nové vyznamny vliv véku pacienta.
Ze srovnani intervalovych odhadi parametri v tomto modelu a v modelu
pro rebiopsii navic vyplyva, Ze vliv hladiny PSA v krvi je v pripadé rebiop-
sie vyznamné vyssi. Zatimco pri prvni biopsii je intervalovy odhad prislus-
ného parametru (0,0888;0,1992), v modelu pro rebiopsii je to (0,2252;0,6529).
Rozdily mezi odhady zbylych porovnatelnych parametri nebyly statisticky
vyznamneé.
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Obrazek 3: Graf zachycujici hodnoty senzitivity a 1-specificity modelu, pri
riznych hrani¢nich hodnotéach pravdépodobnosti pozitivni rebiopsie .

4. Zavér

V prispévku je nalezen vhodny model pro odhad pravdépodobnosti, Ze bude
pri rebiopsii odhalen karcinom prostaty. Pro tuto predikci se jako vyznamné
faktory ukézaly hladina celkového a volného PSA v krvi pacienta, objem
jeho prostaty a také vysledek predchozi biopsie, pricemz plati, ze rizikovymi
kombinacemi jsou maly objem prostaty a nizka hladina fPSA nebo naopak
velky objem a vysoka hladina fPSA v krvi, a to bez ohledu na predchozi
diagnozu.

Pro spravnou interpetaci vysledkt je vSsak potreba brat v ivahu i siti in-
tervalovych odhadi regresnich parametrii, které jsou v nékterych pripadech
pomérné siroké. Vyssi relevanci vysledkt by napomohla analyza vétsiho sou-
boru pacientt, jako tomu je napfiklad v praci [4]. Zaroven je nutné si uvédo-
mit, Ze se prezentované zaveéry vztahuji pouze na skupinu pacientt uvedenou
v uvodu prispévku, tedy na pacienty ve véku od 45 do 80 let s hladinou PSA
mensi nez 20 ng/ml a objemem prostaty mensim nez 150 ml.
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Abstrakt: Matematickd analyza se v posledni dobé zabyva nékterymi typy
dynamickych rovnic, sjednocujicim pohledem zahrnujicim prostrednictvim
obecné casové skaly jak diferencialni rovnice ve spojitém case, tak diferencni
v Case diskrétnim, a zkoumd jejich vlastnosti. Ve specialnich pripadech lze
reSeni nékterych rovnic chapat jako marginalni rozdéleni markovského fe-
tézce. Ukazeme, ze ne€které vysledky tak lze prenést ¢i dovodit ze znamych
vlastnosti odpovidajiciho ndhodného procesu.

Klicova slova: Markovsky retézec, ¢asova skala, dynamické rovnice.

Abstract: Mathematical analysis has recently dealt with dynamic equations,
unifying by a general time scale both differential equations in continuous
time and difference equations in discrete time, and examined their properties.
In special cases, solutions of such equations can be understood as marginal
distributions of a Markov chain. We show that this way some results can
be transferred or inferred from the known properties of the corresponding
random process.

Keywords: Markov chain, time scale, dynamic equation.

1. Uvod

Tématem, ke kterému se tento text vztahuje, jsou dynamické rovnice na c¢aso-
vych skilach. Casovou $kdlou se rozumi libovolna uzaviend mnozina ¢asovych
okamziki T C R. Specidlnim pripadem casové skaly je interval ¢i mnozina
zrnitosti p; = inf{s € T;s > t} —t udava pro jednotlivé ¢asy ¢t € T vzdalenost
k nejblizsimu dalsimu okamziku c¢asové skaly; pokud ¢ = max T, rozumi se
s = 0. Body t s uy = 0 oznacujme jako zprava spojité, body s u; > 0 jako
zprava diskrétni. V bodech ¢asové skaly definujeme zobecnénou delta derivaci
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T=R
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Obréazek 1: Priklady ¢asové skéaly (uprostied) a graf funkce u = u(¢, ) s na-
znacenym prostorovym souctem ) u,(t) prot = 1,5 (vlevo) a plochou ¢a-
sového integrélu [;° ug(t) At pro z = 0 (vpravo).

(spojité) funkce u predpisem
u(t + pe) — u(t)

uA (t) = Mt

u(t+h) —u(t)
h 9

V pripadé bodi zprava diskrétnich se tedy pracuje s diferenci, v pripadé

bodu spojitych s obycejnou derivaci. Analogicky se definuje zpétna nabla

derivace u V.

Dale uvazujeme diskrétni stavovy prostor X, kterym v dalsim bude mnozi-
na celych, pripadné nezapornych celych ¢isel, X = Z, popr. X = Ny, a funkce
u : T x X — R definované na kartézském soucinu. Podle potfeby budeme
pouzivat také alternativni oznaceni u(t) := (u(t,x),x € X) = (ugp(t))zex :
T — ¢°°(X). Pro linedrni omezeny operator A : £*°(X) — ¢°>°(X) budeme
zkoumat omezena feseni u rovnice

utt(t) = Au(t), teT,

’ je_li e > 07

limy, 0 je-li up = 0.

s ,pofatecni“ podminkou u(tg) = u’ v néjakém &ase tg € T. Tuto rovnici

muzeme chapat po slozkich jako soustavu dynamickych rovnic (pro kazdé
r jedna). Dynamické rovnice jsou probirdny napi. v [1, 3]. Reseni soustavy
lze za ptredpokladu, ze I + Au; je pro kazdé t € T invertibilni, psat pomoci
hodnot zobecnéné exponenciely e s, jako u(t) = (ea,, (t))(u’), blize viz [6].

Mezi vyznacéné priklady uvedené rovnice se fadi rovnice transportni a di-
fuzni, tedy rovnice tvaru

utt = —kuVe neboli Ut = —k(uy —uz—1), z€X,

X
Vﬁ'f)Am neboli Ut = Upt1 — 2Uyp + Up—1, T E X,

u™t = (u x
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¢i obecnéji tvaru
At _ b
Uy ' = QUgp—1 + DUz + CUgz1, r e X,

kterou nazyvejme rovnice difuzniho typu. Koeficienty k, a, b, ¢ v rovnicich jsou
realné konstanty, prostorem X myslime X = Z. Jestlize vSak u transportni
rovnice uvazované nize se ukazuje, ze u, = 0 pro x < 0, mizeme u ni pocitat
s efektivnim stavovym prostorem X = Ng. Rovnice spadaji do oblasti par-
cidlnich dynamickych rovnic, diskutované v [5] ¢i [7]. V ¢lancich [6, 7, 8] se
mimo jiné vysetiuje, zda a za jakych podminek maji omezena feseni téchto
rovnic nékteré uzitecné vlastnosti. Mezi zkoumané vlastnosti patri

(i) zachovani znaménka: pokud u(tg) = 0, pak u(t) = 0 pro vSechna t € T,
i) princip maxima: pokud u(ty) = K, pak u(t) £ K pro vSechna t € T,
(iii) zachovani prostorového integralu (souctu): Y u,(t) = > uz(to),
) koneénost ¢asovych integral: [i. u,(t) At ¢ dokonce jejich rovnost pro
vSechna x € X.

Vzhledem k linearité problému stac¢i v principu tyto vlastnosti vysetrovat pri
jednotkové pocatecni podmince

ulto, ) = {é o )

V nasledujicim textu zdivodnime ¢i odvodime vlastnosti feseni z pravdeé-
podobnostniho pohledu. V tom, co nasleduje, budeme predpokladat

e nezapornou ¢asovou Skalu T C (0, o0), pro kterou min T = 0, sup T = oo,
navic s vlastnosti, Zze na kazdém omezeném intervalu je pocet diskrét-
nich bodu casové skaly T konecny,

e pocatecni ¢as tg = 0 a jednotkovou pocatecni podminku (1).

Nas pristup nejprve ukazeme na jednodussim prikladu transportni rovnice,
pak rozebereme rovnici difuzniho typu. Vyuzivat pii tom budeme zakladnich
poznatki o markovskych retézcich.

2. Transportni rovnice

Na casové skale T a se stavovym prostorem X = Ny (¢i X = Z) uvazujeme
soustavu rovnic
ust = —k(uy — up_1), € X, (2)

X
pricemz predpokladame, ze k > 0 a také ze kuy; < 1 pro vSechna t € T (pod-
minka svazujici velikost mezer v ¢asové skale s koeficientem k); pti X = Ny
znaci u_1 nuly. V této kapitole ukdzeme odvozeni nasledujiciho tvrzeni.
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Tvrzeni 2.1. Reseni u rovnice (2) p¥i libovolné casové skdle md za danych
predpokladi vlastnosti (1)—(iv); hodnota casového integralu je vidy 1/k.

Zabyvejme se nejprve diskrétni casovou skalou s jednotkovymi kroky, T =
{0,1,2,...}. Tedy ptipadem p; = 1, t € T (a vzhledem k podmince ku; < 1
tak zde k < 1). Soustavu (2), kterd ma v diskrétnich ¢asech t obecné tvar

Uy (4 pe) — uz(t)
Mt

muzeme prepsat do tvaru

= (
neboli maticové jako u(t+ 1) =
dobnosti, FeSenim jsou u,(t) =
markovského fetézce (Xo, X1, .
nosti prechodu

= —k(us(t) —ug—1(t)), z€X,

1 — k)ug(t) + kug_1(t), =€ X.

PTu(t). Ta je dobfe znédma z teorie pravdépo-
P(X; = z), pravdépodobnosti homogenniho
..) s diskrétnim ¢asem a matici pravdépodob-

V kazdém case tetézec s pravdépodobnosti k& prejde do stavu o 1 vyssiho
a s pravdépodobnosti 1 — k setrva v soucasném stavu. V case 0 dle pocatecni
podminky zacéiné ve stavu 0. Jde tedy o Bernoulliiiv proces.

Pozndmka. Pokud by néas zajimal tvar feseni soustavy, pfipomenme, ze vy-
chazi u,(t) = (1)k*(1 — k)'=% pro z = 0,1,...,t, uy(t) = 0 jinde.

Jelikoz posloupnost (u,(t)).cx tvori pro kazdé t rozdéleni, plati automa-
ticky 0 = u,(t) =1 ataké ) wu,(t) =1, automaticky tedy dostavame vlast-
nosti zachovani znaménka a prostorového integralu. Jednoduse dostaneme
i princip maxima: pravdépodobnosti pfechodu p,,(t) po ¢ krocich zavisi na
x a y jen prostrednictvim rozdilu x — y, dostavame tak

=tk (0)pa—r,a(t Zux k(0)pz,atk(t) = sup ugz(0) - 1.
k

Pfi zjistovani ¢asovych integralt (resp. souctil) si uvédomime, Ze vyjadiuji
celkovou ocekavanou dobu stravenou retézcem ve stavu x. Doba 7 do opu-
Sténi stavu ma geometrické rozdéleni. Zaroven kazdy stav x = 0 je navstiven
jednou, muzeme tedy primo spocitat

/ooux(t)At = iuw(t) = ZEIXtZIE = EZ[Xt:x =Er= 1/]€,
0 t=0
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coZ je hodnota kone¢nd a pro vSechny stavy x = 0 stejné. VSechny zkoumané
vlastnosti jsou tak pro T = {0,1,2,...} vysvétleny.

Nyni se podivejme na pfipad spojité casové skaly T = (0,00). V sou-
stavé (2) ted ve vSech Casech t € T vystupuji obycejné derivace, jeji tvar

ul,(t) = —kug + kugz_1, w€X,

miizeme ¢ist jako z teorie pravdépodobnosti zndmou soustavu v/ (t) = QT u(t)
Kolmogorovovych prospektivnich rovnic pro pravdépodobnosti u,(¢) homo-
genniho markovského fetézce (X;,t = 0) se spojitym ¢asem a s matici intenzit
prechodu

—k K

Celkova intenzita vystupu z kazdého stavu je £ a mozny je prechod vzdy jen
do stavu o 1 vyssiho. Rovnice tak popisuje Poissontiv proces.

— o—kt (K1)

Pozndmka. Resenim soustavy tedy jsou pravdépodobnosti u, () .

z=0,1,...

Odvozeni vlastnosti (i)—(iv) muze probéhnout analogicky jako v diskrét-
nim pripadé. U casovych integraltl tentokrat vyuzijeme, ze doba do opusténi
stavu 7 ma u markovského retézce se spojitym casem exponencialni rozdéleni,
konkrétné tedy

/ um(t)At:/ ux(t)dt:/Elxtzxdt:E/Ixt:xdt:ET:1/k.
0 0

Integraly jsou tedy opét konec¢né a stejné pro vSechny stavy x, jejich hodnota
se i shoduje s hodnotou z diskrétniho pripadu.

Nakonec jsme si nechali pripad obecné ¢asové skaly T. V zavislosti na tom,
je-li ¢asovy okamzik t € T zprava spojity (u; = 0), nebo diskrétni (u; > 0),
je rovnice z (2) tvaru

ul(t) = —kug(t) + kug_1(t) & ug(t + pg) = (1 — kpg)ug (t) + kg ug—1(1).

Tedy rovnice pro u;(t), které jsou pravdépodobnostmi vyskytu stavu z
v case t u markovského Tetézce se smisenym casem. Tento Tetézec chapeme
tak, ze doba cekani na vystup ze stavu se ve spojitych casech ridi intenzi-
tou k, zatimco v diskrétnich pravdépodobnosti ku;, tmérnou délce nasledujici
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mezery (tuto mezeru pocitdme jesté do doby pobytu ve stavu). Po vystupu
ze stavu Fetézec prejde do stavu o 1 vyssiho (ve vnofeném fetézci prechod
x — x + 1 nastava s pravdépodobnosti 1).

Analogicky jako v pfedchozich ptfipadech dostaneme vlastnosti feseni (i)—
(iii). Plati i vlastnost (iv), shoda ¢asovych integrali. Ty totiz budou stejné
jako naprt. ve spojitém pripadé, protoze casové integraly reSeni na struktute
Casové skaly T nezavisi, jak je ukazano v [2]. Jsme-li totiz v ur¢itém okamziku
t € T ve sledovaném stavu x, pak

e je-li ¢ spojity, tak nasledujici interval spojitych bodu (za predpokladu
o T skute¢né nasleduje interval), feknéme délky s, do stfedni hodnoty
do opusténi stavu prispéje hodnotou fOS e~k dt a s pravdépodobnosti
e~ %3 g niz prechod béhem néj nenastane, budou zapoéteny i p¥ispévky
nasledujicich intervali,

e je-li ¢t diskrétni, tak nésledujici interval délky p = py (tj. nasledujici
mezera v Casové skéle) do stfedni hodnoty prispéje délkou i a s prav-
dépodobnosti (1 — ku) se pridaji prispévky nasledujicich cast.

Porovnanim zjistujeme, Ze diskrétni mezera délky p prispiva stejné jako spo-
jity interval délky s, = —% In(1 — ku). Vlozime-li fiktivné misto diskrétnich
mezer do ¢asové §kily T intervaly spojitych boda prislusnych délek s, (bude
vzdy s, > i), pak feSeni u se pfechodem ke spojité skale sice zméni (na roz-
déleni Poissonova procesu), ale stfedni doby stravené v jednotlivych stavech
zustanou stejné.

3. Rovnice difuzniho typu

Na casové skale T a s prostorem X = Z nyni uvazujeme soustavu rovnic

Ay _
z =

U AUg_1 + buy + cugr1, x € X, (3)

kde predpokladame, ze a,c = 0, a + ¢ > 0, a také ze —bu; < 1 pro vSechna
t € T. Tato rovnice zahrnuje jako specialni pripad jak transportni rovnici
(a =0, b = —c), tak difuzni rovnici (e =c=1, b = —2).

Nejprve spoc¢teme ,,pravdépodobnostni“ pripad a + b + ¢ = 0, dale pak
obecny pripad, kdy tato rovnost platit nemusi. Vysledky v obecném pfi-
padé lze dostat prevodem z pripadu pravdépodobnostniho. Tento prevod
vSak nakonec ukdzeme nize z dtvodu slozitosti zapisu pouze pro skalu T =

{0,1,2,...} a T = (0, 00).

Tvrzeni 3.1. Necht a+b+c =0 a a = c¢. Pak TeSeni u rovnice (3) pri
libovolné c¢asové skdle md (za predpokladi z konce tvodni kapitoly) vlastnosti
(i)—(iv) aZ na casovy integrdl, ktery je vidy nekonecny.
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Necht a +b+c =0 a a > c. Pak 7eSeni u md navic i konecné casové
integrdly, jejich hodnota je —b/(a — ¢) pro x =2 0 a —b(c/a)*/(a — ¢) pro
x < 0. Analogicky pro a < c.

Pro skidlu T = {0,1,2,...} (zde s —=b = 1), resp. T = (0, 00) maji rovnice
tvar

t diskrétni: Ur(t+1) = aug—1(t) + (L +D)uy () + cupy1(t), (4)
t spojity: ul,(t) = aug_1(t) + bug(t) + cuzi1(t). (5)

Za predpokladu a+b+c = 0 tedy rovnice pro pravdépodobnosti markovského
retézce s matici pravdépodobnosti resp. s matici intenzit prechodu

P = ¢ 1+b a resp. = c b a
¢ 14+b a P Q c b a

Jde o ndhodnou prochézku s velikosti kroku —1,0,1 a prislusnymi pravdé-
podobnostmi ¢, 1 + b, a, podobné ve spojitém case. Z vlastnosti rozeberme
vice jen Casové integraly. Vnofenym fetézcem (X;,t = 0,1,...) téchto Fe-
tézci je ndhodna prochazka, kterd odpovidé diskrétnimu modelu se skalou
T ={0,1,2,...} a upravenymi koeficienty

a c

a* = , 1+b6"=0, "= :
a-+c a-+c

O této prochazce je ale vse znamo:

e Je-li a = c, jeji stavy jsou trvalé nulové, neboli pro pravdépodobnosti u*
tohoto vnoreného fetézce >, ul(t) = oo.

e Je-li a > ¢, jsou jeji stavy prechodné. Do stavi x = 0 se prochazka
dostane s pravdépodobnosti 1 a Y, u*(t) = (a* —c¢*)~!. Do stavii z < 0

c* *

se dostane s pravdépodobnosti (a—*)x ad,ul(t) = (& )x(a* —c*)7 L.

a

*

Pivodni fetézec pri navstéveé stavu v ném do jeho opusténi setrva po dobu
v prumeéru %b. Pii a = ¢ zUst4va ¢asovy integral nekonecny, [ u,(t) At = co.
Pii a > c pak

1
o 1 x207

a— C

JAEC 55 2250 = (/o
x < 0.

a—cC

24



Informacni bulletin Ceské statistické spole¢nosti, 1-2/2015

Podobné jako v pripadé transportni rovnice se nahlédne, Ze stejny vysledek
plati i pro ostatni casové skaly.

Nakonec se podivame na rovnici difuzniho typu (3), kde pfipadné neni
splnéna rovnost a + b + ¢ = 0. Oznac¢me hodnotu, ktera ke splnéni rovnosti
chybi, jako d = —(a + b+ ¢). V diskrétnim ptipadé vzhledem ke znaménktim
koeficentl a, ¢ a vzhledem k b = —1 bude d < 1.

K vysSetteni vlastnosti miiZeme pouZzit souvislost feSeni této rovnice s fese-
nim v pravdépodobnostni rovnice se ,znormovanymi“ koeficienty a, b, ¢, pro
néz a + b + ¢ = 0. Tato souvislost je zfejma piimo dosazenim do rovnic.
Tvrzeni 3.2. Necht T =1{0,1,2,...}, b = —1 a u je 7eseni rovnice (3). Pak
u(t) = (1 —d) u(t), kde u je fesenim pravdépodobnostni rovnice (4) s

P Ry S e S

1—-d 1—d’ 1—d (6)

Necht T = (0,00) a u je vedeni rovnice (3). Pak u(t) = e~ u(t), kde u je
resenim pravdépodobnostni rovnice (5) s

~
~ ~

a=a, c¢c=c¢, b=—(a+c). (7)

V piipadé d > 0 (a + (1 +b) + ¢ < 1) muzeme u,(t) interpretovat jako

pravdépodobnosti pro retézec, jehoz stavovy prostor obsahuje oproti prav-

dépodobnostnimu pripadu navic dodatecny absorpc¢ni stav, do né€jz retézec
v kazdém case t muze prejit s pravdépodobnosti, resp. intenzitou d.

Tvrzeni 3.3. Za podminek predchoziho turzeni je 0 < u,(t) < (1—d)*, resp.
e U a také > u.(t) = (1 —d)t, resp. e~ . Bez ohledu na casovou skdlu

jsou casove integraly konecné prave tehdy, kdyz v/ 4ac < —b.

A7 na c¢asovy integral vlastnosti plynou pifimo z vlastnosti pravdépodob-
nostniho pripadu a vyjadieni dle predchoziho tvrzeni. Pokud d > 0, do-
stavame oproti (ii) a (iii) vylepsené vlastnosti, jelikoz na pravé strané rov-
nosti/nerovnosti mame ¢islo mensi nez 1. V pfipadé d < 0 jde pfi t — oo
prava strana (1 — d)? resp. e~ do nekonec¢na.

Za ucelem zjisténi ¢asovych integralt uvazujme Fetézec ()Aft, t 2 0), jehoz
pravdépodobnosti u, () necht spliuji pravdépodobnostni rovnici (4) resp. (5)
s koeficienty @, b, ¢ z (6) resp. (7). Pro fetézec (X,) oznacme

T,, = okamzik n-té zmény stavu; Ty = 0,

n—1
T, = doba stravena ve stavu po n-té zméné stavu, 1, = E Tk
k=0
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Vysetfovany Casovy integral poskladame z prispévkil jednotlivych prechodi
vnofeného Fetézce (X)) (pfislusného fetézci (X)) a jeho pravdépodobnosti
ul(n). Vyjadfime jej jako

/0 () At = / D(0, )i, (1) At = E / DO, 0I5 _, Al

= E(/TTM D(0, 1) At) wi(n) =Y Lyuki(n)  (8)

7

~
In

kde D(ty,t3) = (1 — d)t27" resp. e~ ¥*27%) oznacuje ,diskontni faktor* a I,
je stfedni diskontovana doba stravena fetézcem (X;) po n-té zméné stavu do
pristi zmeény. Prispévek n-tého prechodu mutzeme zapsat jako

Trni1 Tn
I, = E/ D(0,t) At = ED(O,Tn)E(/ D(T,,t) At | Tn>
T’n N\l 0 /

\ .

D, én
kde D,, je stfedni diskontni faktor do n-té zmény stavu a e,, je sttedni diskon-
tovana doba do opusténi stavu (diskontovana k okamziku vstupu do stavu).
Vzhledem k nezévislosti a stejnému rozdéleni prirtastkia procesu (prochazky)
plati D,, = (D1)" a e,, = e1. V diskrétnim resp. spojitém ptipadé vychazi pti
—b>0

- ~ ~ —b—d a+c
D =E(1—-d)™ = 1—d)*(=0)(1+b)F 1 = _
1 ( ) 21:( ) (=b)(1+b) 5 5
o ~ = b
D1=Ee_dT1:/ e_dt-(—b)ebtdt: _ :G/+C.
0 —b+d —b

Jelikoz e; = EY° (1 — d)* resp. E [[°e % dt, madme hned také e¢; =
1(1—Dy) = 2. Pii —b £ 0 jsou I,, = cc.

Vidime, Ze nezéavisle na casové Skale (v prezentované ukazce pro skaly
T=1{0,1,2,...} i T = (0,00)) vychazeji stejné hodnoty. V fadé pro casovy
integral (8) je n-ty ¢len pti —b > 0an — o

* * n— 1 n xRtz L n—w a-+c "

2

1 —b—d\" 1 (V4 "
xkonst-%(\/4a*c*)”< — > :konst-—< ac))

soucet rady je tak konecny, prave kdyz v/4ac < —b.
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4. Shrnuti

Ukazali jsem, ze pii zkouméani otazek o vlastnostech reSeni dynamické rov-
nice difuzniho typu na dané casové skale lze dobfe pouzit znamé vysledky
z markovskych retézcl. V pravdépodobnostnim pripadé vlastnosti vyplynou
zcela automaticky, pomoci transformace z tvrzeni 3.2 dostaneme vlastnosti
i v nepravdépodobnostnim pripadé. Pravdépodobnostnim pristupem lze také
jednoduse zdtvodnit, zZe casové integraly nezavisi na konkrétni casové skale.
Naproti tomu je treba uvést, ze nékteré vlastnosti plati i v pripadech, kdy a
nebo c je zaporné, a pripadné i pro t < tg, kterymi jsme se nezabyvali.

Analogicky lze postupovat v pripadé obecnéjsich linearnich rovnic, kdy
rovnici interpretujeme jako rovnici pro pravdépodobnosti prechodu ndhodné
prochazky s vice moznostmi krokt nez —1,0, 1. Podobné i v pripadé viceroz-
mérnych stavovych prostort (misto X = Z mit Z2, Z3).

Uvedeny postup nelze primocare aplikovat v nelinearnim piipadé, pro
rovnice u®t(t) = Awu(t) s nelinearnim operdtorem A. Jejich Feseni by sice
slo interpretovat jako pravdépodobnosti markovského retézce, avsak neho-
mogenniho a navic jiného pro kazdou pocatec¢ni podminku.
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Abstrakt: Prispévek se zabyva redukci dimenze v rozsifeném (Quermass-
-interakénim procesu pomoci metody hlavnich komponent. Cilem této re-
dukce je zvyseni efektivity odhadt parametr tohoto modelu. Je zde uveden
jak teoreticky popis, tak aplikace na simulovana a realna data. Tento clanek
je resersi ¢lanku [7].

Kli¢ova slova: Hlavni komponenty, MCMC maximalni vérohodnost, redukce
dimenze, Quermass-interak¢ni proces.

Abstract: The contribution concerns dimension reduction in extended Quer-
mass-interaction process using principal components method in order to make
estimating parameters of QI process more effective. Theoretical description
as well as the application to the both simulated and real data are shown. The
paper is a research of [7].

Keywords: Dimension reduction, MCMC maximum likelihood, principal
components, Quermass-interaction process.

1. Uvod

Spousta objektti studovanych v biologii, mediciné nebo materialnich védach
tvori prostorové formace ndhodného tvaru, v nichz mizeme pozorovat vza-
jemné interakce mezi témito objekty. K analyze takovych shlukt pouzivame
metody prostorové statistiky. Nedavno byl studovan jeden z modelt pro tyto
shluky, tzv. rozsiteny Quermass-intrakéni proces, ktery byl teoreticky popsan,
nasimulovan (viz [3]) a nasledné statisticky analyzovdn pomoci maximalni
vérohodnosti s vyuzitim MCMC simulaci (viz [4]). Nicméné tyto analyzy
s sebou nesou také spoustu komplikaci. Tou prvni je casova narocnost, tou
druhou skutecnost, ze v nékterych specidlnich pripadech mohou byt odhady
podhodnocovany. V tomto ¢lanku ukazeme, jak je mozné tyto problémy resit
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pomoci redukce dimenze, pricemz aplikovana bude metoda hlavnich kompo-
nent.

2. Model a jeho drivéjsi analyzy
2.1. Definice modelu

M¢jme ndhodnou mnozinu X C R? danou sjednocenim kruhti se vzéjemnymi
interakcemi, stfedy nahodné rozprostfenymi v omezené mnoziné S C R?
a ndhodnymi poloméry. Pro kazdou konecnou konfiguraci x = (z1,...,z,)
kruhi x4, ..., z, je mnozina X popsana hustotou fy(x) vzhledem k pravdépo-
dobnostni mire tzv. Booleovského modelu, tj. procesu kruht bez jakychkoliv
interakei, viz [8]. Pfedpokladejme, ze hustota je tvaru

fo(x) = cq ' exp{0 - T(Ux)}, (1)

kde T'(Ux) je m-dimenzionalni vektor geometrickych charakteristik sjednocenti
Ux kruht z konfigurace x, 8 = (64,...,0,,) je vektor parametrt, - znaci
skalarni soucin a ¢y je normujici konstanta.

V publikaci [1] je Quermass-interakéni proces definovany jako proces s hus-
totou (1), vniz T'(Ux) = (A(Ux), L(Ux), x(Ux)), kde A je plocha, L obvod a x
Euler-Poincarého charakteristika (xy = N — Np, pocet spojitych komponent
minus pocet dér).

V publikaci [3] autofi rozsifili Quermass-interakéni proces poloZenim
T(Ux) = (A(Uyx), L(Ux), x(Ux), Np(Ux), Nia(Ux), Ny (Ux)), kde N;q je pocet
izolovanych kruhtt a N, pocet vnéjsich vrcholi (tj. bodt na hranici Uk,
v némz se protinaji dva kruhy). Jak dale zminuji v publikaci [4], data vétsi-
nou byvaji v digitadlni podobé, v niz je tézko rozeznat hlavné vnéjsi vrcholy.
Proto zde budeme uvazovat hustotu s péti charakteristikami ve tvaru

fo(x) = c5lexp{01A(Uy) + 0o L(Ux) + 03N..(Ux)
+04Np(Ux) + 05N;q(Ux) }, (2)

tedy 6 = (01, ...,05) bude 5-dimenzionalni parameter, ktery budeme odha-
dovat.

Interpretace parametrii je takova, Ze proces s kladnym parametrem 0,
upfednostiiuje konfigurace s veétsi j-tou geometrickou charakteristikou 7},
zatimco proces se zapornym koeficientem produkuje spiSe realizace s mensi
odpovidajici charakteristikou. Napf. na Obréazku 1, pozorujeme, Ze realizace
procesu s 61 = 1 a #; = —1 maji vétsi, resp. mensi, plochu nez vztazny
Booleovsky model. Interpretace procesu s vice nenulovymi parametry je stale
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stejnd, avSsak hodné zalezi na konkrétnich hodnotédch parametru, napr. na
Obrazku 1 pozorujeme realizaci procesu s (01, 602) = (5, —3), tj. s vétsi plochou
a mensim obvodem, tj. realizaci tvorici jeden velky shluk.

hi8g

i S
3."0. 5 S

Obrazek 1: Realizace Booleovského modelu se sttedy v okné .S velikosti 10x 10
a poloméry s rovnomérnym rozdélenim na (0.2,0.6) (1. obrazek), A-interakéni
proces s 61 = 1 (2. obrazek), 6; = —1 (3. obrazek) a (A, L)-interakéni proces
s (61,02) = (5, —3) (4. obrazek).

2.2. MCMC maximalni vérohodnost

Predpokladejme, Ze pozorujeme sjednoceni Uyx. Metoda je zalozena na kla-
sické maximalizaci logaritmicko-vérohodnostni funkce [(0) = log fg(x), pfi-
¢emz v naSem pripadé dostavame

[(0) =log fo(x) =01 A(Ux) + ...+ 05N;q(Ux) — log co.

Problém vsak je, ze cy nema explicitni vyjadreni, proto misto fy maxima-
lizujeme fq/fg0 pro pevny vektor parametri 6%, nebof mtiZzeme pouzit tzv.
importance sampling (viz [2]) k aproximaci cg/cgo, a to tak, ze oznacime-li

hg(X) = exp{@lA(Ux) 4+ ...+ 05Nz’d(Ux)}7

pak

log ]ifjo — 1(6) — 1(8°) = log(he () /g (x)) — log(ca/coo) (3)

~ log(hg(x)/heo (x)) — log tho i)/hgo(Zi) =: lgo(0),
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kde Z; jsou realizace z hustoty fyo ziskané MCMC simulacemi a R je dany,
dostatecné velky, pocet téchto realizaci. Cilem je tedy maximalizovat

lgo(0) =(01 — 0 A(Uy) 4 ... + (05 — 02)N;a(Uy)

R
1
— log = § exp{(6h — 0))A(Uz,) + ... + (05 — 05)N;a(Uz,)}.
1=1

Bohuzel se objevuji komplikace v pripadé, kdy néktera z geometrickych
charakteristik v datech je prilis mala nebo pfili§ velkd. Da se dokézat (viz
Tvrzeni 1 v publikaci [7]), ze kdyz pro nékterou slozku 7T; vektoru geome-
trickych charakteristik plati 75 (Uz,) > T;(Ux) pro vSechna i € {1,..., R}
a Tj(Ugz,) > T;(Ux) pro alespon jedno ¢, pak lgo () je klesajici v j-té slozce,
a tedy maximalné vérohodny odhad je é\J = —oo. To znamena, ze pro data
s uvazovanou charakterisikou na dolni hranici (napt. data tvofenéd pouze jed-
nou komponentou nebo data bez dér) MCMC MLE podhodnocuje odhady
v odpovidajicich slozkach.

Dalsi problém zminény jiz v publikaci [3] je, Ze MCMC MLE je velice
¢asové narocna, a to ze dvou dtuvodii:

1. Pocet R realizaci Z; potrebnych k aproximaci podilu konstant Z; je
celkem velky.

2. Aproximaci (3) lze pouZit pouze pro §° dostateéné blizko 6, takze je
nutné pouzit metodu postupného odhadovéani, tzv. bridge sampling (viz

2])-

Tyto dva problémy lze ¢astecné vyresSit pomoci redukce dimenze, ktera je
popsana v nasledujicici kapitole.

3. Metoda hlavnich komponent
3.1. Popis metody

Uvazujme m-dimenzionalni ndhodny vektor T'(Ux) geometrickych charak-
teristik mnoziny Ux. Ozna¢me V = (o7 ,)7%_; kovarian¢ni matici T'(Ux).
Predpokladejme, ze V ma k > 0 vzajemné riznych kladnych vlastnich cisel,
oznacme je A1 > Ay > ... > \; a prislusné vlastni vektory oznac¢me vy,...,v.

Hleddme-li u takové, ze ulu = 1, pficemz uT (Ux) mé nejvétsi mozny
rozptyl, lze dokazat, ze u = vy a navic var(v;T(Ux)) = A1.

Ozna¢me C(Ux) = viT(Ux) a hledejme vektor u takovy, ze u'u = 1,
pficemz uT(Ux) méa nejvétsi mozny rozptyl za podminky, ze uT (Ux) neni

T
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korelovano s C1(Ux), tj.
COV(HT(Ux),VlT(Ux)) = U.TVV1 = uT)\1V1 = >\1U.TV1 = 0.

To je splnéno tehdy, kdyz u’ vy = 0. Lze dokazat, ze takovy vektor je u = vy
a navic oznac¢ime-li C5(Ux) = voT'(Ux), dostavame var Cy(Ux) = As.

Timto zpisobem obdrzime k ndhodnych veli¢in C; (Ux), . .., Cx(Ux), kte-
ré se nazyvaji hlavnimi komponentami vektoru T'(Ux) a plné vysvétluji cho-
vani T(Ux).

V praxi obvykle mame k£ = m, avSak pro néjaké p jiz vektory
Cp+1(Ux), .., Cn(Ux) nejsou vyznamné. Piesnéji ozna¢ime-li

=3 o
i=1
celkovou variabilitu T'(Uy), lze dokazat, ze
var 1 (Ux) + ... +varCp(Ux) = Ay + ... + A\ = 02,

a tedy C1(Ux),...,Cp(Ux) takové, zZe relativni kumulativni variabilita

Mo A,
2 =1,

RVC, =

o

pokryva dostatecné variabilitu dat, tudiz miize dostatecné vysvétlovat cho-
vani vektoru T'(Ux ).
V nasem ptipadé to znamend, ze hustota (1) miZze byt pfepsana do tvaru

fo(x) = ¢t exp{p - C(Ux)} = ¢,  exp{p1C1(Ux) + ... + ©,Cp(Ux)},  (4)

a jelikoz vektor neznamych parametri ¢ ma nizsi dimenzi nez ptivodni vek-
tor 6, jeho odhad je rychlejsi. Navic jelikoz C;(Ux) pro j = 1,...,p je linearni
kombinaci pivodnich (pouze kladnych) geometrickych charakteristik T (Ux)
pro j = 1,...,m, znamena to, ze pokud je alespon jeden koeficient linearni
kombinace zaporny, muze byt charakteristika C;(Ux) také zaporna, coz eli-
minuje patologickou situaci zminénou v Tvrzeni 1 v publikaci [7] (viz vysSe),
takze je tim vyfesen i problém podhodnocovani parametri.

V publikaci [6] jsou zminény ¢ty¥i zpusoby, jak ur¢it vhodné p. Zde pouzi-
jeme ten nejjednodussi, a to vzit p takové, ze relativni kumulativni variabilita
(RVC,) je vétsi nez 80 %, tj. p = min{p : RVC; > 0.8}.
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3.2. Simulaéni studie

Metodu popsanou v sekci 3.1. jsme aplikovali na model s hustotou (2). Je-
likoz potfebujeme odhadnout kovarianéni matici V vektoru 7T'(Ux ), musime
mit na vstupu vice realizaci ndhodné mnoziny. K tomuto tcelu jsme nasimu-
lovali N raznych realizaci procesu s hustotou (2) vzhledem k Booleovskému
modelu s intenzitou stfed p = 1 v okné S o velikosti 10 x 10, rozdéle-
nim polomért rovnomérnym na [0.2,0.7] a 5-dimenzionalnim parametrem
0 = (61,02,05,04,05) = (1.5,—1,1,—-0.25,—0.5) (ukazka takové realizace je
na Obrazku 2). Metodu jsme zkoumali pro N = 100, resp. N = 10. Odhady
lze nalézt v Tabulce 1.

Tabulka 1: Vlastni ¢isla, vlastni vektory a relativni kumulativni variabilita
(vyznamné hodnoty vyznaceny tucné) a prislusné maximalné vérohodné od-
hady parametri (o1, P2) pro N = 100 a N = 10.

N | VL disla Vlastni vektory RVC (1, P2)
117.40 | (-0.41,0.82,0.28,-0.25,0.11) | 49%
104.15 | (—0.77,—0.55,0.22,—0.23,0.05) | 93%
100 | 8.35 (0.06,—0.02,0.64,0.63,0.44) 97% | (~1.08,—0.32)
5.71 (0.43,—0.15,0.30,—0.69,0.47) 99%
1.57 (0.20,—0.05,0.61,—0.11,—0.75) | 100%
98.53 | (0.61,-0.47,—0.52,0.29,-0.21) | 63%
46.70 (0.61,0.78,0.01,0.09,0.11) 93%
10 | 7.16 (0.06,0.09,—0.43,—0.88,—-0.19) | 98% | (0.91,—0.15)
2.58 (—0.49,0.39,—0.60,0.37,—0.34) | 99%
0.78 (—0.10,—0.04,—0.43,0.02,0.89) | 100%

Dle vyse uvedeného kritéria je ziejmé, ze pro obé zkoumana N jsou prvni
dva vektory mnohem vyznamneéjsi nez ty zbyvajici. Znamena to tedy, ze data
mohou byt popsanad pouze dvéma charakteristikami misto ptivodnich péti,
pricemz tyto vysvétlujici charakteristiky jsou dany linedrni kombinaci pii-
vodnich charakteristik A(Ux), L(Ux), Nee(Ux), Nn(Ux), Nia(Ux) s koeficienty
linearni kombinace dané vlastnimi vektory. Napr. pri analyze s N = 10 to
znamena, ze oznacenim

LC, = 0.61A(Uy) — 0.47L(Uyx) — 0.52N.(Uy) 4+ 0.29N}, (Uyx) — 0.21N;4(Usy),
LCs = 0.61A(Uy) + 0.78L(Uyx) + 0.01N,.(Uyx) 4 0.09N}, (Uyx) + 0.11N;4(Usy),
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ma novy model hustotu
fo(x) = c;1 exp{ep1LC1 + p2 LCS}.

Dvoudimenzionalni parametr ¢ = (1, p2) byl pak odhadnuty metodou
MCMC MLE, pficemz za hodnoty charakteristik A(Ux), ..., N;q(Ux) jsme
vzali praméry z N vstupnich realizaci. Odhady @, a @ jsou v poslednim
sloupci Tabulky 1 a priklady realizaci z nafitovaného modelu na Obrazku 2.

Obrazek 2: Porovnani realizaci modelu s ptivodnimi parame-
try (61,602,03,04,05) = (1.5,—1,1,—0.25, —0.5) (vlevo) s rea-
lizacemi nafitovanych modelt pfi pouziti N = 100 (uprostted)
a N =10 (vpravo).

3.3. Kontrola modelu

Uvazujme ndhodnou mnozinu Z. Pro kruh (0, r) se stfedem v poc¢atku a po-
lomérem r definujme D = inf{r > 0: ZNb(0,r) # 0}. Jestlize P(D > 0) > 0,
pak sféricka kontaktni distribuc¢ni funkce pro stacionarni mnozinu Z je defi-

novana jako
Hp(r)=P(D <r|D > 0).

Dale uvazujme body u a v takové, ze ||u — v|| = r, pak kovarian¢ni funkce
stacionarni a izotropni mnoziny Z je definovana jako

C(r)=P(ueZ,vel).

Obé tyto funkce mohou byt z dat odhadnuty pouzitim vhodné diskretizace,
viz [§].

Dale necht |Z| = A(Z) a pro vSechna r > 0 necht Zg, = Uyeczb(u,r)
a Zor = {u € R? : b(u,r) C Z}. Dilatace d, eroze e, otevieni o a zavieni c
mnoziny Z pouzitim kruhu b(0,7) je definovano (viz [8]) jako

_ ‘ZEBT M W@T‘
‘W@r‘ 7

d(r) (5)
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Obrazek 3: Grafy sférické kontaktni distribuc¢ni funkce, kovarianc¢ni funkce,
dilatace, eroze, otevieni a zavieni mnoziny zprimerované z N = 10 realizaci
vstupnich dat (plna ¢ara) porovnané s 95% obalkami ziskanymi z 39 realizaci
nafitovaného modelu (teckované cary).

O(T’) — ‘(Z@r)@r N W@27’| C(’I’) _ |(ZGB7“)@7’ N W@Zr' .
|W@2T‘ ’ |W@2r|

Obrazek 3 srovnavéa téchto Sest konktrolnich funkci s nasimulovanymi 95%
obalkami ziskanymi z 39 realizaci nafitovaného modelu (viz [2]) pro N = 10.
Je zde vidét, ze grafy pro data lezi uvnif obalek, takze zavér je, ze zreduko-
vany model popisuje data dostatecné dobre, a to i pri relativné malém poctu
vstupnich realizaci.

3.4. Aplikace na realna data

Metoda popsana vyse byla dale aplikovana také na realnad data, jimiz je
N = 10 obrazkt prsni tkané postizené invazivnim duktalnim karcinomem
(viz Obrazek 4). Data byla poskytnuta autory publikace [5], v niz jsou de-
tailnéji popsana.

Vysledky redukce dimenze pro tato data lze nalézt v Tabulce 2, kontrolu
modelu pak na Obrazku 5. Z vysledkii mtizeme usoudit, ze redukovany model
dobre popisuje i tato redlna data.
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Tabulka 2: Vlastni ¢isla, vlastni vektory a relativni kumulativni variabilita
(vyznamné hodnoty vyznaceny tu¢né) a prislusny maximalné vérohodny od-
had parametru (.

Vlastni ¢isla Vlastni vektory RVC 7]
2714.25 (—0.09,—0.88,-0.44,-0.02,—0.12) 94.00% | 0.64
156.98 (0.30,0.42,—0.82,—0.11,—0.23) 99.00%
23.84 (0.00, —0.01,—0.20,—0.43,0.88) 99.80%
4.19 (—0.24,0.03,0.15,—0.88,—0.39) 99.99%
0.88 (0.92,—0.22,0.26,—0.20,—0.04) 100.00%

"’ll) - '#
=/ ‘: .
" e .

] Ve
Q

Obrazek 4: Realna data srovnana s nafitovanym modelem.

¢
’
)

4. Zavér

Na zacatku jsme si dali dva tkoly: zrychlit metodu MCMC MLE a vyfesit
problém s podhodnocovanim téchto odhadt v pripadé malych hodnot geome-
trickych charakteristik vstupnich dat. Prezentovana metoda hlavnich kompo-
nent fesi oboji. Odhad pétidimenzionalniho parametru 6, tj. hledani maxima
v pétidimenzionalnim prostoru, se zredukoval na odhad parametru v mno-
hem nizsi dimenzi, ¢imz se odhadovaci procedura vyznamné urychlila. Navic
slozky novych vstupnich charakteristik jsou dané linearni kombinaci ptivod-
nich péti charakteristik, takze v pripadé jediného zaporného koeficientu li-
nearni kombinace mohou byt nové vstupni charakteristiky zaporné, a tudiz
nedochazi k situaci zpiisobujici podhodnocovani parametri. Stru¢na simula-
¢ni studie i aplikace na realna data ukézaly, ze redukovany model popisuje
data dostatecné dobre, a tudiz je zminéna metoda velice uzitecna pri aplikaci
rozsifeného Quermass-interakéniho procesu.

Vice detailt a $irsi simula¢ni studii 1ze nalézt v publikaci [7].
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Obrazek 5: Grafy sférické kontaktni distribuc¢ni funkce, kovarianc¢ni funkce,
dilatace, eroze, otevieni a zavieni mnoziny zprimeérované z N = 10 realizaci
vstupnich dat (plna ¢ara) porovnané s 95% obalkami ziskanymi z 39 realizaci
nafitovaného modelu (teckované ¢ary).
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Abstrakt: Existuje mnoho vysledki na téma limitnich vét pro slabé zavisla
nahodna pole. My se v tomto prispévku zamérime na problematiku mar-
tingalovych aproximaci pro ndhodna pole a na vysledky vyuzivajici technik
aproximaci m-zavislymi poli. Ukazeme také vysledky pii s¢itani pres obecné
mnoziny.

Klicova slova: Limitni véty, slaba zavislost, ndhodné pole.

Abstract: There are many results on the topic of limit theorems for weakly
dependent random fields. We are interested in the methods based on a mar-
tingale approximation and an approximation by m-dependent random fields.
We will also present results for weakly dependent random fields in case of
summation over general sets.

Keywords: Limit theorems, weak dependence, random fields.

1. Introduction

The aim of this paper is to present some results on limit theorems for weakly
dependent random fields. At first, we briefly introduce results for processes
and then we discuss the generalization of these results for random fields.

At the beginning of our paper, let us introduce the used notation. We
consider a probability space (€2, A, u) which is equipped with a bimeasurable
and measure preserving transformation 7" : 2 — Q.

We will suppose f : 2 — R to be a regular function with zero mean and
finite second moment. We denote X; = f o T% so then (X;)iez is a strictly
stationary process. It is well-known that every stationary process can be
presented in this way. Then, U is a unitary operator on Lo such that Uf =
foT. (Recall that the space L is a space of all square integrable functions.)
By Fo, we denote a o-field Fy C A such that Fy C T~1(Fy) and by F; we
denote T~%(Fy). Hence, we have a filtration (F;);cz such that F; C F; 1.
Further, we can denote Foo = \/,c, Fi and F_o, = (o5 Fi- We suppose f
to be regular, it means that f € Lo(F) and E(f|F_o) =0 a.s.
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Through the whole paper, we use projection criteria. To define the projec-
tion, we need first to recall the following notation. Let H; be a Hilbert space,
H; C La(u), such that it contains all functions from the space Lo(F;) ©
Lo(F;—1). We also need to define a projection operator P;(X) of the func-
tion X onto the space H;, respectively P;(X) = E(X|F;) — E(X|F;_1). It is
easily seen that for any regular function f we have f => " P;f.

1=—00
In this paper, we are interested in limit theorems. It means, that we focus
on the limit behaviour of the term S, (f) = Y.~ f o T%, or more generally
Sr, (f) = 2ier, fo T* normalized by any term. More precisely, we study
a convergence in distribution of these normalized terms.

2. Limit Theorems for weakly dependent processes

There are many results on limit theorems for weakly dependent processes.
There are three main approaches to this problem. First one, and probably the
most well-known, is the approach based on so called mixing conditions. Most
results on this topic can be found in [2], but there are also recent results, too.
See, for example, Tone (2010).

The second approach uses so called associated random variables, see, for
example, [3] and others.

We are interested in the third possibility, which are approaches based on
martingale approximations. The idea of this methods comes from the paper
given by Gordin in 1969, see [4].

Let us recall the definition of the martingale approximation. We say that
a process (foT"); has a martingale approximation with respect to a filtration

(F;)iez, if there exists a martingale difference sequence (moT");cz such that
Pym = m and ||S,(f —m)||3 = o(n).

Since the time, there are many results which use this approximation, we
can mention, for example, the central limit theorem given by Hannan in
1979, [6]. Hannan proved the central limit theorem under his condition and
some more extra conditions. Hannan’s result was later extended by Dedecker,
Merlevéde and Volny (2007), who proved the central limit theorem under only
Hannnan’s condition and also the invariance principle under this condition.
For completeness, let us recall Hannan’s condition:

D Py (f o T)||2 < oo (1)

1=1
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Another interesting result was given by Maxwell and Woodroofe, see [§].
They proved the central limit theorem under the following condition

S EGOIFE _
k=1

Later, Peligrad and Utev (2005) proved the invariance principle under
Maxwell-Woodroofe’s condition.

3. Random fields

Now, there is the question, if it is possible to extend the results which are
known for weakly dependent processes to similar results for weakly dependent
random fields. There are well-known results based on mixing conditions for
random fields (Bolthausen (1982), Goldie and Morrow (1986), Bradley (1989)
and many others). Results based on associated random variables and on
martingale approximations are extended to multi-dimension version, too. At
this paper, we are interested in the last type of the problems. So, our aim
is to study the results based on approximation methods. Sure, it is an old
problem, how to extend approximation results for processes to results for
random fields. The reason why the generalization is not direct is the problem
with a definition of a martingale structure in the multi-dimension case. The
definition of a martingale in the multi-dimension case depends on the ordering
which we choose on the space Z%. There are several possibilities of defining
the martingale. Some of results on limit theorems for random fields based on
a martingale approximation, we can find in [1], [9], [10] and others.

We will be interested in the results which can be obtained by using tech-
nics of approximation by m-dependent random fields. At first, let us recall
the notation which we use in the case of random fields.

Let d be the dimension of our index space Z¢. Then by i we denote an
arbitrary element of Z%, more precisely i is the point from Z? with coordinates
(i1,12,...,1q). So, by 0 we also denote (0,0,...,0) point in Z¢ and so on.

Let us consider a probability space (RZd : BZd, PZd) and write ey (w) = wg.
Then, the o-field Fi is defined as o{e; : 1 < k,1 € Z9}, for all k € Z¢ (we use
k <1 in case that each coordinate of k is less or equal to a corresponding
coordinate of 1). Then we use again a transformation 7' on R?: (T¥w); = wy 1,
then (foT™)ycyza is a stationary random field. We still suppose f to be regular,
f € Ly and f to have a zero mean.

Now, let us mention some recent results. Wang and Woodroofe, see [13],
proved the invariance principle based on Maxwell-Woodroofe’s type of con-
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dition. They denote V,, = IT%_,{1,... ,mgm} C N¢, where m™ = co. Futher

7

_ IE(f o T%|F1)l,
Wd,p(f) _ kgl\;d H?:1\/k—i )

But(f) =Y AVa(t)NRi)foT*

keNd

and Sy, (f) = >y, foT*.
The result given by Wang and Woodroofe, see [13], is as follows.

Theorem 3.1 (Wang, Woodroofe [13]). Let us have a probability space

(RZd,BZd, PZd) with a filtration (Fx)xene- If f has zero mean and finite sec-
ond moment, f € Fo and Wao(f) < oo,
then ,
2 _ i |ISn]]
"= T

< X0

and

Sn
VIVal

Moreoever, if f € Ly and Wy ,(f) < oo for some p > 2, then

Bn, (f)
VIVal

= N(0,0?).

= oB(-)

in a space C([0,1]9).

Later, Volny and Wang, see [12], used a different approach, they used
Hannan’s condition and proved the following result.

Theorem 3.2 (Volny, Wang [12]). Under Hannan’s condition:

> 1PoXil|2 < oo,
iezd

we have

S|nt }
— = {Bt}1eqo,1]
{ \/ﬁ te[o,1]@ vy

as n — oo in D([0,1]9).
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Both of the above mentioned results are limit theorems with the summa-
tion over rectangles. Now, let us mention some results for more general case —
the summation over more general sets — let us denote them (I';,),en-

Some of the results for general sets can be found in the paper given by
El Machkouri, Volny, Wu, see [5]. Their results are formulated under the
condition of so called p-stability. The definition of p-stability is based on
a finiteness of a physical dependence measure.

Let us briefly recall the idea of the physical dependence measure. We put
Xi = glei_j;j € Z9), i € Z¢, where (&;); are i.i.d., and (g;); are i.i.d. copies of
(¢1)i- By X{" we denote a version of X; such that X = g(ef _;;j € 7%, i€ 74,
ef =¢jforalli# 0 and g5 = 5/0.

Further, we can define §; , = || X; — X{'||, and A, = >, ;4 6i,p. Hence,
we say that the process is p-stable if A, < oo.

Theorem 3.3 (El Machkouri, Volny, Wu [5]). Let (X;) be a stationary ran-
dom field with Ay < oo and a 02 = ||Sr, ||? = co. If (Ty)nen is a sequence
of subsets of Z¢ such that |T',,| — oo, then Lévy distance:

L (St /V/ITal, N(0,02/I0))) = 0
as n — 00, where Sp(A) =3 icr1 0. e A(RAN Ry)X; and R; = (i—1,1i].

Remark. Under the condition that |0T',,|/|';,| — O (where |-| denotes the car-

dinality of the set and 9 the boundary of the set) and 02 = >~ E(Xg, Xi) >0
keZd
there follows:

o, N(0,52).

Vi

To introduce the invariance principle given by El Machkouri, Volny and
Wu we need to generalize p-stability to ¢-stability and also to recall some
definitions about entropy and VC-classes. For more details about entropy, see
for example, [11].

At first, let us mention the definition of v-stability.

A function 1 is a Young function if it is a real convex nondecreasing
function defined on R™ which satisfies

lim ¥(t) = oo

t—o00

$(0) = o.
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The Orlicz space Ly is defined as a space of real random variables Z
defined on a probability space (£2,.4, P) such that

E[(1Z]/¢)] < o0

for some ¢ > 0. For more details see, for example, [7].
The Orlicz space Ly, is equipped with a Luxemburg norm || - ||, defined
for a real random variable Z by

1Z]ly = inf{c > 0; E[y(|Z]/c)] < 1}.

So, it is possible to generalize the definition of p-stable processes to
1-stable processes. Then we can put d; y = || X;—X{|[y and Ay = > ;74 039

We say, that the process is 1-stable if A, < oo.

Now, we can recall some basic facts about covering numbers. Let us have
a collection A of Borel subsets on [0, 1]¢. We can equip the collection with
the pseudometric p: p(A, B) = \/A(AAB), where A denotes a symmetric
difference between the sets and ) is the Lebesgue measure. To measure a size
of A it is possible to use a metric entropy. Let us recall, that the entropy
H (A, p,¢) is the logarithm of N (A, p,€), where N (A, p, ) is so called covering
number — it is the smallest number of open balls of radius € with respect to p
which cover A.

Let C be a collection of subsets of a set X'. And let F* C X. We say that C
picks out a certain subset of F' if this can be formed as F'NC for some C € C.
The collection C is said to shatter F if it picks out each of its 2/ subsets. The
VC-index (Vapnik-Chervonenkis index) V' (C) of the class C is the smallest n
for which no set of size n can be shattered by C. Formally,

V(C) = inf {n; max__ AL(Crxy, ... xpy) < 2”} ,
where A, (C,x1,...,2,) = {C N {x1,...,2,};C € C}.

Now, we can formulate the invariance principle given by El Machkouri,
Volny and Wu (2013) in [5].

Theorem 3.4 (El Machkouri, Volny and Wu [5]). Let (U;f)icza be a station-
ary centered random field and let A be a collection of reqular Borel subsets
of [0,1]. Assume that one of the following conditions holds:

(i) The collection A is a Vapnik-Chervonenkis class with an index V and
there exists p > 2(V — 1) such that f € L, and A, < 0.
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(ii) There exists a positive § and 0 < q < 2: Elexp (0| f|*@)] < oo, where
B(q) = 2q/(2—q) and Ay(s(q)) < o0 and such that the class A satisfies
condition

1
/ (H(A, p,e))"9de < oo,
0

where
Yo(x) = exp{(z+hp)’} —exp{hf}, zeRT,
with 8 > 0 and
hg = ((1 - B)B)7Lio<p<1y-

(iii) feL>®, [ (H(A p,e) " de < oo and

Ay < 00.
Then the sequence of processes {n~%28, (A); A € A}, where

Sn(A) = Y AnANR)Uif

i€[0,n)]

with Ry = (1 — 1,1], converges in distribution in C(A) to oW, where W is
a standard Brownian motion indezed by A and 0® =Y, ;. E(fULf).

Remark. We can state the question, what is the relation between the p-sta-
bility and Hannan’s condition. Wu (2005), see [14], proved, in a 1-dimen-
sional case, that Ay > > °7° || Po(f o T%)||2. In other words, that 2-stability
of a process implies Hannan’s condition for this process. This result can
be extend into a high dimensional case, too. Volny and Wang [12] show an
example of a process such that it satisfies Hannan’s condition but a stability
does not take a place.

4. Conclusion

In this paper, we gave a brief introduction to problems on limit theorems for
weakly dependent random fields. We briefly introduced some of very inter-
esting results on this topic. We started with results on stationary processes
and then we presented some extensions of these results to random fields.
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K AITCHISONOVE MIRE NA SIMPLEXU

THE DIRICHLET DISTRIBUTION WITH RESPECT
TO THE AITCHISON MEASURE ON THE SIMPLEX
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Abstrakt: Dirichletovo rozdéleni byva standardné pouzivano pro paramet-
rické modelovani dat s konstantnim souc¢tem, mezi néz se radi i kompozi¢ni
data. Geometricka struktura simplexu, vybérového prostoru kompozi¢nich
dat, je popsana tzv. Aitchisonovou geometrii, a je tedy odlisna od Eukli-
dovské geometrie v readlném prostoru. Z tohoto divodu se pro simplexovy
vybérovy prostor zavadi Aitchisonova mira, ktera je relativni a je definovana
pomoci transformace Lebesgueovy miry z prostoru ortonormalnich sourad-
nic na simplex. Dirichletovo rozdéleni vsak byva typicky vyjadieno vzhledem
k Lebesgueové mire. Cilem prispévku je popsat vlastnosti a ciselné charak-
teristiky Dirichletova rozdéleni na simplexu vzhledem k Aitchisonové mire,
resp. vzhledem k Lebesgueové mife v prostoru ortonormalnich souradnic,
a dusledky volby parametrt na tvar Dirichletova rozdéleni.

Klicova slova: Kompozi¢ni data, Aitchisonova geometrie na simplexu, Ait-
chisonova mira, Dirichletovo rozdéleni na simplexu.

Abstract: The Dirichlet distribution is standardly used for parametric mod-
elling of data with a constant sum constraint including compositional data.
The geometric structure of the simplex, the sample space of compositional
data, is characterized by the Aitchison geometry, and thus it differs from
the Euclidean geometry in the real space. For that reason the Aitchison mea-
sure is introduced for the simplex space. The Aitchison measure is relative
and it is defined as a transformation of the Lebesgue measure from the space
of orthonormal coordinates to the simplex. However, the Dirichlet distribu-
tion is typically expressed with respect to the Lebesgue measure. The aim of
the paper is to describe properties and characteristics of the Dirichlet distri-
bution on the simplex with respect to the Aitchison measure, or with respect
to the Lebesgue measure in the space of ortonormal coordinates, and to show
effects of the choice of parameters for the shape of the distribution.

Keywords: Compositional data, Aitchison geometry on the simplex, Aitchi-
son measure, Dirichlet distribution on the simplex.
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1. Uvod

Dirichletovo rozdéleni patii mezi znama rozdéleni pravdépodobnosti defino-
vana pro data s konstantnim souc¢tem. Mezi specialni pripady téchto dat patii
i tzv. kompozi¢ni data [1, 4]. Tato data ovsem indukuji jinou pfirozenou geo-
metrickou strukturu vybérového prostoru svych reprezentaci, simplexu, nez je
standardni pouzivand Euklidovskad geometrie pro data z readlného prostoru.
Z tohoto divodu byla na simplexovém prostoru zadefinovana alternativni
pravdépodobnostni mira, oznacovana jako Aitchisonova mira. Dirichletovo
rozdeéleni vSak byva typicky vyjadreno vzhledem k Lebesgueovéeé pravdépodob-
nostni mire. Otazkou tedy ztstava, jak se bude Dirichletovo rozdéleni chovat
s ohledem na prirozenou geometrickou strukturu simplexu, tedy vyjadrime-li
hustotu Dirichletova rozdéleni vzhledem k Aitchisonové mife.

Tento prispévek se vénuje vlastnostem Dirichletova rozdéleni vzhledem
k Aitchisonové mife na simplexu. Druha kapitola pojednava o problematice
kompozi¢nich dat a jim odpovidajici geometrii. Tteti kapitola je vénovana
¢iselnym charakteristikdm na simplexu a ¢tvrta zavedeni Aitchisonovy prav-
dépodobnostni miry. V paté kapitole pak bude predstaveno Dirichletovo roz-
déleni vzhledem k Lebesgueové a Aitchisonoveé mife a jim odpovidajici ¢iselné
charakteristiky. Zavérem budou pomoci provedenych simulaci demonstrovany
a porovnany zakladni vlastnosti a odlisnosti Dirichletova rozdéleni, budeme-li
uvazovat oba pripady, tj. Lebesgueovu a Aitchisonovu miru.

2. Kompozic¢ni data a jejich geometrie

Ve statistice se pod pojmem kompozi¢ni data rozumi data nesouci pouze rela-
tivni informaci jako naptiklad proporce ¢i procentualni ¢asti celku. Od ostat-
nich dat se tedy lisi predevsim tim, Ze informace, kterou nesou, je obsazena
pouze v podilech mezi slozkami [1]. D-slozkovy kompozi¢ni vektor, neboli
také kompozice, je definovan jako kladny redlny vektor x = (x1,...,xp)’,
jehoz slozky nesou vyhradné relativni informaci. Dalsim specifickym znakem
téchto dat je moznost reprezentovat je jako data s konstantnim souctem, tj.

/

KX1 KX D
Cx)=—m—,. .., —= ).
(=) <z?1xi zf’lxz)

Vybérovy prostor reprezentaci kompozic pti zvoleném x > 0 je simplex,

D
D
S§” = {($17$27'”7mD),:3]1 >O,$2 >O,...,$D >O, E x; :/{/}.
=1
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Pfi praci s mnohorozmérnymi daty jsme zvykli pracovat v redlném vekto-
rovém prostoru, na kterém je definovana standardni Euklidovska geometrie.
Euklidovské geometrie neni ovSem vhodné pro kompoziéni data [8]. Z toho
dtvodu je nutné zavést jinou geometrii, ktera by vedla k relevantnim vysled-
kiim pfi statistickém zpracovani kompozi¢nich dat. Pti praci s kompozicemi
tedy pouzivame Aitchisonovu geometrii na simplexu, kterd je charakterizo-
vana operacemi perturbace, mocnéni a Aitchisonovym skalarnim soucinem

X@y:C(-lel,nyQ,---,l’DyD)/, OCQX:C(I:?7$S7"-7$%)/7 OJGR,
oyl = S S T
a9 £ 4 Tj Yy
=1 j=1

S existenci Aitchisonova skalarniho soucinu jsou pak zavedeny pojmy Ait-
chisonovy normy a vzdalenosti

) N\ 2
Il = /oxx, da<x,y>_\/%z(mj_;_my_f).

i<j Y

Aitchisonova vzdalenost ma standardni vlastnosti jako vzdalenost Euklidov-
ska. Je invariantni vic¢i perturbaci, invariantni na zménu skaly a nezavisi
na poradi slozek kompozice.

Zavedeni Aitchisonovy geometrie na simplexu zarucuje existenci ortonor-
malni baze {e1, es,...,ep_1}, coZ znamend, ze kompozici x jsme nyni schopni
vyjadrit ve tvaru linearni kombinace

X = ((x,e1>a © e1) S¥ (<X, eg>a © eg) b---D (<X,eD_1>a ©O) eD_l).

Soutadnice kompozice x vzhledem k dané ortonormalni béazi {e1,...,ep_1}
tvori izometrickou logratio (ilr) transformaci kompozice x [2], tj.

ilr(x) = ((x,e1),, (x,€2),,-- -, (X, eD_1>a)/.

Stejné jako v readlném prostoru, i na simplexu existuje nekone¢né mnozstvi
ortonormalnich bazi, tedy i ilr transformaci jsme schopni vytvorit nekonec¢né
mnoho. Jednou konkrétni volbou ortonormalni baze dostaneme ilr sourad-
nice [3]

ilr(x) = (21,...,2p), 2z = i—lz—lln SU?+1 , 1=1,...,D—1.
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Inverzni ilr transformaci vyjadiime ilr souradnice zpét na simplexu tak, ze
x = ilr~*(z), konkrétné

“”‘p<zm [Ten)

kde zo = zp =0 pro i =1,.

Mame-li souradnice vzhledem k ortonormalni bazi, mizeme ke statis-
tické analyze takto vyjadiené kompozice pouzit standardni pouzivané me-
tody. Operace perturbace @ a mocnéni ® v simplexovém prostoru predsta-
vuji analogii ke klasickym operacim souc¢tu vektorti a nasobeni vektoru ska-
larem pouzitych v prostoru ortonormalnich soutradnic vzhledem k libovolné
bazi, kterd nemusi byt nutné ortonormalni. V pripadé, ze mame souradnice
vzhledem k ortonormalni bazi, lze na né aplikovat standardni skalarni soucin
i Euklidovskou vzdalenost v prostoru RP 1,

3. Ciselné charakteristiky na simplexu

Stejné jako u jinych rozdéleni nas zajimaji odpovidajici ¢iselné charakteris-
tiky. Pohybujeme-li se ve vybérovém prostoru kompozic¢nich dat, je potieba
je zadefinovat s ohledem na geometrickou strukturu simplexu. Vyhodnym
postupem se jevi pouziti geometrické interpretace ciselnych charakteristik.
V pripadé kompozi¢nich dat tak hovorime o stfedu kompozice a metrickém
rozptylu [7].

Stred kompozice je odpovidajici charakteristikou polohy a predstavuje
kompozici cen(x), kterd minimalizuje vyraz E[d?(x,cen(x))]. Stfed kompo-
zice je tak dan jako

cen(x) = C(exp(E[lnx])).

Konkrétni pro izometrickou logratio transformaci plati
ilr(cen[x]|) = Elilr(x)].

To znamend, ze jsme schopni spocitat stfedni hodnotu Efilr(x)] pouzitim
standardni definice a nasledné aplikaci inverzni ilr transformace ziskat kom-
pozici cen(x). Mazeme tak tvrdit, Ze pouziti standardni statistické metodiky
na souradnice vzhledem k dané ortonormalni bazi je ekvivalentni s praci
primo na kompozicich.

Metricky rozptyl popisuje variabilitu ndhodné kompozice a je vyjadien
jako stfedni hodnota ¢tvercové Aitchisonovy vzdalenosti kompozice od jejiho
stredu, tj.

Mvar[x] = E[d?(x, cen[x])].
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P1i pouziti izometrické logratio transformace pro metricky rozptyl plati
Mvar[x] = E[d?(ilr(x), ilr(cen[x]))].

4. Aitchisonova mira

Vétsina statistickych metod predpoklada, ze zkoumané data pochazeji z re-
alného prostoru s Euklidovskou geometrii. V tomto pfipadé (uvazujeme-li
spojity ndhodny vektor) jsou hustoty rozdéleni pravdépodobnosti vyjadieny
vzhledem k Lebesgueové pravdépodobnostni mire. Geometricka struktura da-
ného vybérového prostoru vSak mize byt v nékterych pripadech odlisna a je
tedy nutné pracovat s jinou mirou nez praveé s Lebesgueovou.

Necht je dan vektorovy prostor E, na kterém je zaveden skalarni sou-
¢in. Zde mizeme zavést pravdépodobnostni miru Ag, jez bude se strukturou
prostoru £ kompatibilni, a to prostrednictvim Lebesgueovy miry na ortonor-
malnich souradnicich. Funkce hustoty fg, ktera je definovana na F, je pak
dana jako Radon-Nikodymova derivace pravdépodobnostni miry P vzhledem
k mife A\g. Mira A\g ma v prostoru E stejné vlastnosti jako Lebesgueova mira
v realném prostoru (tedy v prostoru ortonormalnich soufadnic) [6].

Stejnym zpusobem je zavedena i Aitchisonova mira A,, kterd odpovida
geometrické struktute simplexu [7]. Mira A, je relativni a je absolutné spojita
vzhledem k Lebesgueové mire A. Vztah mezi mirami )\, a A je pak dan pomoci
Jakobianu

dA, 1

AN VDzy--zp

Obecné lze timto zplisobem zadefinovat Lebesgueovu miru libovolného
Euklidovského prostoru.

(1)

5. Dirichletovo rozdéleni na simplexu

Tato kapitola se vénuje Dirichletovu rozdéleni vzhledem k Lebesgueoveé i Ait-
chisonové mife na simplexu. Odlisné vlastnosti a charakteristiky tohoto roz-
déleni jsou nasledné demonstrovany na simulacich.

Definition 5.1. Ndhodny vektor X € SP md D-rozmérné Dirichletovo roz-
délent s parametrem o = (v, ..., ap) € Rf, jestlize jeho hustota pravdepo-
dobnosti ma tvar

dP N« D 1
fx) = (%)= ﬁnizlﬂ% T

o1
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kde \ je Lebesgueova mira, ay = Zi’;l i, a I' je gamma funkce. Znacime
X ~ DP(a).

Definice predstavuje Dirichletovo rozdéleni vzhledem k Lebesgueové prav-
dépodobnostni mire. Jak jiz bylo receno, na simplexu zavadime alternativni
miru, kterd je této geometrické strukture vlastni. Vyjadiime-li tedy hustotu
vzhledem k Aitchisonové mife A\, pomoci Jakobianu (1), dostaneme hustotu
Dirichletova rozdéleni ve tvaru

_dp . T(e)VD 3P Lo
T 12 F(ozi)HZ:1 .

1=1

fa(x)

Explicitni vyjadtreni hustoty Dirichletova rozdéleni vzhledem k Lebesgue-
ové mire v prostoru ilr souradnic je znacné komplikované, tudiz i interpretace
jednotlivych parametria a = (o, ...,ap)’ je prakticky nemozna.

Odlisnosti jsou patrné i pii vypoctu c¢iselnych charakteristik Dirichletova
rozdéleni. Modus a stfedni hodnota Dirichletova rozdéleni vzhledem k Lebes-
gueové mife A a Aitchisonové mire )\, maji nasledujici tvar:

ap — 1 ap — 1 ' o ap '
dus(X) = (- 227 ) px)= (2L . 22).
modus(X) <04+—D Oé+—D> %) <Oé+ 04+)

! /
mOdUSa(X) - (ﬂ < a_D> ; Ea(X) - C(ew(al), e ,elﬁ(aD)) ’

Ol_|_7 7C¥_|_

kde ¥(t) = mnal;(t) je digamma funkce a C je operator uzaveéru.

Z uvedenych vyrazu je patrné, ze urceni modu kompozice X je velmi po-
dobné a vypocetné snadné vzhledem k miie Lebesgueové i Aitchisonové, za-
timco vypocet stfedni hodnoty je mnohem komplikovanéjsi. Stfedni hodnota
vzhledem k Lebesgueové mire odpovidda modu vzhledem k mire \,. Nejjed-
nodussim zpusobem, jak urcit ocekdvanou hodnotu kompozice X vzhledem
k Aitchisonové mife spociva ve vyjadifeni funkce hustoty Dirichletova roz-
déleni pomoci souradnic vzhledem k ortonormalni bazi a nasledné aplikaci
standardni definice stfedni hodnoty na vektor ilr(x) [5]. Vysledkem jsou pak
soutradnice kompozice E,(X) vzhledem k dané ortonormalni bazi.

Ke zjisténi variability, napt. k vypoc¢tu metrického rozptylu, je nutné pra-
covat pfimo na soufadnicich, tedy s (D — 1)-slozkovymi vektory, jelikoz met-
ricky rozptyl neni prvkem simplexu [7]. Jednd se pouze o numericky uréenou
hodnotu, kterd vyjadiuje miru celkové disperze kompozice. Metricky rozptyl
kompozice X ~ DP(a) definované na jednotkovém simplexu je dan ve tvaru

D -1

Mvar(X) = T(W(OQ) + -+ ¢ (ap)),
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Obréazek 1: Hustoty Dirichletova rozdéleni vzhledem (a) k Lebesgueové mite
A a (b) k Aitchisonové mite A\, s parametry a = (1,1)" (—), a = (2,7)" (—)
aca=(04,02) ()

kde ¢'(t) = aﬁit), t > 0, je trigamma funkce. Dosud nebyl zjistén zadny
zpusob, jak ziskat explicitni vyjadreni, aniz by bylo nutné volit ortonormalni
bazi pro reprezentaci kompozice.

Vyse uvedené vlastnosti Dirichletova rozdéleni jsou zjevné i na simula-
cich, které byly provedeny pro dvouslozkové (Obrazky 1 a 2) a tfislozkové
kompozice (Obrazek 3).

Porovnani hustot Dirichletova rozdéleni vzhledem k Lebesgueové mire A
a vzhledem k Aitchisonové mire A\, pro dvouslozkové kompozice pii rtuzné
volbé parametru a mutzeme pozorovat na Obrazku 1 a 2. Pro Dirichletovo
rozdéleni vzhledem k Aitchisonové mire )\, dostavame ve vSech situacich uni-
modalni funkci. Pro hustotu vzhledem k Lebesgueové mife A ovSem tato
vyhodnd vlastnost neplati. Unimodalita zde nastava pouze za predpokladu,
ze jsou vSechny slozky parametru a vétsi nez 1. V pripadé, ze jsou vsechny
slozky «; < 1, méa funkce vertikdlni asymptoty v 0 a 1. Specidlné pak pro
a = (1,1)" je hustota konstantni.

Analogické chovani jako pro dvouslozkové kompozice je obecné pozoro-
vatelné i pro pocet slozek kompozice D > 2. Hustoty Dirichletova rozdéleni
vzhledem k Aitchisonové mite A\, na simplexu jsou vzdy unimodalni.

Na provedenych simulacich bylo zjisténo, ze hustoty Dirichletova rozdéleni
se chovaji znacné specificky v pripadé, budeme-li volit parametr o v ramci
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Obrazek 2: Hustoty Dirichletova rozdéleni vzhledem (a) k Lebesgueové mite
A a (b) k Aitchisonové mife A, s parametry a = (10,20)" (—), a = (1,2)’

(—)aa=(1/3,2/3)" ().

X3 X3

Obrazek 3: Hustoty Dirichletova rozdéleni vzhledem k Aitchisonové mifte
A¢ na simplexu s parametry (a) a = (10,10,10) (—), a« = (5,5,5)
(_)a & = (27272)/ ( )7 (b> o = (207 1075)/ (_)a o = (107572'5)/ (_)7
a = (5,2.5,1.25) (—).
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tfidy ekvivalentnich kompozic, tj. zachovdme-li poméry mezi jednotlivymi
slozkami parametru o (Obrazek 2 a 3). Vzhledem k Aitchisonové mife A,
jsou hustoty nejen opét unimodalni, jak jiz bylo obecné ukazano, ale navic
maji vzdy téz stejny modus. Vzhledem k Lebesgueové mife ani jedno tvrzeni
neplati. Unimodalita zde nastava pouze v pripadé, ze jsou vsechny slozky
kompozice @ vétsi nez jedna, ale modus zde stejny neni.

Pti zkoumani variability v Dirichletové modelu vzhledem k Aitchisonové
mire na simplexu obecné plati, Ze ¢im vétsi jsou hodnoty slozek parametru «,
tim mensi je metricky rozptyl.

6. Zavér

Z provedenych simulaci je patrné, ze Dirichletovo rozdéleni vyjadiené vzhle-
dem k Aitchisonové mife pfinasi vyhodné vlastnosti pti modelovani dat jako
je pravé vyse zminéna unimodalita, ktera vzhledem k Lebesgueové mitfe ne-
byva dosazeno. Obecné mizeme fici, ze pouziti Aitchisonovy miry ndm umoz-
nuje eliminovat nepriznivé vlastnosti Dirichletova rozdéleni vzhledem k mite
Lebesgueové.

Stale vsak v tomto pripadé vyvstava otazka interpretovatelnosti a pou-
zitelnosti Dirichletova rozdéleni v realnych aplikacich, s vyjimkou pouziti
Dirichleta jako apriorniho rozdéleni v Bayesovskych metodach. Tato proble-
matika ovSem vyzaduje dalsi studium.
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Abstrakt: Pozorujeme nezavisla zarizeni podléhajici opotiebeni a pomoci
vhodnych regresnich modeli se snazime popsat vliv jejich pribéznych oprav
a udrzby na rozdéleni doby do selhani. Nejcastéji pouzivané modely, jako
je Coxtv model proporcionalniho rizika nebo model zrychleného c¢asu, popi-
suji vliv regresoru na urcitou zékladni rizikovou funkci. Tu je potieba bud
vhodné parametrizovat, nebo odhadnout neparametricky. V této praci se za-
meérujeme na metody porovnavani a testovani hypotéz o tvaru zakladniho
rizika v modelech oprav a predvadime jejich vyuziti.

Klicova slova: Analyza spolehlivosti, modely oprav, regrese, zakladni riziko.

Abstract: When observing independent devices which are subject to degra-
dation, we want to describe the influence of repairs and preventive mainte-
nance actions on the time to failure distribution with the help of suitable
regression models. Commonly used models, as the Cox proportional hazards
and the accelerated failure time model assume, that the covariates influence
a certain baseline hazard function, which must be either parametrized or esti-
mated nonparametrically. In this work we focus on methods how to estimate
and test hypotheses about the shape of the baseline hazard and we show their
applications.

Keywords: Reliability analysis, repair models, regression, baseline hazard.

1. Uvod — tdrzba a opravy

Zkoumame data reprezentujici zivotnost n nezavislych systému podléhajicich
opotrebeni. Kdyz se systém porouchéa, je nutné provést opravu. Selhani se
také snazime predejit preventivnimi udrzbami. Oznac¢ime Ti;, ¢ = 1,...,n,
Jj = 1,...,n; sefazené Casy oprav a udrzeb i-tého zafizeni a A;; indikatory,
zda na i-tém zafizeni byla v j-tém Case provedena oprava (4A;; = 1) nebo
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preventivni idrzba (A;; = 0). Zavedeme ¢itaci procesy oprav a tGdrzeb do
casu t:

)= I(Ty; <t,Ayy=1), M ZI Ty <t,Ay =0).

Oznacime rizikové funkce pro kazdé zafizeni
Ai(t) = lim P(Nio(t + h) — Nio(t) = 1[H(t))/h,
h—0

kde H(t) znaci historii udalosti do casu t. Pracujeme s kumulovanymi rizi-
kovymi funkcemi A;( fo s)ds, pfislusnymi funkcemi preziti S;(t) =
exp(—A;(t)) a hustotaml fi(t) = dt S;(t). Vérohodnost 1ze prepsat jako

A
o (AT ( 5.(T) ) "
L = ——\u) = Ai( - Si(Tin,)
HlJHl < Si(Ti(j-1)) Si(Tij-1) Hlel
a log-vérohodnost méa pak tvar

n g Tini

i=1 j=1 0

Vérohodnost dat 1ze zapsat pomoci ¢itacich procesi. Zavedeme citaci procesy
pro j-té selhani ¢i opravu i-tého zarizeni a prislusny indikator rizika

Nij(t) = Ay I(Ti; < t),  My(t) = (1= Ay5)I(T5; <),
Yij(t) = I(T5,j—1 <t <Ty).

Dostaneme

Z—Z/ (log \i(t™)dN;; (t) — Y ()N (t7)dt) .

2. Regresni modely oprav

2.1. Coxuv model proporcionalniho rizika

Predpokladame, ze kazda oprava ¢i udrzba multiplikativné snizi nebo zvysi
riziko, vliv mohou mit i pfipadné dalsi regresory, ozn. Z;(t). Uvazujeme rizi-
kovou funkci [1]

Ai(t) = Ao(t)eMio(t)p‘f’Nio(t)So"‘Z;'T(t)/B.
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Pri parametrickém zakladnim riziku lze dosadit do logaritmické veérohod-
nosti a maximalizovat. Povazujme ale zékladni riziko za neznamé. Oznacime
B=(p,0,0)" a X (t) = (Nia(t), Mia(t), ZF(t)). Skére, ziskané dosazenim
rizikové funkce do logaritmické vérohodnosti a derivovanim podle parametr,
UpB) = %l, zavisi na nezndmé Ag(t), kterou nahradime odhadem Nelson-

-Aalenova typu
dN.. )
o(t, T

kde e znaci soucet pres prislusny index. Po dosazeni ziskame skore ve tvaru
o X, (t )Xk E)BY, (+
= Z/ Xi(t™) - 2 Xl ;e - it) dN;; (¢)
ij 70 > € TBY (1)

a pro nalezeni odhadt parametrt fesime rovnice U(3) = 0.

2.2. Model zrychleného c¢asu

Mizeme také predpokladat, ze kazda oprava ¢i adrzba a regresory zptisobi, ze
virtualni ¢as plyne pomaleji nebo rychleji (Accelerated Failure Time model,
AFT). Vyuzijeme transformaci ¢asu [2]:

t
¢ _>/ o Mie(8)p+Nie(s)p+ 2] (5)B 4 g — hi(t, B).
0

Rizikova fukce pak ma tvar

Ai () = No(hi(t, B))eMis ot Nie(o+ 21 (1)5,

Pokud zakladni rizikova funkce bude konstantni, tedy odpovidajici exponen-
cialnimu rozdéleni, oba modely splyvaji. Zavedeme transformované procesy

Nij(t, 8) = DijI (hi(Tiy, B) < t),  My5(t,8) = (1 — Ay)I(hi(Ti5,8) < 1),
Yi5(t,8) = 1(hi(Tij—1,8) <t < hi(Ti;, B),  X(t.B) = Xi(hy ' (t,))-

wev/

Pfesné skére mé slozitéjsi tvar, je ale mozné jej nahradit ptibliznym [2] a opét
dosadit Nelson-Aalenuv odhad kumulovaného zakladniho rizika

AN (s, B)
0 2 Yis (6, 8)

K0<t7/6) —
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Ziskdme

— Zle;’;(t_vﬁ)YJl(tvﬁ) *
Zf( L R Sy I A

Protoze skére neni spojité v 3, najdeme odhady parametrii minimalizaci

U@

3. Vlastnosti odhada A

Navazeme zde na [3], kde bylo hlavnim cilem hledéni a interpretace odhadu

3, a zamérime se na studovani vlastnosti odhad® kumulovaného zakladniho
rizika. Pro kazdy z modeli zvlast uvazujme proces

W(t) = n'/2 (Ro(t, B) — Ao(t).

Pomoci funkcionalni centralni limitni véty [4] se d& ukazat, ze pro n — oo
konverguje W (t) slabé ke Gaussovskému procesu s nulovou stfedni hodno-
tou a konec¢nou kovariancéni funkci. Tim je zajisténa konzistence Nelson-
-Aalenovych odhadi. Kovarianéni funkce je pro kazdy z modeli rizna. V AFT
modelu zavisi na neznamych A\g a A\, = dA\o/dt a neni mozné ji snadno od-
hadnout primo. Predvedeme postup pomoci simulac¢ni metody.

Resampling zakadniho rizika

Nejprve uvazujme Coxtv model. Generujme Gy,...,G, (iid.) z N(0,1).

Méjme
00 —)eXk (t7)8
= %j /o (Xi(t—) _ Zklgkix )k(t )Bykl(Y)kl(t)> G;dN;; ().

Najdeme ,@G jako Fegeni rovnice U (,@G) = (Afg(f‘i') a polozime

—

W(t) - n1/2 (KO(ta//é) o KO(taéG) + KOG(ta//é))7

kde

Pomoci funkcionalni CLV [4] se d& ukazat, ze za platnosti Coxova modelu
W (t) konverguje slabé ke stejnému Gaussovskému procesu jako W (t). Dikaz
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vychézi z postupu pro Coxtiv model s rekurentnimi udalostmi [5], pficemz je
potieba zohlednit pouziti oprav a adrzeb jako regresort.

V modelu zrychleného ¢asu postupujeme obdobné, vyrobime replikované
priblizné skore

S [ (x-S XOYEOY -
Z/o (X1t - A ) s o

najdeme ,@G feseni rovnice U (BG) = ﬁg(B) a polozime

L GidNi(s, B)
AOthB Z/ Zlek*l 5,8)

Potom stejné sestaveny replikovany proces W(t) ma opét stejnou limitu jako
W (t) v.AFT modelu. Postup je zaloZen na funkcionalni CLV [4] a inferenci
pro AFT model s rekurentnimi udalostmi [6].

Kdyz tedy zreplikujeme mnohokrat W (t¢), mizeme empiricky odhadnout
rozptyl W (t) a spocitat bodové konfiden¢ni intervaly kumulovaného rizika
jako

KO(LB) iul—a/2n_1/2 @‘W(t)v

nebo pomoci log-transformace jako /A\O(t,,@) exp | £u1_q/2n

—1 \/A@’VZ(@
AO(tnB) ’
kde u;_q /9 je piislusny kvantil N (0, 1).

Testovani hypotéz o tvaru zakladniho rizika
Chceme-li testovat hypotézy o tvaru celého rizika, je potifeba najit prislusny
konfidencni pas pro supremovy test. Najdeme ¢q;_, vybérovy 1—a kvantil ge-

4 W(t) /. 4 N4
nerovanych hodnot sup,, - ‘\/—T ‘, kde [11, 72| pokryva zkoumanou ¢ast
’ varw (t)

c¢asového intervalu a spocitdme konfidenéni pas pomoci logaritmické trans-
formace jako

varw (t)
AO (t7 6 )
Hypotézu zamitame, pokud testovana kumulovana zakladni rizikova funkce

nelezi v konfiden¢nim pasu. Na Obrazku 1 vidime ptiklad Nelson-Aalenova
odhadu (tuéné ¢erné) pro data o rozsahu n = 20 z Coxova modelu s p = 1/10,

KO(t7I/B\) exXp igl—an_l/z
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p = —1/10 a Weibullovym zakladnim rozdélenim s a = 1/2 a A = 1/10.
Dale jsou zobrazeny pfislusné bodové intervaly spolehlivosti (¢arkované sedé),
konfidenc¢ni pas (¢arkované ¢erné) a parametrické odhady pro rizné rozdéleni
(8ed€). V tomto pripadé bychom jasné zamitali exponencialni rozdéleni, kde
kumulovana rizikova funkce tvori pfimku (teckované), i Gumbelovo rozdéleni
(¢arkované). Naopak parametricky odhad ptvodniho Weibullova rozdéleni
(pln€) je Nelson-Aalenovu odhadu velmi blizko, nezamitali bychom patrné
ani lognormalni rozdéleni (cerchované).

Ao
A ——— Nelson-Aalen .
Bodovyint. |
----- Konf. pas !
4444444444 Exp :
———— Gumbel r--
S = | - - Lognorm. !
— Weibull 2
1 .
[
I- ----------- ///
e P
B 1 R
o — - e
- ,')';"//
e F
= Lo P
% lI /./-‘4-
ho] ] o
o © 7 i~ Prac
c - T
3 o Pt
= < _'_,_[_'_'-
q— —]
N —
o —

0 200 400 600 800 1000 1200
t

Obrazek 1: Porovnani Nelson-Aalenova odhadu, konfiden¢nich mezi a para-
metrickych odhadi kumulované rizikové funkce.

4. Simulaéni studie

Generovali jsme data z Coxova i AFT modelu o velikosti n = 20 a n = 50
s riznymi zakladnimi rizikovymi funkcemi a parametry. Kazdé zatrizeni bylo
sledovano do desaté udalosti, tdrzba byla provadéna nadhodné se stejnym
zakladnim rozdélenim. Parametry jsme stanovili tak, aby oprava zvysila riziko
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Tabulka 1: Podil zamitnutych hypotéz o tvaru zakladniho rizika pri genero-
vani dat z raznych rozdeéleni.

Generované rozdéleni Testované rozdéleni — podil zamitnuti
Model Ao A a n | Exp. Weibull Gumbel LN
Weibull | 1/10 5 20 | 0,908 0 0 0,216
50 1 0 0 0,276
Weibull | 1/10 1/2 | 20 | 0,934 0 0,916 0,036
Cox 50 1 0 1 0,134
Gumbel | 1/10 1,2 20 | 0,096 0,008 0 0,272
50 | 0,642 0,020 0 0,640
LN u=2 o%=4 |20 | 0,992 0 1 0
50 1 0,082 1 0
Weibull | 1/10 5 20 | 0,912 0,006 0,008 0,066
50 1 0 0 0,492
Weibull | 1/10  1/2 | 20 | 0,904 0,002 0,796 0,088
AFT 50 1 0 1 0,644
Gumbel | 1/10 1,2 20 | 0,372 0,014 0,008 0,592
50 | 0,990 0,050 0 0,994
LN u=2 o%=4 | 20 | 0,996 0,142 0,878 0,092
50 1 0,022 1 0
¢i zrychlila ¢as (¢ = 1/10) a udrzba naopak (p = —1/10), jiné kovariaty

nebyly uvazovany.

Testovali jsme na hladiné a = 0,05, zda je zakladni rozdéleni exponen-
cidlni, Weibullovo A(t) = a\?t*"!, useknuté Gumbelovo A(t) = Aa! ¢i log-
normalni (LN) s parametry odhadnutymi metodou maximalni vérohodnosti
puvodniho modelu povazovanymi za pevné a sledovali jsme podil zamitnutych
hypotéz. Kazdy ptipad byl simulovan 500x, testovali jsme na intervalu mezi
5% a 95% kvantilem generovanych dat. W (t) bylo pocitano ze 40 replikaci.

Z tabulky vysledki 1 je patrné, ze testy jsou s vyssim poctem pozoro-
vanych zarizeni presnéjsi, tj. nezamitaji ptivodni a zamitaji ostatni zakladni
rozdéleni. U dat s Weibullovym zakladnim rozdélenim zalezi, zda je Ay kon-
vexni ¢i konkéavni, podle toho je spiSe zaménitelné s Gumbelovym nebo log-
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normalnim rozdélenim. Exponencialni rozdéleni je zamitano skoro vzdy — zde
se nabizi srovnani s parametrickym testem zda a = 1 ve Weibullovée rozde€leni.

5. Zavér

Zkoumali jsme metody pro testovani hypotéz o tvaru zakladniho rizika pri
modelovani vlivu adrzby a oprav na zivotnost sledovaného zarizeni. Pro data
z Coxova modelu i modelu zrychleného Casu jsme predstavili asymptoticky
test zalozeny na resamplingu a na simulovanych datech zkoumali jeho vlast-
nosti v rtznych situacich. Dalsim krokem mitze byt zohlednéni variability
testovanych parametrickych odhadi.
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STQCHASTICKE MODELOVANIE VELKYCH
SKOD V POISTOVNICTVE

STOCHASTIC MODELLING LARGE CLAIMS
IN INSURANCE

Zuzana Rostikova
Adresa: Ustav merania SAV, Dtbravska cesta 4, 841 04 Bratislava 4

E-majil: zuzana.rostakova@gmail.com

Abstrakt: Velké skody tvoria v nezivotnom poisteni len mala cast z celko-
vého poctu poistnych udalosti. Na druhej strane, ich prispevok v konecnej
sume poistnych plneni je pomerne vysoky. Vo vseobecnosti ich mézeme cha-
pat ako extrémne pozorovania. V tomto prispevku sa zaoberame stochastic-
kym modelovanim $kéd s vysokym poistnym plnenim. Vhodnym néastrojom
na modelovanie tazkych chvostov je zovSeobecnené rozdelenie velkych hodnot
(GEV distribution). Toto rozdelenie umoznuje definovat ,,prah“ ako hranicu
medzi velkymi a zanedbatelnymi Skodami. V centre zaujmu prispevku stoji
metéda POT — Peaks Over Threshold, ktora je zaloZena prave na volbe vhod-
ného prahu pomocou zovseobecneného Paretovho rozdelenia. Na odhady po-
trebnych parametrov je pouzitda metéda maximalnej vierohodnosti a vazena
momentova metdda. Vybudovana teoria je ilustrovana na redlnych pozorova-
niach.

Klacova slova: Rozdelenie s tazkym chvostom, QQ-graf, zovSeobecnené roz-
delenie velkych hodnot GEV, zovSeobecnené Paretovo rozdelenie GPD, me-
téda POT.

Abstract: Large claims in non-life insurance comprise only a small part of
the overall number of claims. Nevertheless, they contribute a significant por-
tion to the overall claim amounts. Generally, the large claims tend to be out-
liers in the experience. This article deals with stochastic modelling such claims
with contributory negligence. The general extreme value (GEV) distribution
is proposed as a suitable way for modelling the heavy tails. A threshold value
to distinguish large and attritional claims is defined within the GEV frame-
work and its connection to the generalized Pareto distribution is derived. The
main aim of this article concerns method for the threshold selection—peaks
over threshold (POT) method. Within this approach, the maximum likeli-
hood method and the method of weighted moments are used for parameter
estimation. Finally, real data examples are provided as an illustration of the
potential benefits of the presented techniques.
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Keywords: Heavy-tailed distributions, QQ-plot, generalized extreme value
distribution, GEV, generalised Pareto distribution, GPD, POT method.

1. Uvod

Velké skody tvoria v nezivotnom poisteni nemali cast nakladov, ktoré musi
poistovria vyplatit svojim klientom ako od$kodné pri poistnych udalostiach.
Mozeme ich teda chapat ako extrémne pozorovania. Z hladiska poistovne je
dolezité vediet (aspon priblizne) odhadnut ich budtcu vysku.

Pri modelovani vysky poistnych plneni sa ¢asto pouzivaji najmé kladné
rozdelenia s (pravym) tazkym chvostom. AvSak pri odhade pravdepodobnosti
vyskytu extrémne vysokych poistnych plneni tieto modely, ako aj klasické
Statistické metddy, zlyhavaji, nakolko sa modzu opriet len o maly pocet dat.
Z tohto dovodu bolo vytvorenych viacero Statistickych postupov, ktoré mo-
zeme pouzit pri modelovani velkych §kod. V tomto ¢lanku sme sa zamerali

na metédu POT — Peaks Over Threshold.

Vyhodou tejto metédy je, ze funguje spolahlivo aj pri mensom pocte
pozorovani. Pomocou nej nielenze mézeme velké Skody modelovat, ale aj
odhadnit maximélnu vysku buducich skod.

2. Metoda POT

2.1. Funkcia priemerného prirastku

Ako uz napoveda samotny nazov metédy — Peaks Over Threshold, pri mode-
lovani velkych §kod sme uvazovali len pozorovania prekracujice urcita pevne
zvolenu hranicu. Otazka znie, co znamena ,,vhodne zvolena“. Hranica u ne-
smie byt prili§ nizka, pretoZe potom by nemuseli fungovat zvolené metddy
odhadu distribucie velkych §kod, prili§ vysoku hodnotu by zas mohol prekro-
¢it len maly pocet pozorovani.

Vhodnym néastrojom na volbu vhodného prahu u je ME-graf, zaloZeny na
funkcii priemerného prirastku, a TC-grafy (z anglického Threshold Choice),
viac v [§].

Definicia 2.1 (Funkcia priemerného prirastku). Nech X je ndhodnd pre-
mennd s pravym koncovym bodom xp, nech v € RT, u < xp je lubovolné
pevné. Distribucnd funkcia presahu F,, pre ndhodniu premennu X je defino-
vand ako

Fyz)=P(X —u<z|X >u), xR, (1)
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Funkciu priemerného prirastku nahodnej premennej X potom definujeme ako
podmienent stredni hodnotu

e(u)=E(X —uX >u), 0<u<zxp. (2)

Uvazujme nadhodny vyber X, X5, ..., X,, rozsahu n z rozdelenia s distri-
bucnou funkciou F. Nech X1, < X(9), < -+ < X(y) je prislusny uspo-
riadany ndhodny vyber. Oznacme F;, zodpovedajicu empiricku distribu¢nu
funkciu a nech A, (u) ={i, i=1,...,n: X; >u}, u € R" a N, = |A,(u)].
Potom vyberovy ekvivalent funkcie priemerného prirastku ma tvar:

)= g [ B BW= - X Km0, @)

Pomocou tejto funkcie je potom mozné zostrojit ME-graf:

{(X(k;)jn,en (X(k:)m)) ko= 1, . .,n} . (4)

V praxi na os x nandSame usporiadané data, na os y prislusné hodnoty fun-
kcie e,,.

2.2. GEV a GPD — zaklady metody POT

Metéda POT je zalozena na dvoch rozdeleniach pravdepodobnosti. Ide o zo-
vSeobecnené rozdelenie velkych hodnot (GEV') a zovSeobecnené Paretovo roz-
delenie (GPD).

Nech H¢ je distribu¢na funkcia ndhodnej premennej X. Budeme hovorit,
ze X ma zovSeobecnené rozdelenie velkych hodnot alebo generalized extreme
value distribution (GEV), ak jej distribu¢na funkcia je definovana nasledovne:

He(a) = {eww’ T 5)

—X

e £=0;
pricom 14+ &x >0 a
r>—¢1 ak £>0;
r<—¢(1 ak £<0;
reR, ak ¢=0.
S GEV rozdelenim tizko stvisi pojem tzv. mazimum domain of attraction

(MDA ). Vlastnosti, ako aj dalsie informéacie o MDA, je mozné najst v [1], str.
131-150.
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Definicia 2.2. Nech X1, Xs,...,X,, je postupnost i.i.d. nahodnijch premen-
nych s distribucnou funkciou F', nech X je vsSeobecné oznacenie pre cleny
tejto postupnosti. Budeme hovorit, Ze ndhodnd premennd X (jej distribucnd
funkcia F') patri do mazimum domain of attraction rozdelenia extrémnych
hodnot H, ak eristuju konstanty a, > 0, b, € R také, Ze

-1 d
a, (M, —b,) — H,

n
pricom M, = max{Xy,..., X, }.

Druhym doélezitym rozdelenim je zovSeobecnené Paretovo rozdelenie. Dis-
tribu¢éné funkcia tohto rozdelenia zavisi od parametrov &, 5 (£ € R, 5> 0)
a mozno ju zapisat v tvare

-
Gep(w) = 1‘(”55) 870 (6)
1_6—:13’ 5:07

M=

pricom

V nasledujicej vete sme uviedli ekvivalentni podmienku toho, ze X €&
MDA (H¢). Nacért dokazu je mozné najst v [1], str. 165.

Tvrdenie 2.1 (Niektoré vlastnosti GPD). Nech X je ndhodnd premennd
s distribucnou funkciou F.

a) Pre vsetky & € R plati nasledujica ekvivalencia:

F e MDA(He) <= lim  sup |Fy(z) —Gepuy(z) =0, (7)

ultzp O<zx<zp—u
B(z) je kladnd funkcia.

b) Nech si ndhodné premenné N, X1,...,X,,... nezdvislé, N ~ Poi()\)
a Xi~ Ge . Oznacme My = max{Xy,...,Xn}. Potom

P(My < z) = e—A(1+§%)‘§ _ 1, (az — BET (A — 1)) |

BAE
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Na zaklade Tvrdenie 2.1 mozno pre dostato¢ne vysokil hodnotu prahu u
aproximovat F}, pomocou G¢ g(y)-

Vratme sa ale spdt k funkcii priemerného prirastku. Pomerne jednodu-
chymi vypoctami sme odvodili jej tvar pre GPD s parametrami &, 5:

1. £=0:
fooe_xdai 0—e ¥

elu) = P2
2. £#£0:
1 By 1£1_%121_%
[ (1+g%)_gdx ¢—1 ““HOO( +€,3) ‘( +5ﬂ)
e(u) = T~ T
U\ - u\ -
(1+e5) ¢ (1+e5) ¢
Uvedend limita sa d& zapisat do tvaru:
_1 1
. € . 3
Jm |(1rez) F(res)| = Jim (1e) ®
_1
+£ lim x<1+§%> 5].

Vyuzivajuc zakladné vlastnosti distribu¢nych funkcii

lim [1 — F(z)] =0,

T—r 00
mlggox [1—F(z)] =0,

sme odvodili, ze obe limity uvedené v 8 st rovné 0. Po mensich tipravach
sme potom dostali findlny tvar funkcie priemerného prirastku pre GPD.

1
1—¢

=i G N o
(1+63)

1-¢& 1-¢

Po zaverecnych tupravach je vidiet, Ze funkcia priemerného prirastku pre
GPD s parametrami £, 8 je vzdy linearna funkcia. Tento poznatok je za-
kladom pre graficky odhad dostatocne velkého prahu u. UvaZujme vzorku
X1,...,X,. Zostrojime empirical mean excess function pre uvedené data
a budeme hladat takd hodnotu v € R*, pre ktort je e,(x) pre > u pri-
blizne linearna funkcia. Pre tato hodnotu u je potom na zéklade bodu a)
v Tvrdenie 2.1 prirodzené vziat GPD ako odhad pre F,, (Definicia 2.1).

e(u)

|
M=
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2.3. Metoda POT

V tejto Casti sme sa zamerali na samotni1 metédu POT — nielen na jej mate-
matickd podstatu ako je uvedena v [1] alebo v [2], ale snazili sme sa popisat
a] postup jej aplikacie.

Uvazujme postupnost nezavislych, rovnako rozdelenych ndhodnych pre-
mennych Xi,...,X,, s distribu¢nou funkciou F. Nech pre nejaké ¢ € R je
F € MDA(H¢) a nech u je pevne zvoleny, dostato¢ne vysoky prah. Nech
rovnako ako v casti 2.1. oznacuje N, pocet presahov cez prah u.

Nasou tlohou bolo najst odhad pre pravy chvost 1 — F'(u+z) distribucne;j
funkcie F', z > 0. Vyuzili sme pri tom vyjadrenie 1 — F'(u+x) pomocou F,(z).

l1-—Flu+z)=[1-F(u)][l - Fy(x)] (10)

Vdaka tomuto vyjadreniu sme mohli odhadnut chvost 1 — F'(u) tak, Zze sme
postupne odhadli 1 — F,(x) a 1 — F(u). Ako odhad pre F(u) sme pouzili
empirick distribuéna funkciu F, (u).

N

1 n
L= F(u) 1= Fo(u) = — Y Iixisay = — (11)
=1

u
n
Na zaciatku tejto Casti sme predpokladali, ze F' € MDA(H¢), ¢o je podla
Tvrdenie 2.1 ekvivalentné s tym, ze

lim  sup | Fu(2) — Ge (@) =0,

utTF 0<z<zp-—u
pricom [(u) je kladna funkcia. Teda funkciu F,(z) sme mohli pre dosta-

tocne velki hodnotu u aproximovat distribucnou funkciou zovSeobecneného
Paretovho rozdelenia

Fu(x) ~ G&B(u)(m). (12)

V praxi hodnoty neznamych parametrov nahradime ich odhadmi E a B =
B(u), kde u je pevne zvoleny prah. Teda neodhadujeme celtl funkciu S(z),
ale len odhad pre jej hodnotu v bode u. Vhodnymi nastrojmi odhadu st
metoda maximalnej vierohodnosti, alebo zovSeobecnend momentova metoda.
Odvodenie odhadov parametrov £, 3(u) pomocou oboch metéd mozno najst
v [1], str. 356-358.

Chvost 1 — F'(u + =) sme teda mohli na zaklade vztahu 10 aproximovat
v tvare

1—F(u+x)%%(1+§%> . (13)

=
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2.4. Odhad maximalnej vysky buducich skod

Velky vyznam v poistovnictve méa aj odhad vysky maximalnej skody v bu-
dicnosti. Ide o tzv. Probable Maximum Loss alebo PML. Existuja rézne defi-
nicie pre PML, niektoré z nich st uvedené v [2], str. 27. V tomto ¢lanku sme
vyuzili vypocet PML zalozeny na metéde POT a GPD.

PML méZeme ziskat vyrieSenim rovnice

P (M, <PML,)=1—¢, (14)
¢o je ekvivalentné vyjadreniu
PML, = Fy; (1 —¢), (15)

kde M,, je maximum z analyzovanych dat za urcity casovy usek a Fis, je
distribuénd funkcia ndhodnej premennej M,. Fy; (1 —¢) je (1 — ¢)-kvantil
distribu¢nej funkcie ndhodnej premennej M,,, pricom € > 0 je pevne zvolena
konstanta.

Nasim cielom vSak bolo odhadntt budice maximalne skody a teda M,,,
resp. jeho rozdelenie, sme nepoznali. Potrebovali sme teda vytvorit odhad
pre M,. Podla [2], str. 27, ak distribuéni funkciu presahov nad prahom u
mozeme aproximovat pomocou GPD rozdelenia s parametrami £, 3, pricom
¢ # 0, tak ndhodna premenné N, charakterizujica pocet presahov nad pra-
hom u, ma Poissonovo rozdelenie s parametrom \. Dékaz je mozné néjst v [2],
str. 34. Potom na zdklade Tvrdenie 2.1, b) rozdelenie ndhodnej premenne;
My mézeme aproximovat pomocou zovSeobecneného rozdelenia velkych hod-

noét GEV, teda:

P(My < z) = H (m - 55;95 - 1)> | (16)

Pomocou inverznej distribucnej funkcie k funkcii 16 je uz jednoduché odvodit
zapis na vypocet PML.:

)

3. Aplikacia metody POT

Pri aplikacii vyssie uvedenej metédy sme vyuzivali data zo SOA Group Me-
dical Insurance Large Claims Database z rokov 1997 az 1999. Vypocty pre-
biehali v prostredi softwaru R.

g + u. (17)
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Kazda z analyzovanych databéaz obsahovala idaje o viac nez 1 200 000 po-
istnych udalostiach. Pri jednotlivych pozorovaniach boli okrem iného uvedené
udaje o poistencovi, napriklad rok narodenia, pohlavie, diagnéza a mnohé
iné. Pre nas vsak boli najdoélezitejsie informacie o celkovej vyske jednotlivych
skodd. Ich vyska sa pohybovala od velmi nizkych ¢iastok po miliénové sumy.
Ako vSak napovedé uz nazov, pre nas boli dolezité ,,velké skody* a preto sme
v dalsich analyzach uvazovali len sumy vyssie ako $ 10 000.

V roku 1997 dosiahla celkova vyska §kod hodnotu $2003 162218 pri cel-
kom 1241 438 poistnych udalostiach, pricom hranicu $ 10000 prekrodilo 33 325
pozorovani. Maximalna Skoda presiahla vysku $ 1200 000. Ovela zaujimavej-
sie boli hodnoty aritmetického priemeru a tretieho kvartilu. Priemer pozoro-
vani prevysujuacich $ 10000 sa rovnal $27799,64, zatial ¢o 75 % pozorovani
bolo nizsich ako $27397,69. Tento fakt nas viedol k predpokladu, Ze pozo-
rovania by mohli pochadzat z rozdelenia s fazkym chvostom. Potvrdila nam

to aj kladna hodnota koeficientu sikmosti. Podrobnejsie idaje st uvedené
v Tabulke 1.

Tabulka 1: Zakladné statistiky pre skody nad $ 10000 (1997).

Celkova vyska skod $926 422 888,000
Maximum $1225908,300
Minimum $10000,190
Vyberovy 25 %-ny kvantil $12295,840
Median $16 618,000
Vyberovy 75 %-ny kvantil $27397,690
Priemer $27799,640
IQR $15101,850
Sikmost 8,350
Spicatost 124,020
Smerodajné odchylka $39111,620

Podla postupu uvedeného v predchédzajicej ¢asti sme sa snazili pomocou
ME-grafu a TC-grafov najst vhodnt hodnotu prahu u. Na zaklade Obrazku 1
sme za nase prahy urd¢ili hranice $ 10000, $ 50 000, $ 100 000 a $ 190 000. Volby
tychto prahov nam odobril aj ME-graf.

Pre vyssie uvedené prahy sme vypocitali odhady nezndmych parametrov
¢ a [ v zovSeobecnenom Paretovom rozdeleni pomocou metédy maximalne;j
vierohodnosti.
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Obr. 3: QQ-grafy pre rézne hodnoty prahov wu.

Mali sme teda vytvorené styri modely pre nase pozorovania. Najskor sme
ich kvalitu otestovali pomocou QQ-grafov. Na os x sme nanasali teoretické
kvantily prislusného GPD rozdelenia, na os y zas usporiadané data prevysu-
jace prah wu.

Z Obréazku 3 je zrejmé, Ze model pre pozorovania prevysujuce prah $ 10 000
nevyhovuje, nakolko je o¢ividny konkdvny tvar grafu. Ostatné grafy maju
priblizne linedrny priebeh. Medzi tymito modelmi sme sa rozhodli na zéklade
Kolmogorovho-Smirnovho testu. Testovali sme hypotézu, ze data prevysu-
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jace prah uw pochadzaja z GPD s parametrami &, 8. p-value testu prekrocila
hodnotu 5% len v pripade modelu pre prah $ 190 000.

Samozrejme, tvrdenie, Ze ide o model, ktory najlepsie popisuje nase data,
nie je namieste. Volba prahu sa totizto zaklada len na grafickych odhadoch
a subjektivnom néazore pozorovatela, ¢o podla neho znamend pojem ,,pribli-
zne lineadrny tvar“. Iny pozorovatel by si na zdklade TC-grafov a ME-grafu
mohol zvolit iné vychodiskové hodnoty prahov a testoval by tie. My sme dalej
pokracovali so zvolenou hodnotou $ 190 000.

Na zaklade vytvoreného modelu a vztahu 17, sme chceli odhadniat maxi-
malne Skody v roku 1998 a tento vysledok porovnat so skutoénymi hodnotami
ziskanymi v tomto roku. Za e sme si zvolili hodnoty 5% a 1%. Odhady ne-
znamych parametrov pre distribu¢ni funkciu prislusného GPD mali hodnotu
£ =8,016-10"2 a B = 1,199 - 10°. Ako odhad pre hodnotu A\ sme pouzili
pocet presahov nad prahom u, t.j. 332.

PMLg 5 = 1716680 (18)
PMLg 1 = 2138543 (19)

S pravdepodobnostou 95 % teda vyska poistnych udalosti v roku 1998
neprekroc¢i $1716680 a s pravdepodobnostou 99 % budt skody nizsie ako
$ 2138 543. Ziadna z poistngch udalosti v roku 1998, maximum nevynimajic,
nepresiahla nase odhady PMLg o5 a PMLg ¢;. Maximum z dat v roku 1999
dosiahlo vysku $ 2 568 512. Toto ¢islo je vysSSie nez oba nase odhady. Na druhej
strane, tato Skoda ako jedind presiahla hranicu PMLg g;. Odhad PMLg 5 bol
prekroceny len v troch pripadoch, konkrétne pri pozorovaniach s hodnotou
$1763385, $1838290 a $2568512. Po naslednej analyze sme zistili, Ze Skody
v roku 1999 vykazovali tazsie chvosty nez v roku 1997.

4. Zaver

V prispevku sme sa snazili o vytvorenie modelu popisujiceho spravanie sa
velkych §kod. Vyuzili sme pri tom metédu POT zaloZent na zovSeobecnenom
rozdeleni velkych hodnét a zovSeobecnenom Paretovom rozdeleni. Tedriu sme
nasledne aplikovali na sadu realnych pozorovani z roku 1997. Na zéaklade vy-
tvoreného modelu sme dohadli vysku budtcich skéd a odhady sme porovnali
so skuto¢nymi hodnotami. Aj napriek tomu, ze odhady buducich skéd v roku
1999 nie celkom vy$li, mohli sme vytvoreny model povazovat za funkény
a schopny pracovat s velmi velkymi hodnotami.
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KLASIFIKACE NA ZAKLADE HLOUBKY DAT —
GLOBALNI A LOKALNI PRISTUPY

CLASSIFICATION BASED ON DATA DEPTH -
GLOBAL AND LOCAL APPROACHES

Ondrej Vencalek

Adresa: Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky, PfF, Univerzita
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Abstrakt: Usporadani boda ve vicerozmérném prostoru (vzhledem k néja-
kému rozdéleni) pomoci hloubky dat mutze byt zakladem pro feseni mnoha
statistickych loh. Jednou z nich je i uloha klasifikace — tvorby pravidla pro
zarazeni nového pozorovani do jedné z nékolika skupin, jejichz reprezentanty
pozorujeme. Béhem poslednich ptiblizné deseti let bylo navrzeno nékolik kla-
sifikatortt vyuzivajicich hloubku dat. Cilem piispévku je piehledné shrnout
praci v oblasti klasifikace na zakladé hloubky dat a ukazat nové trendy v této
oblasti.

Klicova slova: Globalni, hloubka dat, klasifikace, lokalni.

Abstract: Ordering of points in multidimensional space according to their
depth with respect to some probability distribution can be the basis for solv-
ing many statistical problems. It can be used for classification — the formation
of a rule for the assessment of new observations into one of several groups
whose representatives are observed. Several depth-based classifiers have been
proposed during the last ten years. The aim of the this contribution is to
summarize depth-based classifiers and to present new trends in this area.

Keywords: Global, data depth, classification, local.

1. Uvod

Hloubku dat jakozto prostfedek k zobecnéni pojmu usporaddani pro ucely
mnohorozmeérné analyzy popularizuje v ¢eském prostredi se svymi studenty
Daniel Hlubinka. Pfipomenme zde jeho ¢lanek Vypravy do hlubin dat z roku
2009 [8], ktery mimo jiné mapuje ruzné pouzivané hloubkové funkce, jako je
poloprostorova hloubka, simplexova hloubka, zonoidova hloubka ¢i L-hloub-
ka.

V c¢lanku, ktery pravé ¢tete, se snazime shrnout vyhody i nevyhody hloub-
ky pfi feseni ulohy klasifikace. Jsme tedy v situaci, kdy mame (pro jedno-
duchost) dvé neznama rozdéleni P; a P na d-rozmérném realném prostoru.
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Tato rozdéleni necht jsou spojitd. K dispozici méme nahodny vybér z P;:
X1, 3 =1,...,n1 a (nezavisly) ndhodny vybér z Po: X5, 5 = 1,...,na.
Tyto ndhodné vybéry dohromady tvori tzv. tréningovou mnozinu. Empiricka
rozdéleni ziskana na zakladé téchto nahodnych vybért oznacujeme P; a Ps.
Hloubku bodu = € R? (at jde o jakoukoliv z vy$e uvedenych hloubkovych
funkci) vici pravdépodobnostnimu rozdéleni P, budeme znacit D(x; P).

2. Klasifikace podle maximalni hloubky —
prvni napad, jak vyuzit hloubku pro klasifikaci

Prvni klasifikator vyuzivajici hloubky dat byl zaloZzen na jednoduché myslence
klasifikovat nové pozorovani do té tiidy, vic¢i niz ma maximalni hloubku.
Presnéji:

d(z) = argg%D(w;ﬁ-) (1)

Tato myslenka ma pomérné jednoduché opodstatnéni. Predstavme si na-
priklad dvé dvourozmérna normalni rozdéleni s rovnymi apriornimi pravdé-
podobnostmi liSici se pouze posunutim. Body blizké stredu symetrie jednoho
rozdéleni maji velkou hloubku vic¢i tomuto rozdéleni a mensi hloubku vici
druhému (posunutému) rozdéleni. Je tedy ,pfirozené* pritadit je k tomu
rozdéleni, vici némuz maji vétsi hloubku (jsou bliZe jeho centru).

Klasifikaci na zakladé maximalni hloubky vyuzili ve svych pracich napf.
Jornsten [12], Hartikainen a Oja [7] (pouzili L;-hloubku), Ghosh a Chaud-
huri [6] (pouzili poloprostorovou hloubku), Mosler a Hoberg [16] (pouzili kom-
binaci zonoidové a Mahalanobisovy hloubky) nebo Kosiorowski [13], Hubert
a Van der Veeken [11] a Dutta a Ghosh [5] (pouzili projekéni hloubku).

Jiz Ghosh and Chaudhuri [6] vSak dokazali, ze klasifikdtor zalozeny na
maximalni hloubce je vhodny jen ve velmi specifické situaci. Ukézali, ze kla-
sifikator zalozeny na maximalni hloubce je (asymptoticky) bayesovsky opti-
malni za predpokladu, ze pouzita hloubka je afinné invariantni a uvazovana
rozdéleni P;, P, spliuji (vSechny) néasledujici podminky:

— jsou elipticky symetrickd s hustotou klesajici ze stfedu symetrie,

— lisi se pouze parametrem polohy,

— malji stejnou apriorni pravdépodobnost m = my = 1/2.

Jak ukazuje nasledujici jednoduchy priklad, problém nastane uz v situaci,

kdy se rozde€leni lisi v disperzi. Uvazujme naptiklad dvé jednorozmeérna nor-
malni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a riznymi rozptyly 0 < 0? < o3:
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P = N(0,0%), P, = N(0,03). Budeme uvazovat poloprostorovou hloubku.
Pro bod x = 0 plati D(z, P1) = D(z, P»), pro vSechny ostatni body je vSak
D(xz,P,) < D(x,P,), coz plyne z korespondence poloprostorové hloubky
a kvantilu rozdéleni v jednorozmérném pripadé. Ziskame tedy klasifikator,
ktery s pravdépodobnosti 1 klasifikuje nové pozorovani do druhé t¥idy (k roz-
déleni s vétsim rozptylem).

3. Dalsi klasifikatory zaloZené na hloubce

Poté, co v roce 2005 Ghosh a Chaudhuri odhalili podstatnd omezeni pou-
zitelnosti klasifikatoru zalozeného na maximalni hloubce, zacaly se hledat
ponékud sofistikovanéjsi postupy jak vyuzit hloubku dat ke klasifikaci.

Typicky postup nalezeni klasifikatoru vyuzivajiciho hloubku dat je dvou-
krokovy. Prvnim krokem je vypocet hloubek ptivodnich pozorovani vici jed-
notlivym skupindm bodi tréningové mnoziny. Jde tedy o zobrazeni RY —
[0, 1]2. Jelikoz typicky (i kdyZ ne nutné) plati, Zze d > 2, mizeme tento krok
chapat jako redukci dimenze ulohy. Navic budeme nadéle pracovat s kom-
paktni mnozinou [0, 1]2. Druhym krokem je nalezeni vhodného klasifikatoru
na prostoru [0, 1]2.

Rizné klasifikatory se lisi v tom, jak realizuji dva vyse uvedené kroky. Roz-
dilnost v prvnim kroku plyne z riznosti hloubek v tomto kroku pouzitych.
Muze byt pouzita napr. poloprostorova, projekéni, zonoidova ¢i L, hloubka.
Kterékoliv z vyse uvedenych hloubek urcitého bodu je globalni charakteris-
tikou tohoto bodu udavajici miru jeho centrality vic¢i néjakému rozdéleni ¢i
skupiné bodt. Je vSak mozno také pouzit nékterou z lokalnich hloubek. Rov-
néz druhy krok muze byt realizovan rizné. Nékteré procedury se daji oznacit
jako globalni, jiné jako lokalni. Za globalni oznac¢ime ty procedury, kde k za-
razeni nového pozorovani porovnavame jeho hloubky s hloubkami vSech bodt
tréningové mnoziny. Naopak lokalni procedury jsou typicky zalozené na po-
rovnavani s blizkymi sousedy (z hlediska hloubek).

4. Prvni krok — hloubka dat

Hloubka dat, jakozto mira centrality bodu vici néjakému pravdépodobnost-
nimu rozdéleni, je ve své podstaté globalni charakteristikou tohoto bodu,
nebot popisuje jeho polohu viéi (celému) rozdéleni — v pfipadé empirické
hloubky vi¢i ndhodné vybranym bodim z tohoto rozdéleni. V poslednich
nékolika letech se vSsak mnozi pokusy o lokalizaci hloubky. Ty vétsinou vy-
uzivaji nékteré ze znamych hloubkovych funkci pii pouziti vahové funkce
odlisujici ,dulezitost* jednotlivych boda podle jejich vzdalenosti od bodu,
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jehoz hloubku pocitame. Byla navrzena napriklad vazena poloprostorova
hloubka [9] nebo vazena simplexova hloubka [1].

Ukazuje se, ze hloubka pojata globalné, miize vést k dobrym vysledktim
pouze tehdy, maji-li uvazovana rozdéleni aspon nékteré globalni vlastnosti
jako je symetrie ¢i unimodalita. Pokud jsou vsak uvazovana rozdéleni nesyme-
tricka, multimodalni ¢i pokud maji napriklad nekonvexni Groviiové mnoziny
hustoty, je pouziti hloubky prinejmensim problematické. Zminnme v této sou-
vislosti vysledek dokdzany Duttou a jeho spoluautory [4] poukazujici na ne-
soulad troviiovych mnozin poloprostorové hloubky s iroviiovymi mnozinami
hustoty:

M¢éjme rozdéleni na RY s hustotou f ve tvaru f(x) = o(llxll,); kde ¢ je

néjakd klesajici funkce. Urovriové mnoZiny poloprostorové hloubky odpovidaji
urovnovym mnozinam hustoty prave tehdy, kdyz p = 2.

Jelikoz je bayesovsky optimalni klasifikator zalozeny na hustoté uvazova-
nych rozdéleni, je celkem pochopitelnd snaha pomoci lokalizace hloubky resit
problém neshody trovnovych mnozin hloubky s iroviiovymi mnozinami hus-
toty. Klasifikatory vyuzivajici lokalni hloubku byly navrzeny napt. v ¢lancich
[3] ¢i [10].

5. Druhy krok — klasifikace na prostoru hloubek

Klasifikaci na prostoru hloubek byla a stale je vénovana zna¢na pozornost.
Pokusime se nyni priblizit ¢tenari nékteré navrzené postupy, pricemz opét
budeme rozlisovat pristupy globalni a lokalni.

5.1. Globalni klasifikatory na prostoru hloubek

1. Jednoduché vylepseni klasifikatoru zalozeného na maximaéalni hloubce
navrhla v roce 2008 skupina kolem Nedret Billor. Autofi ¢lanku [2]
upozornili na skute¢nost, ze hloubka libovolného bodu vici jednomu
rozdéleni miize nabyvat hodnot z SirSiho intervalu nez hloubka téhoz
bodu vici jinému rozdéleni. Napriklad nejhlubsi bod symetrického roz-
déleni méa poloprostorovou hloubku 1/2, avSak nejhlubsi bod nesymet-
rického rozdéleni mé poloprostorovou hloubku striktné mensi nez 1/2.
Toto jednoduché pozorovani je vedlo k presvédceni, ze misto samotné
hloubky by bylo vhodnéjsi pracovat s kvantily hloubky. Navrhli proto
nasledujici klasifikator:

Uz

1
d(x) = arg max o

1(D(Xi5,P) < D(@; Py)).
1

Jj=
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Takto navrzeny klasifikator jeho autofi nazvali ,,depth transvariation
classifier*, stejné dobfe bychom vSak mohli mluvit o klasifikaci na za-
kladé kvantilu hloubky. Ukazalo se vsak, ze toto ,,vylepSeni“ neresi pro-
blém rtznych disperzi ¢i riznych apriornich pravdépodobnosti.

. Podstatné vylepSeni ptinesl klasifikator zalozeny na DD-grafu (DD-plot

classifier) navrzeny v roce 2012 (prvni verze ¢lanku [15] byla pfitom
elektronicky dostupna jiz v roce 2010). DD-grafem rozumime dvou-
rozmérny graf, kde na x-ové ose je vynasena hloubka bodu vici jed-
nomu rozdéleni (resp. viéi jedné skupiné bodil) a na y-ové ose hloubka
vicéi druhému rozdéleni (druhé skupiné bodi). Anglicky nédzev DD-plot
vznikl zkracenim slov ,,depth versus depth“ plot. Klasifikator zalozeny
na maximalni hloubce je v tomto grafu znazornén primkou prochéze-
jici pocatkem a pilici prvni kvadrant. Prvotni ideou bylo hledat prfimku
prochézejici pocatkem s takovou smérnici, aby byl minimalizovan pocet
chybnych zarazeni v tréningové mnoziné. Nemusime se vSak omezovat
jen na primky. Mtzeme pouzit i polynomy vyssiho stupné.

. Pro praktickou analyzu dat se jevi jako velmi zajimava moznost vyu-

ziti tzv. DDa-klasifikitoru navrzeného v ¢lanku [14]. Tento klasifika-
tor misto dvojice [D(x, P1), D(x, P»)|, pouzivané v klasifikaci pomoci
DD-grafu, pracuje s Sifeji pojatym vektorem

2= [D(z, P\), D(z, B,), D(z, P\) - D(x, By), D(z, P)2, D(z, P,)?)].

V ¢lanku je navrzen heuristicky postup pro nalezeni vhodnych parame-
tri oddélujici nadroviny aD(zx, P,) + bD(x, P,) + cD(x, P,)D(x, P,) +
dD(z, P1)? + eD(x, P,)% = 0.

Lokalni klasifikatory na prostoru hloubek

1. Klasifikator vyuZivagici jadroveho odhadu hustoty. V ¢lanku z roku 2005

Ghosh a Chaudhuri [6] poukézali na skute¢nost, ze vzhledem ke kore-
spondenci aroviiovych mnozin hloubky a troviovych mnozin hustoty
u elipticky symetrickych rozdéleni muze byt bayesovsky optiméalni kla-
sifikdtor v tomto pripadé vyjadien v podobé

d(x) = arg max m;0;(D(x; 131')),

i=1,

kde 0;, i = 1,2 jsou néjaké neznamé realné funkce. Staci tedy pouiit jé—
drovy odhad, abychom z dat v podobé bodt D (X ;; P) j=1,. iy
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1 = 1,2, odhadli pribéh funkeci 61, 5. Tento postup je vhodny pro elip-
ticky symetrickd rozdéleni, v jinych pripadech vsSak jeho pouziti bylo
zkoumano jen empiricky.

2. Metoda k nejblizsich sousedu na prostoru hloubek. Jednoducha myslenka
pouzit neparametrickou metodu £ nejblizsich sousedii na prostoru hlou-
bek byla pouzita napfiklad v ¢lanku [19]. Otazkou je, jakd metrika je
v tomto pripadé vhodna, resp. zda lze vyuzit néjaké nestandardni met-
riky k zlepseni schopnosti klasifikace. Existuji i jiné postupy vyuzivajici
myslenku £ nejblizsich sousedu, viz naptiklad [18].

3. Klasifikator vyuzivajici symetrizace. Lokalni klasifikator, ktery vsak po-
nékud vybocuje z dvoukrokového schématu klasifikace s vyuzitim hloub-
ky, navrhli v roce 2012 Paindaveine a Van Bever [17]. Jejich klasifikator
vyuziva skutecnosti, ze je-li rozdéleni symetrické (v néjakém smyslu),
je bodem s nejvétsi hloubkou pravé bod, kolem kterého je rozdéleni
symetrické. Oznac¢ime-li body tréningové mnoziny Xi,..., X,, bude
bod x, ktery mame klasifikovat, (asymptoticky) nejhlubs$im bodem vuci
bodim Xq,...,X,,2x — X1,...,2x¢ — X,, (k puvodnim datim jsme
pridali jejich obrazy pfi symetrickém zobrazeni se stfedem v x). Body
z tréningové mnoziny tak mizeme uspotradat podle jejich hloubky vzhle-
dem k takto doplnéné (symetrizované) tréningové mnoziné a vzit k nej-
vice centralnich. Ty povazujeme za k nejblizsich sousedi nového pozo-
rovani & a pouzijeme vétsinovy princip, tedy pozorovani x priradime
do skupiny s (nej)vétsim poc¢tem zastupcu mezi k nejbliz§imi sousedy.
Paindaveine a Van Bever [17] ukazali, ze tento klasifikator je za velmi
obecnych predpokladt konzistentni. S nutnosti provadét symetrizaci
a vypocet hloubek s kazdym novym pozorovanim je vsSak spojena vy-
sokd vypocetni naroc¢nost této metody.

6. Zavér

V oblasti klasifikace zalozené na hloubce dat jsme za poslednich deset let
zaznamenali velky metodologicky pokrok. Hloubka dat, jakozto nastroj pro
usporadani bodi, je dnes vnimana jako mozny zaklad neparametrickych me-
tod mnohorozmérnych dat. Ocekavalo by se tedy, ze klasifikatory zalozené
na hloubce budou konzistentni za velmi obecnych podminek. Zdaleka to
vSak neplati. Mnoho navrzenych postupt je konzistentnich (optimélnich) jen
pro uzkou tridu problémt. Zdrojem tohoto zklamani je samotna podstata
hloubky, ktera je ve své podstaté globalni charakteristikou polohy bodu viici
rozdéleni. Hloubku Ize tedy tucelné vyuzit jen tehdy, kdyz uvazovana roz-
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déleni maji nékteré dulezité globalni vlastnosti (unimodalitu, symetrii ap.).
V obecnéjsim pripadé se jako nutnd jevi lokalizace hloubky ¢i alespon spojeni
hloubky s klasifika¢ni procedurou, jejiz povaha je lokalni (jako je napfiklad
metoda k nejblizsich sousedti ¢i klasifikace zalozend na odhadu hustoty po-
moci jadrovych odhadu).

Podékovani

Clanek byl napsan s podporou Operaéniho programu Vzdélavani pro konku-
renceschopnost (projekt CZ.1.07/2.3.00/20.0170).
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Abstrakt: Prispévek je vénovan problému konkurujicich si rizik ve statistické
analyze preziti. Komplikace v analyze téchto pripadl je zptisobena tim, ze
prislusné ndhodné veli¢iny mohou byt zavislé. Nejprve ukazeme, jak je mozné
konzistentné odhadnout t.zv. incidenc¢ni funkce. Dale se zabyvame vztahy
mezi margindlnimi, simultdnnim a inciden¢nimi distribucemi v pripadé, ze je
simultanni rozdéleni vyjadreno pomoci kopuly.

Klicova slova: Analyza preziti, konkurujici si rizika, incidence, kopula.

Abstract: The contribution deals with the problem of competing risks (of
competing events) in the statistical survival analysis. The case is complicated
by the fact that the potential occurrence of both events may be dependent.
We recall the notion of incidence function and the methods of statistical
incidence analysis. Then we study the relationship between marginal, joint
and incidence distributions of events when the joint distribution is modeled
via a copula.

Keywords: Survival analysis, competing risks, incidence, copula.

1. Competing risks problem

Let us consider random times to certain competing (two or more) events, for
instance a failure of a device caused by one of several possible causes. An
underlying model assumes that there are K possibly dependent random vari-
ables T3, j = 1,..., K. Typically, we also have to add a censoring variable C,
independent of all T}’s. It is further assumed that observation of the object
(device) ends with the first occurring event (or by censoring). Hence, we ob-
serve Z = min(71,...,Tk,C) and we know also what was the cause, so that
we observe an indicator 6 =1,...,K,0if Z =1Ty,...,Tk,C, respectively.

It is known (e.g. Tsiatis, 1975) that, in general, from such observations (/N
i.i.d. couples (Z;,4;), i = 1,...,N) it is not possible to identify neither the
joint distribution of (1) nor their marginal distributions. On the other hand,
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the data allow to estimate consistently joint distributions of (7}, = j) and
corresponding sub-distribution functions called the (cumulative) incidence
functions.

The situation can be better when our information is richer thanks to
dependence of data on observed covariates. We shall recall briefly an identi-
fiability results of Heckman and Honoré [2]. Part 3 then deals with a copula
model applied to the competing risks case. Finally, an example shows the use
of Gauss copula and estimation of incidence functions.

2. Incidence function

The structure of data observed in the competing risks setting enables us to
estimate, consistently, the following characteristics: First, the distribution of
Z =min(Ty,...,Tk), namely S(t) = P(Z >t) = P(Ty > t,...,Tx > t) =
Fg(t,...,t), where by Fx(t1,...,tx) we denote the joint survival function
of Th,...,Tk. Further, we can estimate the incidence densities

COFk(t, .-, tK)
ot

0 =P(Z=t0=3j)=

(ty=... =tx =1t),

and their integrals, cumulative incidence functions I} (t) = fot fi(s)ds =

P(Z < t,0 = j). Notice that lim F(t) = P(6 = j) < 1if ¢t — oo and
K *

St)=1=22-1 F} (1)

Another (equivalent, however more practical for estimation) definition
of the cumulative incidence function is based on the cause-specific hazard
functions for events 7 =1,2,..., K,

Pt<Z<t+d, 6=j|Z>t)

Overall hazard rate for Z = min(77,...,Tk) is then

L PA<Z<t+d|Z>t) .,
h(t) = lim y = 223 ni(t),

corresponding integrals are camulated hazard rates H(t), H(t). Finally, the
overall survival function S(t) = P(Z > t) = exp(—H(t)). Then f7(t) =
hi(t) - S(t) and cumulative incidence functions can be written as

J

Fi(t)=P(Z<t,6=j) = /OtS(s)  h(s)ds.
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2.1. Estimation method

Let us here recall some standard notation. N;;(t) is the counting process with
value 0 at t = 0 and with step +1 at the moment when event of type j is
observed on object i. Further, let Y'(¢) denote the number of objects in the
risk set at (just before) time ¢, i.e. of objects without any event and not
censored before ¢. All cumulative hazard rates can be estimated standardly
by the Nelson-Aalen estimator, namely

0= [ X5 A=Y e ()

=1

Overall survival function can then be estimated by the Kaplan Meier “Prod-
uct Limit” (PL) estimator, or by S(t) = exp(—H (t)). Asymptotic properties
of estimates of incidence functions

@wzﬁﬁ@&m@ 2)

follow from good asymptotic properties of S and H 7 and are derived for in-
stance in Lin [3]. In general, limit distribution of \/ﬁ(ﬁj* (t) — F}(t)) is that
of Gauss random process, with estimable covariance structure. As it is not
a martingale, further inference (e.g. statistical tests) is not easy. Notice, how-
ever, that in the simplest case without censoring F7(¢) and S(t) correspond,
at each fixed ¢, to probabilities in a multinomial distribution, the estimates
correspond to relative occurrence, so that their properties simplify. In gen-
eral, confidence regions for statistical testing are obtained by a Monte Carlo
random generation.

2.2. Non-identifiability

A. Tsiatis [5] has shown that for arbitrary joint model we can find a model
with independent components having the same incidences, i.e. we cannot
distinguish the models. Namely, this “independent” model is given by cause-
specific hazard functions h}(t). In a parametric setting it also means that
even if the MLE yields consistent estimates, we don’t know parameters of
which multivariate model are estimated.

On the other hand, Heckman and Honoré [2], and then others, have
proved, under suitable conditions, that in the case of regression models (they
considered Cox or AFT models), when our information is enriched due to
knowledge of covariate values, the competing risk data suffices for full iden-
tification of the model.
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3. Competing risk and copula

In the sequel we shall consider just a couple of competing events, K = 2,
represented by random variables S, T'. From the above it follows that without
some knowledge about mutual dependence of .S, T' we are not able, in general,
to estimate their distribution. The copulas offer a possibility how to model
two (or multi-) dimensional distributions. Let us recall that Sklar’s theorem
ensures that to each 2-dimensional distribution function (of a continuous-type

distribution) there exists an unique function C'(u,v), a distribution function
on (0,1)?, such that

Fy(s,t) = C(Fs(s), Fr(t)), (3)

where Fg, Fp are marginal distribution functions of variables S, T. The
marginals of C'(u, v) correspond to random variables U = Fg(S), V = Fp(T)
and have uniform distribution on (0,1). There are several classes of copulas
analyzed theoretically or used practically (cf. Cherubini et al. [1]). Zheng and
Klein [6] showed that in the competing risks setting, when the copula func-
tion is given (assumed), marginal distributions of S, T', and then also joint
distribution from (3), are estimable. They also proposed a procedure of the
non-parametric estimation, proved asymptotic results and showed that their
estimator reduces to the Kaplan-Meier PL estimator if S, T" are independent.

3.1. Use of Gauss copula

Let X, Y be standard normal random variables N(0,1) tied with (Pear-
son) correlation p = p(X,Y). We denote ¢, ¢ univariate standard normal
distribution function and density and by ¢2(x,y), @2(x,y) corresponding
2-dimensional functions. Then

1 1
exp{ — iw’E_lw} (4)

T,Y) = ——F—
@2( y) 271_\/@

with = (z,y)" and X the 2 x 2 covariance matrix with rows (1, p) and (p, 1).

If we define U = ¢(X), V = ¢(Y), we obtain a 2-dimensional distribution
on (0,1)? with the copula

Clu,v) = ¢2(¢7 " (u), 671 (v)). ()

Naturally, p(U, V') # p(X,Y) (though they are rather close, as a rule), while
Spearman’s correlations coincide, namely psp(X,Y) = psp(U, V) = p(U, V).
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We are, however, primarily interested in the model for dependence of
competing variables S, T'. Let us assume that their joint distribution function
fulfils (3), where C'(u,v) is the copula (5). It further follows that

Fy(s,t) = d2 (¢ (Fs(s)), ¢~ (Fr(t))), (6)

and, inversely, S = Fg ' (#(X)), T = F7'(¢(Y)). Hence, again psp(S,T) =
psp(U, V), and “initial” p = p(X,Y) is the only parameter describing the
dependence of S and T'. It, naturally, differs from p(S,T'), however, all val-
ues p(S,T) (at least from (—1,1]) can be achieved by convenient choice of
p(X,Y). Such a flexibility is not common to many other copula types. Let us
remark here that the real dependence among S,T' can be much more com-
plicated, nevertheless the use of Gauss copula model offers rather simple and
sufficiently flexible (as regards the correlation) set of distributions.

3.2. Estimation in model with Gauss copula

When parameter p is known, copula (5) is fully defined and from Zheng,
Klein [6] it follows that the distribution of (S,T") can be estimated, in para-
metric and even non-parametric setting. On the other hand, when marginal
distributions Fs, Fr are known and both (3) and (5) hold with the same
copula, then p = p(X,Y) is estimable, and then also is the joint distribu-
tion F5(s,t). The estimation procedure is based on the maximum likelihood
method. The data are (Z;,0;), i = 1,..., N. The likelihood function then has
the form

N 5_ 1[6;=1] 5_ I6=2]
A O

evaluated at s = t = Z;, with Fa(s,t) = P(S > s, T > t) = 1 — Fg(s) —
Fp(t) + Fy(s,t). It is due transformation (3) and (5) that Fyx(s,t) = ¢2(z,y)
withz = ¢~ 1(Fs(s)), y = ¢~ 1(Fr(t)). Hence, when we put X; = ¢~ 1(Fs(Z;)),
Y; =¢ Y (Fr(Z;)), we obtain after some computation — integration of 2-dimen-
sional Gauss density @s(z,y), that

1[6;=1]

L = H{fs(Zz') (1= ¢1(Yi; pX3,1 = p?)]} X

x {fr(Z;) [1 — ¢1(Xi; pY5,1 — p7)] }1[62:2] X
x {1 = Fs(Z) — Fr(Z) + ¢a(X;, Vi } 1070

89



Védecké a odborné staté

where ¢;(x; i1, 02) denotes the distribution function of normal distribution
N(u,0?), evaluated at x. It is seen that the problem of maximization has to
be solved by a convenient search procedure. Parameter p is hidden in ¢; and
in ¢9. Distributions of S and T are present both explicitly and also implicitly,
in transformed X;, Y;. Nevertheless, experience suggests that solution of both
problems (estimate of Fg, Fr for given p, estimate of p for given Fg, Fr) are
solvable and have unique solution.
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Figure 1: Scatter-plots and histograms of generated representation of X,Y,
then transformed to U, V and S, T, the case with p = —0.7, N=1000.

4. Example using Gauss copula

We fixed both competing risks distributions, namely S ~ Weibull (as =
100, by = 1.2), T ~ Weibull (a; = 130, by = 3), and censoring variable
C ~ |Normal(y = 150, 0 = 50)|. The rate of censoring was among 10—20 %.
Weibull distribution function was taken in form F(s) =1—exp (—( )b), 5> 0.

P
The analysis was done for two values of p, namely for p = 0.5 and p = —0.7.
First, we show how the data (X, Y) generated from ¢4 are transformed to

(U,V) by (5) and then to (S,T) by (3). Figure 1 shows the scatter-plots and
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Figure 2: “True” distribution functions Fg, F, F'ming under independence

hypothesis, estimated F min., estimated cumulative incidence functions
IFg, IFp. Case of p=—0.7, N = 200.

histograms of generated values (N = 1000), in the case p = —0.7. We also
computed distributions numerically. Numerically computed correlations yield
p(U, V) = 0.432, p(S,T) = 0.376 in the case with p = 0.5, and p(U,V) =
—0.685, p(S,T) = —0.625 in the case with p(X,Y) = —0.7.

Further, we show an example of estimates of cumulative incidence func-
tions, following the approach described in part 2. The same type of data
as in previous example was generated. We display here just the case of
p = —0.7, N = 200. Figure 2 shows both underlying “true” distribution
functions Fis and Fp, and also F'ming of min(S,7T") under hypothesis of in-
dependence. Dashed step-wise curve is the PL-estimate of true distribution
F mingg; of min(S,T). It differs from F ming, it could be taken as an evidence
that independence hypothesis does not hold. Finally, two full step-wise curves
are estimated cumulative incidence functions IF' g, I[F 7 of S, T, respectively.
Notice that they summarize to F' mineg;. Easy generation of artificial data is
another advantage of Gauss copula.

In a particular case when marginal distribution are known, the hypothesis
of independence (i.e. that F'min = F'ming) can be tested easily with the
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aid of asymptotic properties of the PLE F mineg. If, moreover, the type of
copula is assumed (as in our case here), parameter p can be estimated by the
ML method and test of hypothesis on its value can be based on asymptotic
normality of the MLE.

True cumulative incidence functions can be obtained by integration of ex-
pressions corresponding to the first and second part of the likelihood function.
Namely, we used numerical integration of

dIFs(t) = fs(t) [1 — g1 (y; pr, 1 — p)]
dIF7(t) = fr(t) [1 — é1(x; py, 1 — p?)],

where again © = ¢~ 1(Fs(t)), y = ¢ L (Fr(t)).

5. Conclusion

The problem of competing risks has been studied and the difference between
marginal distributions and observed incidence of events has been analyzed.
The main goal was to describe the procedure of estimation of incidence func-
tions and, further, to study the use of Gauss copula in modeling and random
generation of competing risks data.
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