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Vážené kolegyně, vážeńı kolegové,

toto č́ıslo Bulletinu České statistické společnosti přináš́ı vybrané práce 17. let-
ńı školy JČMF ROBUST 2012, kterou ve dnech 9.-14. zář́ı 2012 uspořádala
v Němčičkách skupina pro výpočetńı statistiku JČMF za podpory ČStS,
KPMS MFF UK a KAP PF TUL, workshopu KLIMATEXT zaměřeného
na na modelováńı extrémů v klimatologii, kerý se uskutečnil 9. zář́ı 2012
v Němčičkách. Součást́ı č́ısla jsou i př́ıspěvky 7. konference Request 2012,
pořádané 29. listopadu 2012 Centrem pro jakost a spolehlivost výroby a ČStS
za podpory projektu OPVK Praxe pro praxi.

Toho č́ıslo bylo vytǐstěno s laskavou podporou JČMF, konference ROBUST
a s podporou projektu OPVK Klimatext č. CZ.1.07/2.3. 00/20.0086.

Všechna práva vyhrazena. Tato publikace ani žádná jej́ı část nesmı́ být repro-
dukována nebo š́ı̌rena v žádné formě, elektronické nebo mechanické, včetně
fotokopíı, bez ṕısemného souhlasu vydavatele.

Jaromı́r Antoch, Gejza Dohnal a Jan Picek
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regionálńıch klimatických model̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
Martina Chvosteková
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USING MIXED MODELS THEORY IN

PROBLEMATICS OF OBSERVATIONAL STUDIES

Silvie Bělašková, Jan Janoušek

Keywords : Mixed models, REML, random effect, observational studies, ven-
tricular pacing, Pacing site

Abstract:
Medicine is an intensively studied discipline. Not all phenomena can be stud-
ies solely by experimentation due to obvious ethical or logistical restrictions.
Observational studies play an important role in investigating treatment oef-
fects. Many clinical studies are organized as multi-centre trials. It is usually
because there is no adequate number of suitable patients in any single centre.
The data within a given centre are assumed to be correlated. One of possible
statistical approaches to analyze this kind of data is analysis using mixed
models approach. In this report we deal with mixed model approach and
REML method for estimation of parameters. As an illustration, we present
an application of the mixed model approach to determine the effects of the
site of ventricular pacing on left ventricular ejection fraction.

1. Introduction

Analysis of variance (ANOVA) and regression analysis are for many decades
the mainstay of statistical data analysis. The basic assumption for this type of
models is that the error terms for different sampling units are independently
distributed. When this assumption is not justified a different approach is
needed. Inclusion of random effects in ANOVA or regression models allows
us to relax the independence assumption and take into account possible de-
pendence between observations. Linear or generalized linear mixed model
are statistical models for outcome variables in which the error terms may
not be independent or have constant variance. Linear and generalized linear
mixed models are suitable for modeling responses resulting from clustered,
longitudinal, or repeated-measures designs. these models include fixed-effect
parameters associated with one or more continuous or categorical covariates
and random effects. The fixed-effect parameters describe the relationships of
the covariates to the dependent variable for an entire population and the ran-
dom effects are specific to the sampling unit. The inference usually includes
estimation of model parameters as well as hypotheses tests about population
parameters.

The matrix form of a linear mixed model in general:.

(1) Y = Xβ + ZU + ε,

where Y is an n dimensional response vector and β is anm-vector of unknown
fixed-effects parameters. The n × m-matrix X and the n × p-matrix Z are
known design matrices for fixed and random effects, respectively.
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The random effects vector U and the error vector ε are jointly normally
distributed as

(2)

(
U
ε

)
∼ N

((
0
0

)
,

(
G 0
0 H

))
,

Where the matrices G and H represent the covariance matrices of U and
ε and usually depend on unknown parameters (variance components).

The covariance matrix of Y is therefore V = ZGZ ′+H . Under assumption
of normality of the response Y , maximum likelihood and restricted maximum
likelihood (REML) approach are generally adopted for estimation of variance
components. Our approach for estimate of variance components was use
REML. Corresponding log-likelihood function is following.

(3) lR(G,H) = −1

2
log |V | − 1

2
|X ′V −1X | − 1

2
r′V −1r − n− p

2
log(2π)

where r = Y −X(X ′V −1X)−X ′V −1Y and p is the rank of X. REML provide

estimates of G and H , which are denoted Ĝ and Ĥ respectively. This proce-

dure estimated covariance matrix which is denoted V̂ , which is then used to
obtain estimates of β using the standard generalized least squares method.

(4) β̂ = (X ′V̂ −1X)−1X ′V̂ −1Y

and with the estimated covariance matrix

(5) var(β̂) = (X ′V̂ −1X)−1.

2. Testing linear hypotheses

The linear hypothesis to be tested is usually formulated as

(6) H0 : H ′β = 0 vs. H ′β 6= 0,

where H is a known matrix of contrasts. The modified F statistic for testing
the null hypothesis is calculated from the statistic which is given by

(7) F =
1

DF
(H ′β̂)′(H ′(X ′V̂ −1X)−H)−(H ′β̂).

In mixed models exact F-tests do not always exist for testing significance
of all the variance components. The way how to test significance is to use
approximate F-tests. One approach to approximate inference about fixed
effects is the method of Kenward and Roger[4] for determination of DF.

3. Application to real data

The general approach of mixed model analysis has been to analysis of data
resulting from a multicentre study described in details in paper Pacing Site:
A Multi-Center Study.[3] In his study a cohort of 178 patients with slow heart
rate was treated by seven treatment modalities (one modality per each pa-
tient) with a potential for differing adverse effects on cardiac function. Right
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ventricular (RV) pacing is associated with asynchronous left ventricular (LV)
activation, which can lead to deleterious pathological remodeling and LV
failure. Several recent studies have demonstrated that increased percentage
of RV apical correlates with morbidity and mortality from heart failure in
adults The main aim of this study was to evaluate the effects of the site of
ventricular pacing on left ventricular ejection fraction (LVEF) in children re-
quiring permanent pacing. The response in this model is the left ventricular
ejection fraction (LVEF). In cardiovascular physiology, ejection fraction rep-
resents the volumetric fraction of blood pumped out of the ventricle (heart)
with each heart beat or cardiac cycle. Design matrix of this model includes
the main factor tested and the set of additive covariates like age at implan-
tation, pacing duration, and QRS duration which are continuous covariates.
QRS duration is the name for the combination of three of the graphical de-
flections seen on a typical electrocardiogram. It is usually the central and
most visually obvious part of the tracing. The dichotomous covariates were
gender, presence of maternal antibodies, presence of congenital block, and
DDD pacing. The main treatment factor was the pacing site (Figure 2) with
seven levels or a combination of specific pacing sites: free wall of the RV
outflow tract (RVOT), lateral RV wall (RVLat), RV apex (RVA), RV septum
(RVS) (any position), LV apex (LVA), lateral LV wall (LVLat), and LV base
(LVB)( Figure 3). As an additive random effect was included the variable
“Contributing center” (Figure 1). For the random “Center” effect a simple
covariance structure was assumed. The statistical test of main treatment ef-
fect was an Kenward-Roger’s adjusted F tests which is available in SAS and
widely used. For the “Pacing site” main effect, multiple comparisons were
performed using the Tukey-Kramer adjustment. REML is used as the esti-
mation methods for the covariance parameters in mixed model. Statistical
software package SAS Version 9.3 (SAS Institute, NC, USA) and R version
2.15.1 were used for all statistical analysis. Significance was accepted at 0.05
level.

4. Conclusion

Age at implantation, pre-implantation LV size and function, duration of pac-
ing, DDD mode, QRS duration, and presence of maternal auto-antibodies had
no significant impact on LVEF. The site of ventricular pacing has a major
impact on LV efficiency in children that require life-long pacing. LVA/LVLat
pacing allows for optimal prevention of pacing-induced heart failure. The
original data are included in a manuscript submitted to Circulation[3].
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Figure 1. Box Plot classified by “Centre”.

Figure 2. Box Plot classified by “Pacing site”.
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Figure 3. Diagram of the electrical conduction system of
the heart [2]
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INTERVALOVÁ DATA, ALGORITMY

A VÝPOČETNÍ SLOŽITOST

Michal Černý1 and Milan Hlad́ık2

Kĺıčová slova: Intervalová data, algoritmy, výpočetńı složitost, regrese.

Keywords : Interval data, algorithms, computational complexity,
linear regression.

Abstrakt: Tato přehledovápráce shrnuje některé algoritmické výsledky o pro-
blémech, které vznikaj́ı při analýze intervalových dat. Zkoumá algoritmické
vlastnosti množiny všech možných hodnot min-norm estimátoru lineárńıho
regresńıho modelu, jehož data prob́ıhaj́ı dané intervaly. (Min-norm estimáto-
rem se pro účely tohoto textu rozumı́ minimalizace ‖y−Xβ‖, kde (X, y) jsou
data a ‖·‖ je L1, L2 nebo L∞-norma.) Text se také věnuje zkoumáńı intervalu,
ve kterém se pohybuje reziduálńı součet čtverc̊u (a analogické statistiky při
užit́ı L1 či L∞-normy). Text se také zabývá př́ıpady, kdy výpočet hodnot i
banálńıch statistik nad jednorozměrnými intervalovými daty, jakými je např.
výběrový rozptyl, t-poměr či F -poměr, je algoritmicky obt́ıžný (NP-těžký).

1 Úvod

Intervalová data. V tomto textu rozumı́me pojmu intervalová data

[x1, x1], . . . , [xn, xn] jedńım z následuj́ıćıch zp̊usob̊u.

• Zp̊usob prvńı. Existuje skutečná (teoreticky pozorovatelná) hodno-
ta x, kterou ovšem neznáme; známe jen interval [x, x], o kterém s jis-
totou v́ıme, že v něm hodnota x lež́ı. Přitom na x nepohĺıž́ıme jako na
náhodnou veličinu s nosičem [x, x]. (V tomto textu je d̊uvod prozaický:
žádný předpoklad o distribuci x nad intervalem [x, x] nepotřebujeme.
Nicméně prakticky zaj́ımavá je situace, kdy pro přijet́ı předpokladu
o konkrétńı distribuci x nad [x, x] nemáme dostatek informaćı.)

• Zp̊usob druhý. Pozorovaná data jsou ze své podstaty intervalová. Z je-
jich smyslu vyplývá, že předpoklad distribuce na pozorovaném intervalu
nemá dobrou interpretaci. Př́ıkladem je informace, že jistá významná
událost se konala od x = 9. zář́ı 2012 do x = 14. zář́ı 2012.

Př́ıklady. Intervalová data vznikaj́ı v řadě reálných situaćı. Uved’me
několik př́ıklad̊u.

1Katedra ekonometrie, Fakulta informatiky a statistiky, Vysoká škola ekonomická
Praha. Nám. W. Churchilla 4, 13067 Praha 3. E-mail: cernym@vse.cz. Autor byl podpořen
grantem GAČR P402/12/G097.

2Katedra aplikované matematiky, Matematicko-fyzikálńı fakulta, Univerzita Karlova
Praha. Malostranské nám. 25, 18000 Praha 1. E-mail: milan.hladik@matfyz.cz. Autor byl
podpořen grantem GAČR P403/12/1947.
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• Zaokrouhlováńı a reprezentace dat pomoćı datových typ̊u s omezeným

počtem desetinných mı́st. Reprezentujeme-li např́ıklad č́ıslo x = 0.8156
jen na jedno desetinné mı́sto, tj. ve tvaru x̃ = 0.8, ztráćıme jistou
informaci: o č́ısle x pak s jistotou v́ıme jen to, že lež́ı v intervalu [x̃ −
0, 05; x̃+ 0, 05].

• Obecněji: při ztrátě informace. Ke ztrátě informace může také docházet
při kategorizaci dat, při utajováńı individuálńıch hodnot či při diskreti-
zaci spojitých dat. Např́ıklad po kategorizaci dat x1, . . . , xn ∈ R máme
pro každou kategorii k dispozici jen meze x, x a bez daľśıch infor-
maćı může být obt́ıžné na intervalu [x, x] předpokládat distribuci indi-
viduálńıch hodnot, jež do kategorie spadaj́ı.

• Nestabilita dat. Stává se, že ,,konstanty“ nejsou ve skutečnosti kon-
stanty (např. některé fyzikálńı ,,konstanty“ se mohou mı́rně měnit s po-
lohou); pak může být vhodné takovou ,,konstantu“ nahradit interva-
lem. Jiným př́ıkladem je situace, kdy máme k dispozici pozorováńı jisté
veličiny v diskrétńıch časových obdob́ıch; uvnitř obdob́ı ovšem veličina
stabilńı (konstantńı) neńı.

• Predikce. Predikce budoućıch hodnot ekonomických, klimatologických
či podobných veličin bývaj́ı často intervalové. Uvažme pro př́ıklad si-
tuaci, kdy jeden model generuje intervalovou predikci budoućı inflace.
(Tı́m modelem může být ekonometrický model, ale také třeba panel
expert̊u.) Předpokládejme, že tato predikce utvář́ı inflačńı očekáváńı.
Druhý model, např. model spotřebńı či model kapitálových výdaj̊u, má
inflačńı očekáváńı jako jeden z regresor̊u. Pak se druhý model muśı
vypořádat se situaćı, kdy mezi regresory figuruj́ı intervalová data.

Pravděpodobnostńı pohled na intervalová data. Ve statistice je ob-
vyklé na intervalová data [x1, x1], . . . , [xt, xt], . . . , [xn, xn] nahĺıžet pravděpo-
dobnostně: často tak, že data vznikla realizaćı dvojice proces̊u vt ∈ R, wt ≥ 0
takových, že vt generuje středy 1

2 (xt + xt) a wt generuje poloměry 1
2 (xt −

xt). Odtud je pak možné zač́ıt budovat teorii (např. předpokládat vhodná
rozděleńı vt, wt, konstruovat estimátory jejich parametr̊u, konstruovat testy
apod.).

Algoritmický pohled na intervalová data. V tomto textu se zabývá-
me jiným pohledem na data [x1, x1], . . . , [xn, xn]. Hlavńı otázkou je, jaké
vlastnosti maj́ı algoritmy, které intervalová data zpracovávaj́ı. Půjde nám
předevš́ım o vlastnosti zaj́ımavé z hlediska teoretické informatiky, tj. o otázky
z oblasti rozhodnutelnosti a výpočetńı složitosti.

Pro algoritmus jsou data vždy jen pevné konstanty, se kterými algorit-
mus provád́ı jisté manipulace; jediné, co budeme předpokládat, je, že jde
o racionálńı č́ısla. (Iracionálńı č́ısla totiž nelze na poč́ıtači reprezentovat už
z toho prostého d̊uvodu, že jich je nespočetně.)
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2 Značeńı

Intervalové matice. Intervaly, intervalové vektory a intervalové matice
znač́ıme tučně. Intervalová matice X = [X,X] rozměru n × p je systém
reálných matic

{X ∈ Rn×p : X ≤ X ≤ X},
kde relace ≤ se rozumı́ po složkách. Systém všech intervalových matic rozmě-
ru n× p znač́ıme IRn×p.

Střed a poloměr. Středem intervalové matice X rozumı́me matici

Xc := 1
2 (X +X)

a poloměrem intervalové matice X rozumı́me matici

X∆ := 1
2 (X −X).

Okamžitě je vidět, že matice X∆ je nezáporná.
Analogické pojmy jako pro intervalové matice už́ıváme také pro interva-

lové vektory. Neńı-li řečeno jinak, vektory chápeme jako sloupcové.

3 Množiny Bk

Je-li dána funkce f(x) : Ψ −→ R, pak symbolem argminx∈Ψf(x) rozumı́-
me množinu všech x ∈ Ψ, ve kterých funkce f nabývá minima na Ψ.

Množina B s obecnou normou [9]. Nech≫ ‖ · ‖ znač́ı některou vekto-
rovou normu. Budeme se zabývat algoritmickými vlastnostmi množiny

B(X,y) := {b ∈ Rp : b ∈ argminb′∈Rp‖y −Xb′‖, X ∈X, y ∈ y}
=

⋃

X∈X,y∈y

argminb′∈Rp‖y −Xb′‖, (1)

je-li dána matice X ∈ IRn×p a vektor y ∈ IRn.
Vezmeme-li za ‖ ·‖ např́ıklad L2 normu ‖x‖2 =

√
xTx, obdrž́ıme množinu

B2(X,y) := {b ∈ Rp : XTXb = XTy pro některé X ∈ X a y ∈ y}. (2)

Význam množiny B2 [3, 4]. Množinu B2 můžeme chápat jako množinu
všech možných odhad̊u, které lze źıskat metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, jestliže
v lineárńım regresńım modelu y = Xβ + ε necháme data (X, y) prob́ıhat
intervaly (X,y). (Množinu B2 záměrně definujeme algebraicky vztahem (2),
abychom se v tomto textu, který je zaměřen na algoritmické problémy, mohli
vyhnout [nesnadným] otázkám, jak přesně rozumět lineárńımu regresńımu
modelu ,,y = Xβ + ε“ s intervalovými daty, jak přesně rozumět disturbanci
ε apod.).

Množina B2 má také tento význam. Interpretujme data (X,y) tak, že
intervaly (X,y) obsahuj́ı nám neznámé hodnoty (X, y), které by ovšem te-

oreticky bylo možné změřit. Pak množina B2 jistě obsahuje hodnotu β̂ =
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(XTX)−1XTy, která nás zaj́ımá. Množina B2 tedy poskytuje meze, ve kte-

rých se nám nedostupná hodnota β̂ jistě nacháźı, jestliže namı́sto pozorováńı
(X, y) máme k dispozici jen intervaly (X,y). Při znalosti množiny B2 si
můžeme zač́ıt klást např. otázku, zdali je (v nějakém smyslu) ,,velká“ či
,,malá“: je-li ,,malá“, můžeme neformálně ř́ıci, že ztráta informace zp̊usobená
t́ım, že namı́sto hodnot (X, y) máme k dispozici jen intervaly (X,y), má na
znalost hodnoty estimátoru ,,malý vliv“. Může se také stát, že množina B2 je
v některém směru ,,úzká“ a v některém směru ,,̌siroká“ — pak můžeme ne-
formálně ř́ıci, že ztráta informace zp̊usobená t́ım, že namı́sto hodnot (X, y)
máme k dispozici jen intervaly (X,y), má na znalost odhadu jednoho re-
gresńıho parametru ,,malý vliv“, zat́ımco na znalost odhadu jiného regresńıho
parametru může mı́t ,,velký vliv“. Bud’me přesněǰśı: jestliže např́ıklad zjist́ı-
me, že

B2 ⊆ b, (3)

kde b je intervalový vektor (box) takový, že bi− bi = δi, kde i = 1, . . . , p, pak
můžeme ř́ıci, že hodnotu odhadu i-tého regresńıho parametru známe s chybou
nanejvýš δi.

Množinou B2 se budeme zabývat v části 4.
Množina B s jinými normami [9]. Zvoĺıme-li v (1) jinou normu

‖·‖, obdrž́ıme množinu všech možných hodnot estimátoru argminb′‖y−Xb′‖,
prob́ıhaj́ı-li data (X, y) intervaly (X,y). (Nezabýváme se zde otázkou, za jaké
situace je vhodné volit ten či onen estimátor.) Např́ıklad:

• L1-norma: B je množina všech možných hodnot odhad̊u metodou LAD
(Least Absolute Deviations), která má velký význam v robustńı statis-
tice;

• L∞-norma: B je množina všech možných hodnot odhad̊u pomoćı čeby-
ševovské aproximace;

• Ω-norma (‖x‖Ω =
√
xTΩ−1x, kde Ω je positivně definitńı): B je množi-

na všech možných hodnot odhad̊u metodou zobecněných nejmenš́ıch
čtverc̊u s kovariančńı matićı Ω.

Nadále budeme už́ıvat značeńı

Bk := množina B definovaná v (1) s Lk-normou.

Algoritmickým vlastnostem množiny B2 věnujeme část 4. Množinami Bk

s k = 1 a k =∞ se budeme zabývat v části 5.

4 Algoritmické vlastnosti množiny B2

4.1 Obálka množiny B2

Množina B2 je obecně složitá; nemuśı být ani konvexńı. Je proto obt́ıžné
podat jiný popis množiny B2, než je jej́ı definice (2).



10

−0.5 0 0.5 1 1.5 2

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

Obrázek 1: Množina B2 s daty (4).

B2

těsná int. obálka

méně těsná int. obálka

Obrázek 2: Intervalové obálky.

Př́ıklad. Uvažme

X =




1 1
1 [0; 5]
1 [2; 4]
1 4


 , y =




1
2
3
4


 . (4)

Množina B2(X, y) je zachycena na obrázku 1.
Intervalová obálka. Motivaci k následuj́ıćımu postupu jsme podali již

v (3): chceme-li ,,nahlédnout“, jak složitá množina B2 přibližně vypadá, je
přirozené se pokusit sestrojit jej́ı aproximaci pomoćı jednoduchého geomet-
rického objektu, např́ıklad elipsy či boxu (intervalového vektoru, tzv. inter-
valové obálky – viz obrázek 2). Zde se omeźıme jen na intervalové obálky.
Položme si otázku, jak je možné zkonstruovat — pokud možno — těsnou

intervalovou obálku, tj. intervalový vektor b takový, že plat́ı b ⊇ B2, ale pro
žádný intervalový vektor b′ & b už neplat́ı b′ ⊇ B2?

Omezenost množiny B2. Aby v̊ubec mělo smysl se do konstrukce in-
tervalové (ale také elipsoidové či jiné) obálky pouštět, muśıme být nejprve
schopni zodpovědět otázku: je množina B2 omezená? Jinými slovy: každý
algoritmus, který (korektně) zkonstruuje jakoukoliv intervalovou (či elipsoi-
dovou či jinou) obálku množiny B2, muśı také být schopen rozhodnout, zdali
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množina B2 je omezená.
Cı́lem následuj́ıćıho textu je ukázat, že tento problém neńı z algorit-

mického hlediska v̊ubec snadný.

4.2 Složitost rozhodováńı o omezenosti množiny B2 —

krok prvńı: rozhodnutelnost

Je problém rozhodnutelný? Mějme data (X,y) a pokusme se navrh-
nout algoritmus, který rozhodne, zdali množina B2(X,y) je omezená. Na
prvńı pohled neńı zřejmé, zdali takový algoritmus v̊ubec existuje: mohlo by
se stát, že tento problém je nerozhodnutelný. Připomeňme, že matematika
zná řadu problémů, které jsou algoritmicky nerozhodnutelné. Např́ıklad:

• Nulové body funkćı.

– Zadáńı: funkce f(x) : R −→ R složená z konstant, +,−,×, sin(·).
– Úkol: rozhodnout, zdali existuje x0 ∈ R splňuj́ıćı f(x0) = 0.

• Konvergence integrálu.

– Zadáńı: funkce f(x) : R −→ R složená z konstant, +,−,×, ÷,
sin(·).

– Úkol: rozhodnout, zdali
∫∞

−∞
f(x) dx konverguje.

• Diofantické rovnice [tzv. Matijasevičova věta, také tzv. desátý Hilber-
t̊uv problém, [12]].

– Zadáńı: polynom p(x1, . . . , x9) s celoč́ıselnými koeficienty.
– Úkol: rozhodnout, zdali existuj́ı x∗

1, . . . , x
∗
9 ∈ Z splňuj́ıćı

p(x∗
1, . . . , x

∗
9) = 0.

• Maticová smrt.

– Zadáńı: celoč́ıselné čtvercové matice A1, . . . , An.
– Úkol: rozhodnout, zdali lze z matic A1, . . . , An násobeńım (v libo-

volném pořad́ı, opakováńı povoleno) obdržet nulovou matici.

• Celoč́ıselné programováńı s kvadratickými omezeńımi.

– Celoč́ıselné lineárńı programováńı je optimalizačńı problém
max{cTx : Ax ≤ b, x ∈ Zp}. Připust́ıme-li vedle lineárńıch ome-
zeńı Ax ≤ b také kvadratická omezeńı (tj. připust́ıme-li součiny
dvou proměnných), je otázka ,,je úloha př́ıpustná?“ nerozhodnu-
telná.

• Dokazatelnost [tzv. Gödelova věta, viz [2]].

– Zadáńı: tvrzeńı (= uzavřená formule množinového jazyka) ϕ.
– Úkol: rozhodnout, zdali tvrzeńı ϕ je dokazatelné v teorii množin.
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• Halting problem.

– Zadáńı: text programu P a data x.
– Úkol: rozhodnout, zdali výpočet programu P nad daty x skonč́ı,

anebo zdali poč́ıtá věčně.

• Isomorfismus prezentovaných grup.

– Zadáńı: dvě prezentace grup (G1, R1) a (G2, R2), kde Gi je množi-
na generátor̊u a Ri je systém relaćı, které generátory splňuj́ı (např.
cyklická grupa řádu n má prezentaci (G = {a}, R = {an = 1})).

– Úkol: rozhodnout, zdali grupy s prezentacemi (G1, R1) a (G2, R2)
jsou isomorfńı.

• Náhodnost hod̊u minćı.

– Zadáńı: konečná posloupnost γ nul a jedniček a č́ıslo K.
– Úkol: rozhodnout, zdali posloupnost γ má kolmogorovskou složi-

tost ≥ K.

Následuj́ıćı věta ukazuje, že naše situace neńı tak špatná: problém ome-
zenosti množiny B2 seznam nerozhodnutelných problémů neprodlouž́ı.

Věta 4.1 ([3]). Nech≫ data (X,y) jsou racionálńı. Rozhodnout, zdali množi-

na B2(X,y) je omezená, lze algoritmicky.

Idea d̊ukazu. Snadno se nahlédne, že plat́ı: množina B2 je neomezená, právě
když existuje X ∈ X neplné sloupcové hodnosti, a to nastává právě tehdy,
když

(∃X ∈ Rn×p)[X ≤ X ≤ X & detXTX = 0]. (5)

Výraz (5) je formule jazyka teorie těles (formuli (5) lze skutečně zapsat jen
pomoćı logických operaćı a pomoćı operaćı ≤, +, −, ×, protože determinant
je polynom). Podle Tarského věty je teorie reálně uzavřených těles rozhodnu-
telná pomoćı eliminace kvantifikátor̊u (bĺıže viz [2, 15, 16, 17, 19]). Eliminaci
kvantifikátor̊u tud́ıž můžeme použ́ıt i na rozhodnut́ı o (5).

Efektivita algoritmů. Algoritmus z d̊ukazu věty 4.1 ovšem neńı prak-

ticky užitečný: pracuje totiž extrémně dlouho, obecně až v čase ≈ 22
N

, kde
N je velikost vstupu (X,y). Otv́ırá se přirozená otázka, zdali je možné naj́ıt
rychleǰśı algoritmus. K tomu potřebujeme základńı věty z intervalové analýzy.

4.3 Lineárńı rovnice s intervalovými koeficienty

Řešeńı lineárńıch rovnic s intervalovými koeficienty. Následuj́ıćı
definice ř́ıká, jak pro účely tohoto textu rozumı́me pojmu řešeńı systému
lineárńıch rovnic s intervalovými koeficienty.

Definice 4.1. Nech≫ A ∈ IRn×p a b ∈ IRn. Vektor z0 ∈ Rp je řešeńım
systému Az = b, jestlǐze existuj́ı A ∈ A a b ∈ b takové, že Az0 = b.
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Obrázek 3: Množina řešeńı systému rovnic (6).

Př́ıklad (tzv. Barth̊uv-Nuding̊uv systém). Množinu řešeńı soustavy rov-
nic

(
[2, 4] [−2, 1]
[−1, 2] [2, 4]

)(
x1

x2

)
=

(
[−2, 2]
[−2, 2]

)
(6)

ukazuje obrázek 3.

Oettliho-Pragerova věta [6]. Obrázek 3 naznačuje, že množina řešeńı
systému intervalových rovnic má jistou pozoruhodnou strukturu: omeźıme-li
se na jeden (libovolně zvolený) orthant, vypadá jako konvexńı polyedr. To
skutečně neńı náhoda.

Věta 4.2. Vektor z ∈ Rp je řešeńım systému Az = b, právě když plat́ı

|Acz − bc| ≤ A∆|z|+ b∆,

kde absolutńı hodnota vektoru se rozumı́ po složkách.

Důsledek 4.1. Nech≫ s ∈ {±1}p. Nech≫ Rp
s označuje orthant {x ∈ Rp :

diag(s)x ≥ 0}. Množinu řešeńı systému Az = b lež́ıćıch v orthantu Rp
s tvoř́ı

polyedr

{z ∈ Rp : (Ac −A∆diag(s))z ≤ b,

(−Ac −A∆diag(s))z ≤ −b, diag(s)z ≥ 0}.
(7)
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4.4 Složitost rozhodováńı o omezenosti množiny B2 —

krok druhý: exponenciálńı algoritmus

Pozorováńı. Snadno nahlédneme, že plat́ı:

množina B2 je neomezená

←→ existuje X ∈ [X,X] neplné sloupcové hodnosti

←→ intervalový systém Xz = 0 má nenulové řešeńı.

Algoritmus [3, 9]. Důsledek 4.1 ukazuje, že test existence nenulového
řešeńı systému Xz = 0 je možné realizovat tak, že projdeme všech 2p orthan-
t̊u; v každém pak stač́ı řešit jeden lineárńı program. Vystač́ıme tedy s výpo-
četńım časem

2p × (polynomiálńı čas pro lineárńı programováńı), (8)

protože lineárńı programováńı má polynomiálńı algoritmy [2, 18]. Výpočetńı
čas (8) je podstatně lepš́ı, než byl výpočetńı čas eliminace kvantifikátor̊u
z d̊ukazu věty 4.1.

Složitostńı výsledek. Z d̊usledku 4.1 vyplývá ještě jedno pozoruhodné
zjǐstěńı.

Důsledek 4.2. Otázka ,,je množina B2 omezená?“ je v co-NP.

Důsledek 4.2 vyplývá z toho, že pozitivńı odpověd’ na komplement —
otázku ,,je množina B2 neomezená?“ — lze doložit NP-certifikátem. Certi-
fikátem je orthant s, ve kterém má polyedr (7) nenulový bod.

4.5 Složitost rozhodováńı o omezenosti množiny B2 —

krok třet́ı: co-NP-úplnost

Přirozeně se otv́ırá otázka, zdali lze rozhodovat o omezenosti množiny B2

v polynomiálńım čase. Odpověd’ je záporná (leda by platilo P = NP):

Věta 4.3 ([3]). Otázka ,,je množina B2 omezená?“ je co-NP-úplná.

Připomeňme, že neformálně můžeme přijmout tuto definici: rozhodovaćı
problém A je co-NP-úplný, je-li A ∈ co-NP a plat́ı-li: jestliže problém A
lze řešit v polynomiálńım čase, pak lze v polynomiálńım čase řešit libovolný
problém v co-NP. (Přesněji: A ∈ co-NP a každý problém z co-NP je v po-
lynomiálńım čase převoditelný na problém A.)

Věta 4.3 ukazuje, že patrně nemůžeme očekávat existenci rychlých (subex-
ponenciálńıch, nebo dokonce polynomiálńıch) algoritmů rozhoduj́ıćıch, zdali
množina B2 je omezená. A tud́ıž nemůžeme ani očekávat existenci rychlých
algoritmů pro problém, který nás skutečně zaj́ımá — totiž pro konstrukci
intervalových (či elipsoidových či jiných) obálek množiny B2. A t́ım sṕı̌se
nemůžeme očekávat existenci rychlých algoritmů pro těsné intervalové obálky.

Otázka o omezenosti množiny B2 se tak zařazuje do široké tř́ıdy známých
co-NP-úplných problémů; připomeňme zde např́ıklad
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• problém rozhodnout, zdali daná výroková formule je tautologie;

• problém rozhodnout, zdali je pravda, že barevnost daného grafu je větš́ı
než předepsané č́ıslo k (tento problém z̊ustává co-NP-úplný dokonce i
při fixaci č́ısla k na libovolnou pevnou hodnotu ≥ 3);

• problém rozhodnout, zdali je pravda, že klikové č́ıslo daného grafu je
menš́ı než předepsané č́ıslo k;

• problém rozhodnout, zdali je pravda, že př́ıpustný prostor daného celo-
č́ıselného lineárńıho programu max{cTx : Ax ≤ b, x ∈ Zp} je prázdný.

Komentář k větě 4.3. Věta 4.3 ukazuje, že patrně neexistuje jeden

obecný rychlý algoritmus pro rozhodováńı o omezenosti, a tud́ıž i pro kon-
strukci intervalových obálek množiny B2, který by fungoval v polynomiálńım
čase, a≫ mu předlož́ıme jakákoliv data (X,y), tj. a≫ je počet pozorováńı
n a dimenze p prostoru parametr̊u libovolná. Nicméně to neznamená, že by
problém musel být nutně beznadějný ve speciálńıch př́ıpadech. A zde se uka-
zuje, že situace je lepš́ı v některých speciálńıch př́ıpadech, které se při analýze
dat často vyskytuj́ı. Negativńı výsledek věty 4.3 lze také chápat jako motivaci
ke studiu těchto speciálńıch př́ıpad̊u. Těmi se budeme zabývat v následuj́ıćıch
částech.

4.6 Dva speciálńı př́ıpady

Speciálńı př́ıpad I: modely s nezápornými hodnotami regresńıch
parametr̊u [3]. Někdy se stává, že z věcného (fyzikálńıho, ekonomického
apod.) hlediska maj́ı smysl pouze nezáporné hodnoty regresńıch parametr̊u.
V takovém př́ıpadě se stač́ı omezit jen na nezáporný orthant v prostoru para-
metr̊u. Pak se výpočetńı čas (8) sńıž́ı; stač́ı totiž prozkoumat jediný orthant,
a tak stač́ı řešit jediný lineárńı program.

Důsledek 4.3. O omezenosti množiny B2 ∩ {b : b ≥ 0} lze rozhodovat v po-

lynomiálńım čase.

Speciálńı př́ıpad II: modely s ńızkým počtem regresńıch pa-
rametr̊u [3]. Již speciálńı př́ıpad I ukázal, že by≫ je výpočetńı čas (8)
exponenciálńı, situace neńı tak špatná: výpočetńı čas (8) je exponenciálńı
v dimenzi prostoru parametr̊u, nikoliv ovšem v počtu pozorováńı. (Skutečně
špatnou zprávou by bylo, kdyby se v (8) vyskytoval faktor 2n namı́sto faktoru
2p.) Omeźıme-li se na tř́ıdu model̊u s nanejvýš p0 regresńımi parametry, kde
p0 je pevná konstanta (pro praxi postač́ı např. p0 = 10), pak 2p0 je kontanta.
A tud́ıž:

Důsledek 4.4. Ve tř́ıdě model̊u s nanejvýš p0 regresńımi parametry lze

o omezenosti množiny B2 rozhodovat v polynomiálńım čase.

Užijme přesněǰśı formulace, aby lépe vynikl rozd́ıl mezi tvrzeńım věty 4.3
a tvrzeńım d̊usledku 4.4.
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Věta 4.3 ř́ıká, že množina

{(X,y) : množina B2(X,y) je omezená}

je co-NP-úplná. Naproti tomu d̊usledek 4.4 ř́ıká, že pro každé p0 plat́ı

Ap0 ∈ P,

kde

Ap0 := {(X,y) : matice X má ≤ p0 sloupc̊u

a množina B2(X,y) je omezená}.

Tvrzeńı d̊usledku 4.4 také můžeme formulovat tak, že problém je rozhod-
nutelný v polynomiálńım čase v př́ıpadě, kdy počet regresńıch parametr̊u je
pevný a počet pozorováńı roste přes všechny meze.

Silněǰśı formulace speciálńıho př́ıpadu II. Snadno se nahlédne, že
můžeme vyslovit i silněǰśı formulaci: stač́ı totiž, aby počet regresńıch pa-
rametr̊u p nerostl vzhledem k počtu pozorováńı n př́ılǐs rychle. Je-li totiž
p = O(log n), pak pro jisté pevné k jest 2p ≈ nk a výpočetńı čas (8) źıská
polynomiálńı tvar

nk · (polynomiálńı čas pro lineárńı programováńı).

4.7 Ještě jeden speciálńı př́ıpad: intervaly jen v pozo-

rováńı vysvětlované proměnné

Nyńı se soustřed́ıme na př́ıpad, kdy X = X =: X . Data tedy maj́ı tvar
(X,y). Rozhodováńı o omezenosti množinyB2 je nyńı triviálńı — stač́ı zjistit,
zdali X má plnou sloupcovou hodnost.

Nadále předpokládejme, žematice ,X má plnou sloupcovouhodnost.
O množině B2 se v tomto př́ıpadě dá ř́ıci leccos zaj́ımavého. Množinu B2 nyńı
můžeme popsat ve tvaru

B2(X,y) = {(XTX)−1XTy : y ∈ y}.

Odtud obdrž́ıme zaj́ımavou geometrickou charakteristiku: množina B2 vznik-
ne zobrazeńım n-dimenzionálńıho boxu y do prostoru parametr̊u při lineár-
ńım zobrazeńı

υ 7→ Gυ, kde G := (XTX)−1XT. (9)

Můžeme neformálně ř́ıci, že množina B2 je obraz ,,krychle“ vysoké dimenze
(totiž dimenze n = počet pozorováńı) v prostoru ńızké dimenze (totiž v pro-
storu parametr̊u) při lineárńım zobrazeńı (9). To speciálně znamená:

Pozorováńı 4.1. Množina B2(X,y) je omezený konvexńı polyedr v prostoru

parametr̊u.
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Obrázek 4: Př́ıklady zonotop̊u Z1 = {s}+M g1; Z2 = {s}+M g1 +Mg2;
Z3 = {s}+M g1 +M g2 +M g3; Z4 = {s}+M g1 +M g2 +M g3 +M g4.

Přesněǰśı geometrická charakterizace množiny B2(X,y) [3, 4]. Zo-
notopy jsou speciálńı konvexńı polyedry, jejichž konstrukci stručně poṕı̌seme.

Minkowského součet množiny A s vektorem g je definován jako množina

A+M g := {a+ λg : a ∈ A, λ ∈ [−1, 1]}.

Nech≫ je dán

• vektor s ∈ Rp, zvaný posunut́ı;

• systém vektor̊u g1, . . . , gn, zvaných generátory.

Zonotop určený posunut́ım s a generátory g1, . . . , gn je pak množina

{s}+M g1 +M · · ·+M gn;

viz též obrázek 4.
Zonotopy maj́ı řadu pozoruhodných strukturálńıch vlastnost́ı; z nejvýz-

namněǰśıch uved’me jen to, že jsou středově symetrické.

Věta 4.4. Množina B2(X,y) je zonotop v prostoru parametr̊u určený posu-

nut́ım s = Gyc a generátory

gi = y∆i ·Gi, i = 1, . . . , n,

kde Gi je i-tý sloupec matice G z (9).

Těsná intervalová obálka. Spoč́ıtat těsnou intervalovou obálku zo-
notopu je snadné: stač́ı vyhodnotit výraz Gy pomoćı tzv. intervalové aritme-

tiky [13, 14]. Je definována přirozeně: pro dva intervaly u = [u, u] a v = [v, v]
jest

u+ v = [u + v, u+ v], (10)

u · v = [min{u · v, u · v, u · v, u · v},max{u · v, u · v, u · v, u · v}]. (11)
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To speciálně znamená, že těsnou obálku množiny B2(X,y) lze zkonstruovat
v polynomiálńım čase.

K zonotop̊um lze konstruovat také (v́ıce či méně) těsné elipsoidové obálky,
viz [1].

5 Obálka pro množinu hodnot odhad̊u regresńıch para-

metr̊u

Vı́me již, že rozhodnout, zda B2 je omezená množina, je co-NP-úplný
problém. Tı́m sṕı̌se plat́ı, že naj́ıt nejtěsněǰśı možnou intervalovou obálku
B2 je také výpočetně těžký problém. Podobný negativńı výsledek máme pro
každou Lk-normu.

Věta 5.1 ([9]). Pro libovolnou Lk-normu jsou následuj́ıćı problémy NP-

těžké:

• nalézt intervalovou obálku množiny Bk s danou relativńı či absolutńı

chybou,

• rozhodnout zda Bk je neomezená.

Přestože věta ř́ıká, že (pokud P 6= NP) neexistuje algoritmus, který by
v polynomiálńım čase našel vždy těsnou obálku Bk, neznamená to ještě, že
neexistuj́ı metody, které by pro většinu vstupńıch dat nespoč́ıtaly rozumně
těsnou obálku.

5.1 Obálka pro B2

Připomeňme, že B2(X,y) je množinou všech řešeńı soustavy normálńıch
rovnic

XTXb = XTy,

kdyžX prob́ıháX a y prob́ıhá y. Pokud spoč́ıtámeM := XTX, m := XTy

pomoćı intervalové aritmetiky (10), (11), pak každé b ∈ B2(X,y) je zároveň
řešeńım soustavy

Mx = m pro jisté M ∈M , m ∈m.

Naopak implikace neplat́ı, protože výpočtem intervalovou aritmetikou jsme
ztratili informaci o závislosti matice X (jako kdyby tři instance matice X
v soustavě byly najednou nezávislé). Zde se jedná o standardńı soustavu inter-
valových lineárńıch rovnic. Vı́me sice již, že naj́ıt těsnou obálku je výpočetně
těžké i pro tento př́ıpad, nicméně existuje celá řada metod, které v krátkém
čase spoč́ıtaj́ı většinou dostatečně těsnou obálku, viz [3].

Jinou možnost́ı (viz [3]) je přepsat normálńı rovnice do tvaru

(
0 XT

X In

)(
b
c

)
=

(
0
y

)
, (12)
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kde X ∈ X a y ∈ y. Je-li (b, c) řešeńı této soustavy, pak b řeš́ı p̊uvodńı sou-
stavu normálńıch rovnic; a naopak, každé řešeńı soustavy normálńıch rov-
nic jde rozš́ı̌rit o složku c, abychom dostali řešeńı soustavy (12). Soustava
(12) opět představuje intervalové lineárńı rovnice a obálku množiny řešeńı
můžeme naj́ıt nějakou standardńı metodou. Tato soustava je větš́ı, má rozměr
(n + p) × (n + p) oproti p̊uvodńımu p × p. Dá se dokázat, že jej́ı množina
řešeńı je podmnožinou množiny řešeńı p̊uvodńı intervalové soustavy, a tud́ıž
vypoč́ıtaná obálka bude vždy těsněǰśı (nebo alespoň stejně těsná).

5.2 Obálka pro B1 a B∞

Při odhadu pomoćı L∞-normy je třeba řešit optimalizačńı problém
minb′∈Rp ‖Xb′ − y‖∞. To vede na úlohu lineárńıho programováńı

min t za omezeńı Xb′ − y ≤ te, −Xb′ + y ≤ te, t ≥ 0. (13)

A podobně, výpočet hodnoty L1-estimátoru minb′∈Rp ‖Xb′ − y‖1 vede na
lineárńı program

min eTw za omezeńı Xb′ − y ≤ w, −Xb′ + y ≤ w, w ≥ 0. (14)

Obě úlohy můžeme zapsat jednotně jako

min cTu za omezeńı Au ≤ d (15)

pro jistou matici A ∈ Rr×s a vektory d ∈ Rr, c ∈ Rs. Pokud nás zaj́ımá
množina B1 (resp. B∞) všech odhad̊u v L1 (resp. L∞) normě, pak nás to
vede př́ımo na tř́ıdu lineárńıch programů

(15), A ∈ A, d ∈ d, (16)

kde A ∈ IRr×s, d ∈ IRr jsou intervalová matice a intervalový vektor sesta-
vené z p̊uvodńıch dat. Tř́ıdě úloh (16) se ř́ıká intervalové lineárńı progra-

mováńı a jej́ımu studiu se věnuj́ı např. publikace [6, 7].

5.2.1 Bazická stabilita Připomeňme, že báze lineárńıho programu (15)
je indexová množina B ⊆ {1, . . . , r} velikosti s taková, že řádky matice A
indexované množinou B jsou lineárně nezávislé. Pro jednoduchost budeme
symbolem AB značit podmatici A sestavenou z řádk̊u indexovaných B. Báze
B je př́ıpustná, pokud lineárńı soustava

ABu = dB , ANu ≤ dN

má řešeńı, kde N := {1, . . . , n} \B znač́ı nebazické indexy. V tomto př́ıpadě
je řešeńı soustavy u = A−1

B dB jednoznačné a odpov́ıdá vrcholu odpov́ıdaj́ıćı
konvexńı polyedrické množiny.

Řı́káme, že intervalový lineárńı program (16) je bazicky stabilńı, pokud
existuje báze B, která je optimálńı báźı úlohy (15) pro každé A ∈ A, d ∈ d.

Nejprve pesimistická zpráva.
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Věta 5.2 ([9]). Rozhodnout, zda (16) je bazicky stabilńı pro danou bázi B,

je co-NP-těžký problém.

Plat́ı dokonce silněǰśı tvrzeńı, že co-NP-těžké je rozhodovat o bazické
stabilitě nejen pro obecný intervalový lineárńı program, nýbrž i pro speciálńı
lineárńı programy (13) a (14). Na druhou stranu ovšem existuj́ı silné posta-
čuj́ıćı podmı́nky zaručuj́ıćı bazickou stabilitu, viz [8].

Nyńı optimističtěǰśı zpráva. Pokud B je stabilńı báze intervalového lineár-
ńıho programu (16), pak množina všech optimálńıch řešeńı je rovna množině
řešeńı intervalové soustavy rovnic

ABu = dB, AB ∈ AB, dB ∈ dB.

Tud́ıž můžeme použ́ıt řadu metod na nalezeńı obálky množiny řešeńı. Pokud
v́ıme nav́ıc, že proměnné u jsou nezáporné, pak dle d̊usledku 4.1 je množina
řešeńı př́ımo rovna konvexńı polyedrické množině popsané nerovnostmi

ABu ≤ dB, ABu ≥ dB, u ≥ 0.

Speciálńı př́ıpad: matice X je neintervalová [9]. Je-li matice X
neintervalová, je i matice A neintervalová. Bazická stabilita pak pro bázi B
nastává právě tehdy, když plat́ı dvě podmı́nky

• B je optimálńı báze pro nějaké A ∈ A, d ∈ d,

• (ANA−1
B )dB ≤ dN .

V tomto př́ıpadě je bazická stabilita rozhodnutelná v polynomiálńım čase
(a také velmi rychle v praktickém slova smyslu). Prvńı podmı́nku ověř́ıme
jednoduše volbou libovolných hodnot z interval̊u (např. střed̊u). V druhé
podmı́nce vyhodnot́ıme (ANA−1

B )dB pomoćı intervalové aritmetiky (10), (11)
a otestujeme, zda horńı kraj je menš́ı nebo roven dolńımu kraji intervalového
vektoru dN .

6 Residuálńı hodnoty lineárńıch regresńıch model̊u s in-

tervalovými daty

Vyjděme opět z lineárńıho regresńıho model y = Xβ + ε a předpo-
kládejme, že pozorovaná data (X, y) prob́ıhaj́ı dané intervaly (X,y). Budeme
se zabývat otázkou, jakých hodnot může nabývat residuálńı součet čtverc̊u.
Analogickou otázku si položme i v př́ıpadě, užijeme-li namı́sto L2-estimátoru
argminb‖y−Xb‖2 estimátor argminb‖y−Xb‖k s jinou normou ‖·‖k. Omeźıme
se zde na př́ıpad s k = 1 a k =∞.

Přesněji: pro danou Lk-normu ‖ · ‖k definujme

Rk := min
X∈X,y∈y

min
b∈Rp
‖y −Xb‖k,

Rk := max
X∈X,y∈y

min
b∈Rp
‖y −Xb‖k.
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Připomeňme, že (neformálně) můžeme přijmout tuto definici: problém A
je NP-těžký, jestliže plat́ı: je-li problém A řešitelný v polynomiálńım čase,
pak P = NP.

6.1 Obecný př́ıpad

Ukazuje se, že obecně je výpočet hodnot Rk i Rk algoritmicky obt́ıžný, a
to v př́ıpadě všech norem L1, L2, Lk.

Věta 6.1 ([9]). (a) Spoč́ıtat hodnotu Rk je NP-těžký problém pro libovolné

k ∈ {1, 2, ∞}.
(b) Spoč́ıtat hodnotu Rk je NP-těžký problém pro libovolné k ∈ {1, 2, ∞}.

Podobně jako v částech 4.5 – 4.7, i zde negativńı výsledek věty 6.1 podává
motivaci ke zkoumáńı speciálńıch př́ıpad̊u. Podává také motivaci ke studiu
těsných horńıch a dolńıch meźı pro Rk a Rk, viz [9].

6.2 Speciálńı př́ıpady

Speciálńı př́ıpad I: prostor parametr̊u je omezen na nezáporný
orthant [9]. Předpokládejme, že a priori v́ıme, že regresńı parametry jsou
nezáporné (např́ıklad proto, že záporné hodnoty nemaj́ı fyzikálńı či ekono-
mický smysl). Pak źıská definice statistik Rk a Rk tvar

R+
k := min

X∈X,y∈y
min
b≥0
‖y −Xb‖k,

R
+

k := max
X∈X,y∈y

min
b≥0
‖y −Xb‖k.

Ukazuje se, že předpoklad nezápornosti situaci částečně zlepš́ı.

Věta 6.2. (a) Spoč́ıtat hodnotu R
+

k je NP-těžký problém pro libovolné k ∈
{1, 2,∞}.

(b) Spoč́ıtat hodnotu R+
k lze v polynomiálńım čase pro každé k ∈ {1, 2,∞}.

Speciálńı př́ıpad II: počet regresńıch parametr̊u je pevný [9].
Nyńı prozkoumáme tř́ıdu model̊u, kde prostorem parametr̊u je Rp, kde p ≤ p0
a p0 je pevně zvolená konstanta. Ukazuje se, že v tomto př́ıpadě je situace
optimističtěǰśı než v obecném př́ıpadě popsaném větou 6.1.

Věta 6.3. Nech≫ p0 je pevné. Omeźıme-li se na tř́ıdu model̊u s nanejvýš p0
regresńımi parametry, pak plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

(a) Spoč́ıtat hodnotu R2 je NP-těžký problém.

(b) Spoč́ıtat hodnoty R1 a R∞ lze v polynomiálńım čase.
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(c) Spoč́ıtat hodnoty Rk lze v polynomiálńım čase pro každé k ∈ {1, 2,∞}.

Tvrzeńı věty 6.3(b) je ovšem třeba č́ıst opatrně: prokazuj́ı jej totiž algo-
ritmy, jejichž výpočetńı čas může dosahovat

(4n)p0+1 × (polynomiálńı čas na lineárńı programováńı).

To jen ukazuje, že výraz ,,polynomiálńı čas“ nemuśı nutně znamenat ,,oprav-
du rychlý algoritmus“, zejména je-li p0 velké.

Analogicky, tvrzeńı (c) prokazuj́ı algoritmy, jejichž výpočetńı čas čińı

2p0 × (polynomiálńı čas na lineárńı programováńı)

v př́ıpadě L1 a L∞-normy a

2p0 × (polynomiálńı čas na konvexńı kvadratické programováńı)

v př́ıpadě L2-normy.
Speciálńı př́ıpad III: matice X je neintervalová [9]. Nyńı vyšetř́ıme

př́ıpad X = X; intervaly se tedy vyskytuj́ı jen ve vektoru y. Připomeňme, že
v tomto př́ıpadě z části 4.7 v́ıme, že množina B2 je zonotop v prostoru para-
metr̊u. Počet regresńıch parametr̊u je obecný (tj. nepředpokládáme omezeńı
na ≤ p0 regresńıch parametr̊u).

Věta 6.4. Nech≫ X = X. Pak plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

(a) Spoč́ıtat hodnotu R2 je NP-těžký problém.

(b) Spoč́ıtat hodnoty R1 a R∞ lze v polynomiálńım čase.

(c) Spoč́ıtat hodnoty Rk lze v polynomiálńım čase pro každé k ∈ {1, 2,∞}.

Poznamenejme, že pro libovolné k ∈ N ∪ {∞} se hodnota Rk dá spoč́ıtat
pomoćı optimalizačńı úlohy

Rk = min{‖w‖k : Xb− y ≤ w, −Xb+ y ≤ w, w ≥ 0}.
Pro k ∈ {1,∞} se úloha jednoduše zredukuje na úlohu lineárńıho progra-
mováńı a pro k = 2 zase na konvexńı kvadratický program. Ve všech třech
př́ıpadech tedy umı́me Rk vypoč́ıtat nejen polynomiálně (tedy: teoreticky
,,rychle“), ale i

”
rychle“ z praktického hlediska.

Speciálńı př́ıpad IV: matice X je neintervalová a počet regre-
sńıch parametr̊u je pevný [9]. Je zřejmé, že pozitivńı výsledky věty
(6.4) z̊ustávaj́ı v platnosti: hodnoty R1, R∞, R1, R2, R∞ lze vyč́ıslit v po-
lynomiálńım čase. Nicméně ukazuje se, že ani předpoklad na omezeńı počtu
regresńıch parametr̊u neumožńı spoč́ıtat hodnotu R2 efektivně.

Věta 6.5. Nech≫ X = X a nech≫ je p0 pevné. Spoč́ıtat hodnotu R2 v modelu,

který má nanejvýš p0 regresńıch parametr̊u, je NP-těžký problém.

Shrnut́ı. Výsledky vět 6.1, 6.2, 6.3, 6.4 a 6.5 přehledně shrnuje tabulka 1.
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věta 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5
p obecné obecné pevné obecné pevné
X intervalové intervalové intervalové reálné reálné
y intervalové intervalové intervalové intervalové intervalové
β obecné nezáporné obecné obecné obecné

R1 NPH NPH P P P

R1 NPH P P P P

R2 NPH NPH NPH NPH NPH

R2 NPH P P P P

R∞ NPH NPH P P P

R∞ NPH P P P P

Tabulka 1: Přehled výsledk̊u část́ı 6.1 a 6.2 podle [9]. Symbol NPH znač́ı
NP-těžký problém, symbol P znač́ı problém řešitelný v polynomiálńım čase.

7 Složitost výpočtu některých statistik nad intervalový-

mi daty

Na závěr ukažme ještě několik př́ıklad̊u složitostńıch výsledk̊u, které maj́ı
význam v analýze intervalových dat. Omeźıme se tentokrát jen na jedno-
rozměrná intervalová data

x1 = [x1, x1], . . . ,xn = [xn, xn].

Půjde nám zejména o to ukázat, že i při analýze takto jednoduchých dat je
řada problémů algoritmicky obt́ıžná — a t́ım sṕı̌se jsou analogické problémy
ještě obt́ıžněǰśı v př́ıpadě analýzy složitěǰśıch dat pomoćı složitěǰśıch model̊u.

Nech≫ S je nějaká statistika. Z algebraického pohledu je S prostě funkćı
dat x1, . . . , xn; pak ṕı̌seme S(x1, . . . , xn). Je zřejmé, že plat́ı:

(a) nahĺıž́ıme-li na data x1, . . . , xn jako na pevné konstanty, je
S(x1, . . . , xn) pevná hodnota;

(b) nahĺıž́ıme-li na data x1, . . . , xn jako na náhodné veličiny, je
S(x1, . . . , xn) náhodná veličina;

(c) nahĺıž́ıme-li na data x1, . . . , xn jako na intervaly, je S(x1, . . . , xn) inter-
val (za předpokladu spojitosti S).

Zabývejme se nyńı bodem (c) a položme si otázku, jak je z algoritmického
pohledu snadné či obt́ıžné vyč́ıslit hodnoty

S = S(x1, . . . ,xn) = sup{S(x1, . . . , xn) : x1 ∈ x1, . . . , xn ∈ xn},
S = S(x1, . . . ,xn) = inf{S(x1, . . . , xn) : x1 ∈ x1, . . . , xn ∈ xn}.

Hodnotám S a S ř́ıkáme horńı hodnota statistiky S a dolńı hodnota statistiky
S.



24

7.1 Obecný př́ıpad

Prvńı výsledek je negativńıho typu.

Věta 7.1 ([2, 12]). (a) Hodnotu S nelze vyč́ıslit algoritmicky.

(b) Hodnotu S nelze vyč́ıslit algoritmicky.

Negativńı výsledek věty 7.1 je d̊usledkem toho, že jsme statistiku defi-
novali jako obecnou funkci dat. Tvrzeńı věty (a) je třeba rozumět takto:
neexistuje žádný algoritmus, který na vstup obdrž́ı formuli pro statistiku S
(řekněme: zapsanou jako elementárńı funkci) a č́ıslo ǫ > 0 a spočte racionálńı

č́ıslo S
∗
, které se od hodnoty S lǐśı nanejvýš od ǫ. (Tato opatrná formulace

je nezbytná z toho d̊uvodu, aby nevznikl problém s vyč́ıslováńım odmocnin
a daľśıch iracionálńıch č́ısel.) A analogicky je třeba rozumět tvrzeńı (b).

7.2 Konkrétńı statistiky

Negativńı výsledek věty 7.1 ovšem neznamená, že situace je nutně špatná
v př́ıpadě konkrétńıch statistik. Vezmeme-li za př́ıkladvýběrový pr̊uměr

µ̂ =
1

n

∑n

i=1
xi,

je zřejmé, že jeho horńı a dolńı hodnotu lze vyč́ıslit v polynomiálńım čase
snadno:

µ̂(x1, . . . ,xn) =
1

n

∑n

i=1
xi, µ̂(x1, . . . ,xn) =

1

n

∑n

i=1
xi.

Následuj́ıćı věty ukazuj́ı, že už pro základńı, často už́ıvané statistiky situ-
ace takto snadná neńı.

Rozptyl. Uvažme nyńı výběrový rozptyl

σ̂2 =
1

n− 1

∑n

i=1
(xi − µ̂)2 =

1

n− 1

∑n

i=1

(
xi −

1

n

∑n

j=1
xj

)2

.

Věta 7.2 ([5]). (a) Hodnotu σ̂2(x1, . . . ,xn) lze vyč́ıslit v polynomiálńım

čase.

(b) Výpočet hodnoty σ̂2(x1, . . . ,xn) je NP-těžký problém.

Tvrzeńı věty 7.2(a) plyne z toho, že výpočet dolńı hodnoty rozptylu lze
vyjádřit jako konvexńı kvadratický program

min

{
1

n− 1

∑n

i=1

(
xi −

1

n

∑n

j=1
xj

)2

: x1 ∈ x1, . . . , xn ∈ xn

}
.

Alespoň neformálně nahlédněme tvrzeńı (b), by≫ tento náhled neńı d̊uka-
zem NP-těžkosti. Nekonvexńı optimalizačńı problém

max

{
1

n− 1

∑n

i=1

(
xi −

1

n

∑n

j=1
xj

)2

: x1 ∈ x1, . . . , xn ∈ xn

}
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má tu vlastnost, že optima se nabývá v některém vrcholu krychle x1×· · ·×xn;
problém je algoritmicky obt́ıžný z toho d̊uvodu, že je třeba obecně prozkou-
mat všech 2n vrchol̊u. (Tvrzeńı věty 7.2(b) ukazuje, že nelze očekávat exis-
tenci nějaké výrazně rychleǰśı algoritmické metody, než je právě popsaná
metoda hrubé śıly.) Viz také [20].

Všimněme si, že věta 6.5 je d̊usledkem věty 7.2(b).
Výpočet rozptylu, je-li středńı hodnota známá. Je pozoruhodné

si všimnout, že situace s výpočtem horńı hodnoty výběrového rozptylu je
odlǐsná v př́ıpadě, kdy je středńı hodnota µ známá. Pak pracujeme se statis-
tikou

̂σ2
µ známé =

1

n

n∑

i=1

(xi − µ)2. (17)

Pozorováńı 7.1. Hodnotu ̂σ2
µ známé(x1, . . . ,xn) lze vyč́ıslit v polynomiálńım

čase.

Dokonce je metoda jej́ıho výpočtu velice jednoduchá: stač́ı totiž výraz
(17) vyhodnotit pomoćı intervalové aritmetiky (10), (11).

t-statistika. Uvažme t-statistiku ve tvaru

t =
√
n · |µ̂|√

σ̂2
.

Pro ni plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 7.3 ([9]). (a) Výpočet hodnoty t(x1, . . . ,xn) je NP-těžký problém.

(b) Hodnotu t(x1, . . . ,xn) lze vyč́ıslit v polynomiálńım čase.

F -statistika. Uvažme F -statistiku ve tvaru

F =

∑n/2
i=1

(
xi − 1

n/2

∑n/2
j=1 xj

)2

∑n
i=1+(n/2)

(
xi − 1

n/2

∑n
j=1+(n/2) xj

)2 .

Plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 7.4 ([9]). (a) Výpočet hodnoty F (x1, . . . ,xn) je NP-těžký problém.

(b) Výpočet hodnoty F (x1, . . . ,xn) je NP-těžký problém.

Neńı překvapuj́ıćı, že tvrzeńı vět 7.3(a), 7.4(a) a 7.4(b) lze prokázat jako
d̊usledky věty 7.2(b). Zat́ımco v př́ıpadě vět 7.4(a) a 7.4(b) je d̊ukaz snadný,
d̊ukaz věty 7.3(a) je obt́ıžný.
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[11] V. Krejnovič, G. Xiang: Fast algorithms for computing statistics under
interval uncertainty: An overview. In: V.-N. Huynh et al. (eds.): Inter-
val/probabilistic uncertainty and non-classical logics. Springer, Berlin, 2008,
19–31.
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Abstrakt: V článku definuji skórovou funkci rozdělení (s libovolným inter-
valovým nosičem), vysvětluji její vztah k verzím publikovaným v předcháze-
jících sbornících ROBUST a doporučuji její použití v (obecné) metodě mo-
mentů.

Abstrakt: A score function of distribution (with arbitrary interval support)
is introduced, its relation to versions presented on the past ROBUST schools
are explained and its use in (a general) moment method is recommended.

1 Úvod

Buď X ⊆ R otevřený interval a x = (x1, ..., xn) náhodný výběr z rozdělení F .
Předpokládáme že F je členem parametrické rodiny {Fθ, θ ∈ Θ} kde Θ ⊆ Rm,
s nosičem X a hustotami f(x; θ). Úlohu nalézt na základě x takové θ̂ ∈ Θ,
aby Fθ̂ co nejlépe aproximovala F řeší (m.j.) tradiční metody: momentová
metoda a metoda maximální věrohodnosti.
a) Buď S ”šikovná” funkce. Pro k ∈ N , k-tý moment náhodné veličiny

S(X) je hodnota

ESk(X) =
∫

X

Sk(x)f(x) dx. (1)

Odhad θ momentovou metodou spočívá v řešení rovnic

1
n

n∑

i=1

Sk(xi; θ) = ESk(θ), k = 1, ...,m, (2)

představujících konečnou aproximaci parametrického tvaru vzorce (1) na zá-
kladě pozorovaného x. Ve vzorcích se odedávna používá funkce S(x; θ) = x,
což má za následek, že pro řadu rozdělení integrály (1) nekonvergují a me-
todu nelze použít. Což je škoda, protože kromě odhadu parametrů poskytuje
názorné charakteristiky dat: výběrové momenty.
Metoda maximální věrohodnosti zavádí obecně vektorovou (Fisherovu)

skórovou funkci

U(θ) =
∂

∂θ
logL(θ) (3)

jejíž složky jsou parciální skóry pro jednotlivé parametry. Pro odhady para-
metrů máme rovnice

1
n

n∑

i=1

Uθk(xi; θ) = 0 k = 1, ...,m
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poskytující odhady v dobře známém smyslu optimální.
Překvapivě, pro rozdělení s nosičem R a hustotou tvaru f(x − µ), kde µ

je parametrem polohy, platí že

Uµ(x− µ) =
∂

∂µ
log f(x− µ) = −f ′(x− µ)

f(x− µ)
≡ S(x− µ), (4)

a to znamená, že (Fisherovu) skórovou funkci pro parametr µ můžeme najít
v tomto případě i derivováním podle proměnné.
Položíme-li na pravé straně (4) µ = 0, máme na R funkci

S(x) = −f ′(x)
f(x)

(5)

charakterizující rozdělení F , shodnou se skórovou funkcí pro nejdůležitější
parametr, kterou Hampel [13] a Jurečková [15] nazývají skórovou funkcí roz-
dělení F . Za skórovou funkci rozdělení Fθ(x) pak můžeme považovat funkci

S(x; θ) = − 1
f(x; θ)

d

dx
f(x; θ) (6)

a použít ji v (2), momenty (1) pak budou existovat, budou často vyjádřeny
jako jednoduché funkce parametrů a ES2(θ) bude Fisherova infomace roz-
dělení F (x; θ) [7]. Zobecnění (6) zahrnuje i rozdělení bez parametru polohy,
jako je F s hustotou

f(x; p, q) =
1

B(p, q)
epx

(1 + ex)p+q

a skórovou funkcí rozdělení S(x; p, q) = qex−p
ex+1 . Pro všechna unimodální roz-

dělení s nosičem R pak řešení x∗ rovnice S(x; θ) = 0 představuje jeho pěknou
centrální charakteristiku: mód.
Bohužel, funkce (5) ztrácí smysl pro rozdělení s nosičem X 6= R, stačí

uvǎžit exponenciální či rovnoměrné rozdělení. Zobecnění (5) po rozdělení s
obecným intervalovým nosičem uvádím v následující kapitole.

2 Skórová funkce spojitého rozdělení

Zobecnění (5) pro rozdělení s nosičem X = (0,∞) je

S(x) = − 1
f(x)

d

dx
[xf(x)]. (7)

Důvodem je, že pro rozdělení s hustotou f(x/τ) = 1
τ h(x/τ) je

Uτ (x; τ) =
∂

∂τ
log[
1
τ
h(x/τ)] =

1
τ2
[1− x

τ

h′(x/τ)
h(x/τ)

],
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T (x; τ) = − 1
1
τ h(x/τ)

d

dx
[x
1
τ
h(x/τ)] =

1
τ
[1− x

τ

h′(x/τ)
h(x/τ)

].

Položíme-li

S(x; τ) =
1
τ
T (x; τ), (8)

je S(x) ≡ S(x; 1) identické s (Fisherovou) skórovou funkcí pro τ = 1.
Veličinu v lomené závorce vzorce (7) jsem si vysvětlil následovně: Předsta-

víme-li si, že F je transformované rozdělení F (x) = G(log x), kde ”prototyp”
G má nosič R, je to hustota dělená Jacobianem té inverzní transfromace. Pro
libovolný interval X to zobecníme následovně:
Definice 1. Buď F s nosičem X a spojitě diferencovatelnou hustotou

f(x), buď η : X → R spojité rostoucí zobrazení a G(y) = F (η−1(y)) unimo-
dální. Položme

T (x) = − 1
f(x)

d

dx

(
1

η′(x)
f(x)

)
(9)

a označme x∗ řešení rovnice T (x) = 0. Pak

S(x) = η′(x∗)T (x) (10)

je η−skór rozdělení F .
Definice 2. Skórová funkce rozdělení F je jeho matematicky nejjedno-

dušší η−skór.
Poslední definice vypadá sice vágně, ale není. Nejjednodušší η−skór bude

výsledkem (virtuální) transfrormace, jejíž Jacobian je součástí vzorce pro
transformovanou hustotu

f(x) = g(η(x))η′(x). (11)

Pak totiž podle (9)

S(x) = −η′(x∗)
1

f(x)
d

dx
g(η(x)).

Rozdělení s nosičem R mají zpravidla skórovou funkci (6). Ale nemusí.
Rozdělení s hustotou

f(x) =
1√

(1 + x2)

esinh
−1 x

(1 + esinh
−1

x)2
(12)

je vhodné považovat za transformované pomocí η(x) = sinh−1 x, protože
η′(x) = 1√

(1+x2)
. Skórová́ funkce rozdělení je pak

S(x) =
esinh

−1 x − 1
esinh

−1 x + 1
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(prototyp rozdělení F má zřejmě hustotu g(y) = ey/(1 + ey)2).
Vzorce pro hustoty rozdělení s nosičem X = (0,∞) většinou obsahují

člen 1/x (který lze případně snadno zavést, viz exponenciální rozdělení s
hustotou f(x) = 1

xxe
−x). Na obr.1 jsou znázorněny hustoty a skórové funkce

dvou rozdělení s tímto nosičem (příslušné vzorce viz Tabulka I).
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obr. 1. Hustoty a skórové funkce rozdělení: vlevo Weibullova (τ = 5), vpravo
log-logistického (τ = 1) pro různá c (skórová funkce pro c = 4 je Kovanicova funkce
h, viz kap. 3).

Pro jiné nosiče už S tak jednoduše určit nelze, tak na X = (1,∞) jsou
nejméně dvě ”šikovné” transformace, η(x) = log(x − 1) a η(x) = log log x.
Třeba příslušné η-skóry Paretova rozdělení s hustotou f(x; c) = c/xc+1 jsou

T1(x; c) = − 1
f(x)

d

dx
[(x− 1)f(x)] = c− c+ 1

x
,

tedy x∗ = c+1
c a S1(x; c) = c(1/x∗ − 1/x), a

T2(x; c) = − 1
f(x)

d

dx
[x−c log x] = c log x− 1,

kdy x∗ = e1/c a S2(x; c) = e−1/c(c log x−1), což je (Fisherova) skórová funkce
pro c . Zde je asi nutno dát přednost omezené inferenční funkci S1(x; c).
Vzorce pro hustoty rozdělení s nosičem v podobě konečného intervalu

mohou obsahovat řadu různých Jacobianů, tak v případě X = (0, 1) kromě
η(x) = log x

1−x , η
′(x) = 1

x(1−x) kterou obsahuje vzorec pro hustotu beta roz-

dělení (Tabulka I), i třeba η(x) = − log(− log x), η′(x) = 1
x log x . Rozdělení s

nosičem X = (−π/2, π/2) je často výhodné považovat za virtuálně transfor-
mované funkcí η(x) = tanh−1(x), η′(x) = 1/ cos2 x (obr. 2).
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obr. 2. Hustoty a skórové funkce rozdělení s nosičem (−π/2, π/2).

1 f(x) = e−x/κ, 2 f(x) = ex/κ, 3 f(x) = 1
√

2π cos2 x
e−

1
2
tan2 x

4 f(x) =
√

π
2

1
(x+π/2)(π/2−x)

e
−
1
2
log2

π/2−x

x+π/2 .

3 Průvodce po džungli mých článků z minulých RO-
BUSTů

Pro účastníky škol ROBUST a čtenáře minulých sborníků prací ROBUST
připojuji pár poznámek.
V soupisu literatury na konci článku uvádím hlavně práce, které byly

otištěny ve sbornících ROBUST a Informačním Bulletinu ČSS. Tyto práce ve
všech případech předcházely rozšířeným anglickým verzím, které byly, často
se značným zpožděním, publikovány v mezinárodních časopisech.
Hledat skórovou funkci rozdělení s nosičem X = (0,∞) mě napadlo po

”rozšifrování” Kovanicovy t.zv. gnostické teorie [16] zpracování dat ”bez po-
moci statistiky”. Kovanic odhaduje ”datový parametr”, řekněme δ, jako prů-
měr hodnot jisté inferenční funkce h(x; δ), odvozené spolu s funkcí, kterou
jsem detekoval jako nenormovanou hustotu rozdělení log-logistického typu na
X = (0,∞) . Na jiné rozdělení však jeho postup odvození inferenční funkce
nelze aplikovat.
Funkce T (x), (9), libovolného rozdělení s intervalovým nosičem, odvozené

od skórové funce rozdělení s nosičem R (”prototypu”) byla zavedena v [1] pod
názvem geometrická funkce rozdělení. V [2]-[5] jí říkám core funkce (vzniklo
jako ”vnitřek score funkce”), v [6] jí říkám t-skór (z transformation-based
score). Skórovou funkci rozdělení (10) jsem představil v [4] pod názvem John-
sonova skórová funkce, později [6] jako věrohodnostní skór pro těžiště a na
přednáškách jsem jí říkal skalární skór nebo skalární skórová funkce. Všechna
tato (nepříliš smyslná) pojmenování byla vedena snahou vše vyjasnit (odlišit
novou funkci od skórových funkcí klasické a robustní statistiky) a docílila
ovšem pravého opaku. K současnému termínu, který je jistě nejvhodnější, mě
přivedla přednáška [15] prof. Jurečkové.
Definice skórové funkce rozdělení jako nejjednoduššího η−skóru je nová.

Už v [2] sice říkám, ”že obecně lze za core funkci rozdělení F považovat
ten nejjednodušší smysluplný popis rozdělení pomocí funkce obsahující člen
−f ′/f , o který si matematický tvar hustoty řekne”, ale nečta pozorně starší
ročníky ROBUSTu, byl jsem pak veden mylným úsilím o jedno-jednoznačný
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vztah mezi f a S (s cílem uspořádat pravděpodobnostní modely podle cho-
vání skórových funkcí rozdělení) tak, že jsem fixoval virtuální transformaci
inspirovanou Johnsonem [14] (odtud Johnsonův skór) jako

η(x) =





x if X = R

log(x− a) if X = (a,∞)
log (

x− a)
(b− x)

if X = (a, b).
(13)

Důležitější ovšem je, jak jsem si konečně uvědomil, aby inferenční funkce byla
co nejjednodušší, a její momenty v rovnicích (1) byly vyjádřeny jednoduchými
funkcemi parametrů. To je samozřejmě možné jen když si S a F ”padnou do
noty”.

4 Momenty

Momenty (1), kde S je skórová funkce rozdělení F , nazveme skórové mo-
menty. Oproti momentům náhodné veličiny X, skórové momenty existují.
Za obvyklého předpokladu ET 2(X) < ∞ existuje i ET k(X), důkaz viz [2],
a η′(x∗) v (10) je konstanta. Dodejme, že důležitá, představuje zobecnění
vztahu (8) pro obecná rozdělení.

ES = 0. Těžiště, t.j. řešení x∗ rovnice T (x; θ) = 0, považuji za typickou
hodnotu rozdělení F (je to ”obraz módu jeho prototypu”). ES2 je Fisherova
informace rozdělení F [3], její reciprokou hodnotu

ω2 = 1/ES2

kterou zde nazveme s-variance (v [5] a [6] ”Johnsonova disperze”), je vhodná
míra variability rozdělení [5]. To naznačují i hustoty s jednotkovou variabili-
tou ω2 = 1 na obr. 3.
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Obr. 3. Hustoty Weibullových a beta-prime (neboli beta II) rozdělení (viz Ta-
bulka 1) s ω2 = 1. Křížky na ose x jsou vyznačena těžiště.

ES3 je jistou mírou nesymetrie rozdělení (na X = (0,∞) mírou odchylky
od základního nesymetrického tvaru) a ES4 charakterizuje ”plochost” (opak
špičatosti): položíme-li γ̃2 = ES4/(ES2)2, pro rozdělení s hustotou f(x) ∼
e−x4/4 je γ̃2 = 10.9, pro normální γ̃2 = 3, pro logistické γ̃2 = 1.8 a pro
Laplaceovo γ2 = 1.
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Pro představu uvádím skórovou funkci rozdělení, těžiště a skórovou vari-
anci některých známých rozdělení v Tabulce I. Písmenem m v tabulce ozna-
čuji střední hodnotu, která, jak je patrné, pro některá rozdělení (s těžkým
koncem) existuje jen v omezeném oboru parametru. To platí i pro log-log.
(log-logistické) rozdělení, vzorec se mi do tabulky nevešel.

Tabulka I. Skórová funkce, těžiště a s-variance některých rozdělení

F f(x) S(x) m x∗ ω2

exp. 1
τ e

−x/τ 1
τ (

x
τ − 1) τ τ τ2

lognorm. c√
2πx

e−
1
2
ln2( x

τ
)c c

τ ln(
x
τ )

c τ(e
1

c2 )1/2 τ τ2/c2

Weibull c
x (

x
τ )

ce−(
x
τ
)c c

τ ((
x
τ )

c − 1) τΓ( 1c + 1) τ τ2/c2

Fréchet c
x (

τ
x )

ce−(
τ
x
)c c

τ [1−
(
τ
x

)c
] τΓ(1− 1

c ) τ τ2/c2

log-log. c
x

(x/τ)c

((x/τ)c+1)2
c
τ
(x/τ)c−1
(x/τ)c+1 τ 3τ2

c2

gamma γα

Γ(α)x
α−1e−γx γ2

α (x− x∗) α
γ

α
γ

α
γ2

beta II 1
B(p,q)

xp−1

(x+1)p+q

q2

p
x−x∗

x+1
p

q−1
p
q

p(p+q+1)
q3

Pareto c/xc+1 c2

c+1 (1− x∗

x )
c

c−1
c+1
c

c+2
c3

beta xp−1(1−x)q−1

B(p,q) (p+ q)x− p p
p+q

p
p+q

pq(p+q+1)
(p+q)4

5 Metoda skórových momentů

5.1. Estimátor daný rovnicemi (2), v nichž S značí skórovou funkci rozdělení
F , je specielní forma M−estimátoru s inferenční funkcí

Ψ(x; θ) = [S(x; θ), S2(x, θ)− ES2(θ), ..., Sm(x; θ)− ESm(θ)].

Pokud jsou S a ES2 spojitě diferencovatelné podle jednotlivých parametrů,
jsou skórové momentové odhady na základě obecných vět robustní statis-
tiky konzistentní a asymptoticky normální s kovarianční maticí odvozenou
v [9]. Skórové momenty jsou často jednoduché funkce parametrů a momen-
tové rovnice jsou zejména v případě více parametrů mnohem jednodušší než
rovnice (3). Odhady nejsou eficientní, ale zato při omezené S robustní pro
všechny parametry. Řadu příkladů obsahují práce [1] (zde jim říkám ”geome-
trické momenty”), [3] (”core momenty”), [6] (”zobecněné momenty”) a [12],
ve vzorcích zde vystupuje T místo S, což je ale vzhledem k (10) jedno.

5.2. x∗ rozdělení s jedním parametrem (někdy i se dvěma) lze často jed-
noduše vyjádřit jako x∗(θ). První z rovnic (2) pak má tvar

n∑

i=1

S(xi;x∗) = 0

a její řešení x̂∗, výběrovou typickou hodnotu, lze nazvat skórovým průměrem.
Tak pro rozdělení s nosičem R, hustotou g(x) = γα

Γ(α)e
αxe−γex a skórovou
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funkcí rozdělení S(x) = γex − α je x∗ = log(α/γ) a skórový průměr je

x̂∗ = log

(
1
n

n∑

i=1

exi

)
.

Podle [3], skórový průměr normálního, gamma a beta rozdělení je aritmetický
průměr, lognormálního geometrický průměr, Paretova a Fréchetova harmo-
nický průměr a Weibullova (pro pevné c) x̂∗ = ( 1n

∑
xc
i )
1/c. Rozdělení všech

skórových průměrů je asymptoticky normální s asymptotickým rozptylem [11]
σ2as = ES2/[ ∂

∂x∗
S(x;x∗)]2. Obecnou metodou je ovšem odhadnout θ a položit

x̂∗ = x∗(θ̂n). Podobně lze najít výběrovou s-varianci jako ω̂2 = ω2(θ̂n), jinou
možností je spočíst

ω̂2 =
n

∑n
i=1 S

2(xi; θ̂n)
. (14)

5.3. Rozdělení s neomezenou sórovou funkcí rozdělení je možno použít i v
případě kontaminovaných dat, ošetříme-li ji metodami, které nabízí robustní
statistika. Protože je S jediná funkce i v případě vektorového parametru, je
situace principiálně jednoduchá.
Uvažujme Weibullovo rozdělení s hustotou fW (Tabulka I) s neomezenou

skórovou funkci rozdělení pro x → ∞. Zvolme za inferenční funkci ”useknutý
t-skór”

Ψ(x; τ, c) =
{
(x/τ)c − 1 když x ≤ v

q když x > v
(15)

kde r = (v/τ)c − 1. θ = (τ, c) odhadneme z rovnic
n∑

i=1

ψ(xi; θ) = 0
1
n

n∑

i=1

ψ2(xi; θ) = Eψ2(θ)

kde ψ = Ψ− EΨ. Položíme-li

v = τ0 + rω0 = τ0(1 + r/c0)

kde r je ”ladící” konstanta a τ0, ω0 jsou nějaké počáteční odhady, např.
medián a MADN(x) (to ale bohužel není u rozdělení na polopřímce vždycky
vhodná volba), lze odvodit rovnice

τ c =
1
n

∑n
i=1 x̃

c
i

1− e−w

τ2c =
1
n

∑n
i=1 x̃

2c
i

2[1− (w + 1)e−w]

kde w = (1 + r/c0)c0 a c0 = τ0/ω0.
Při simulacích jsem generoval kontaminované Weibullovo rozdělení jako

fc(x∗, ω) = (1− ǫ)fW (x∗, ω) + ǫfW (x∗ + k, ω) (16)
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kde ǫ = 0.1. Průměrné hodnoty a standardní odchylky těchto ”huberizova-
ných” odhadů s rostoucím k a pro několik hodnot ”ladící” konstanty r jsou
znázorněny na obr. 4. Zatímco maximálně věrohodné ML a jejich standardní
odchylky (nevyznačeno) rostou lineárně s rostoucím k, ”huberizované” od-
hady se ”zastaví” na určité hladině, která ale neodpovídá hodnotě těžiště a
odmocnině z s-variance nekontaminovaného souboru.
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obr. 4. Závislost maximálně věrohodných a ”huberizovaných” (s různou
hodnotou ”ladící” konstanty) odhadů x∗ a ωWeibullova rozdělení na rostoucí
kontaminaci.

6 Charakteristiky dat

Obecně lze samozřejmě vyjádřit výběrovou typickou hodnotu a výběrovou
s-varianci pomocí odhadnutého θn, t.j. x̂∗ = x∗(θ̂n) a ω̂2 = ω2(θ̂n) (jinou
možností je spočíst ω̂2 podle (14). Tak je možné převést odhady parametrů
různým způsobem parametrizovaných rozdělení na společný jmenovatel.

7 Závěr

Domnívám se, že takto oživená momentová metoda by mohla fungovat v
situacích, kdy máme dobrou představu o modelu odlišném od normálního a
očekáváme, že data budou značně kontaminovaná.
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TESTOVÁNÍ NORMALITY ZE ZAOKROUHLENÝCH
DAT

Michal Friesl

Klíčová slova: Test dobré shody, normální rozdělení, seskupená data.

Abstrakt: Stojíme před úkolem provést test dobré shody s normálním
rozdělením na základě pozorování seskupených do intervalů — pozorována
jsou např. zaokrouhlená data, v našem případě celočíselná. Rozdělení může
mít malý rozptyl (směrodatnou odchylku srovnatelnou s šíří intervalů), rozsah
výběru může být malý a pozorování cenzorovaná. Pomocí simulací zvážíme
použití variant Kolmogorovova-Smirnovova testu a chí-kvadrát testu dobré
shody a navrhneme randomizovanou variantu.

Abstract: We face a task to test the goodness of fit with the normal distri-
bution based on observations grouped into intervals — we observe rounded
data, in our case integer. Distribution may have a small dispersion (standard
deviation comparable to the width of intervals), the sample size may be
small and data censored. Using simulations, we consider appropriateness of
variants of Kolmogorov-Smirnov test and the chi-square test of goodness of
fit and propose a randomized variant.

1. Úvod

Uvažujme náhodný výběr X1, . . . , Xn ze spojitého rozdělení s distribuční
funkcí F , pozorujeme však jen data seskupená do intervalů. Konkrétně po-
zorujeme zaokrouhlené hodnoty Xd

1 , . . . , X
d
n, pracujeme tedy s náhodným

výběrem z diskretizovaného rozdělení F d. Zaokrouhlením míníme v našem
případě zaokrouhlení na celá čísla, výsledky pro jiný než jednotkový krok
diskretizace by se dostaly přenásobením příslušnou konstantou.
Budeme se zabývat testováním dobré shody s normálním rozdělením ze

zaokrouhlených a případně i cenzorovaných dat. Chceme testovat hypotézu

H0 : F = N(µ0, σ
2
0), resp. H ′

0 : F ∈ {N(µ, σ2), µ ∈ R, σ > 0},
a to s ohledem na situace, kdy šířka intervalů není zanedbatelná vzhledem
k rozptylu a zároveň kdy rozsah výběru n může být malý. Uveďme dva
konkrétní příklady takových dat z prostředí Západočeské univerzity.

Příklad 1. Data ze studentského hodnocení kvality výuky. Studenti u kaž-
dého předmětu posuzují tři až pět otázek, a to tak, že vyjadřují míru souhlasu
s předloženými tvrzením, kterými jsou např. přednáška byla srozumitelná či
cvičení bylo vedeno dobře. Zaznamenané hodnoty jsou z množiny {0, . . . , 5},
kde 0 značí naprostý nesouhlas a 5 naprostý souhlas. Úkolem je u každého
předmětu zjistit, zda rozložení číslených odpovědí u jednotlivých tvrzení
je normální. Pozorovanou hodnotu chápeme jako zaokrouhlenou hodnotu
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skutečné míry souhlasu studenta (zaokrouhluje se na celá čísla). V přípa-
dech, kdy student chce souhlasit více než naprosto (nebo silněji než naprosto
nesouhlasí) dostáváme jen hodnotu cenzorovanou — pětkou zprava (nebo 0
zleva). Vezměme data z ankety za zimní semestr 2011/2012 dostupná z [3] a
omezme se jen na 2361 tvrzení, kde odpovědělo aspoň 15 studentů, viz obr. 1.
Počet respondentů byl v průměru 41, u poloviny tvrzení byl menší než 27,

Obrázek 1. Rozdělení počtů respondentů a směrodatných
odchylek hodnocení u otázek jednotlivých předmětů. V ma-
lém obrázku kumulované relativní četnosti.

průměrné hodnocení 4,05. Směrodatná odchylka odpovědí u jednoho tvrzení
vychází v průměru 0,95, u 50% tvrzení vyšla menší než 0,85.

Příklad 2. Data ze vstupního testu znalostí studentů 1. ročníku z matema-
tiky. Jde o test, který je pořádán od roku 2006/2007. Student formou výběru
ze 4 až 5 odpovědí řeší 10 jednoduchých příkladů ze středoškolské matematiky.
Výsledkem je počet správně zodpovězených otázek, tedy celé číslo mezi 0 a 10
(které považujeme za aproximaci spojité míry znalostí studenta). U výsledků
z roku 2011/2012 (základní údaje viz [5]) pozorujeme v závislosti na fakultě
či oboru směrodatné odchylky kolem 1,9, průměr je kolem 4 až 6 bodů.

Při úvahách o možnostech testování normality se omezíme jen na dva
typy testů: chí-kvadrát test dobré shody a Kolmogorovův-Smirnovův test.
V části 2 nejprve připomeneme některá fakta o diskretizovaném rozdělení
a odhadech parametrů. V části 3 se budeme věnovat necenzorovaným pozo-
rováním, pomocí simulací vyšetříme použitelnost testů a navrhneme rando-
mizovanou variantu Kolmogorovova-Smirnovova testu. V části 4 pak uvážíme
i cenzorovaná data a uvedeme souhrnné výsledky u výše zmíněných příkladů.

2. Diskretizované normální rozdělení

Uvažme rozdělení veličiny Xd, která vznikne celočíselným zaokrouhlením
hodnot veličiny s normálním rozdělením N(µ, σ2). Tvar diskretizovaného roz-
dělení Xd závisí nejen na parametru σ, ale i na střední hodnotě µ (hlavně
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Obrázek 2. Vychýlení odhadů σ (relativně k σ) v závislosti
na σ při n = 20 a n = 100.

při menších σ). Se zaokrouhlením se změní i momenty, tj. střední hodnota a
směrodatná odchylka veličinyXd již nejsou rovny parametrům µ a σ. Zatímco
u střední hodnoty je odchylka od µ relativně malá, u směrodatné odchylky
může být rozdíl oproti σ větší. Při větších σ se odchylky zmenšují.
Při testování shody budeme potřebovat odhadnout parametry µ, σ z dis-

kretizovaných dat. Výběrové momenty z původních spojitých dat jsou nedo-
stupné a výběrové momenty získané ze zaokrouhlených dat konvergují k mo-
mentům diskretizovaného rozdělení, budou tedy i limitně různé od hledaných
parametrů. Asymptoticky nestranné odhady získáme některým z obecných
přístupů, ať už metodu maximální věrohodnosti (s použitím věrohodností
funkce diskretizované veličiny), či metodou minimálního chí-kvadrát, resp.
modifikovanou metodou minimálního chí-kvadrát. Při těchto přístupech jsou
odhady řešením soustavy rovnic a prakticky je lze najít pouze numericky.
Můžeme se také uchýlit k některému jednoduchému přístupu, např. od-

hadnout parametry µ, σ jako odhad parametrů regresní přímky proložené
metodou nejmenších čtverců body kvantilového grafu. V případě, že by data
nebyla cenzorovaná, nabízí se také jednoduše vyjít z výběrových momentů
z diskrétních dat a v případě výběrové směrodatné odchylky ji „opravitÿ. Tím
myslíme nikoli odečíst 1/12 diskretizačního kroku jako je tomu u Sheppardovy
korekce odhadu rozptylu pořízeného z diskretizovaných dat, ale zvolit za
odhad takové σ, při kterém je teoretická směrodatná odchylka veličiny Xd

rovna pozorované. Obr. 2 ilustruje střední hodnoty odchylky diskutovaných
odhadů od skutečného σ v závislosti na σ ∈ 〈0,4; 5〉. Při každé hodnotě σ
bylo pro µ = 0, 0,25, 0,5 simulováno 2000krát a střední hodnota odchylek
odhadnuta výběrovým průměrem. Vynesena jsou pro každé σ nejmenší a
největší výchylení. Analogickým způsobem vznikly i další grafy v textu.

3. Testování z necenzorovaných dat

Tradičním testem pro seskupená data je Pearsonův chí-kvadrát test dobré
shody. U rozdělení s malým rozptylem však při dané šířce třídy narazíme
na problém s malým počtem tříd. K testu hypotézy H ′

0, kdy odhadujeme
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2 parametry rozdělení, potřebujeme pozorování aspoň ve 4 třídách. Toto
ale např. při 20 (resp. 100) pozorováních z N(µ, σ2) se σ = 0,6 nebude
v závislosti na µ splněno s pravděpodobností 20–80% (resp. až 30%), při
σ = 0,8 ve 20–30% případů. Pokud se pozorovaná data nacházejí nejvýše
ve dvou sousedních třídách, zřejmě mohou přesně odpovídat normálnímu
rozdělení s nějakým malým rozptylem a vhodnou střední hodnotou. V tomto
případě proto hypotézu H ′

0 nezamítneme. Stejně postupujeme, když počet
tříd je 3 a počet stupňů volnosti vychází 0.
K tomu přistupuje problém, že test pracuje s asymptotickou hladinou

významnosti při n → ∞. Při malém rozsahu výběru tak používaná kritéria,
deklarující přijatelnost asymptotiky prostřednictvím dostatečných očekáva-
ných četností, zůstanou často i po sdružení tříd nenaplněna. Skutečná hladina
významnosti tak může být odlišná (křivka CH v obr. 3).
Kolmogorovův-Smirnovův test pro spojitá rozdělení vychází ze vzdálenosti

mezi teoretickou distribuční funkcí F0 (za platnosti nulové hypotézy) a em-
pirickou distribuční funkcí Fn, a pracuje s testovou statistikou

KS = sup
−∞<x<∞

∣∣F0(x)− Fn(x)
∣∣ = max

1≦i≦n

∣∣F0(X(i))− Fn(X(i)±)
∣∣,

kde X(i) jsou pořádkové statistiky. Jiným způsobem poměřují odlišnost mezi
Fn a F0 test Cramérův-von Misesův, Andersenův-Darlingův a další, my se
ale omezíme na test Kolmogorovův-Smirnovův. V základní variantě při testu
jednoduché hypotézy H0 rozdělení statistiky KS za platnosti H0 nezávisí
na F0, z limitního rozdělení procesu

√
n(Fn − F0) vyplyne kritická hodnota

pro velké rozsahy výběru a i v případě menších rozsahů výběru jsou kritické
hodnoty tabelovány. Při testu složené hypotézy H ′

0 se v předpisu pro KS
místo neznámého konkrétního tvaru F0 použije distribuční funkce rozdělení
s parametry rovnými odhadům. Tím se změní rozdělení KS, ale např. když
šlo o parametry měřítka či polohy a když se použijí odhady invariantní ke
změně měřítka či polohy, kritické hodnoty sice budou pro různé typy rozdělení
a různé odhady různé, ale nezávislé na parametrech rozdělení (detailněji viz
[1]). To umožňuje testovat složenou hypotézu, pro obvyklá rozdělení jsou
kritické hodnoty tohoto Lillieforsova testu tabelovány.
V případě zaokrouhlených dat empirickou distribuční funkci Fn původ-

ního spojitého rozdělení neznáme, můžeme ale počítat s empirickou distribu-
ční funkcí F d

n určenou z pozorovaných diskrétních hodnot. Kolmogorovova-
Smirnovova statistika KSd sestavená za pomoci této distribuční funkce však
může vykazovat odlišné chování než statistika KS ze spojitého případu.
Zapíšeme-li

(1) KSd = F d
n − F0 = (F d

n − Fn) + (Fn − F ) = Dn + En,

kde |Dn| se řídí binomickým rozdělením

|Dn(x)| = |F d
n(x)− F (x)| ∼ 1

n
Bi(n, p(x)), p(x) = |F d(x)− F (x)|,
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Obrázek 3. Skutečné hladiny významnosti testů H ′
0 jako

funkce σ při nominální hladině 5% a při n = 20 a n = 100.

a En odpovídá rozdílu ze spojitého případu. Asymptoticky při n → ∞ pak
při pevné šířce diskretizace rozhodne Dn; pokud by se diskretizace s rostou-
cím n zjemňovala tak, že šířky intervalů by byly řádově menší než n−1/2,
limitní rozdělení by odpovídalo případu spojitému; limitní rozdělení při šířce
řádově stejné jako n−1/2 je odvozeno v [4]. Alternativou k tomuto postupu
je neporovnávat hodnoty distribuční funkce F0 v bodech pozorování s Fn,
která tam má skok 1/n, ale s průměrem limity Fn zleva a zprava v daném
bodě. Dosáhneme tak sice snížení příslušné statistiky, ale limitně rozdělení ze
spojitého případu odpovídat nebude.
Další možností je Kolmogorovův-Smirnovův test pro diskrétní rozdělení

(v grafech značeno KSD), který využívá toho, že ve skutečnosti známe pří-
růstky Fn přes intervaly, jejichž krajní body dj definovaly zaokrouhlené hod-
noty. Tato diskrétní verze Kolmogorovova-Smirnovova testu pak porovnává
Fn a F0 v krajních bodech intervalů, tj. kumulované relativní četnosti a
pravděpodobnosti tříd. V našem případě zaokrouhlování na celá čísla tedy

KSD = sup
j

∣∣Fn(d(j))− F0(d(j))
∣∣ = max

i

∣∣∣Fn

(
X(i) ±

1

2

)
− F0

(
X(i) ±

1

2

)∣∣∣.

Oproti verzi pro spojitá rozdělení probíhá porovnání empirické a teoretické
distribuční funkce v méně bodech, proto kritické hodnoty testu budou nutně
jiné. Na rozdíl od spojitého případu se budou bohužel lišit pro různá rozdělení
F0 (a jeho parametry) a pro každé dělení. Určením kritické hodnoty či síly
tohoto testu se věnuje např. [2]. Aplikovat tento přístup pro test složené
hypotézy H ′

0 by znamenalo dosadit do (1) místo neznámých parametrů jejich
odhady a např. naivně použít kritickou hodnotu odpovídající testu jednodu-
ché hypotézy s hypotetickou hodnotou parametru rovnou hodnotě odhadnuté
z dat. Takto ale nelze očekávat dodržení stanovené hladiny významnosti.
Jako alternativu navrhujeme randomizovaný test (v grafu KSR), který

hypotézu H0 bude při daných pozorováních zamítat s pravděpodobností

(2) P
(
KS(X1, . . . , Xn) > KSkrit |Xd

1 , . . . , X
d
n

)
,

kde pravděpodobnost se myslí za platnosti H0 a KSkrit je tradiční kritická
hodnota Kolmogorova-Smirnovova testu pro spojitá rozdělení při zvolené
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Obrázek 4. Síla testů hypotézy H ′
0 na hladině význam-

nosti 5% proti alternativám Laplaceovo (nahoře) a useknuté
normální (dole) jako funkce parametru σ, tečkovaně KS ze
spojitých dat. Při n = 20 (vlevo) a n = 100 (vpravo).

hladině významnosti. Jak by se (podmíněná) pravděpodobnost (2) spočetla,
není potřeba zkoumat, protože při praktické realizaci testu pouze potře-
bujeme s pravděpodobností (2) na základě daných pozorování vygenerovat
rozhodnutí o zamítnutí nebo nezamítnutí hypotézy H0. Jelikož známe počty
pozorování v jednotlivých intervalech, můžeme v každém dle rozdělení F0

dogenerovat příslušný počet konkrétních hodnot a na dogenerovaná pozo-
rování (která za H0 tvoří náhodný výběr z F0) aplikovat statistiku KS ze
spojitého případu. Tudíž tento test přesně dosáhne předem zvolené hladiny
významnosti.
V případě složené hypotézy H ′

0 už situace není takto příznivá. Místo para-
metrů v předpisu KS můžeme použít odpovídající odhady a na místě kritické
hodnoty v (2) Lillieforsovu kritickou hodnotu, avšak neumíme výše uvedeným
postupem bez znalosti skutečných hodnot parametrů dogenerovat náhodný
výběr z F0. Přesto, nabízí se příslušný počet hodnot v každém intervalu
rozprostřít do tohoto intervalu nikoli podle rozdělení F0, které neznáme, ale
podle rozdělení, kde místo skutečných hodnot parametrů použijeme jejich
odhady spočtené některou metodou z pozorovaných hodnot diskretizovaného
rozdělení. Zde můžeme jen doufat, že skutečná hladina významnosti bude
blízká nominální.
Obrázek 3 zachycuje chování testů za platnosti nulové hypotézy na základě

5000 simulací, ve všech případech se parametry odhadovaly modifikovanou
metodou minimálního chí-kvadrát. Zkoumali jsme sílu proti některým alter-
nativám. Na obr. 4 vidíme sílu testů normality (2000 simulací), když data
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Obrázek 5. Skutečné hladiny významnosti testů z cenzo-
rovaných dat (nominální 5%) při n = 20 a n = 100.

pocházejí ve skutečnosti z Laplaceova rozdělení s EX = µ a E |X − µ| = σ
a useknutého normálního max(µ,N(µ, σ2)). Analogické rozdíly mezi testy lze
pozorovat, když pocházejí např. ze směsi normálních rozdělení či z t-rozdělení.
Zkonstruovat nerandomizovanou verzi testu KSR můžeme např. tak, že

zamítneme H0 při daných pozorováních, když E(KS | Xd
1 , . . . , X

d
n) > Ekrit.

Podmíněnou střední hodnotu na levé straně, stejně jako kritickou hodnotu
Ekrit pro ni, by bylo potřeba odhadnout např. simulacemi. Podobně bychom
mohli zamítnout H0, když podmíněný kvantil statistiky KS při daných po-
zorováních překročí kritickou hodnotu rozdělení tohoto kvantilu.

4. Cenzorovaná data

V příkladech uvedených v úvodu byla pozorována zaokrouhlená data s tím,
že v krajních třídách byla zahrnuta i pozorování se skutečnými hodnotami
většími (v pravé krajní třídě) i menšími (v levé třídě). Tj. pozorování jsou
cenzorována zprava (levým krajním bodem nejvyšší třídy) a zleva (pravým
krajním bodem nejnižší třídy) a cenzorující veličiny jsou nenáhodné. V pří-
padě chí-kvadrát testu žádný podstatný problém navíc nevzniká, cenzorovaná
data přispívají do krajních tříd a při testu složené hypotézy je jen nutno
příslušně upravit odhady parametrů.
U Kolmogorovova-Smirnovova testu a jeho variant můžeme postupovat

tak, že porovnáme empirickou a teoretickou distribuční funkci jen v části
definičního oboru — bez krajů určených cenzorujícími veličinami. Je třeba
vzít ale v úvahu, že už v případě Kolmogorovova-Smirnovova testu bude
kritická hodnota záviset na cenzorujících veličinách, pro každou cenzoru-
jící hodnotu by tedy bylo třeba vytvořit tabulky (nebo kritickou hodnotu
určit simulačně). U nastíněných variant pak přistupuje ještě závislost na
parametrech skutečného rozdělení. Na ukázku v obr. 5 uvádíme skutečně
dosažené hladiny významnosti (zjištěné z 2000 simulací) pro model ankety,
kdy pracujeme se zaokrouhlenými pozorováními náhodného výběru z N(µ, σ2)
cenzorovaného zleva 0 zprava 5. Použita byla µ = 3,5, 3,75, . . . , 4,5
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Nakonec porovnejme výsledky testování na skutečných datech. Testování
probíhalo na hladině významnosti 5% a použit byl chí-kvadrát test a ran-
domizovaný Kolmogorovův-Smirnovův test, vždy jednou s odhadem očeká-
vaných četností resp. parametrů rozdělení na základě odhadu maximální
věrohodnosti a jednou dle modifikované metody minimálního chí-kvadrát.
Na datech z příkladu 1 byla testována normalita u 241 otázek o předmětech

jedné fakulty. Chí-kvadarát test zamítl normalitu v 45 případech (19%),
randomizovaný test ve 21, resp. 7 případech. Neshoda mezi závěry některých
testů nastala u 40 otázek, z čehož ve 20 případech bylo rozhodnutí těsné,
resp. ve 21 se odlišoval výsledek jednoho z testů (z provedené čtveřice).
V příkladu 2 při testu normality po fakultách vedly všechny testy vždy

ke stejnému rozhodnutí. Tímto rozhodnutím bylo v případě fakult s větším
počtem účastníků (170–650) zamítnutí normality, u fakult s menším počtem
(20–60) se normalita nezamítla. Dále byl proveden test normality u 24 stu-
dijních programů, k zamítnutí normality došlo u 6 až 8 oborů, v závislosti na
použitém testu. Neshoda mezi testy se projevila u 7 oborů, z nich u 3 bylo
rozhodnutí těsné a u dalších 2 vyšel odlišně 1 test.

5. Závěr

Pro pozorování s danými specifickými vlastnostmi není chí-kvadrát test dobré
shody při tak malém rozsahu výběru vhodný a i při větším rozsahu může mít
v případě menších σ vyšší než stanovenou pravděpodobnost chyby prvního
druhu. S tím je třeba počítat při pohledu na jeho někdy zdánlivě vyšší
sílu. U navržené randomizované varianty Kolmogorovova-Smirnovova testu
skutečná hladina významnosti odpovídá stanovené řekněme už od σ = 0,6,
jeho síla se přiblíží síle testu ze spojitých pozorování až při větším rozptylu.
V případě necenzorovaných dat lze jako odhad směrodatné odchylky použít
výpočetně jednoduchou metodu „opravyÿ výběrové směrodatné odchylky
pořízené z diskretizovaných pozorování.
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REGIONÁLNÍ ANALÝZA SRÁŽKOVÝCH EXTRÉMŮ

V SIMULACÍCH REGIONÁLNÍCH KLIMATICKÝCH

MODELŮ

Martin Hanel (1,2), T. Adri Buishand (3)

Abstrakt: Článek informuje o metodice a výsledcích analýzy srážkových ex-
trémů a jejich změn v simulacích regionálních klimatických modelů. Stručně
je popsán statistický model vycházející z klasické regionální frekvenční ana-
lýzy, který je upraven za účelem využití v nestacionárních podmínkách. Tento
model byl aplikován při analýze simulovaných srážkových extrémů pro Nizo-
zemí, povodí Rýna a Českou republiku. Hlavním cílem představených ana-
lýz bylo zejména posouzení schopnosti regionálních klimatických modelů si-
mulovat srážkové extrémy a vyhodnocení změn těchto extrémů v možném
budoucím klimatu. Denní srážkové extrémy jsou v simulacích regionálních
klimatických modelů relativně dobře reprezentovány, naopak charakteristiky
hodinových srážkových extrémů v simulacích se výrazně liší od charakteristik
odvozených z pozorovaných dat. Regionální klimatické modely projektují pro
druhou polovinu jedenadvacátého století obecně spíše zvyšování srážkových
extrémů, nicméně v případě vícedenních srážkových extrémů může docházet
ke stagnaci nebo poklesu, zejména v zimním období. Výsledky pro jednotlivé
simulace se nicméně poměrně značně liší.

Klíčová slova: srážkové extrémy; regionání frekvenční analýza; změna klimatu

Abstract: The present paper brings information on development and ap-
plication of non-stationary index-flood model for precipitation extremes in
regional climate model simulations. The model has been applied for the as-
sessment of precipitaion extremes in Netherlands, Rhine basin and the Czech
Republic. The objective of these analyses was to evaluate the skill of the
climate models in simulating precipitation extremes and assessment of chan-
ges of these extremes. It turned out that daily precipitation extremes are
reasonably well reproduced by in the climate model simulations, however ex-
tremes for shorter (hour) and longer (10 days and more) durations deviate
from the observed precipitation extremes. Regional climate model indicate
increase of daily and subdaily precipitation extremes, for multi-day precipi-
tation extremes, however, the increase is weak, some models even indicate
a decrease.

Keywords: precipitation extremes; regional frequency analysis; climate change

1. Úvod

Srážky jsou klíčovým faktorem ovlivňujícím výskyt extrémních hydrologic-
kých jevů. Studiu jejich změn v podmínkách klimatické změny se proto v po-
sledních letech věnuje značná pozornost. Dle simulací klimatických modelů
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leží Česká republika v oblasti vykazující jen minimální změny průměrných
ročních srážkových úhrnů. Nicméně s velkou pravděpodobností se dají oče-
kávat změny sezónního rozložení srážek (viz např. [14]), jenž může do značné
míry ovlivnit hydrologickou bilanci i při stagnaci ročních průměrných srážek.
Pro extrémní hydrologické jevy, zejména povodně, jsou však spíše než změny
průměrných srážkových úhrnů podstatnější změny srážkových extrémů. Tyto
změny mohou být často značně odlišné od změn průměrných úhrnů [3, 1].

Detekovat systematické změny v rozdělení srážkových extrémů pro jednu
stanici (výpočetní bod klimatického modelu) je velmi obtížné, zejména kvůli
značné přirozené variabilitě klimatického systému. Navíc extrémy jsou ze své
podstaty jevy nevyskytující se často, tj. pro odhady charakteristik srážkových
extrémů je k dispozici pouze omezený počet pozorování, což vede k značné
nejistotě odhadů. Tyto nejistoty je možno snížit použitím metod regionální
analýzy, jež předpokládá, že nejvíce nejisté parametry rozdělení extrémních
hodnot jsou v definovaných homogenních oblastech konstantní (viz např.
[10]).

V předkládaném příspěvku prezentujeme výsledky analýzy extrémních srá-
žek a jejich změn dle simulací regionálních klimatických modelů provedených
v rámci evropského projektu ENSEMBLES [9]. Cílem této analýzy byla jed-
nak validace srážkových extrémů v klimatických modelech pro kontrolní ob-
dobí (1961-1990), jednak vyhodnocení změn kvantilů extrémních srážek (do
50ti leté srážky) mezi kontrolním a scénářovým obdobím (2070-2099). Za úče-
lem této analýzy byl vyvinut statistický model umožňující regionální analýzu
srážkových extrémů v případě nestacionárních dat [8]. Statistický model je
stručně popsán v následující kapitole. Dále předkládáme přehled prezentova-
ných případových studií spolu s použitými daty. Následuje přehled výsledků
tří případových studií demonstrující využití statistického modelu a shrnující
hlavní poznatky o reprezentaci srážkových extrémů v simulacích regionálních
klimatických modelů a jejich změnách v možném budoucím klimatu.

2. Statistický model

K analýze srážkových extrémů je využit nestacionární regionální model [8].
Předpokladem modelu je, že srážkové extrémy v každém výpočetním bodě re-
gionálního klimatického modelu předem definované oblasti mohou být normo-
vány tak, že rozdělení těchto normovaných srážkových extrémů je v dané ob-
lasti stejné. Normovací faktor, který je určen pro jednotlivé regionální klima-
tické modely (RCM) výpočetní body, je zpravidla označován „index-flood“ ,
stejně jako tato metoda[10]. Pro srážkové extrémy v případě pozorovaných
srážek i srážek simulovaných regionálním klimatickým modelem je často uva-
žováno GEV rozdělení [12, 11, 2, 4], které má tři parametry (ξ - parametr
polohy, α - parametr měřítka, κ - parametr tvaru) a kombinuje tři limitní
rozdělení extrémů (Gumbelovo, Fréchetovo a obrácené Weibullovo). Použité
předpoklady implikují, že parametr κ a koeficient γ = α/ξ jsou v uvažované
oblasti konstantní.
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Obrázek 1. Lokalizace jednotlivých případových studií -
Česká republika (zeleně), povodí Rýna (modře) a Nizozemí
(oranžová). Výpočetní síť společná pro většinu regionálních
klimatických modelů z projektu ENSEMBLES je zobrazena
šedou barvou v pozadí.

Jako normovací faktor bývá často použit průměr nebo medián rozdělení
extrémů na jednotlivém výpočetním bodě/stanici, nicméně v případě nesta-
cionárního modelu je výhodné normovat rozdělení extrémů pomocí GEV pa-
rametru ξ. Nestacionární regionální model je pak definován tak, že parametry
γ a κ jsou v ploše konstantní, ale mění se v čase (s trendem společným pro
celou oblast) a parametr ξ je různý pro jednotlivé výpočetní body, ale v čase
se mění s trendem společným pro celou oblast. Všechny parametry jsou pak
vztaženy k ukazateli času, např. roku, teplotě (rostoucí v důsledku globální
změny klimatu), atp. Parametry jsou odhadnuty metodou maximální věro-
hodnosti a umožňují odvození odhadů libovolných kvantilů rozdělení extrém-
ních srážek a jejich změn. K posouzení nejistot odhadu parametrů je využit
bootstrap. Další podrobnosti, testování modelu apod. viz [8].

Zpravidla není možné najít oblasti, které by byly homogenní pro všechny
RCM simulace, roční období a časové agregace srážkových extrémů. Volba
homogenních oblastí je tedy vždy do jisté míry subjektivní a homogenita ob-
lastí může být v jednotlivých případech porušena. Nicméně je známo, že poru-
šení předpokladů homogenity oblastí nevede k zásadním chybám v odhadech
kvantilů srážkových extrémů ani v případě odhadů jejich změn. V aplikacích
zmiňovaných v tomto příspěvku byly homogenní oblasti definovány zpravidla
na základě map parametru γ a změn parametrů γ a ξ pro jednotlivé simulace,
roční období, případně časové agregace.

3. Vybrané studie

V této kapitole předkládáme výsledky tří případových studií (viz Obrázek 1):
validace hodinových a denních ročních srážkových extrémů pro Nizozemí [5],
vyhodnocení změn 1denních letních a 5denních zimních srážkových extrémů
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Tabulka 1. Přehled simulací regionálních klimatických
modelů použitých v jednotlivých studiích.

akronym model Nizozemí povodí Rýna Česká republika
řídící model ECHAM5

RACMO_EH5 RACMO2.1 × × ×
REMO_EH5 REMO5.7 × × ×
RCA_EH5 RCA3.0 × × ×
RegCM_EH5 RegCM3 × ×
HIR_EH5 HIRHAM5 × ×

řídící model HadCM3Q0, HadCM3Q3, HadCM3Q16

HadRM_Q0 HadRM3.0 × × ×
CLM_Q0 CLM2.4.6 × ×
HadRM_Q3 HadRM3.0 × ×
RCA_Q3 RCA3.0 × × ×
HadRM_Q16 HadRM3.0 × ×
RCA_Q16 RCA3.0 × × ×

řídící model ARPEGE4.5

HIR_ARP HIRHAM5 × × ×
CNRM_ARP CNRM-RM4.5 ×
CNRM5_ARP CNRM-RM5.1 ×

řídící model BCM2.0

HIR_BCM HIRHAM2 ×

RCA_BCM RCA3.0 × ×
řídící model CGCM3.1

CRCM_CCC CRCM4.2.1 ×
řízeno reanalýzou ERA-40

RACMO_E40 RACMO2.1 ×

REMO_E40 REMO5.7 ×

HadRM_E40 HadRM3.0 ×
HIR_E40 HIRHAM5 ×

RCA_E40 RCA3.0 ×

pro povodí Rýna [6] a odhad změn sezónních srážkových extrémů pro různé
časové agregace pro Českou republiku [7].

Pro všechny případové studie byly využity simulace regionálních klima-
tických modelů z projektu ENSEMBLES (viz Tab. 1). Regionální klimatické
modely byly řízeny různými simulacemi globálních klimatických modelů dle
emisního scénáře SRES A1B (v rámci rodiny SRES scénářů jde o scénář před-
pokládající zhruba průměrné zvyšování emisí skleníkových plynů), případně
reanalýzou pozorovaného klimatu ERA-40. Většina simulací byla provedena
na stejné výpočetní síti a všechny simulace mají rozlišení 25 km × 25 km.

Pro všechny uvedené simulace byly k dispozici denní řady srážek pro ob-
dobí 1961-2099 (většina simulací začíná již 1950). Pro simulace použité k va-
lidaci hodinových srážkových extrémů jsou dostupná i denní maxima hodino-
vých srážek. Pro jednotlivé simulace regionálních klimatických modelů byla
extrahována maxima pro relevantní výpočetní body: pro validaci simulací
pro Nizozemí roční hodinová a denní, pro povodí Rýna 1denní letní a 5denní
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Obrázek 2. Odhady parametrů GEV modelu pro hodinová
(a-c) a denní (d-f) roční srážková maxima v Nizozemí pro
kontrolní období. Prázdné boxy odpovídají simulacím říze-
ným globálním klimatickým modelem, červené pak simulace
řizené reanalýzou ERA-40. V pozadí je odhad parametrů
z radarových dat. Nejistota byla odhadnuta pomocí boot-
strap resamplingu, indikován je 5, 25, 50, 75 a 95% kvantil
rozdělení.

zimní a v případě České republiky 1, 3, 5, 7, 10, 15, 30denní srážková maxima
pro všechna roční období.

3.1. Validace hodinových srážkových extrémů v RCM simula-
cích

Pro území Nizozemí jsou k dispozici odhady parametrů GEV rozdělení roč-
ních srážkových extrémů pocházející z radarových dat pro různé časové agre-
gace a různě velké plochy [13]. Tyto odhady pro hodinová a denní srážková
maxima pro plochu 25 km × 25 km bylo možno přímo porovnat s odhady pa-
rametrů nestacionárního GEV modelu založenými na simulacích regionálních
klimatických modelů. Výsledky udává Obázek 2.



Obrázek 3. Změny 1denních letních (vlevo) a 5denních
zimních (vpravo) v simulacích regionálních klimatických mo-
delů pro povodí Rýna. Šedě je vyznačena obálka (5-95%)
z 500 bootstrap samplů.

Parametry rozdělení hodinových maxim v simulacích regionálních klima-
tických modelů se značně liší od parametrů maxim odvozených z radarových
dat (na obrázku vyznačeny šedou barvou v pozadí). Ve většině simulací je
rozdělení hodinových srážkových extrémů posunuto k nižším hodnotám (Ob-
rázek 2a), nicméně toto posunutí je u části modelů kompenzováno výrazně
těžším pravým chvostem (parametry γ a κ, viz Obrázek 2b-c). Pro většinu
modelů jsou tedy kvantily do cca 10leté hodinové srážky podhodnoceny a nad
tuto dobu opakování nadhodnoceny, s tím že chyba se s rostoucí dobou opa-
kování zvětšuje.

Jednodenní maxima jsou ve většině simulací naopak reprezentovány více-
méně adekvátně. Většina simulací rozdělení extrémů posunuje mírně k nižším
hodnotám(viz Obrázek 2d), nicméně tento posun je částečně kompenzován
vyšší variabilitou extrémů (Obrázek 2e). Obecně jsou kvantily denních sráž-
kových extrémů pro delší doby opakování (např. 50 let) spíše nadhodnoceny,
nicméně rozdíly od odhadů z radarových dat jsou podstatně menší než v pří-
padě hodinových dat.

Zároveň je možno konstatovat, že charakter srážkových extrémů je do
značné míry určen regionálním klimatickým modelem, tj. simulace řízené
reanalýzou ERA-40 se významně neliší od simulací řízených globálním kli-
matickým modelem.

3.2. Změny srážkových extrémů v simulacích regionálních kli-
matických modelů pro povodí Rýna

Pro povodí Rýna (viz Obrázek 1) byly analyzovány 1denní letní a 5denní
zimní srážkové extrémy v 15 simulacích regionálních klimatických modelů.
Vícedenní zimní extrémy byly vyhodnoceny zejména proto, že zimní povodně
v této oblasti jsou způsobeny spíše vícedenními srážkami.
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Změny letních srážkových extrémů jsou ovlivněny zejména zvyšováním re-
lativní variability extrémů (parametr γ), jenž je patrné pro většinu simulací.
Ostatní parametry spíše stagnují. Výsledkem je stagnace kvantilů srážkových
extrémů pro kratší doby opakování (např. 2 roky) a růst srážkových extrémů
s prodlužováním doby opakování až o 20% pro 50letou srážku (viz Obrá-
zek 3). Rozdíly v odhadech změn dle jednotlivých simulací jsou pro 50letou
srážku řádově ± 15 %, nicméně změny jsou v souboru modelů konzistentní,
tj. stagnace kvantilů pro kratší doby opakování a jejich růst s prodlužující se
dobou opakování můžeme konstatovat pro téměř všechny modely.

Změny 5denních zimních srážkových extrémů jsou ovlivněny zejména po-
sunem celého rozdělení k vyšším hodnotám (růst parametru ξ) a poklesem
relativní variability extrémů a odlehčování pravého chvostu rozdělení (pokles
parametrů γ a κ). To vede k růstu kvantilů srážkových extrémů pro kratší
doby opakování a jejich stagnaci, pro některé simulace i k poklesu pro dobu
opakování 50 let (viz Obrázek 3). Rozdíly mezi jednotlivými simulacemi jsou
řádově podobné rozdílu pro letní extrémy. Nicméně charakter změn je v sou-
boru modelů méně konzistentní.

Dále jsme analyzovali nakolik porušení předpokladů o homogenitě oblasti
ovlivňuje výsledný odhad změn kvantilů rozdělení srážkových extrémů. K to-
muto účelu byl upraven statistický model tak, aby umožňoval prostorovou
variabilitu parametru γ, tedy relativní variabilita srážkových extrémů se mění
v ploše oblasti. To vedlo k podstatnému zlepšení testů homogenity oblasti,
nicméně výsledné změny kvantilů srážkových extrémů byly téměř identické
jako výsledky vycházející z původního modelu.

3.3. Vyhodnocení systematických chyb a projektovaných změn
1 až 30denních srážkových extrémů pro Českou republiku

Pro Českou republiku byla provedena rozsáhlá studie zaměřená na validaci
a vyhodnocení změn 1 až 30denních srážkových extrémů pro všechna roční
období. Pro porovnání s pozorovanými srážkovými extrémy byla využita da-
tová sada pozorování interpolovaných na výpočetní síť regionálních klimatic-
kých modelů [15]. V dalším textu diskutujeme průměrné systematické chyby
a změny ze souboru klimatických modelů. Výsledky pro jednotlivé modely
jsou do jisté míry odlišné.

Pro podzimní, zimní a jarní srážkové extrémy platí, že lépe jsou simulovány
extrémy pro kratší (denní) agregace (viz Obrázek 4). S prodlužováním agre-
gace až na 30 dní roste systematická chyba, zejména pro nižší doby opakování
(až na 10 - 20%). Paradoxně, extrémnější události jsou simulovány lépe, což
je způsobeno nadhodnocením polohy rozdělení, které je pro vyšší kvantily
kompenzováno lehčím chvostem rozdělení. Naproti tomu letní extrémy jsou
podhodnoceny (cca 10 - 15 %), přičemž systematická chyba je mírně nižší pro
delší agregace. Jelikož roční extrémy (zejména pro vyšší doby opakování) jsou
z velké části tvořeny extrémy letními, systematická chyba v ročních srážko-
vých extrémech je do značné míry srovnatelná s letním obdobím, nicméně
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Obrázek 4. Průměrná systematická chyba v kvantilech roz-
dělení sezónních a ročních srážkových maxim pro Českou
republiku v období 1961-1990 (nahoře). Průměrná změna
kvantilů rozdělení sezónních a ročních srážkových maxim pro
Českou republiku mezi obdobími 2070-2099 a 1961-1990
(dole).

pro nižší doby opakování (2 roky) je podhodnocení obecně o cca 10 % nižší
než pro vyšší doby opakování (50 let).

Pro všechna roční období projektují klimatické modely zvýšení srážkových
extrémů. Pro vícedenní extrémy je toto zvýšení podobné pro všechna roční
období (řádově 10-20%). V létě a na podzim je patrný vyšší růst srážkových
extrémů pro kratší agregace, v létě navíc srážkové extrémy pro kratší doby
opakování rostou podstatně méně než pro delší doby opakování (o cca 10%).
Obecně nejvyšší růst modely projektují pro podzimní období (až 30 % pro
1denní 50letou srážku). Změny ročních extrémů jsou kombinací změn pod-
zimních a letních extrémů s vyšším, cca 20% růstem pro krátké agregace,
cca 10% růstem pro dlouhé agregace a s malým rozdílem ve změnách pro
různé doby opakování. Příčiny změn srážkových extrémů v letním a zimním
období jsou podobné jako v případě povodí Rýna, tedy v zimě zejména po-
sun rozdělení k vyšším hodnotám a v letním období růst relativní variability
extrémů.
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4. Závěr

Cílem tohoto příspěvku nebylo podat vyčerpávající informace o provedených,
výše zmíněných analýzách, ale spíše demonstrovat možnosti využití statistic-
kého modelování srážkových extrémů pro validaci klimatických modelů a su-
marizaci systematických chyb i projektovaných změn. Použitý statistický mo-
del poskytuje tuto sumarizaci přirozeně ve formě odchylek/změn parametrů
GEV modelu a tím zároveň zprostředkovává vhled do jejich podstaty. Regi-
onální přístup navíc omezuje vliv přirozené variability srážkových extrémů
a umožňuje odhadovat parametry jejich rozdělení s větší přesností.

Regionální klimatické modely nejsou zcela schopny reprezentovat krátko-
dobé (hodinové) srážkové extrémy a i simulace vícedenních extrémů většinou
vykazují podstatné systematické chyby (kromě léta jsou extrémy nadhod-
noceny). Denní srážkové extrémy jsou zachyceny relativně věrně. Nicméně
v porovnání s chybou simulovaných průměrných srážek, která se pohybuje
během podzimu-jara v rozmezí 20-40%, je chyba srážkových extrémů zpra-
vidla nižší.

V podmínkách změny klimatu regionální klimatické modely obecně pro-
jektují spíše růst srážkových extrémů, nicméně v zimmím období pro některé
oblasti indikují stagnaci či pokles vícedenních srážkových maxim. Přestože
se absolutní hodnoty změn mezi jednotlivými modely liší, jejich podstata je
často obdobná. Neurčitost scénářů změn srážkových extrémů ve střední EV-
ropě je přesto poměrně velká, zejména pokud se vezmou do úvahy i další
faktory, na které jsme se v předložené práci nezaměřili (např. různé scé-
náře budoucího vývoje koncentrací skleníkových plynů a lidské společnosti
obecně).

Přestože v posledních cca deseti letech byla provedena celá řada analýz
extrémních srážek v simulacích klimatických modelů, nelze tvrdit, že by pro-
blematika byla uzavřena - jednak dochází k dalšímu vývoji a zlepšování klima-
tických modelů (vyšší rozlišení, lepší zachycení orografie, lepší reprezentace
procesů vedoucích ke vzniku srážek) a realizaci nových simulací klimatických
modelů (v současnosti zejména v souvislosti s připravovanou pátou hodnotící
zprávou Mezivládního panelu pro klimatickou změnu) - jednak i po teoretické
stránce je problematika (prostorového) modelování nestacionárních extrémů
stále živá, příkladem může být rychlý vývoj POT (peak over threshold) pří-
stupů k nestacionárním prostorovým extrémům, dalším aktuálním tématem
je například využití neparametrických modelů trendu, případně adaptace
alternativních metod regionální frekvenční analýzy (např. ROI - region-of-
influence) pro nestacionární podmínky.
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SIMULTÁNNE TESTOVANIE STREDNEJ HODNOTY

A VARIANCIE NORMÁLNEHO ROZDELENIA

Martina Chvosteková

Kl’́učové slová: Test, oblast’ spol’ahlivosti, silofunkcia.

Abstrakt: V pŕıspevku sa zaoberáme simultánnym testovańım strednej hod-
noty a variancie jednorozmerného normálneho rozdelenia. Navrhnutý je test
H0 : (µ, σ2) = (µ0, σ

2
0) proti H1 : (µ, σ2) 6= (µ0, σ

2
0). Silu nového testu sme

porovnávali so silami známych presných testov, konkrétne s Moodovym tes-
tom (Mood, 1950) a s testom pomerom vierohodnosti (Choudhari–Kundu–
Misra, 2001). Porovnané sú aj vel’kosti oblast́ı spol’ahlivosti zároveň pre oba
parametre prisluchajúce k uvažovaným testom.

Abstract: We deal with the simultaneous testing of the mean and the va-
riance of a univariate normal distribution. The test of null hypothesis H0 :
(µ, σ2) = (µ0, σ

2
0) against the alternative H1 : (µ, σ2) 6= (µ0, σ

2
0) is suggested.

The power function of the presented test is compared with the power func-
tions of the known exact tests, concrete with the Mood test (Mood, 1950)
and with the likelihood ratio test (Choudhari–Kundu–Misra, 2001). We also
determined the sizes of the confidence regions corresponding to the tests.

1. Úvod

Simultánne testovanie parametrov normálneho rozdelenia N(µ, σ2) je priro-
dzenou nadstavbou testov pre parametre normálneho rozdelenia nachádzajú-
cich sa v každej základnej knihe o štatistike. Nech Θ označuje parametrický
priestor, teda Θ = {θ = (µ, σ2) : −∞ < µ < ∞, σ2 > 0}. Úloha testovat’

H0 : (µ, σ2) = (µ0, σ
2
0) ∈ Θ0 proti H1 : (µ, σ2) ∈ Θ−Θ0 = Θ1,

nie je nová, už však Kendall a Sturat (1961) ukázali, že neexistuje rovnomerne
najsilneǰśı test.

Štatistické testovanie parametrov je silne prepojené s intervalovými od-
hadmi a dá sa povedat’, že každému testu odpovedá oblast’ spol’ahlivosti
a naopak (Casella a Berger, 1990). Nech α, α ∈ (0, 1) označuje hladinu
významnosti testu. Pod presnou 100(1− α)%-nou oblast’ou spol’ahlivosti zá-
roveň pre oba parametre normálneho rozdelenia rozumieme takú množinu
R, pre ktorú plat́ı P ((µ, σ2) ∈ R) = 1 − α. Presnú 100(1 − α)%-nú oblast’

spol’ahlivosti ako prvý skonštruoval Mood (1950). V literatúre možno nájst’

množstvo oblast́ı spol’ahlivosti, avšak s približne 1− α spol’ahlivost’ou (pozri
napr. Meeker a Escobar 1995, Arnold a Shavelle 1998).

Presným testom (vel’kosti α) budeme rozumiet’ test, pre ktorý plat́ı rov-
nost’ P (H0 nezamietame|(µ, σ2) = (µ0, σ

2
0)) = 1 − α. Navrhli sme test H0 :

(µ, σ2) = (µ0, σ
2
0) proti H1 : (µ, σ2) 6= (µ0, σ

2
0) a porovnali ho so známymi
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presnými testmi, konkrétne s testom pomerom vierohodnosti (Choudhari–
Kundu–Misra, 2001) a s Moodovym testom (Mood, 1950) prisluchajúcim k
Moodovej presne oblasti spol’ahlivosti pre parametre (µ, σ2). Zauj́ımala nás
sila jednotlivých testov a vel’kosti oblast́ı spol’ahlivosti odpovedajúcich k tes-
tom.

2. Testy, silofunkcie, oblasti spol’ahlivosti

Majme náhodný výber X = (X1, X2, . . . , Xn) rozsahu n z normálneho rozde-
lenia s neznámou strednou hodnotou µ a s neznámou varianciou σ2. Označme
X̄ = 1

n

∑n

i=1 Xi výberový priemer a S2 = 1
n−1

∑n

i=1(Xi−X̄)2 výberový rozp-

tyl. Náhodné premenné X̄, S2 sú nezávislé a nech v = n− 1, potom plat́ı

(1) Y1 =
X̄ − µ

σ

√
n ∼ N(0, 1), Y2 =

vS2

σ2
∼ χ2

v,

kde χ2
v označuje chi-kvadrát rozdelenie s v stupňami vol’nosti. Pri zostaveńı

vhodného testu sa stač́ı obmedzit’ na využitie postačujúcich štatist́ık. Vieme,
že (X̄, S2) je postačujúca štatistika pre (µ, σ2). Navyše rozdelenie náhodných
premenných Y1, Y2 nezáviśı od neznámych parametrov, čo využijeme pri sta-
noveńı presných kritických hodnôt v odvodených testoch.

Uvažujme teraz asymptotické rozdelenie
√

2χ2
v ≈ N(

√
2v − 1, 1) (Fisher,

1928) a nech k =
√
2v − 1. Pre navrhnutú testovaciu štatistiku H0 proti H1

v tvare

(2) G =
n(X̄ − µ0)

2

σ2
0

+

(
√

2vS2

σ2
0

− k

)2

za platnosti nulovej hypotézy plat́ı G ≈ χ2
2. Teda test zamietnút’ H0 ak

G > χ2
2(1−α) a ináč nezamietnút’ proti alternat́ıveH1 je len približne vel’kosti

α. Invertovańım presnej distribučnej funkcie náhodnej premennej G môžeme
však vypoč́ıtat’ presné hodnoty kvantilov, ozn. gn(1− α), pre ktoré plat́ı

1− α = P (G ≤ gn(1− α)) =

= P

(

Y 2
1 +

(

√

2Y2 − k
)2

≤ gn(1− α)

)

=

=

∫ ∞

0

PY 2

1

(

gn(1− α)−
(√

2x− k
)2
)

fY2
(x)dx,

kde Y 2
1 ∼ χ2

1, PY 2

1

(·) označuje distribučnú Y 2
1 a fY2

(·) označuje hustotu

náhodnej premennej Y2. Oblast’ spol’ahlivosti pre (µ, σ2) skonštruovaná na
základe presného testu pomocou štatistiky G má tvar

R =







(µ, σ2) :
n(X̄ − µ)2

σ2
+

(
√

2vS2

σ2
− k

)2

≤ gn(1− α)







.
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Obsah oblasti R je daný

obsah =



2

∫ m2

m1

√

mgn(1− α)− (
√
2v − k

√
m)2

n
dm



× S3,

kde m1,m2 =
2v

(k ±
√

gn(1− α))2
.

Nech (µ1, σ
2
1) ∈ Θ, silofunkcia navrhnutého testu je vyjadrená vzt’ahom

β(µ1, σ
2
1) =

= 1− P







n(X̄ ± µ1 − µ0)
2

σ2
1

σ2
1

σ2
0

+





√

2vS2

σ2
1

σ2
1

σ2
0

− k





2

≤ gn(1− α)






=

= 1−
∫ ∞

0

PY3



gn(1− α)
σ2
0

σ2
1

−
(

√
2x− k

σ0

σ1

)2


 fY2
(x)dx,

kde Y3 = n(X̄ − µ0)/σ
2
1 má chi-kvadrát rozdelenie s 1 stupňom vol’nosti a

s parametrom necentrality n(µ1 − µ0)
2/σ2

1 .
Moodov presný test na hladine významnosti α nezamietne H0 proti H1,

ak

|X̄ − µ0|
σ0

√
n ≤ u

(

1− α1

2

)

∧ χ2
v(δ) ≤

vS2

σ2
0

≤ χ2
v(1− α2 + δ),

kde u(1 − α1/2) je (1 − α1/2)-kvantil štandardného normálneho rozdele-
nia, χ2

v(δ) je δ-kvantil chi-kvadrát rozdelenia s v stupňami vol’nosti a plat́ı
1− α = (1− α1)(1 − α2), δ ≥ 0. Z Bonferroni nerovnosti vyplýva, že oblast’

spol’ahlivosti pre (µ, σ2) skonštruovaná množinovým súčin 100(1−α1)%-ného
intervalu spol’ahlivosti pre strednú hodnotu a 100(1 − α2)%-ného intervalu
spol’ahlivosti pre varianciu je presne 1 − α spol’ahlivá. V najjednoduchšom
pŕıpade môžeme predpokladat’ 1 − α1 = 1 − α2 =

√
1− α. Hodnoty α1, α2

však môžeme volit’ s ohl’adom na vel’kost’ prisluchajúcej oblasti spol’ahlivosti
pre (µ, σ2). Pre rôzne vel’kosti výberov n, hladiny významnosti α sú uve-
dené optimálne hodnoty α1, α2, δ na dosiahnutie minimálnej plochy oblasti
spol’ahlivosti ako aj vzt’ah na výpočet obsahu uvedené v Arnold a Shavelle
(1998). Tvar silofunkcie je odvodený v Choudhari–Kundu–Misra (2001).

Presný test pomerom vierohodnosti (LRT) nezamietne H0 proti H1 na
hladine významnosti α, ak plat́ı

(3) λ =
n(X̄ − µ0)

2

σ2
0

+
vS2

σ2
0

− n ln

(

vS2

σ2
0

)

≤ dn(1− α),

kde dn(1− α) je (1− α)-kvantil rozdelenia testovacej štatistiky λ. V Choud-
hari–Kundu–Misra (2001) je prezentovaný vzt’ah pre silofunkciu testu a pre
vybrané hodnoty n, 1 − α sú kvantily vypoč́ıtané invertovańım distribučnej
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funkcie λ uvedené v priložených tabul’kách. Obsah oblasti spol’ahlivosti pri-
sluchajúcej k LRT je daný vzt’ahom

obsah =

[

2

∫

√

ydn(1− α)

n
+ y ln

(

v

y

)

− 1dy

]

× S3,

kde hranice integrovania určené definičným oborom integrovaného výrazu sú
numericky poč́ıtané.

V literatúre sa uvádza aj Wilksov test (Wilks, 1962), ktorý na hladine
významnosti α nezamieta H0 ak

(4)
n(X̄ − µ0)

2

σ2
0

+
vS2

σ2
0

≤ χ2
n(1− α).

Tento test však nie je vhodné použit’ pri alterant́ıve H1, ale pri H∗
1 : µ 6=

µ0 ∨ σ2 > σ2
0 už áno. Silofunkcia testu je daná vzt’ahom

β(µ1, σ
2
1) = 1− P

(

n(X̄ ± µ1 − µ0)
2

σ2
1

σ2
1

σ2
0

+
vS2

σ2
1

σ2
1

σ2
0

≤ χ2
n(1− α)

)

=

= 1−
∫ ∞

0

PY3

(

χ2
n(1− α)

σ2
0

σ2
1

− x

)

fY2
(x)dx.

Silu Wilksovho testu porovnáme v následujúcej časti so silou upraveného
Moodovho test, t.j. modifikovaný Moodov test na hladine významnosti α
nezamietne H0 proti H∗

1 , ak plat́ı

|X̄ − µ0|
σ0

√
n ≤ u

(

1− α1

2

)

∧ vS2

σ2
0

≤ χ2
v(1− α2).

Odvodenie výpočtu silofunkcie testu je analogické k odvodeniu výpočtov pre
pôvodný tvar Moodovho testu, preto ho tu nebudeme uvádzat’. Obsahy ob-
last́ı spol’ahlivosti prisluchajúce k Wilksovmu a modifikovanému Moodovmu
testu vzhl’adom na neohraničenú množinu hodnôt σ2 nebudeme porovnávat’.

Poznamenajme, že test pomerom vierohodnosti obsahuje v sebe Wilksov

test a teda zrejme testovacia štatistika v tvare L = n(X̄−µ0)
2

σ2

0

− n ln
(

vS2

σ2

0

)

je

vhodná na testovanie H0 proti H∗∗
1 : µ 6= µ0 ∨ σ2 < σ2

0 , pričom presné kvan-
tily pre uvedený test môžu byt’ dopoč́ıtané opät’ invertovańım distribučnej
funkcie L. Navrhnutý test H0 proti H∗∗

1 však nebudeme numericky analyzo-
vat’. V následujúcej časti porovnáme presné testy H0 proti H1 a presné testy
H0 proti H∗

1 vel’kosti α.

3. Numerické výsledky

V tejto časti sa zameriame na porovnanie śıl testov a oblast́ı spol’ahlivost́ı
odpovedajúcich k uvedeným presným testom. Vzájomne najprv porovnáme
testy pre H0 : µ = µ0 ∧ σ2 = σ2

0 proti H1 : µ 6= µ0 ∨ σ2 6= σ2
0 a to navrhnutý

test (nový), Moodov test (Mood) a test pomerom vierohodnosti (LRT). Pre
testovanie H0 : µ = µ0 ∧ σ2 = σ2

0 proti H∗
1 : µ 6= µ0 ∨ σ2 > σ2

0 budeme
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σ2

1 ↓ µ1 → 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

0.8
nový 0.0301 0.0368 0.0584 0.0992 0.1642
LRT 0.0642 0.0704 0.0903 0.1273 0.1856
Mood 0.0824 0.0849 0.0942 0.1144 0.1521
Mood∗ 0.0613 0.0671 0.0868 0.1255 0.1893

0.9
0.0365 0.0437 0.0667 0.1088 0.1739
0.0533 0.0596 0.0795 0.1163 0.1734
0.0616 0.0650 0.0766 0.1005 0.1422
0.0524 0.0593 0.0817 0.1238 0.1900

1.0
0.0500 0.0578 0.0824 0.1261 0.1915
0.0500 0.0565 0.0771 0.1145 0.1715
0.0500 0.0542 0.0679 0.0949 0.1396
0.0500 0.0578 0.0823 0.1269 0.1943

1.1
0.0708 0.0792 0.1052 0.1502 0.2157

0.0531 0.0601 0.0817 0.1201 0.1775
0.0447 0.0495 0.0651 0.0945 0.1415
0.0517 0.0601 0.0863 0.1324 0.2005

1.2
0.0987 0.1075 0.1343 0.1801 0.2451

0.0624 0.0697 0.0924 0.1319 0.1898
0.0440 0.0494 0.0665 0.0979 0.1465
0.0561 0.0650 0.0923 0.1394 0.2075

Tabul’ka 1. Sily presných testov H0 proti alternat́ıve H1 pre
n = 10 a α = 0.05.

porovnávat’ modifikovaný Moodov test (mMood) a Wilksov test (Wilks). Si-
lofunkcie testov závisia na hodnotách (µ0 − µ1)

2 a σ2
1/σ

2
0 . Bez straty na

všeobecnosti vo výpočtoch predpokladáme µ0 = 0, σ2
0 = 1. V tabul’kách

1-2 sú hodnoty sily testov pre kombinácie hodnôt µ1 = {0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4},
σ2
1 = {0.8, 0.9, 1, 1.1, 1.2} pri zvolenom α = 0.05 a n = {10, 30}. Pre každú

dvojicu (µ1, σ
2
1) je uvedená štvorica č́ısel, pričom prvé č́ıslo je sila navr-

hnutého testu, druhé č́ıslo je sila testu pomeru vierohodnosti, tretie č́ıslo je
sila Moodovho testu. Hodnoty α1, α2, δ boli zvolené tak, aby Moodova oblast’

spol’ahlivosti mala minimálny obsah. Konkrétne α1 = 0.0117, α2 = 0.0388,
δ = 0.0384 pre n = 10, α1 = 0.0190, α2 = 0.0316, δ = 0.0293 pre n = 30. V

st́lpci µ1 = 0 sú odlǐsené hodnoty, kde je sila navrhnutého testu a Moodovho
testu menšia ako α. Dopoč́ıtali sme optimálne hodnoty α1, α2, δ tak, aby silo-
funkcia pre Moodov test neklesla pod zvolenú hodnotu α, pričom bola rovná
práve α jedine v µ1 = 0 pre σ2

1 = 1. Konkrétne α1 = 0.0279, α2 = 0.0227,
δ = 0.0227 pre n = 10, α1 = 0.0227, α2 = 0.0279, δ = 0.0209 pre n = 30. Silo-
funkcia Moodovho testu s takto stanovenými hodnotami α1, α2, δ je označená
ako Mood∗ a je udávaná ako štvrtá hodnota. Zvýraznená je najväčšia sila
pre každú kombináciu (µ1, σ

2
1). Vid́ıme, že pre hodnoty σ2

1 = {1.0, 1.1, 1.2}
dosahuje navrhnutý test najvyššie hodnoty avšak pre σ2

1 = {0.8, 0.9} pre
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σ2

1 ↓ µ1 → 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

0.8
nový 0.0616 0.0852 0.1662 0.3194 0.5291
LRT 0.1007 0.1248 0.2052 0.3529 0.5518

Mood 0.1310 0.1433 0.1945 0.3129 0.5016
Mood∗ 0.1047 0.1196 0.1791 0.3110 0.5121

0.9
0.0441 0.0666 0.1437 0.2899 0.4931
0.0613 0.0834 0.1586 0.3001 0.4969

0.0734 0.0892 0.1491 0.2765 0.4697
0.0617 0.0800 0.1476 0.2861 0.4880

1.0
0.0500 0.0735 0.1516 0.2945 0.4890

0.0500 0.0722 0.1467 0.2848 0.4759
0.0500 0.0684 0.1342 0.2653 0.4564
0.0500 0.0708 0.1434 0.2832 0.4800

1.1
0.0783 0.1037 0.1846 0.3248 0.5085

0.0605 0.0842 0.1609 0.2974 0.4809
0.0475 0.0679 0.1373 0.2687 0.4542
0.0603 0.0827 0.1576 0.2953 0.4835

1.2
0.1295 0.1564 0.2386 0.3741 0.5444

0.0920 0.1174 0.1966 0.3309 0.5049
0.0614 0.0830 0.1541 0.2832 0.4607
0.0907 0.1138 0.1885 0.3208 0.4975

Tabul’ka 2. Sily presných testov H0 proti alternat́ıve H1 pre
n = 30 a α = 0.05.
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Obr. 1. Hranice oblast́ı spol’ahlivosti pre (µ, σ2) prisluchajúce
k presným testom H0 proti H1 vykreslené pre α = 0.05 a n =
{10, 30}.

niektoré µ1 je sila testu menšia ako zvolená α a podobný jav pozorujeme
aj pre Moodov test. Pre kombinácie (0, 0.8), (0.1, 0.8), (0.0, 0.9), (0.1, 0.9) je
najsilneǰśı Moodov test avšak pri kombinácii µ1 = {0.0, 0.1} s hodnotami
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α = 0.10 α = 0.05 α = 0.01

n = 10 n = 30 n = 10 n = 30 n = 10 n = 30

nový 5.1218 0.8801 8.8844 1.2236 32.5699 2.2175
LRT 3.2079 0.7819 4.8910 1.0668 10.9590 1.8329

Mood 3.2702 0.8087 5.1747 1.1256 13.4743 2.2458
Mood∗ 3.8056 0.8332 5.8177 1.1587 14.2137 2.2778

Tabul’ka 3. Obsahy oblast́ı spol’ahlivosti pre (µ, σ2) prislu-
chajúce k presným testom H0 proti H1 pre α = {0.10, 0.05, 0.01}
a n = {10, 30}.

σ2
1 = {1.1, 1.2} je sila testu nižšia ako α = 0.05. Silneǰśı spomedzi testov,

pre ktoré sila neklesla pod hodnotu α je test pomerom vierohodnosti. Na
obr. 1 sú vykreslené hranice oblast́ı spol’ahlivosti prisluchajúce k uvažovaným
testom H0 proti H1 pre zvolené α = 0.05 a n = {10, 30}. V tabul’ke 3
sú uvedené obsahy jednotlivých oblast́ı pre kombinácie vybraných hodnôt
n = {10, 30} a α = {0.1, 0.05, 0.01}. Pre každú kombináciu je zvýraznená
najnižšia hodnota. Vzhl’adom na vol’bu α1, α2, δ je zrejme, že obsah Mo-
odovej oblasti je vždy menš́ı ako oblast’ skonštruovaná Mood∗ testom. Pre
všetky kombinácie má oblast’ skonštruovaná LRT testom najnižš́ı obsah.
Vzhl’adom na numerické porovonanie presných testov odporúčame na tes-
tovanie H0 proti H1 použit’ test pomerom vierohodnosti. V tabul’ke 4-5

σ2

1 ↓ µ1 → 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.2
Wilks 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0005
mMood 0.0000 0.0002 0.0185 0.2507 0.7709

0.4
0.0000 0.0000 0.0001 0.0026 0.0281
0.0005 0.0067 0.0700 0.3172 0.7001

0.6
0.0007 0.0014 0.0062 0.0295 0.1133
0.0047 0.0219 0.1143 0.3491 0.6658

0.8
0.0112 0.0161 0.0374 0.0973 0.2280
0.0180 0.0447 0.1519 0.3709 0.6461

1.0
0.0500 0.0619 0.1045 0.1946 0.3453
0.0500 0.0823 0.1943 0.3959 0.6384

1.2
0.1230 0.1408 0.1983 0.3027 0.4523
0.1069 0.1411 0.2501 0.4315 0.6438

Tabul’ka 4. Sily presných testov H0 proti alternat́ıve H∗

1 pre
n = 10 a α = 0.05.

sú sily Wilksovho testu a modifikovaného Moodovho testu pre kombinácie
hodnôt µ1 = {0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8} a σ2

1 = {0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 1.2}. Pre
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σ2

1 ↓ µ1 → 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.2
Wilks 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001
mMood 0.0000 0.0041 0.4223 0.9879 1.0000

0.4
0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0324
0.0003 0.0307 0.4449 0.9445 0.9996

0.6
0.0000 0.0001 0.0014 0.0245 0.2049
0.0033 0.0633 0.4549 0.9034 0.9967

0.8
0.0038 0.0073 0.0320 0.1467 0.4495
0.0125 0.0945 0.4618 0.8703 0.9907

1.0
0.0500 0.0702 0.1549 0.3576 0.6577
0.0500 0.1434 0.4800 0.8476 0.9828

1.2
0.1929 0.2318 0.3588 0.5719 0.7994
0.1620 0.2522 0.5369 0.8443 0.9761

Tabul’ka 5. Sily presných testov H0 proti alternat́ıve H∗

1 pre
n = 30 a α = 0.05.

mMood boli použité hodnoty α1, α2, δ rovnaké ako pre Mood∗. Pre každú
kombináciu (µ1, σ

2
1) je zvýraznená najväčšia sila. Vzhl’adom na výsledné sily

testov odporúčame na testovanieH0 protiH
∗
1 upravený tvar Moodovho testu.
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ANALÝZA ČASOVÝCH ŘAD FORMÁLNÍ KOMUNI-
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Abstract: Implementation of information and communication technologies
in Public Administration called e-Government aims at increasing effectiveness
of Public Administration and reducing public budgetary expenditure. One
of the implemented e-Government tools is the record management system,
which has been used by some municipalities since 2004. These systems provide
statistical data, which describe formal communication between municipalities
and other subjects. The paper deals with the basic analysis of three time
series samples for incoming and outgoing communication separately. The data
come from municipalities with extended powers that are authorities with
the widest range of delegated power at the level of local government and
thus with the widest spectrum of providing agendas through both local and
delegated power. In the paper we analyze the time evolution of the overall
communications and by using the chosen model we isolate trend and seasonal
components.

Abstrakt: Implementace informačńıch a komunikačńıch technologíı ve ve-
řejné správě označovaná jako e-Government má za ćıl zvyšováńı výkonu
veřejné správy a snižováńı výdaj̊u veřejných rozpočt̊u. Jedńım ze zaváděných
nástroj̊u jsou elektronické systémy spisové služby, které některé obce vyž́ıvaj́ı
již od roku 2004. Tyto systémy poskytuj́ı statistická data informuj́ıćı o for-
málńı komunikaci obćı s okoĺım. V rámci př́ıspěvku se zabýváme základńı
analýzou tř́ı vzork̊u časových řad př́ıchoźı a odchoźı komunikace obćı s roz-
š́ı̌renou p̊usobnost́ı, které na úrovni územńı samosprávy představuj́ı orgány
s neǰsirš́ım spektrem výkonu agend v přenesené i mı́stńı p̊usobnosti. Primárně
analyzujeme časový vývoj celkové komunikace a pomoćı zvoleného modelu
izolujeme trend a sezónńı složku.

1. Úvod

Veřejná správa v evropských zemı́ch funguje na základě zákona a v jeho
meźıch. Je to zakotveno v ústavách jednotlivých evropských stát̊u. I veřejná
správa, jakkoliv je vystavena na formalizovaných a v́ıceméně neměnných
pravidlech, muśı reflektovat rozvoj informačńı společnosti, který prob́ıhá již
několik desetilet́ı. Využit́ı výpočetńı techniky ve veřejné správě, označované
jako e-Government, má mnoho ćıl̊u, zejména směřovaných ke zvyšováńı efek-
tivity výkonu veřejné správy a snižováńı výdaj̊u veřejných rozpočt̊u na správu
jako takovou. S ohledem na to mnoho evropských stát̊u, včetně České repub-
liky, zařadilo e-Government do svého baĺıčku reakćı na ekonomickou krizi [7].
Odhlédneme-li od zmı́něných ćıl̊u, má zaváděńı informačńıch a komunikačńıch
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technologíı ještě jeden výrazný d̊usledek. Veřejná správa zač́ıná produkovat
dále statisticky zpracovatelná data o své vlastńı činnosti.

Přestože orgány veřejné moci smı́ vykonávat pouze to, co jim ukládá zákon,
neexistuje v České republice celkový přehled o všech agendách a činnostech,
které jsou na jednotlivých úrovńıch veřejné správy a jednotlivými orgány
vykonávány. Tzv. mapa veřejné správy se buduje teprve nyńı, a to v rámci
zaváděńı základńıch registr̊u veřejné správy, jako jednoho ze stěžejńıch piĺı̌r̊u
celého e-Governmentu [6].

Data, která jsou již zmı́něným vedleǰśım produktem e-Governmentu, vy-
cházej́ı z elektronizace jednotlivých proces̊u a jsou proto poměrně přesnými
podklady o skutečném fungováńı veřejné správy. Samozřejmě, že před zve-
řejněńım nebo poskytnut́ım ke zpracováńı muśı být tato data s ohledem na
ochranu osobnosti vycházej́ıćı z občanského zákońıku a ochranou osobńıch,
obzvláště pak citlivých, údaj̊u podloženou zákonem o ochraně osobńıch údaj̊u
patřičným zp̊usobem anonymizována. Na druhou stranu jsou-li produktem
veřejné správy, jsou veřejně dostupná. Je např. veřejně známo, že datovou
schránku mělo k 1. zář́ı 2012 zř́ızeno 24 534 fyzických osob1, ale již nemůže
být automaticky zveřejněno jméno každého občana, který si o zř́ızeńı datové
schránky požádal. Uvedená data jsou tedy vhodná ke statistickému zpra-
cováńı.

Velmi významným zdrojem statistických dat vypov́ıdaj́ıćıch o činnosti jed-
notlivých institućı veřejné správy jsou elektronické systémy spisové služby.
Povinnost jejich plného provozu maj́ı sice jednotlivé úřady až od 1. července
2012, nicméně z hlediska př́ıslušného zákona o archivnictv́ı a spisové službě je
elektronický zp̊usob vedeńı spisové služby preferovaným zp̊usobem od 1. čer-
vence 2009 a daľśımi právńımi předpisy umožněný (v rámci diskrečńı pravo-
moci) minimálně od roku 2000. Jako jedny z prvńıch implementovaly tento
nástroj orgány územńıch samosprávných celk̊u. Dı́ky tomu máme v součas-
né době k dispozici již relativně dlouhé časové řady dat, které vypov́ıdaj́ı
zejména o komunikaci jednotlivých orgán̊u s okoĺım. Domńıváme se dále,
že zmapováńı tohoto vývoje lze využ́ıt jednak pro porozuměńı jednotlivým
vliv̊um a trend̊um, a jednak v rámci zpětné vazby ovlivňuj́ıćı daľśı proces
reformy veřejné správy, a to nejen prostředky informačńıch a komunikačńıch
technologíı.

Zkoumáńım statistických dat poskytovaných elektronickými systémy spi-
sových služeb implementovaných orgány územńıch samosprávných celk̊u jsme
se již zabývali v roce 2009 [3], avšak nešlo o časové vývojové řady, ale o stati-
stické stanoveńı rozložeńı zp̊usob̊u komunikace v obdob́ı těsně před zave-
deńım informačńıho systému datových schránek, které dalo poměrně jasné
predikce následných úspor a umožnilo též zhodnoceńı hospodárnosti zave-
deńı tohoto významného nástroje českého e-Governmentu [4]. Dále jsme již
publikovali př́ıpadovou studii vývoje komunikace jedné obce ukazuj́ıćı vztah
zp̊usob̊u komunikace a model̊u financováńı, přičemž jsme v uvedené př́ıpadové

1Zdroj: <http://www.datoveschranky.info>. Citace 1. zář́ı 2012.
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studii došli k závěru, že finančńı motivace neńı pro občany rozhoduj́ıćım
kritériem volby komunikačńıho kanálu [5]. V tomto př́ıspěvku analyzujeme
vývoj celkové komunikace u tř́ı vybraných obćı.

2. Data

Elektronické spisové služby eviduj́ı veškerou formálńı komunikaci orgán̊u ve-
řejné moci s okoĺım. Ta se skládá ze dvou směr̊u; komunikace př́ıchoźı či
vstupńı a komunikace odchoźı či výstupńı. Vstupńı komunikace je po právńı
stránce určena podmı́nkami pro podáńı v̊uči orgán̊um veřejné moci. Výstupńı
komunikace je určována pravidly pro doručováńı orgány veřejné moci. Pro
oba směry je využ́ıváno stejných komunikačńıch kanál̊u (zp̊usob̊u komuni-
kace), ale př́ıslušná legislativńı pravidla jsou rozd́ılná. Zp̊usoby podáńı voĺı
ten, kdo podáńı čińı zcela svobodně z určené nab́ıdky možnost́ı, zat́ım co
při doručováńı je volba př́ıslušného kanálu určena bud’ předchoźı svobodnou
volbou soukromoprávńıho subjektu, nebo poměrně přesně danými pravidly.
Proto je vhodné oba směry komunikace zkoumat odděleně.

O každém podáńı a o každém doručeńı se zaznamenávaj́ı právńımi předpisy
dané údaje, a proto jsou výsledná data poskytovaná jednotlivými orgány
veřejné moci v obdobné struktuře, přestože jednotlivé orgány si mohou v rám-
ci svých pravomoćı vybrat dodavatele konkrétńıho softwarového řešeńı2. Data
z těchto systémů nejsou poskytována automaticky, ale pouze na vyžádáńı
v rámci žádost́ı podle zákona o svobodném př́ıstupu k informaćım. Z tohoto
d̊uvodu bylo v úvodńı části výzkumu zvoleno pouze několik orgán̊u, konkrétně
obćı s rozš́ı̌renou p̊usobnost́ı, které na úrovni územńı samosprávy představuj́ı
orgány s neǰsirš́ım spektrem výkonu agend v přenesené i mı́stńı p̊usobnosti.
Zvolili jsme tři zástupce jednotlivých velikostńıch kategoríı v této oblasti3,
konkrétně obec A, která má přibližně 5 tis. obyvatel a źıskaná časová řada
má rozsah od 1. 12. 2004 do 29. 4. 2011. Obec B má přibližně 14 tis. obyvatel
a jej́ı časová řada je nejdeľśı a zachycuje data od 1. 1. 2004 do 28. 2. 2012.
Obec C má necelých 24 tis. obyvatel a časová řada má rozsah od 1. 2. 2007
do 31. 3. 2011.

Výsledná data jsou k dispozici v následuj́ıćı struktuře údaj̊u: datum, zp̊usob

komunikace; zvlášt’ pro př́ıchoźı a odchoźı směr komunikace. Zp̊usob komu-
nikace neńı z hlediska zapisovaných údaj̊u plošně standardizovaně kódovaným
údajem, a proto je třeba jej před statistickým zpracováńım upravit př́ıslušným
procesem překódováńı.

3. Metody

Z charakteru zkoumaných dat lze předpoklad jejich nezávislost, a to v každé
řadě, tj. zvlášt’ pro př́ıchoźı, zvlášt’ pro odchoźı komunikaci. Mezi vstupńı

2U větš́ıch zakázek je tento výběr samozřejmě realizován prostřednictv́ım výběrových

ř́ızeńı.
3Počty obyvatel vycházej́ı ze zdroje [2] a jsou platné k 31.12.2010.
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a výstupńı komunikaćı již lze očekávat vzájemnou závislost, avšak ta neńı
předmětem této analýzy.

Při zkoumáńı časových řad komunikace, v nichž jsou časové okamžiky
událost́ı dány datem, se objevuje problém diskontinuit daných v́ıkendy, stát-
ńımi svátky a jinými dny, kdy úřady ani nepřij́ımaj́ı zásilky, ani je nepośılaj́ı.
Zavedeńı elektronické komunikace sice otevřelo elektronické podatelny pro
př́ıjem podáńı v režimu 7×24, avšak u orgán̊u územńıch samosprávných celk̊u
se možnosti učinit takto podáńı v dny, kdy úřad neńı otevřen, využ́ıvaj́ı jen
velmi vzácně, tj. jde o jednotky podáńı ročně ve srovnáńı s deśıtkami až
stovkami podáńı během pracovńıch dńı. Proto jsme souhrnná data za jed-
notlivé měśıce znormovali na 20 pracovńıch dńı vztahem

(1) yt =
20

mt

∑

d

qd,

kde qd je počet podáńı ve dni d, mt je skutečný počet pracovńıch dńı měśıce
t.

Pro analýzu takto źıskaných časových řad Y D
t resp. Y O

t představuj́ıćı
celkový objem př́ıchoźı resp. odchoźı komunikace jsme použili aditivńı dekom-
pozici (viz např. [1]), na základě které můžeme źıskat jednotlivé složky časové
řady. Konkrétně

(2) Yt = Tt + Szt + Et,

kde Tt je trend, Szt je sezónńı složka a Et je reziduálńı složka. Reziduálńı
složka je představována b́ılým šumem.

Pro vyjádřeńı trendu jsme použili metodu centrovaných klouzavých pr̊u-
měr̊u se stejnými váhami (s ročńım vyhlazeńım), tedy

Tt =
1

2m



yt−p + 2

t+p−1
∑

i=t−p+1

yi + yt+p



 , pro m = 2p.

Následně, po trendovém očǐstěńı, tj. at = yt−Tt, jsme sezónńı složku (s ročńı
periodou) spočetli pr̊uměrováńım pro každý časový okamžik přes celou časo-
vou řadu, tj.

I∗j =
1

r

∑

i=1

ra(i−1)m+j , j = 1, ...,m,

kde r je počet let. Následně jsme źıskané hodnoty centrovali odečteńım jejich
aritmetického pr̊uměru, tj.

St = I∗j − 1

m

m
∑

i=1

I∗i ,

kde kde t odpov́ıdá j-tému měśıci v roce.
Reziduálńı složku jsme testovali, zda skutečně představuje b́ılý šum, tj.

zda Et jsou nezávislé, stejně rozdělené náhodné veličiny, a to pomoćı testu
založeného na znaménkách diferenćı, viz [1] str. 322, a dále na nulovou středńı
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rok 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011

A medián 1245 1960 1850 1689 1594 1561
pr̊uměr 1331 1991 2181 1730 1644 1579
směr. odchylka 214 197 1376 227 159 184

B medián 1736 1965 2251 2478 2523 2369 2444 2523
pr̊uměr 1659 1980 2218 2422 2542 2403 2398 2618
směr. odchylka 312 210 249 318 295 272 253 260

C medián 5682 4990 4658 4659
pr̊uměr 5578 5126 4670 4637
směr. odchylka 443 566 363 520

Tabulka 1. Základńı charakteristiky měśıčńıch souhrn̊u
pro př́ıchoźı komunikaci.

rok 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011

A medián 1979 2086 2293 2067 1886 2015
pr̊uměr 2077 2134 2587 2146 1845 1944
směr. odchylka 347 257 1050 379 224 226

B medián 3225 3788 3502 2999 2892 2817 2951 3077
pr̊uměr 3269 3815 3797 3058 2832 2875 3007 3043
směr. odchylka 385 660 649 681 489 290 360 358

C medián 4840 4488 3410 4507
pr̊uměr 4868 4509 3439 4552
směr. odchylka 828 664 274 504

Tabulka 2. Základńı charakteristiky měśıčńıch souhrn̊u
pro odchoźı komunikaci.

hodnotu. Př́ıpadnou normalitu b́ılého šumu jsme testovali Shapiro-Wilkoxo-
novým testem.

4. Numerické výsledky

Základńı charakteristiky měśıčńıch souhrn̊u přepočtených dle vzorce (1) jsou
pro př́ıchoźı komunikaci v Tab. 1, pro odchoźı v Tab. 2. Ve všech př́ıpadech
je směrodatná odchylka poměrně velká. Odlehlá pozorováńı v př́ıpadě obce
A v roce 2007 pro oba směry komunikace jsme pro daľśı analýzu nahradili
pr̊uměrnými hodnotami.

Výsledky trendové a sezónńı složky modelu (2) jsou pro obce A, B a C
zvlášt’ pro př́ıchoźı a odchoźı komunikaci znázorněny v grafech na Obr. 1.

Podle provedených test̊u se ukazuje, že uvedený model dobře popisuje
naměřená data. Reziduálńı složka pro př́ıchoźı komunikaci obce A a od-
choźı obce B je b́ılý šum, ve všech ostatńıch př́ıpadech se jedná dokonce
o Gasusovský b́ılý šum. Znamená to, že se v datech již nevyskytuje daľśı cyk-
lická složka, která by měla periodu (výrazně) kratš́ı, než délka jednotlivých
časových řad. Z grafického znázorněńı se zdá, že v některých př́ıpadech zde
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Obrázek 1. V grafech je zachycen pr̊uběh př́ıchoźı (levý
sloupec) resp. odchoźı (pravý sloupec) korespondence pro
jednotlivé obce. Data jsou znázorněna souvislou křivkou,
trend časové řady tučnou křivkou a přerušovaná křivka
znázorňuje trend spolu se sezónńı složkou.

mohou být cyklické složky deľśı (zejména v odchoźı korespondenci) s periodou
odpov́ıdaj́ıćı délce uvedených časových řad. Tyto složky náš model neposti-
huje a s ohledem na výraznou proměnlivost českého právńıho prostřed́ı by
byly i poměrně obt́ıžně interpretovatelné.

Celkově se v trendech neprojevuj́ı v uvedeném obdob́ı nějaké výrazné
poklesy či nár̊usty celkového objemu komunikace. Pro obec A můžeme sle-
dovat mezi lety 2005 a 2006 nár̊ust př́ıchoźı pošty, který může být zp̊usoben
procesem učeńı se využit́ı elektronického nástroje, tedy nikoliv skutečným
nár̊ustem objemu komunikace, a poté následuje pozvolný pokles. V př́ıpadě
odchoźı komunikace je trend téměř konstantńı. Pro obec B je patrný pozvolný
nár̊ust př́ıchoźı komunikace, v př́ıpadě odchoźı komunikace je trend proměn-
livý, nicméně začátek a konec sledované časové řady je na stejné úrovni.
Př́ıchoźı komunikace do obce C má klesaj́ıćı tendenci, kdežto u množstv́ı
odchoźı komunikace pozorujeme zřetelnou vlnu s minimem v polovině roku
2009.
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Nyńı se budeme věnovat sezónńı složce modelu (2). Subjekty v rámci
našeho malého vzorku tř́ı obćı III. typu, které tvoř́ı 1,5 % obćı III. typu,
čińı nejv́ıce podáńı v̊uči orgán̊um veřejné moci na začátku roku, nejméně pak
v pr̊uběhu měśıc̊u spadaj́ıćıch do obdob́ı letńıch prázdnin a také na konci
roku. Pro prosinec neńı tento propad ovlivněn obecně malým počtem pra-
covńıch dńı tohoto měśıce, protože vliv konkrétńıho počtu pracovńıch dńı
v daném měśıci byl odstraněn přepočtem pomoćı vztahu (1). U odchoźı pošty
nelze nějaké zobecněńı na určitá ročńı obdob́ı či určité měśıce např́ıč zkou-
maným vzorkem určit. I to je ale také zaj́ımavý výsledek, který ukazuje, že
procesy prob́ıhaj́ıćı na obćıch maj́ı r̊uznorodé doby trváńı, d́ıky čemuž sezónńı
složka odchoźı komunikace nekoṕıruje sezónńı složku př́ıchoźı komunikace.

5. Závěr

Provedená analýza časových řad př́ıchoźı a odchoźı komunikace vybraných
obćı III. typu ukazuje výrazné sezónńı vlivy, které u př́ıchoźı komunikace maj́ı
nav́ıc obdobný pr̊uběh pro všechny tři zkoumané obce, a poměrně nevýrazný
nebo proměnlivý trend. Provedená analýza je prvńım krokem ve výzkumu
statistických dat poskytovaných elektronickými systémy spisových služeb im-
plementovaných obcemi v ČR. Na tuto analýzu hodláme navázat výzkumem
jednotlivých strukturńıch složek komunikace, které se s časem měńı velmi
výrazným zp̊usobem.
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Abstract: The paper quantifies the role of factors associated with the growth
(or decline) of micro and small businesses in European economies. The
growth is related to employment and value added in enterprises as well as
to ten institutional variables. We test the data for consistency of behavioral
patterns in various countries and gradually remove outlying observations,
quite a unique approach in panel data analysis that can lead to erroneous
conclusions when using the classical estimators. In the first part of this paper
we outline a highly robust method of estimation based on fixed effects and
least trimmed squares (LTS). In its second part we apply this method on
the panel data of 28 countries in 2002–2008 testing for the hypothesis that
micro and small businesses in Europe use different strategies for their growth.
We run a series of econometric tests where we regress employment and to-
tal net production in micro and small businesses on three economic factors:
gross capital returns, labor cost gaps in small relative to large enterprises and
GDP per capita. In addition, we test the role of 10 institutional factors in
the growth of family businesses.

Abstrakt: Článek hodnot́ı faktory které ovlivňuj́ı r̊ust malých rodinných
podnik̊u v evropské ekonomice. Tento r̊ust souviśı se zaměstnanost́ı a přida-
nou hodnotou v podnićıch, stejně jako s institucionálńımi proměnnými. Tes-
tujeme chováńı r̊uzných evropských zemı́ a následně detekujeme odlehlá po-
zorováńı. Př́ıtomnost těchto pozorováńı může vést k chybným závěr̊um,
pokud jsou pro odhad dat použity klasické př́ıstupy. V prvńı části článku
popisujeme robustńı metodu odhadu založenou na odhadu pomoci fixńıch
efekt̊u a nejmenš́ıch useknutých čtverćıch (LTS). V druhé části článku tuto
metodu aplikujeme na data popisuj́ıćı 28 zemı́ v letech 2002–2008 a tes-
tujeme hypotézu, že r̊ust mikro a malých rodinných podnik̊u je založen na
r̊uzných strategíıch. V sérii ekonometrických test̊u vyjadřujeme zaměstnanost
a přidanou hodnotu v mikro a malých podnićıch jako funkci tř́ı ekonomických
veličin: hrubá kapitálová návratnost, relativńı mzdové náklady a HDP na
osobu. Dále do modelu vstupuj́ı některé z 10 r̊uzných institucionálńıch
proměnných.
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1. Introduction

As a consequenc of worldwide financial and economic crisis, there is a uni-
versally rising renewed interest in the performance of small and family busi-
nesses. Unique data on micro and small businesses in different countries do
not represent a homogeneous pattern of behavior in firms that differ not only
in sizes but also in institutional setups that also change in time. Thus mixing
together of firms subject to different incentives could potentially lead to be-
havioral pattenrs that are not compatible. In this research we have tested the
potential for such a heterogeneity in the behavior of small family businesses
in various countries that could be even reflected in separating the original
panel data into two subpopulations that are not compatible in their reaction
to entrepreneurial stimuli. Hence, we have concentrated in our analysis on
the techniques of robust estimation.

One of our innovation is the use ff robust estimations of the parameters
in panel data models. In this paper in section 2 we describe and apply a
robust version of the classical within-group estimators on data of two groups
of family businesses. We transform the data by the subtraction of country-
specific median. Then a robust Least Trimmed Squares estimator is applied
on centered data. We decided to apply this method on economic data relating
to family businesses grouped by company size. In section 3 we describe the
role of family businesses in present economies. In section 4 we apply robust
version of the within-group estimator on data for 28 European countries in
2002–2008 and we examine how employment and net production in family
businesses depend on the measure of gross capital returns per value added
and the relative gap between labor costs in small (or micro) and large enter-
prises. Additional explanatory variables include the GDP per capita and ten
institutional variables. Section 5 concludes.

2. Robust Estimators and Robust Estimation of Panel Data

Models

Outliers can be generated when the reporters mix up two or more subpopu-
lations of data that represent agents whose behavior is mutually inconsistent.
An example of this can be the case when the analysts presume that micro
businesses (such as self-employed persons) and businesses up to 50 employees
follow identical strategies for their growth in all studied countries. These
kinds of inconsistency in carrying out observations are our main concern.
Small family businesses are subject to specific circumstances that increase
the uncertainty and inconsistency of their reported data. Firstly, their ac-
countancy need not always be done by professionals and thus more open to
errors and omissions. Secondly, their true production, employment and costs
can be rigged due to much easier tax evasion. Thirdly, reporting to statistical
offices is irregular. Thus a robust technique of setimation is a necessary and
adequate approach in order to avoid the trap of data bias. Robust methods
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date back to the history of statistics and the first basis for a theory of ro-
bust estimation was formed in the 1960’s. Huber (1964) introduced a flexible
class of M-estimators. However, robust estimation has not been the standard
technique of analysis in this kind of panel data. Thus we will describe first
our approach to data processing where the central issue rests in outliers. It is
preferable to use such estimators of regression coefficients which are directly
scale- and regression-equivariant as LMS or LTS estimator. Since LMS is
only 3

√
n-consistent, it is not asymptotically normal and not easy to evalu-

ate, we will focus on the second applicable 50% breakdown point estimator –
the least trimmed squares (LTS, Rousseeuw, 1983 and Rousseeuw and Leroy
(1987).

Unfortunately, econometrics is limited to a scant amount of literature de-
scribing robust methods for panel data. This paper is an attempt at con-
tributing to these techniques by focusing on the simple fixed effects panel
data model of small businesses. We will try to find a robust alternative to
the Within-Group estimator1 which can be affected by the presence of outly-
ing observations. Thus we will describe a high breakdown point estimator for
the fixed effects panel data model based on LTS as an estimation procedure,
which is less sensitive to the presence of aberrant observations.

We consider the following form of the fixed effects linear panel data model:

(1) yit = αi + x
′

itβ + εit i = 1, . . . , N t = 1, . . . , T

where i denotes the cross-section dimension (number of countries) and t
denotes the time-series dimension (number of years). xit is a column vector
of explanatory variables with dimension K × 1 while β is a K × 1 vector of
regression parameters. αi denotes the unobservable time-invariant individual
fixed effects and εit denotes the error terms or disturbance terms, uncorre-
lated through time and through cross-sections.

The idea underlying Within-Group estimator is to center the series by
mean when applying the within transformation and then transformed data
are estimated by OLS. In order to get a robust version of this estimator we
have to center the time series (in both the dependent and the explanatory
variables) robustly and then a robust regression will be applied to the centered
data. The difference between these two approaches is that the time-series
must be centered by removing the median instead of mean because the mean
is largely distorted by outliers since the median is known to be min-max
robust (Huber, 1981). We will get:

ỹit = yit −medt(yit)

x̃
(j)
it = x

(j)
it −medt(x

(j)
it )(2)

1Since our panel contain all countries of interenst, the fixed effects model is more

appropriate than a random effects models for our dataset.
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where 1 ≤ i ≤ N , 1 ≤ t ≤ T and 1 ≤ j ≤ K. x
(j)
it denotes the j-th

explanatory variable measured at time t in the i-th time-series. We can run
a robust estimator (and regress ỹit on x̃it to identify the outliers). For this
purpose we will apply the LTS estimator on centered data. LTS estimator is

defined as β̂LTS which minimizes the sum of the smallest h squared residuals:

β̂LTS = argmin
β

h∑

k=1

[(ỹk − x̃′
kβ)

2]i,

where

[(ỹk − x̃′
kβ)

2]1 ≤ [(ỹk − x̃′
kβ)

2]2 ≤ . . . [(ỹk − x̃′
kβ)

2]i ≤ . . . ≤ [(ỹk − x̃′
kβ)

2]NT

are ordered squared residuals (Rousseeuw, 1983). The value 1 ≤ h ≤ NT
is a trimming value. As mentioned before, this estimator has a breakdown
point attaining 50%. A default choice can be h = [3NT/4] or h = [4NT/5],
making it possible to cope with up to 25% of outliers (or 20%, respectively).
The LTS estimator in its basic version is regression, scale and affine equivari-
ant. However, due to the nonlinearity of the centering transformation by the
median βLTS is only scale equivariant (Bramati and Croux, 2004). We can
use this algorithm directly: centering the data by median, using least trimmed
squares and discovering the outliers. However, it can also be employed in a
different way by using outliers only as a diagnostic tool to recognize a ”suspi-
cious” behavior of an agent (Michaĺıková and Galeotti, 2010). In this paper
we will identify the outliers in centered model, separate them and then use
the LTS on the rest of data. This technique makes it possible to recognize
outliers which are not able to be detected by eye or by means of traditional
regression diagnostics. Once we have separated the observations (considered
to be outliers), we can monitor if this subpopulation of data is subject to
certain systemic regularity. Secondly, we may be watching if the removal
of outliers brings some improvement in the estimated regression model. We
may monitor the stability of estimated regression coefficients in the case of
increasing h. Last but not least, we wonder if p-values of estimated regressors
are improving as the outliers are dropped out from the model.

3. The Factors of Growth of Family Businesses

In the early 1990s, family-led enterprising was supposed to get a new boost
as the pro-market forces triumphed. This was an error in judgement. Au-
thentic small-scale family businesses were often squeezed out of the space
for rapid development by surviving, former state-owned enterprises which
were converted to corporations owned formally by thousands of petty stock-
owners and a thin class of insiders with dominant stakes (Benáček, 2006).
The parallel opening-up of globalisation offered new windows of opportunity
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to large enterprises dominated by managers. In the late 1990s the flood-
gates to expansionary monetary policy opened up and government debt grew.
These bubbles finally burst, which drove the economiesinto a lasting reces-
sion. Rising taxes, as a consequence of interventions, discriminated against
small family business. The expectation is that the turnaround in the present
recession should come from an increase in domestic aggregate spending and
employment in SME dominated by family businesses, which in almost every
country have been the main source of employment and job creation, but not
the engine of spending dynamics. The main objective of this paper is to
address the following question: which economic and institutional factors are
associated with the development and growth of family businesses?

A firm is considered to be a family business if a member of one or more
families is its controlling owner, implying a managerial commitment toward
the business’ overall performance. The main strength of a family business
is the direct accountability and enforcement of property rights, without re-
course to moral hazard and asset stripping. It also results in high wage
flexibility. Micro and small businesses (i.e. MB and SB) cover 98.7% of all
EU enterprises. In addition, approximately 50% of MB in the EU are formed
by the self-employed. Therefore, in this paper we will use micro and small
businesses as proxies of small family businesses. We will thus distinguish
between two types of FB: those ranging in size from self-employed individ-
uals to enterprises with 10 employees (i.e. MB) and enterprises with 10 to
50 employees (i.e. SB). We will measure the growth of MB and SB by their
employment figures or, alternatively, by their net output. The following theo-
retical assumptions will be used as guidelines for hypotheses in our empirical
tests:

a) The objective function of entrepreneurs is profit maximization. The
maximization of gross capital returns per value added (KR/VA), where cap-
ital K is defined by reducing total labor compensation (W ) from the net
income of enterprises (VA)2, is still a plausible criterion because it represents
a social efficiency of capital allocated among businesses of various scales.
We could set up a hypothesis that countries with higher KR/VA in any
group of FB could also see the stronger development of FB. If the space for
K = V A −W increases (e.g. as a result of innovation or lower transaction
costs), it will induce the entrepreneurs to expand their employment in order
to bolster the sales and net output. This will result in an increase of labor
income W and a raise in the wage rates per labor W/L. Nevertheless, is such
a behavioral hypothesis valid for both employment and net production in
reality? A very high KR/VA may also imply a shortage of capital (under-
capitalization and/or too expensive capital). Then high capital returns could
act as an impediment to FB growth, i.e. KR/VA could be negatively related
to growth in employment.

2Net income (i.e. the value added) of enterprises is defined as difference between sales

S and material inputs M.



76

b) FB development is not autonomous in isolation within their own SME
categories because what also matters is an FB’s relative performance vis-a-
vis large businesses (LB). Small FB compete with LB for limited nationally
available economic resources. The competition lies in costs and relative pro-
ductivities. Thus the cost competition between FB and LB will depend on
how well FB are able to depress wages, thus creating a wage gap relative to
LB in order to gain a cost advantage once the prices of products are given.
We will test whether (lower) wages per worker in FB related to (higher) wages
per worker in LB are associated with higher growth in FB.

c) Another hypothesis about the determining factors of growth in FB that
we will test concerns the degree of general economic development represented
by GDP per capita.

d) Contemporary economics stresses the importance of institutions, as ad-
ministrative bodiesdefining the ’rules of the game’ or incentives whose pur-
pose is to reduce uncertainties and transaction costs in business interaction.
National institutions are important factors that may have both positive and
negative impacts on businesses of different sizes.

Thus three economic indicators related to internal rates of gross capital
returns (KRFB/V AFB), relative wages rates (WFB/LFB)/(WLB/LLB), and
GDP per capita, plus ten institutional indicators are selected as causal factors
related to the growth of FB, i.e. the MB and SB.

4. Results of Econometric Tests

In this chapter we will test empirically the extent to which the growth in
FB in 28 European countries was influenced during 2002–2008 by the three
above-described economic factors and by political institutions. Sources of
the data are: Small Business Act Factsheets (Eurostat and DG Enterprises
and Industry); GDP statistics of the World Bank; Database on the Economic
Freedoms (The Heritage Foundation). The robust version of the fixed effect
panel data model will be used for the estimation of coefficients.

Dependet variables

LFB
it : Employment in FB = {MB,SB} quantified by the number of

workers in country i and year t.
V AFB

it : The value of net output (i.e. the value added) in MB or SB in
country i and year t.

Economic explanatory variables:

(KR/VA)FB
it : Gross capital returns in analyzed businesses per value added

LCFB
it /LCLB

it : Relative rates of full labour costs (LC = W/L), i.e. total
labor compensation per worker in FB divided by similar compensation in LB

GDPit/PCit: GDP per capita in purchasing power parity.

Institutional explanatory variables:
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Regulit: Business freedom (regulation) index
Tradeit: Trade freedom (trade barriers) index
Monetit: Monetary freedom (inflation and price control) index
Governit: Freedom from government (public spending) index
Fiscalit: Fiscal freedom (taxation) index
PropRit: Property rights index
Investit: Investment freedom (capital controls) index
Financit: Financial freedom (private banking security) index
Corruptit: Freedom from corruption (perception) index
Labourit: Labor freedom index

N.B.: Institutional variables are the proxies of economic ”freedoms” rang-
ing in their values 〈0, 100〉. The higher the percentage index, the more liberal
and pro-market the local institutional arrangement.

The selection of 28 countries of Europe is highly representative, cover-
ing nearly all of the EU and potential accession countries (see Table 1). The
first two explanatory variables are relevant for decision-making in enterprises.
Reasons for having a high share of gross capital returns on the value added
can be: a) Increasing labor productivity without compensating workers at
a proportionally higher wage rate – that would imply high profits; b) De-
creasing the marginal product of labor by overstaffing, which is reflected in
disproportionally lower average wages in the enterprise. That would imply a
high cost of capital that burdens the firm; c) Hiring and paying labor outside
official contracts, which slashes total labor costs.

For different reasons that driveKR/VA upward, we cannot be sure whether
this variable is related to FB growth negatively or positively.

The second variable LCFB/LCLB tests the relevance of low (reported)
wages and of the gap in FB wage rates trailing behind LB. What matters is
whether higher labor cost gap in FB is a driver or a retarder of FB growth.
Once again we cannot be sure a priori about the nature of its sign. The third
variable points to a general trend in development and is our only macroeco-
nomic indicator. We should expect its sign to be positive.

ALL Advanced Europe (14) + Emerging Europe (14)
Advanced Austria, Denmark, Finland, France, Germany, Greece,
Europe (14) Ireland, Italy, Netherlands, Norway, Portugal,

Spain, Sweden, United Kingdom
Emerging Albania, Bulgaria, Croatia, Cyprus, Czech Republic,
Europe (14) Estonia, Hungary, Latvia, Lithuania, Malta,

Poland, Romania, Slovakia, Slovenia

Table 1. List of countries included in the analysis

The test of our robust regression analyses consist of four models related
to micro and small enterprises, whose specifications are as follows:
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L
MB/SB
it = α1(KR/V A)

MB/SB
it + α2LC

MB/SB
it /LClarge

it +

+ α3GDPit/PCit + αx(INSTIT var
it x) + εit

V A
MB/SB
it = β1(KR/V A)

MB/SB
it + β2LC

MB/SB
it /LClarge

it +

+ β3GDPit/PCit + βx(INSTIT var
it x) + εit

where i = 1, . . . , 28 are countries, t = 2002, . . . , 2008 are the observed
years, x = {4, 5, . . . , 13} indicates the respective number of institutional vari-
able 4 through 13.

In Tables 2 and 3 we report the results of four regressions specified above3.
In each regression we included three economic explanatory variables plus
some relevant institutional explanatory variables. These variables were cho-
sen according to the level of significance in individual models. The non-
significant institutional variables were dropped from the model. In the first
column for each regression we report results of fixed effects model, which
was estimated by OLS from the data centered by median. In the following
columns, we report the results of Least Trimmed Squares regression, applied
on the data centered by median, with regard to different choice of h.

With regard to the results of our estimation in Tables 2 and 3, our first
general observation is that parameters are mostly significant. In all four
cases, the coefficient of determination (Adj.R2) has been increasing and thus
quality of model improved. If we focus on the signs of parameters, only in one
case – in that of the coefficient of KR/VA in model 4 – the sign is unstable.
Such a counter-intuitive reversal in sign could be, hypothetically, a result of
multicolinearity, but variance inflation factor (VIF)4 refuted that possibility.

In four models we use altogether 11 different variables. All three economic
variables prove their clear dominance. The role of institutional factors seems
to be only subsidiary, which is an unexpected finding of high importance. It
signals that small family businesses are deeply dependent on market perfor-
mance and policies are not so important in changing their strategic behavior.
Variables KR/VA and LC have negative signs in models 1 and 2. This implies
that job creation in small FB is conjoined with low pretentions to both cap-
ital returns and wage requirements. Thus saving on machines and prudent
wage policy are traditional recipes for high employment in FB. There is also
an important proviso to be added: a sustained or even widening gap in labor
costs relative to large enterprises combined with lower capital endowments is
a knife-edge enterprise strategy for gaining competitiveness in the short term
that calls for low costs and prudence in expenditures on the one hand. A
crucial piece of information is added by the third economic variable: rising
GDP per capita enhances the employment in both types of FB. We can see
that FB were the leading drivers of job creation throughout Europe during

3All estimates were obtained by Stata and Matlab
4Variance inflation factor (VIF) is common way for detecting multicollinearity. VIF is

computed from the covariance matrix of parameter estimates (O’Brien, 2007).
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Dep. variables LMB
it (Model 1)

h% – 95% 85% 75%

(KR/V A)MB
it -0.080* -0.329*** -0.210*** 0.009

(0.043) (0.053) (0.047) (0.017)

LCMB
it /LCLB

it -0.346*** -0.398*** -0.318*** -0.157***

(0.062) (0.051) (0.039) (0.025)

GDPit/PCit 0.509*** 0.419*** 0.405*** 0.377***

(0.039) (0.029) (0.021) (0.018)

MONET 0.003** 0.0003 -0.001* -0.003***

(0.001) (0.001) (0.001) (0.001)

FINANC 0.001** 0.002*** 0.0006** 0.0004**

(0.001) (0.001) (0.0003) (0.002)

Number of obs. 196 187 167 147

Adj. R2 0.525 0.603 0.700 0.772

Dep. variables LSB
it (Model 2)

h% – 95% 85% 75%

(KR/V A)SB
it -0.164*** -0.157*** -0.166*** -0.005

(0.021) (0.015) (0.010) (0.051)

LCSB
it /LCLB

it -0.330*** -0.167** -0.016*** 0.016

(0.091) (0.074) (0.054) (0.049)

GDPit/PCit 0.541*** 0.496*** 0.407*** 0.423***

(0.035) (0.026) (0.003) (0.017)

FINANC 0.001** 0.001** 0.001** 0.001

(0.001) (0.0004) (0.0003) (0.001)

LABOR -0.001 -0.001 -0.002** -0.001***

(0.001) (0.001) (0.001) (0.0004)

Number of obs. 196 187 167 147

Adj. R2 0.634 0.748 0.751 0.837

Table 2. Robust fixed effects regressions - models 1 and
2. Notes: The value for h% denotes how many observations
were included into data set. * significant at 10%; ** signif-
icant at 5 %; *** significant at 1 %. Standard errors are in
brackets. Dependent variables and GDP per capita are in
logarithms.

the observed period. The conditions for job expansion in micro business are
also in the prudent monetary policy (that sustains low inflation) and in the
existence of efficient financial services.

The three most powerful findings occurred in models 3 and 4 (Table 3)
explaining the mechanism of growth in net production in MB and SB. Firstly,
our models point to the existence of a trade-off between employment and out-
put expansion because the signs for the first two economic variables reversed
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Dep. variables V AMB

it
(Model 3)

h% – 95% 85% 75%

(KR/V A)MB

it
0.301*** 0.299*** 0.277*** 0.503***

(0.072) (0.064) (0.044) (0.073)

LCMB

it
/LCLB

it
0.448*** 0.376*** 0.388*** 0.575***

(0.103) (0.087) (0.061) (0.063)

GDPit/PCit 1.736*** 1.552*** 1.404*** 1.528***

(0.067) (0.060) (0.045) (0.036)

MONET 0.004** -0.001 -0.002 -0.003**

(0.002) (0.002) (0.002) (0.001)

CORRUPT 0.005*** 0.003** 0.001 0.001

(0.001) (0.001) (0.001) (0.001)

Number of obs. 196 187 167 147

Adj. R2 0.823 0.825 0.880 0.938

Dep. variables V ASB

it
(Model 4)

h% – 95% 85% 75%

(KR/V A)SB

it
-0.105*** 0.052 0.456*** 0.452***

(0.032) (0.148) (0.128) (0.098)

LCSB

it
/LCLB

it
0.631*** 0.408*** 0.410*** 0.478***

(0.138) (0.129) (0.108) (0.083)

GDPit/PCit 1.737*** 1.576*** 1.507*** 1.386***

(0.054) (0.045) (0.038) (0.033)

GOVERNMENT 0.002* 0.002** 0.001 -0.0001

(0.001) (0.001) (0.001) (0.001)

INVEST 0.001 0.001 0.0003 0.0007**

(0.001) (0.005) (0.0001) (0.0003)

Number of obs. 196 187 167 147

Adj. R2 0.866 0.877 0.909 0.934

Table 3. Robust fixed effects regressions - models 3 and
4. Notes: The value for h% denotes how many observa-
tions were included into data set. * significant at 10%; **
significant at 5 %; *** significant at 1 %. Standard errors
are in brackets. Fixed effects are not reported. Dependent
variables and GDP per capita are in logarithms.

from negative to positive. Secondly, the coefficients for GDP per capita in-
creased approximately three-fold in their value, pointing to a high elasticity
of FB output growth to aggregate demand. Thirdly, the results in Table 3
imply that value added VA is more sensitive to low labour costs LC (and
with it to labour efficiency) than to high capital returns (capital efficiency).
Therefore, by consolitating these results, we can draw an implication that
increasing aggregate demand is driving production (and therefore probably
also the profits) in FB more than its employment.
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The growth in net output in FB is underpinned by high gross capital
gains per value added. High GDP per capita is a crucial catalyst for such
development accompanied by low corruption in the case of model 3.

Finally we will focus on observations which have been dropped out from the
model. There are six countries that are generating the majority of outliers:
Albania, Croatia, Greece, Latvia, Romania and Slovakia. With the exception
of Greece they belong to countries of emerging post-Communist Europe that
in the past had problems with macroeconomic stability and EU accession.
These countries differ in their high growth of employment. Thus job creation
in FB during 2002–2008 was faster in these emerging countries compared
to other countries. In the case of value added this growth was even more
significant.

5. Conclusion

In this paper we have analyzed the factors that were instrumental for growth
in two types of small firms in 28 European countries. It has been revealed
that growth related to employment and to net production was conditioned by
very different internal incentives. As has been found, schemes (or incentives)
targeting high employment can be in conflict with schemes concentrating on
the growth in value added.

We have also tested the stability of behavioral patterns in FB throughout
Europe. For that purpose we applied a robust methodology for fixed effect
panel data models which allowed us to estimate a model where data were
contaminated by outliers. Based on data for 28 European countries in 2002–
2008 we ran a series of econometric tests in which we analyzed how two
groups of businesses with up to 50 employees evolved over time by quantifying
their growth in employment and net production. We regressed these two
alternative indicators of development to a measure of gross capital returns
per a unit of value added and to the relative gap between labor costs in small
and large enterprises . In addition, we tested the role of GDP per capita and
the significance of several institutional variables.

Our tests concluded with the finding that our three economic explanatory
variables were highly statistically significant. With rising h(the number of
deleted observations) results have been generally improving as the residual
sum of squares was decreasing and the explanatory power of the model was
gaining in strength. We can conclude from the results of four regressions
that job creation in micro and small family businesses depends on a low
pretention on capital returns. However, narrowing the gap in labor costs in
family businesses relative to large corporations is negatively correlated with
employment. In sharp contrast with this, both these economic variables are
positively connected with the value added in micro and small business. The
higher the gross capital gains per value added and the higher the relative
labor costs in FB, the higher their growth in net production is.
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Rising GDP per capita enhances both employment and value added in
FB, even though the impact on the net output is markedly more intensive.
We have also discovered that some less developed post-Communist countries
(particularly Albania, Romania, Croatia, Latvia and Slovakia) were subject
to highly different behavior of family businesses related to growth.

As a final point for discussion, our results imply that after all, hard eco-
nomic fundamentals (factor costs, labour efficiency and the aggregate de-
mand) are much more important for the development of small family busi-
nesses than soft institutional factors. This is in sharp contrast to the perfor-
mance of large businesses, whose activities are found to be strongly influenced
by policies and vertical transfers at the level of public administration, as was
observed by Alfaro et al. (2008) or Benacek et al. (2011).
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REGRESE V MODELECH OPRAV

Petr Novák

Kĺıčová slova: Analýza spolehlivosti, modely oprav.

Abstrakt: Při provozu systému, který podléhá opotřebeńı, je naš́ı snahou
odhadnout rozděleńı doby do selháńı pro optimalizaci plánováńı údržby. Po-
moćı vhodných model̊u chceme popsat závislost tohoto rozděleńı na př́ıpad-
ných regresorech. Běžně použ́ıvané modely analýzy přežit́ı, jako je Cox̊uv
model nebo model zrychleného času, je potřeba přizp̊usobit systému s opra-
vami. Např́ıklad lze modelovat závislost na předchoźıch opravách a časově
proměnných kovariátách odpov́ıdaj́ıćıch stavu systému. V př́ıspěvku takové
modely popisujeme a předvád́ıme využit́ı na datech z praxe.

1. Úvod - modelováńı životnosti jednoho zař́ızeńı

Studujeme data o historii zař́ızeńı, které podléhá opotřebeńı. Když se porou-
chá, je nutné provést opravu. Poruchám se snaž́ıme předcházet preventivńı
údržbou. Označ́ıme T1, ..., Tn časy zásah̊u (oprav nebo údržeb), ∆1, ...,∆n in-
dikátor zda v j-tém čase byla provedena oprava, X(t) vysvětluj́ıćı proměnná.
Chceme rozumný popis vlivu oprav, údržby a regresor̊u na životnost.

Zavedeme č́ıtaćı procesy oprav a údržeb

N•(t) =
n
∑

j=1

I(Tj ≤ t,∆j = 1), M•(t) =
n
∑

j=1

I(Tj ≤ t,∆j = 0).

Označ́ıme rizikovou funkci

λ(t) = lim
h→0

P (N•(t+ h)−N•(t) ≥ 1|H(t))/h

kde H(t) znač́ı historii událost́ı do času t. Dále mějme kumulativńı rizikovou

funkci Λ(t) =
∫ t

0
λ(s)ds a f(t) a S(t) př́ıslušnou hustotu a funkci přežit́ı.

Předpokládejme, že oprava sice vrát́ı prvek jen do stavu těsně před poruchou,
ale má vliv na rizikovou funkci. Rizikovou funkci vhodně parametrizujeme
a parametry chceme odhadnout metodou maximálńı věrohodnosti. Věrohod-
nost lze přepsat jako

L =

n
∏

j=1

(

f(T−
j )

S(Tj−1)

)∆j (

S(Tj)

S(Tj−1)

)1−∆j

=

n
∏

j=1

λ(T−
j )∆j · S(Tn)

a log-věrohodnost má pak tvar

l =

n
∑

j=1

∆j log λ(T
−
j )−

∫ Tn

0

λ(t)dt.
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Cox̊uv model

V Coxově modelu p̊usob́ı regresory multiplikativně na rizikovou funkci. Před-
pokládáme, že každá oprava či údržba multiplikativně sńıž́ı nebo zvýši riziko,
stejně tak př́ıpadné regresory. Uvažujeme rizikovou funkci ve tvaru (Percy &
Alkali 2005):

λ(t) = λ0(t)e
M

•
(t)ρ+N

•
(t)σ+XT (t)β = λ0(t)(e

ρ)M•
(t)(eσ)N•

(t)(eβ)X(t).

Jako vysvětluj́ıćı proměnnou X(t) je možné použ́ıt např. náročnost posledńı
opravy. Pokud se hodnoty kovariáty měńı jen v časech událost́ı, je možné
snadno dosadit do logaritmické věrohodnosti a při parametrickém základńım
riziku maximalizovat.

Model zrychleného času

Můžeme také předpokládat, že každá oprava či údržba a regresory zp̊usob́ı, že
virtuálńı čas začne plynout pomaleji nebo rychleji (Accelerated Failure Time
model, AFT). Využijeme transformaci času (Lin & Ying, 1995):

t →
∫ t

0

eM•
(s)ρ+N

•
(s)σ+XT (s)βds =: h(t,β),

kde jsme označili β = (ρ, σ, β). Riziková fukce pak má tvar

λ(t) = λ0(h(t,β))e
M

•
(t)ρ+N

•
(t)σ+XT (t)β .

Pokud základńı riziková funkce bude konstantńı, oba modely splývaj́ı.

2. Inference při v́ıce pozorováńıch

Máme-li k dispozici data o n nezávislých zař́ızeńıch, pracujeme se sdruženou
věrohodnost́ı. Můžeme bud’to parametrizovat základńı riziko a postupovat
jako výše, nebo odhadnout základńı riziko neparametricky. Mějme λi(t), Tij ,
∆ij , j = 1, ...ni a Xi(t) rizikovou funkci, časy událost́ı, indikátory oprav
a hodnoty regresor̊u i-tého prvku. Označ́ıme

Nij(t) = ∆ijI(Tij ≤ t), Mij(t) = (1−∆ij)I(Tij ≤ t),

Yij(t) = I(Ti,j−1 < t ≤ Tij).

Pomoćı • označ́ıme součet přes př́ıslušný index. Dostaneme log-věrohodnost

l =
∑

ij

∫ ∞

0

(

log λi(t
−)dNij(t)− Yij(t)λi(t

−)dt
)

,

kde v rizikové funkci λi budou obsaženy počty oprav a údržeb Ni• a Mi•.
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Cox̊uv model semiparametricky

Označ́ıme Xi(t) = (Ni•(t),Mi•(t), Xi(t)). Pak je pro Cox̊uv model věrohod-
nost a skóre

l =
∑

ij

∫ ∞

0

(

(log λ0(t
−) +XT

i (t
−)β)dNij(t)− Yij(t)e

XT
i (t−)βλ0(t

−)dt
)

,

U(β) =
∑

ij

∫ ∞

0

(

XT
i (t

−)dNij(t)− Yij(t)X
T
i (t

−)eX
T
i (t−)βdΛ0(t)

)

.

Skóre záviśı na neznámé kumulované základńı rizikové funkci Λ0(t). Tu mů-
žeme nahradit Nelson-Aalenovým odhadem

Λ̂0(t,β) =

∫ t

0

dN••(s)
∑

ij e
XT

i
(s−)βYij(s)

.

Po dosazeńı źıskáme skóre ve tvaru

U(β) =
∑

ij

∫ ∞

0

(

Xi(t
−)−

∑

ij Xi(t
−)eX

T
i (t−)βYij(t)

∑

ij e
XT

i
(t−)βYij(t)

)

dNij(t)

a pro nalezeńı odhad̊u parametr̊u řeš́ıme rovnice U(β) = 0.

AFT model semiparametricky

Pro každý prvek máme transformaci času hi(t,β). Zavedeme transformované
procesy

N∗
ij(t,β) = ∆ijI(hi(Tij ,β) ≤ t), M∗

ij(t,β) = (1−∆ij)I(hi(Tij ,β) ≤ t),

Y ∗
ij(t,β) = I(hi(Ti,j−1,β) < t ≤ hi(Tij ,β)), X∗

i (t,β) = Xi(h
−1
i (t,β)).

Přesné skóre má složitěǰśı tvar, je ale možné jej nahradit přibližným (Lin &
Ying, 1995)

U(β) =
∑

ij

∫ ∞

0

X∗
i (t

−,β)
(

dN∗
ij(t,β)− Y ∗

ij(t,β)dΛ0(t)
)

a dosadit odhad kumulované základńı rizikové funkce

Λ̂0(t,β) =

∫ t

0

dN∗
••(s,β)

∑

ij Y
∗
ij(t,β)

.

Źıskáme

U(β) =
∑

ij

∫ ∞

0

(

X∗
i (t

−,β)−
∑

ij X
∗
i (t

−,β)Y ∗
ij(t,β)

∑

ij Y
∗
ij(t,β)

)

dN∗
ij(t,β).

Protože skóre neńı spojité v β, odhadneme parametry minimalizaćı ‖U(β)‖.
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3. Modelováńı provozu čerpadla

Zkoumáme data o provozu ropných čerpadel za několik let (Kobbacy, 1997
a Percy, 2007). Pro jedno čerpadlo máme podrobněǰśı údaje o časech údržeb,
oprav a o náročnosti každého zásahu v člověkohodinách. Zde zkuśıme para-
metricky modelovat životnosti při r̊uzných základńıch rizikových funkćıch.
U pěti pump jsou k dispozici jen časy oprav a údržeb, zde použijeme semipara-
metrické metody a porovnáváme s výsledky při použit́ı parametrizovaného
základńıho rizika.

Parametrické modelováńı provozu čerpadla

Máme k dispozici časy oprav, údržeb a náročnosti praćı a podle metod
z odstavce 1 odhadujeme parametry ρ, σ a β v Coxově i AFT modelu.
Zkuśıme maximalizovat věrohodnost pro exponenciálńı, Weibullovo λ0(t) =
aλata−1, gamma f(t) ∝ ta−1e−λt, useknuté Gumbelovo λ0(t) = λat a log-
normálńı základńı rozděleńı pro oba popsané modely.

Model λ0 log - lik eρ̂ eσ̂ eβ̂ λ̂ â
Exp. -213.8 1.407 0.980 1.0066 0.0015 −

Cox Weibull -213.5 1.266 0.924 1.0064 0.0017 1.672
Gamma -213.8 1.405 0.918 1.0066 0.0016 1.027
Gumbel -210.2 0.701 0.745 1.0063 0.0006 1.010
LN -214.8 1.541 0.913 1.0069 µ̂=6.3 σ̂=1.66

AFT Weibull -212.7 1.278 0.918 1.0061 0.0014 1.639
Gamma -213.8 1.418 0.916 1.0066 0.0014 0.918
Gumbel -210.2 1.318 0.877 1.0050 0.0005 1.001
LN -218.1 1.300 1.050 1.0070 µ̂=5.25 σ̂=0.89

Tabulka 1. Hodnota logaritmické věrohodnosti a odhad̊u
parametr̊u při parametrickém modelováńı životnosti z dat
o jednom čerpadlu

Porovnáńım hodnoty věrohodnosti v tabulce 1 zjist́ıme, že je zde nejvyšš́ı
zároveň pro Cox̊uv i AFT model s useknutým Gumbelovým rozděleńım.
Časová náročnost opravy zvyšuje riziko respektive zrychluje čas, protože

eβ̂ > 1. Každá člověkohodina zásahu zp̊usob́ı nár̊ust rizika či zrychleńı času
o zhruba 0.5− 0.7%. Oprava samotná má vliv pozitivńı (eσ̂ < 1), jen u AFT
modelu s lognormálńım základńım rozděleńım je to naopak, ale tento př́ıpad
má nejnižš́ı věrohodnost. Zaj́ımavé je, že všechny modely vyjma Gumbelova
rozděleńı v Coxově modelu vyhodnocuj́ı, že údržba má vliv negativńı (eρ̂ >
1).
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Semiparametrické modelováńı provozu čerpadla

Pro pět zař́ızeńı máme jen časy oprav a údržeb. Údaj o náročnosti opravy
nebyl k dispozici u všech, takže budeme odhadovat jen regresńı parame-
try ρ a σ. Zkusili jsme aplikovat Cox̊uv i AFT model, jak parametricky se
stejnými základńımi rozděleńımi jako výše, tak semiparametricky. V paramet-
rickém postupu maximalizujeme věrohodnost, při semiparametrickém dosa-
d́ıme odhad kumulované základńı rizikové funkce a řeš́ıme rovnice U(β) = 0.

Model λ0 log - lik eρ̂ eσ̂ λ̂ â
Exp. -880.3 0.985 1.016 0.016 −

Cox Weibull -880.2 0.976 1.016 0.014 1.063
Gamma -880.1 0.988 1.016 0.015 0.811
Gumbel -880.3 0.994 1.016 0.016 0.999
LN -894.4 1.090 1.016 µ̂=3.22 σ̂=0.89

AFT Weibull -880.2 0.980 1.015 0.014 1.038
Gamma -880.1 0.988 1.016 0.015 0.812
Gumbel -875.1 1.022 1.036 0.013 0.999
LN -879.5 1.284 1.158 µ̂=2.67 σ̂=1.56

Cox neparam. − 1.043 1.020 − −
AFT neparam. − 1.028 1.084 − −
Tabulka 2. Hodnota logaritmické věrohodnosti a odhad̊u
parametr̊u při modelováńı životnosti z dat o pěti r̊uzných
čerpadlech

V tabulce 2 vid́ıme, že ve všech př́ıpadech oprava zvýš́ı riziko či zrychĺı
plynut́ı času (eσ̂ > 1). Z parametrických model̊u má nejvyšš́ı logaritmickou
věrohodnost Gumbelovo rozděleńı v AFT modelu. U tohoto př́ıpadu, stejně
jako při lognormáńım základńım rozděleńı a u neparametrických model̊u, má
údržba také negativńı vliv, jinak má vliv pozitivńı. Na obrázku 1 jsou zná-
zorněny odhady kumulované základńı rizikové funkce, čas pro AFT model je
v transformované škále.

4. Závěr

Zkoumali jsme metody pro modelováńı vlivu údržby a oprav na životnost
sledovaného zař́ızeńı. V Coxově modelu p̊usob́ı regresory vyjadřuj́ıćı počet
a mı́ru zásah̊u a př́ıslušné parametry multiplikativně na rizikovou funkci,
v AFT modelu př́ımo na rychlost plynut́ı vnitřńıho času. Při parametrizaci
základńıho rizika nám pro źıskáńı odhad̊u stač́ı údaje o jednom zař́ızeńı.
Pokud máme informace o v́ıce zař́ızeńıch, je možné základńı riziko odhadnout
neparametricky. Daľśım předmetem zkoumáńı by mohlo být testováńı, zda je
možné neparametrický odhad nahradit vhodnou parametrizovanou základńı
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Obrázek 1. Odhad kumulované základńı rizikové funkce
v semiparametrickém Coxově a AFT modelu

rizikovou funkćı. Také je možné prozkoumat jiné transformace pro model
zrychleného času.
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ESTIMATING DISTRIBUTION OF NEURONAL RE-

SPONSE LATENCY

Zbyněk Pawlas
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Abstract: A problem of inferring the distribution given a sample from the
distribution of minimum with an independent random variable is considered.
It is motivated by a neural coding model that describes neuronal response
to an external stimulus. The aim is to estimate the unknown distribution of
response latency. A natural nonparametric estimator of the complementary
distribution function is given as a ratio of two empirical survival functions.
The asymptotic properties of this estimator are investigated. The estimator
need not to be a valid complementary distribution function. Therefore, its
modification is proposed. The comparison of the finite sample performance
of the estimators is carried out by a simulation study.

Abstrakt: Je uvažován problém odhadu rozděleńı na základě výběru
z rozděleńı daného minimem s nezávislou náhodnou veličinu. Motivaćı pro
tento problém je model neuronového kódováńı, který popisuje reakci neuronu
na vněǰśı stimulus. Cı́lem je odhadnout neznámé rozděleńı latence odezvy
neuronu. Přirozený neparametrický odhad funkce přežit́ı je dán pod́ılem dvou
empirických funkćı přežit́ı. Jsou zkoumány asymptotické vlastnosti tohoto
odhadu. Odhad nemuśı být platná doplňková distribučńı funkce, proto je
navržena vhodná modifikace. Pomoćı simulačńı studie je provedeno srovnáńı
kvality r̊uzných odhad̊u.

1. Introduction

Let X be a non-negative random variable with distribution function F and
Y be a non-negative random variable with distribution function G. Assume
that X and Y are independent, then Z = min(X, Y ) has distribution function

H(t) = 1 − (1 − F (t))(1 − G(t)), t ≥ 0.

Our aim is to estimate the distribution function F based on independent
random samples from the populations with distribution functions G and H .

This problem is related to the deconvolution problem that can be described
as follows. Let Z = X + Y be the sum of two independent random variables
X and Y . If X has distribution function F and Y has distribution function
G, then the distribution function H of Z is equal to the convolution of the
functions F and G. The distribution of interest is that of X . The function
G is usually assumed to be known or at least can be estimated. The aim
is to estimate F based on a sample from H . A comprehensive overview of
deconvolution problems can be found in [2].
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The motivation for our study comes from neurophysiology. Neurons gen-
erate action potentials (more simply called spikes). Since both the shape
and the amplitude of the spike are believed to carry minimal information,
the main focus in neural coding is devoted to the timing of spikes (so called
temporal coding). We consider a single neuron. The spikes that are fired at
the presence of spontaneous activity are assumed to form a homogeneous se-
quence and will be refered to as spontaneous spikes. At a given moment, the
stimulation period starts. At least a single evoked spike (usually a sequence)
is generated as the reaction of a neuron to the stimulus. Response latency
is defined as the time elapsed from stimulus onset to the occurence of a first
evoked spike. In practice, we are able to measure first spike latency, that is
the time to the occurence of a first spike after stimulus. This spike can be ei-
ther spontaneous or evoked. However, we are not able to distinguish whether
it was caused by spontaneous activity or by the response to the stimulus. It
means that we observe the minimum Z (first spike latency) of time X (re-
sponse latency) to the first evoked spike and time Y (spontaneous latency) to
the first spontaneous spike after stimulus. We are interested in the estimation
of response latency distribution. It will be based on the recordings obtained
from repeated stimulations under identical conditions. For more details on
this scenario, see [3] and [5].

If we ignored the effect of Y (presence of spontaneous activity) and approx-
imated the distribution of X by the distribution of Z = min(X, Y ) which can
be directly estimated from data, then we would overestimate F (obviously,
H(t) ≥ F (t)). This procedure may be reasonable only if the probability that
Y ≤ X is small. It is intuitively clear that larger values of EY/EX mean
smaller chance that Y ≤ X . A particular example of interest is when the
random variables are exponentially distributed. If X has exponential distri-
bution with intensity λF and Y has exponential distribution with intensity
λG, then Z has distribution function H(t) = 1 − exp{−(λF + λG)t}, i.e. it
has exponential distribution with intensity λH = λF + λG. We will write
shortly X ∼ Exp(λF ), Y ∼ Exp(λG), and Z ∼ Exp(λH). It is not difficult
to see that P(Y ≤ X) is a function EY/EX = λF /λG, namely

P(Y ≤ X) =
λG

λF + λG
=

1

1 + EY/EX
.

Hence, the probability that the first spike after stimulus onset is spontaneous
equals to

P(Y ≤ X) = P(Z = Y ) =
λG

λH
=

EY

EZ

and can be estimated from data. This may indicate whether the effect of
spontaneous spikes can be neglected.

In Section 2 we define a nonparametric estimator of F that corrects the
influence of Y on the observed minimum Z. We study the asymptotic proper-
ties as the number of observations increases. It is shown that the estimator is
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asymptotically unbiased, asymptotically consistent, and asymptotically nor-
mal. The proposed estimator need not to be a valid distribution function. It
is not necessarily either monotone or positive. Therefore, its modification is
introduced in Section 3. In particular cases we determine the probabilities
that the properties of distribution function are violated. Section 4 concludes
with a simulation study comparing the performance of the considered esti-
mators.

2. Asymptotic properties

Let us consider two independent random samples X1, . . . , Xn and Y1, . . . , Yn

such that the Xi have distribution function F and the Yi have distribution
function G. We suppose that the information contained in these random sam-
ples is available only through parallel minima Zi = min(Xi, Yi), i = 1, . . . , n.
Therefore, the Zi are iid random variables with distribution function H . Our
aim is to estimate F . This resembles a classical problem of random censoring.
The difference is that the indicators of censoring are unknown. Instead we
have a random sample Ỹ1, . . . , Ỹm with distribution function G, that is inde-
pendent of both {Xi} and {Yi}. In our motivating neurophysiology example,
the Zi are first spike latencies measured from n repeated stimulation trials
and the Ỹi are obtained from the recordings during spontaneous activity of
a neuron. If spontaneous spikes form a homogeneous Poisson process, then
the times between two consecutive spikes (so called interspike intervals) have

exponential distribution and can be used as the observations Ỹ1, . . . , Ỹm that
are equal in distribution to Y .

We can estimate G and H by the corresponding empirical distribution
functions

Gm(t) =
1

m

m
∑

i=1

1{Ỹi ≤ t}, Hn(t) =
1

n

n
∑

i=1

1{Zi ≤ t}, t ≥ 0,

respectively. Denote by τG = sup{t ∈ R : G(t) < 1} the right endpoint of G.
Since

F (t) = 1 − 1 − H(t)

1 − G(t)
, t < τG,

a natural estimator of F is

Fn,m(t) = 1 − 1 − Hn(t)

1 − Gm(t)
.

The right-hand side is well defined for t < maxi=1,...,m Ỹi, otherwise we put
Fn,m(t) = 1, i.e.

(1) Fn,m(t) = 1 − 1 − Hn(t)

1 − Gm(t)
1{Gm(t) < 1}, t ≥ 0.

The function Fn,m(t) is piecewise constant and has jumps in the points

Ỹ1, . . . , Ỹm and Z1, . . . , Zn. Note that the jumps may be negative, it means
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Figure 1. The bias of F̄n,m(t) as the function of t for
X ∼ Exp(1) and Y ∼ Exp(λG). Left: m = 25 and
λG ∈ {1, 1/2, 1/4}. Right: m ∈ {25, 50, 100} and λG = 1/3.
The bias does not depend on n.

that Fn,m does not have to be a distribution function. In the case n = m we
will use short notation Fn = Fn,n. If G is assumed to be known (corresponds
to the limiting case m → ∞), then we have

(2) Fn,∞(t) = 1 − 1 − Hn(t)

1 − G(t)
, t < τG,

which is an unbiased estimator of F (t).
It will be useful to work with the survival functions. If Ḡ = 1 − G and

H̄ = 1 − H , then the empirical survival functions

Ḡm(t) =
1

m

m
∑

i=1

1{Ỹi > t}, H̄n(t) =
1

n

n
∑

i=1

1{Zi > t}, t ≥ 0,

are unbiased estimators of Ḡ(t) and H̄(t), respectively. Moreover, by rewrit-
ing (1),

F̄n,m(t) = 1 − Fn,m(t) =
H̄n(t)

Ḡm(t)
1{Ḡm(t) > 0}, t ≥ 0,

is an estimator of F̄ (t) = 1−F (t). For t < maxi=1,...,m Ỹi, it is a ratio of two
empirical survival functions. Obviously, this is not an unbiased estimator,
but it is asymptotically unbiased. Figure 1 shows the bias EF̄n,m(t) − F̄ (t)
as the function of t for exponentially distributed generic random variables X
and Y .

Theorem 1. For any t < τG and any integer n, we have

EF̄n,m(t)
m→∞−→ F̄ (t).
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Proof. Using independence of {Zi} and {Ỹi}, we get

EF̄n,m(t) = EH̄n(t)E
1{Ḡm(t) > 0}

Ḡm(t)
= H̄(t)

m
∑

k=1

m

k

(

m

k

)

Ḡ(t)kG(t)m−k.

Corollary 1 in [6] gives the asymptotic expansion of the sum. Consequently,

(3) EF̄n,m(t) = F̄ (t)

(

1 +
G(t)

mḠ(t)
+ O(

1

m2
)

)

.

�

Next, we express the asymptotic variance.

Theorem 2. Assume that there exists finite and positive λ such that m/n →
λ as m → ∞. Then

m var F̄n,m(t)
m→∞−→ F̄ (t)

Ḡ(t)

(

λH(t) + F̄ (t)G(t)
)

for any t < τG.

Proof. The independence of {Zi} and {Ỹi} yields

EF̄n,m(t)2 = EH̄n(t)2E
1{Ḡm(t) > 0}

Ḡm(t)2

=

(

1

n
H̄(t)H(t) + H̄(t)2

) m
∑

k=1

m2

k2

(

m

k

)

Ḡ(t)kG(t)m−k.

The sum can be expressed by Corollary 1 in [6] as

m
∑

k=1

m2

k2

(

m

k

)

Ḡ(t)kG(t)m−k =
1

Ḡ(t)2

(

1 +
3G(t)

mḠ(t)
+ O(

1

m2
)

)

.

Combining this with (3), we obtain

(4) var F̄n,m(t) =
F̄ (t)H(t)

nḠ(t)
+

F̄ (t)2G(t)

mḠ(t)
+ O(

1

mn
) + O(

1

m2
).

�

Since H(t) ≥ F (t) and 0 ≤ G(t) ≤ 1, the asymptotic variance is always
larger or equal to λF (t)F̄ (t). If 0 < F (t) < 1, then this lower bound is
attained if and only if G(t) = 0. In this case the Yi do not influence the
observations, all observed minima Zi are equal to Xi.

As a consequence of (3) and (4), the estimator F̄n,m is L2-consistent. By
the strong law of large numbers, it is also strongly consistent.

Theorem 3. The estimator F̄n,m(t) is both L2-consistent and strongly con-

sistent estimator of F (t) for any t < τG.
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Proof. From (3) and (4) we see that

E
(

F̄n,m(t) − F̄ (t)
)2

=
F̄ (t)H(t)

nḠ(t)
+

G(t)F̄ (t)2

mḠ(t)
+ O(

1

mn
) + O(

1

m2
)

as both m and n go to ∞.
The strong law of large numbers implies

Hn(t)
n→∞−→ H(t) a.s., and Gm(t)

m→∞−→ G(t) a.s.

Therefore,

Fn,m(t)
n,m→∞−→ F (t) a.s.,

i.e. Fn,m(t) is strongly consistent estimator of F (t). �

In the remainder of this section we consider the case n = m and study
weak convergence of the empirical process given by

(5) Yn(t) =
√

n (Fn(t) − F (t)) =
√

n
(

F̄ (t) − F̄n(t)
)

, t ∈ [0, δ],

where 0 < δ < τG is a fixed constant.

Theorem 4. The empirical process (5) converges weakly in the Skorohod

space D[0, δ] to the zero mean Gaussian process {Y (t), t ∈ [0, δ]} with covari-

ance function

EY (s)Y (t) =
F̄ (s ∨ t)

Ḡ(s ∧ t)
H(s ∧ t) +

G(s ∧ t)

Ḡ(s ∧ t)
F̄ (s)F̄ (t), s, t ∈ [0, δ],

where s ∧ t = min(s, t) and s ∨ t = max(s, t).

Proof. We can rewrite Yn(t) as

Yn(t) =
√

n
(

F̄ (t) − F̄n(t)
)

=
√

n

(

H̄(t)

Ḡ(t)
− H̄n(t)

Ḡn(t)

)

=
√

n

(

H̄(t)

Ḡ(t)
− H̄(t)

Ḡn(t)
+

Hn(t) − H(t)

Ḡn(t)

)

=
√

n

(

F̄ (t)(G(t) − Gn(t))

Ḡn(t)
+

Hn(t) − H(t)

Ḡn(t)

)

=

√
n

Ḡn(t)

[

F̄ (t)(G(t) − Gn(t)) + Hn(t) − H(t)
]

,

which, by the Slutsky lemma, has the same weak limit in the Skorohod space
D[0, δ] as

(6)

√
n

Ḡ(t)

[

F̄ (t)(G(t) − Gn(t)) + Hn(t) − H(t)
]

, t ∈ [0, δ].

It is well-known that the process
√

n (Gn(t) − G(t)) converges weakly in the
space D[0, δ] to a Brownian bridge W 0

G(t) which is given by the covariance
function EW 0

G(s)W 0
G(t) = G(s ∧ t) − G(s)G(t), see Theorem 14.3 in [1].

Similarly,
√

n (Hn(t) − H(t)) converges weakly in D[0, δ] to W 0
H(t) with co-

variance function EW 0
H(s)W 0

H(t) = H(s ∧ t) − H(s)H(t). Therefore, using
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independence of Gn and Hn, the weak limit of (6) (and consequently also of
{Yn(t), t ∈ [0, δ]}) is

Y (t) =
1

Ḡ(t)
W 0

H(t) − F̄ (t)

Ḡ(t)
W 0

G(t), t ∈ [0, δ],

where W 0
G and W 0

H are independent Brownian bridges. �

In particular, Fn(t) is asymptotically normal for any t < τG.

3. Violation of distribution function properties

The disadvantage of the estimator Fn,m is that it is not necessarily monotone
and may take negative values (see Figure 2 left). Therefore, the following
modification

F̃n,m(t) = 1 − 1 − infs≥t Fn,m(s)

1 − infs≥0 Fn,m(s)
, t ≥ 0,

was introduced in [3]. In the case n = m we write shortly F̃n = F̃n,m. Figure

2 shows the estimates Fn(t) and F̃n(t) computed from n = 25 observations
of exponentially distributed Zi and m = 25 observations of exponentially
distributed Ỹi. Both estimators have jumps at the same points.

In the case of known G, the estimator Fn,∞, given by (2), still may be
non-monotone and may attain negative values (see Figure 2 right). If G
is increasing, then Fn,∞ is decreasing on the intervals (Z(i), Z(i+1)), where
Z(1) ≤ · · · ≤ Z(n) is the order statistics of Z1, . . . , Zn. We define the modified
estimator

F̃n,∞(t) = 1 − 1 − infs≥t Fn,∞(s)

1 − infs≥0 Fn,∞(s)
, t ≥ 0,

which is already non-decreasing and non-negative function of t.
If Gm(t) = k/m, k = 0, . . . , m − 1, and Hn(t) = l/n, l = 0, . . . , n, then

Fn(t) = (lm− kn)/m(n− k). Hence, the distribution of Fn,m is given by the
probabilities

P(Fn,m(t) = j) =
∑

k,l:j= lm−kn

m(n−k)

P(Gm(t) = k/m)P(Hn(t) = l/n)

=
∑

k,l:j= lm−kn

m(n−k)

(

m

k

)

G(t)kḠ(t)m−k

(

n

l

)

H(t)lH̄(t)n−l

for j ∈ Q.
We can ask for the probability that the estimator is negative. Let

Pn,m(t) = P (Fn,m(t) < 0) , t ≥ 0.
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Figure 2. The estimators obtained from realizations of Zi,
Ỹi, i = 1, . . . , 25, where Zi ∼ Exp(4/3) and Ỹi ∼ Exp(1/3).

Left: the estimates Fn(t) (solid line) and F̃n(t) (dashed line).

Right: the estimates Fn,∞ (solid line) and F̃n,∞ (dashed
line). For comparison, also theoretical distribution function
F (bold) is shown in both cases.

Obviously,

Pn,m(t) = P (Hn(t) < Gm(t))

=
∑

k,l:l/n<k/m

(

m

k

)

G(t)kḠ(t)m−k

(

n

l

)

H(t)lH̄(t)n−l.

Figure 3 shows Pn,n(t) as the function of t for exponentially distributed ran-
dom variables. Let tn be such t at which the maximum of Pn,n(t) is attained.
For n = 25, X ∼ Exp(1), and Y ∼ Exp(λG) the values of tn are becom-
ing larger with increasing EY/EX , see Figure 3 left. Specifically, we have
t25

.
= 0.0289 for λG = 1, t25

.
= 0.0328 for λG = 1/2, and t25

.
= 0.0358 for

λG = 1/4. For X ∼ Exp(1) and Y ∼ Exp(1/3) with increasing n the values
of tn decrease while the maximal probabilities slowly increase, see Figure 3
right. In particular, we get P25,25(t25)

.
= 0.09201, P50,50(t50)

.
= 0.09214, and

P100,100(t100)
.
= 0.09220.

In the case of known G, the probability

Pn,∞(t) = P (Fn,∞(t) < 0) = P (Hn(t) < G(t)) =
∑

l<nG(t)

(

n

l

)

H(t)lH̄(t)n−l

is shown in Figure 4 as the function of t for exponential distribution of X
and Y . For 0 < t < mini=1,...,n Zi, Hn(t) = 0 while G(t) > 0, this causes
Fn,∞(t) < 0. Therefore, Pn,∞(t) is close to 1 for small t.

Further, we consider the probability that the monotonicity is violated. Let

Qn,m(t1, t2) = P (Fn,m(t1) > Fn,m(t2)) , t1 < t2.
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Figure 3. Probabilities Pn,m(t) of negative estimator as the
function of t for X ∼ Exp(1) and Y ∼ Exp(λG). Left:
n = m = 25 and λG ∈ {1, 1/2, 1/4}. Right: n = m ∈
{25, 50, 100} and λG = 1/3.
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Figure 4. Probabilities Pn,∞(t) of negative estimator as
the function of t for X ∼ Exp(1) and Y ∼ Exp(λG). Left:
n = 25 and λG ∈ {1, 1/2, 1/4}. Right: n ∈ {25, 50, 100} and
λG = 1/3.

For t1 < t2 we see that Fn,m(t1) > Fn,m(t2) if and only if

(7)
1 − Hn(t1)

1 − Hn(t2)
<

1 − Gm(t1)

1 − Gm(t2)
.

Let us denote

NH(s, t) =

n
∑

k=1

1{Zk ∈ (s, t]} and NG(s, t) =

m
∑

k=1

1{Ỹk ∈ (s, t]}.

Then (7) becomes

NH(t1,∞)

NH(t2,∞)
<

NG(t1,∞)

NG(t2,∞)
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Figure 5. Probability that Fn(t) > Fn(1) as the function
of t for X ∼ Exp(1) and Y ∼ Exp(λG). Left: n = 25 and
λG ∈ {1, 1/2, 1/4}. Right: n ∈ {25, 50, 100} and λG = 1/3.

which is equivalent to

NH(t1, t2)

NH(t2,∞)
<

NG(t1, t2)

NG(t2,∞)
.

The joint distribution of (NH(t1, t2), N
H(t2,∞)) is multinomial with pa-

rameters n, H(t2) − H(t1) and H̄(t2). Similarly, the joint distribution of
(NG(t1, t2), N

G(t2,∞)) is multinomial with parameters m, G(t2) − G(t1)
and Ḡ(t2). Hence, Qn,m(t1, t2) can be determined numerically.

We present the graphs of Qn,n(t, 1) in the case of exponential distributions
with intensities λF = 1 and λG. In Figure 5 we take n = 25 and various values
of λG (left) and λG = 1/3 and several values of n (right). Let tn be the point
at which the function Qn,n(t, 1) attains its maximum. It is becoming larger
for larger values of EY/EX , see Figure 5 left. Specifically, t25

.
= 0.895 for

λG = 1, t25
.
= 0.910 for λG = 1/2, and t25

.
= 0.912 for λG = 1/4. If

λG = 1/3, then with larger n both tn and Qn,n(tn, 1) are becoming larger.
The maximal probabilities are Q25,25(t25)

.
= 0.1908, Q50,50(t50)

.
= 0.1922,

and Q100,100(t100)
.
= 0.1924.

4. Simulation study

We performed a comparative simulation study of the estimators using R
[4]. We simulated exponentially distributed random variables Ỹ1, . . . , Ỹm and

Z1, . . . , Zn, and calculated the following estimators of F : Fn,m, F̃n,m, Fn,∞,

F̃n,∞, and Hn. The last three estimators require only Z1, . . . , Zn. For Fn,∞

and F̃n,∞ we assume knowledge of G(t) = 1 − e−λGt, t ≥ 0. The quality of

each estimator, say F̂n, was assessed by the Kolmogorov-Smirnov distance

dKS(F̂n, F ) = sup
t≥0

|F̂n(t) − F (t)|
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Figure 6. The sample means of Kolmogorov-Smirnov dis-
tances (left) and Cramér-von Mises statistics (right) com-
puted from 10 000 simulation experiments with generic ran-
dom variables X ∼ Exp(1) and Y ∼ Exp(1/3). The follow-
ing estimators are considered: Fn,m (circles), Fn,∞ (crosses),
and Hn (diamonds) for several choices of n = m.

and Cramér-von Mises statistics

dCvM(F̂n, F ) = n

∫ ∞

0

(

F̂ (t) − F (t)
)2

f(t) dt,

where f(t) = F ′(t) = λF e−λF t, t ≥ 0, is the density function corresponding
to the distribution function F . We always took λF = 1.

For each choice of m, n, and λG we generated 10 000 simulation experi-
ments. The sample means (over 10 000 trials) of dKS and dCvM are shown
in Figure 6 and Figure 7. Figure 6 presents the dependence on n = m for
λG = 1/3 (or equivalently, EY/EX = 3) while in Figure 7 we have the
dependence on EY/EX = λF /λG for n = m = 50.

Not surprisingly, simulations reveal that knowledge of G always improves
the estimation. Of course, with misspecified G we would get worse results.
We do not show the results for modified estimators F̃n,m and F̃n,∞ because

they are quite similar to those for Fn,m and F̃n,∞, respectively. In all cases
modified estimators lead to slightly smaller dKS and slightly larger dCvM. We
also investigated the estimator Hn which simply takes the observed minima
Zi and does not try to correct the influence of spontaneous latency (random
variable with distribution function G). It performs particularly poorly for
larger sample size n = m and smaller EY/EX .

References

[1] Billingsley P. (1999) Convergence of Probability Measures, 2nd edition, John Wiley &
Sons, New York.

[2] Meister A. (2009) Deconvolution Problems in Nonparametric Statistics, Springer-

Verlag, Berlin.



 
 

 
 

 
 
  

100                     

1 2 3 4 5

0.
15

0.
25

0.
35

EY/EX

D
is

ta
nc

e

1 2 3 4 5

0.
5

1.
0

1.
5

EY/EX

D
is

ta
nc

e

Figure 7. The sample means of Kolmogorov-Smirnov dis-
tances (left) and Cramér-von Mises statistics (right) com-
puted from 10 000 simulation experiments with generic ran-
dom variables X ∼ Exp(1) and Y ∼ Exp(λG). The estima-
tors are based on samples of sizes n = 50 and m = 50. We
consider Fn,m (circles), Fn,∞ (crosses), and Hn (diamonds)
for several choices of λG.
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METODY ODHADU EXTRÉMNÍCH SRÁŽEK A JE-

JICH APLIKACE V ČR
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Kĺıčová slova: Extrémńı srážky; odhad návrhové hodnoty; pravděpodobná
maximálńı srážka; regionálńı frekvenčńı analýza

Abstrakt:
Př́ıspěvek shrnuje koncepce a metodické postupy, na jejichž základě byla
řešena problematika odhadu pravděpodobnost́ı extrémńıch srážek a návrho-
vých hodnot v ČR v nedávném obdob́ı. Tyto práce byly inspirovány jak
výskytem několika mimořádných srážkových událost́ı provázených povodněmi
s rozsáhlými materiálńımi škodami, tak pokroky v oblasti statistického mode-
lováńı extrémů. Metody, které představujeme, lze rozdělit do dvou hlavńıch
celk̊u: metody odhadu tzv. pravděpodobné maximálńı srážky a metody odha-
du návrhových srážek na základě r̊uzných alternativ regionálńı frekvenčńı
analýzy. Závěrem uvád́ıme některé otevřené otázky a možné směry výzkumu
do budoucna.

The paper summarizes concepts and methods applied in estimation of pro-
babilities of extreme precipitation amounts and design precipitation in the
Czech Republic in the recent past. This work was motivated by the occurrence
of several extraordinary precipitation events that resulted in floods with enor-
mous material damages, but also by advances in the field of statistical mo-
delling of extremes. The methods that we introduce are split in two main
parts: methods for estimation of probable maximum precipitation and me-
thods for estimation of design precipitation using different variants of the
regional frequency analysis. In the concluding section several open issues and
possible directions of follow-up research and improvements are outlined.

1. Úvod

Extrémńı srážkové jevy jsou provázeny velkými dopady na lidskou společnost
i př́ırodńı prostřed́ı a proto je odhadováńı pravděpodobnostńıch rozděleńı vy-
sokých srážkových úhrn̊u na základě pozorovaných dat nebo jejich změn v
simulaćıch klimatických model̊u věnována značná pozornost. V podmı́nkách
středńı Evropy jsou hlavńım negativńım projevem srážkových extrémů (dále
SE) povodně. Ty mohou postihovat rozsáhlá územı́ a trvat mnoho dńı (např.
povodně v červenci 1997 na Moravě a ve Slezsku a v srpnu 2002 v Čechách
– v obou př́ıpadech se jednalo o největš́ı plošně rozsáhlé povodně na daném
územı́ přinejmenš́ım od počátku 20. stolet́ı), nebo relativně menš́ı povod́ı s
rychleǰśım nástupem i následným poklesem pr̊utok̊u (tzv. bleskové povodně,
např. v červenci 1998 v podh̊uř́ı Orlických hor nebo v červnu a červenci 2009
na v́ıce mı́stech ČR). Pro ilustraci dopad̊u lze uvést, že např. během povodně
v červenci 1997 zahynulo 49 osob, bylo zničeno přes 2000 domů (daľśıch v́ıce
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než 5000 se stalo dlouhodobě neobyvatelnými) a celkové škody byly odhad-
nuty na 63 mld. Kč, což je v́ıce než dvojnásobek stávaj́ıćıho státńıho rozpočtu
na VaV.

Z výše uvedeného je rovněž zřejmé, že SE mohou mı́t v́ıce př́ıčin a pro-
jev̊u. Může se jednat o prostorově rozsáhlé intenzivńı srážky trvaj́ıćı několik
dn̊u (Obr. 1 vlevo), nebo prostorově i časově mnohem omezeněǰśı srážkové
události (Obr. 1 vpravo). Z meteorologického hlediska souviśı prvńı typ s
atmosférickými frontami a oblačnými pásy spojenými s tlakovými ńıžemi,
zat́ımco druhý s oblačnost́ı konvekčńıho p̊uvodu, která s frontami nemuśı
(ale může) souviset. Tato typologie je nav́ıc velmi schematická a oba základńı

”
typy“ SE se mohou proĺınat. Prostorová proměnlivost srážkových úhrn̊u je

zejména v př́ıpadě velkoprostorových událost́ı určena jak konkrétńım charak-
terem poĺı zejména tlaku a vlhkosti v atmosféře, tak i orografíı a konfiguraćı
terénu v̊uči převládaj́ıćımu prouděńı.

Obr. 1: Př́ıklady prostorového rozložeńı srážkových úhrn̊u souvisej́ıćıch s povod-

ňovými situacemi – kombinovaná srážkoměrná a radarová data. Vlevo: 3-denńı

srážkové úhrny 11.–13. 8. 2002 (velkoměř́ıtkové povodně v Čechách). Vpravo: 1-

denńı srážkové úhrny 24. 6. 2009 (blesková povodeň na Novojič́ınsku). Zdroj dat:

ČHMÚ (P. Novák, M. Šálek).

V souvislosti se změnou klimatu (která už je často označována za
”
prob́ıha-

j́ıćı“, nikoli
”
budoućı“) lze nav́ıc na základě teoretických úvah (Trenberth a

kol. [1]) i modelových simulaćı (např. Hanel a Buishand [2], Kyselý a kol.
[3]) předpokládat častěǰśı a intenzivněǰśı SE v tepleǰśım klimatu, v d̊usledku
obecně ześıleného hydrologického cyklu. Je proto přirozené, že odhady prav-
děpodobnosti pozorovaných SE (jaká je perioda opakováńı daného srážkového
úhrnu), odhady návrhových hodnot SE (odpov́ıdaj́ıćıch zvolené n-letosti) a
jejich změn do možné budoucnosti (reprezentované r̊uznými odhady vývoje
společnosti) jsou tématy, která maj́ı význam i mimo akademickou rovinu.

Pod pojmem
”
návrhová srážka“ se rozumı́ srážkový úhrn za daný časový

interval (od minut přes hodiny po dny) odpov́ıdaj́ıćı určité periodě opakováńı
(n-letosti), např. 50 let (častá v

”
teoretických“ praćıch) nebo 150 let (využ́ıva-

ná pro návrhy vodohospodářských staveb [4]). Návrhové srážky se použ́ıvaj́ı
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pro účely plánováńı, výstavby, provozu apod. ve vodńım hospodářstv́ı a
stavebnictv́ı [5]. Ke stanoveńı návrhových srážek se aplikuje široká paleta
nástroj̊u matematické statistiky s r̊uznou komplexnost́ı, od jednoduchých
model̊u (např. lokálńı odhad návrhové hodnoty na základě proložeńı zv-
olené distribučńı funkce – nejčastěji Gumbelova rozděleńı nebo zobecněného
rozděleńı extrémńıch hodnot GEV – výběrovým souborem tvořeným např.
ročńımi maximy) až po pokročilé matematické modely (r̊uzné modely re-
gionálńı frekvenčńı analýzy zohledňuj́ıćı prostorovou strukturu výběrových
soubor̊u nebo trendy v d̊usledku klimatické změny, Khaliq a kol. [6]; kaskádo-
vé modely škálováńı intenzit srážek, Veneziano a kol. [7]; prostorové mnoho-
rozměrné modely extrémů, Davison a kol. [8] atd.). Prezentace takto kom-
plexńıho metodického přehledu přesahuje rámec tohoto př́ıspěvku, jehož záběr
omeźıme na nedávné aplikace uvedených metod na odhady extrémńıch srážek
na územı́ ČR. Tyto práce byly limitovány rovněž dostupnými výběrovými
soubory reprezentuj́ıćımi pozorovaná data, ve všech př́ıpadech se jednalo o
analýzy denńıch nebo v́ıcedenńıch SE. Analýza krátkodobých SE (tj. úhrn̊u
za dobu kratš́ı než 24 hodin) pomoćı jiných než

”
jednoduchých“ model̊u (viz

výše) se zač́ıná řešit teprve v současné době.

Př́ıspěvek vznikl se záměrem shrnout koncepce a metodické postupy, na
jejichž základě byla řešena problematika odhadu extrémńıch srážek v ČR v
nedávném obdob́ı, a uvést některé možnosti budoućıho vývoje v této oblasti.
Metody, které budou dále představeny, lze rozdělit do dvou hlavńıch tem-
atických celk̊u: prvńı tvoř́ı metody odhadu tzv. pravděpodobné maximálńı
srážky (část 2.1), druhým okruhem je odhad návrhových srážek na základě
r̊uzných alternativ regionálńı frekvenčńı analýzy (část 2.2). V části 3 uvád́ıme
některé otevřené otázky a možné směry výzkumu do budoucna.

2. Přehled metod a vybraných výsledk̊u

2.1. Pravděpodobná maximálńı srážka

Návrhové hodnoty hydrologických proměnných pro dimenzováńı vodohos-
podářských staveb v ČR byly až do konce 20. stolet́ı odhadovány na základě
návrhové srážky odpov́ıdaj́ıćı době opakováńı 150 let. Mimořádné povodňové
události v roce 1997 (povod́ı Odry a Moravy) a 2002 (povod́ı Labe) jasně
ukázaly potřebu revidovat běžně použ́ıvané metodické postupy, mj. proto,
že 150-leté návrhové hodnoty byly na mnoha mı́stech výrazně překročeny,
předevš́ım u 2- až 5-denńıch úhrn̊u (Řezáčová a kol. [9]). Jednou z otázek,
která byla po povodńıch 1997 v souvislosti s problematikou extrémńıch povod-
ňových situaćı řešena, byl odhad tzv. pravděpodobné maximálńı srážky (prob-
able maximum precipitation, PMP) na územı́ ČR.

Podle manuálu Světové meteorologické organizace (WMO [10]) je PMP
definována jako maximálńı fyzikálně možný úhrn atmosférických srážek pro
oblast dané velikosti v dané geografické poloze, v daném obdob́ı roku a za
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daný časový interval (např. 1 hodina, 1 den, 5 dńı). Pro odhad PMP existuje
v́ıce metod, které jsou vesměs zat́ıženy určitými subjektivńımi volbami a nelze
definovat univerzálně platný

”
standardńı“ zp̊usob výpočtu PMP (WMO [10],

Casas a kol. [11]).

Pro bodový odhad PMP na územı́ ČR se aplikovaly dvě metody v závislosti
na časovém intervalu srážek. PMP pro dobu kratš́ı než 1 den byly určovány
na základě tzv. modelu srážek (storm model; např. Collier a Hardaker [12]).
Tento postup je založený na fyzikálńı parametrizaci srážkových proces̊u (vliv
energie dostupné v př́ızemńı vrstvě, vliv orografie na vznik vzestupných
pohyb̊u, vliv konvergence) a následné objektivńı maximalizaci jej́ıch složek
(Řezáčová a kol. [9]). Odhady PMP pro intervaly 1 den a deľśı byly naproti
tomu źıskány pomoćı statistických postup̊u, které doporučuje WMO [10].
Na základě tohoto př́ıstupu je PMP pro danou lokalitu a trváńı t vyjádřena
vztahem

PMP (t) = X(t) + K(t)σ(t)

kde X (σ) je středńı hodnota (směrodatná odchylka) maximálńıch ročńıch
(př́ıp. sezónńıch) úhrn̊u v dané lokalitě a K je tzv. parametr extrémnosti,
pro jehož odhad obsahuje manuál WMO [10] doporučené postupy. Původńı
metodika WMO byla modifikována zohledněńım klimatických podmı́nek ČR
pro určeńı parametru K a pomoćı korekćı pro odlehlé hodnoty ve výběrových
souborech (Řezáčová a kol. [4]), což nutně vnáš́ı do odhad̊u PMP určitou
mı́ru subjektivity.

Aplikaćı výše uvedených postup̊u byly źıskány bodové odhady PMP v śıti
s horizontálńım krokem 1 km, která pokrývá územı́ ČR (Řezáčová a kol.
[9]). Bodové odhady PMP (Obr. 2) však neńı možné př́ımo využ́ıt např.
pro dimenzováńı vodohospodářských staveb, je nezbytné je transformovat
na plošné hodnoty. Bodové úhrny srážek se obecně konvertuj́ı na plošné
úhrny prostřednictv́ım tzv. plošného redukčńıho faktoru (area reduction fac-

tor, ARF), který kromě trváńı t záviśı i na ploše uvažovaného územı́ S, resp.
pravděpodobnosti překročeńı (Sivapalan a Blöschl [13]). V př́ıpadě extrémů
jako je PMP se uvažuje maximálńı hodnota plošného redukčńıho faktoru
ARFx, která je funkćı plochy a trváńı:

PMP (S, t) = PMP (t) × ARFx(S, t)

Pro určeńı hodnot ARFx byla v práci Řezáčové a kol. [4] využita radarová
měřeńı odrazivosti pole srážek (sńımky v kroku 10-minut, rozlǐseńı 2x2 km,
256x256 pixel̊u, obdob́ı 1996–2001). Jednotlivé kroky analýzy, od transfor-
mace maximálńı hodnoty odrazivosti na srážkové intenzity, přes analýzu
2D pole pixel̊u s ćılem určit hodnoty ARF(S,t) až po konstrukci obalové
křivky pro źıskané hodnoty ARF(S,t) jsou podrobně popsané v [4]. Výsledkem
analýzy radarových měřeńı bylo analytické a grafické vyjádřeńı závislosti
maximálńı hodnoty plošného redukčńıho faktoru ARFx na ploše územı́ a
trváńı srážek (Obr. 3).
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Obr. 2: Prostorové rozložeńı bodových odhad̊u denńı pravděpodobné maximálńı

srážky (PMP, v mm) źıskané interpolaćı hodnot PMP na srážkoměrných stanićıch

v ČR (převzato z Řezáčová a kol. [4]).

Obr. 3: Závislost maximálńı hodnoty plošného redukčńıho faktoru (ARFx) na ploše

územı́. Křivky odpov́ıdaj́ı r̊uzným trváńım srážek (převzato z Řezáčová a kol. [4]).
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Výsledkem výše uvedeného postupu bylo kvantitativńı vyhodnoceńı 1-
až 5-denńıch srážkových úhrn̊u, které vedly k povodńım v letech 1997 a
2002, vyjádřené v procentech plošných hodnot PMP na povod́ıch 3. stupně
pokrývaj́ıćıch územı́ ČR (Řezáčová a kol. [4]).

2.2. Regionálńı frekvenčńı analýza

Cı́lem frekvenčńı analýzy srážkových úhrn̊u je odhadnout četnosti (pravdě-
podobnosti) srážkových úhrn̊u za daný časový interval (zde se zabýváme 1-
denńımi a v́ıcedenńımi úhrny) na určité stanici nebo územı́. V př́ıpadě metody
blokových maxim, na kterou se v tomto přehledu omezujeme, jde u frekvenčńı
analýzy o proložeńı zvolené distribučńı funkce (DF) souborem ročńıch nebo
sezónńıch maxim (u metody peaks-over-threshold souborem nadprahových
hodnot) a odhad parametr̊u této DF. Z plně určené DF lze stanovit kvantily
rozděleńı (tj. návrhové srážky odpov́ıdaj́ıćı danému kvantilu, resp. n-letosti)
a pravděpodobnosti srážkových úhrn̊u (obvykle nás zaj́ımá oblast pravého
chvostu rozděleńı, tj. vysoké úhrny, malé pravděpodobnosti překročeńı, velké
doby opakováńı). Univerzálńı

”
standardńı“ realizace výše uvedeného pos-

tupu však neexistuje a v literatuře lze naj́ıt mnoho alternativ frekvenčńı
analýzy, lǐśıćıch se např. v konstrukci výběrového souboru (lokálńı/regionálńı
data), volbě DF, metodě odhadu parametr̊u DF, metodě stanoveńı neurčitosti
odhadnutých kvantil̊u a návrhových hodnot atd. (např. Gaál [14]).

Tradičńı variantou frekvenčńı analýzy je lokálńı př́ıstup, kdy výběrový
soubor tvoř́ı pouze údaje z mı́sta pozorováńı. V př́ıpadě srážkových dat, pro
která je délka dostupných řad na konkrétńıch stanićıch typicky jen několik
desetilet́ı (zat́ımco úkolem frekvenčńı analýzy je odhadnout kvantily rozděleńı
odpov́ıdaj́ıćı i výrazně vyšš́ı n-letosti), je tato metoda ve velké mı́̌re zat́ıžena
výběrovou proměnlivost́ı prameńıćı z velké prostorové proměnlivosti SE. Na-
př́ıklad srážková událost, která vyvolala bleskovou povodeň na Odře na No-
vojič́ınsku 24. 6. 2009 (10 obět́ı na životech, velké materiálńı škody), byla
charakteristická velmi malým prostorovým rozsahem př́ıčinné srážkové udá-
losti (Obr. 1 vpravo) – stanice Bělot́ın zaznamenala denńı úhrn 123,8 mm (z
toho 114 mm během 3 hodin), č́ımž byl překonán předchoźı maximálńı denńı
úhrn z r. 1967 téměř o 50 mm, zat́ımco na některých stanićıch ve vzdálenosti
pouhých 50 km byly srážkové úhrny do 1 mm (Kyselý a kol. [15]). Jedná se
přitom o oblast, která neńı výrazně exponována z hlediska orografie a kde
je prostorová proměnlivost statistických charakteristik SE dána předevš́ım
výběrovými efekty.

Na rozd́ıl od lokálńıch metod je regionálńı př́ıstup založen na současné
analýze výběrových soubor̊u z v́ıce stanic. Základńım požadavkem regionálńı
frekvenčńı analýzy je to, aby stanice tvořily homogenńı region, tj. normovaná
rozděleńı četnosti byla pro celý region (všech N stanic) totožná. V praxi se
vyžaduje dostatečná podobnost empirických DF, která se posuzuje pomoćı
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test̊u regionálńı homogenity založených na L-momentech (ekvivalenty kon-
venčńıch model̊u založené na pořádkových statistikách a široce použ́ıvané v
regionálńı frekvenčńı analýze), např. tzv. H-testu (Hosking a Wallis [16])
nebo X10-testu (Lu a Stedinger [17]). Při splněńı předpokladu regionálńı
homogenity plat́ı vztah

Qi(n) = µiq(n), i = 1, . . . , N,

kde Qi(n) je návrhová hodnota odpov́ıdaj́ıćı době opakováńı n na stanici i,
q(n) je bezrozměrná regionálńı kvantilová funkce (r̊ustová křivka), která je
společná pro všechny stanice v regionu, a µi je indexová hodnota pro stanici
i, kterou je nejčastěji pr̊uměr výběrového souboru.

”
Klasickou“ koncepci re-

gionálńı frekvenčńı analýzy podle Hoskinga a Wallise [16], která je založená
na pevně vymezených regionech, se pokusili pro územı́ ČR adaptovat Kyselý
a Picek [18]. Na základě tehdy dostupných dat ze 78 srážkoměrných stanic
(1961–2000) byly vymezeny 2 větš́ı a 2 menš́ı homogenńı regiony pro ročńı
maxima 1- až 7-denńıch srážkových úhrn̊u, byly odhadnuty regionálńı r̊ustové
křivky a návrhové hodnoty pro vybrané n-letosti spolu s př́ıslušnými inter-
valy spolehlivosti. Frekvenčńı analýza poukázala na zvláštnost regionu severńı
Moravy a Slezska (oblast Jeseńık̊u a Moravskoslezských Beskyd), kde jednak
z testu dobré shody vycházelo jako vhodněǰśı zobecněné logistické rozděleńı
mı́sto

”
standardńıho“ GEV rozděleńı, které bylo plně vyhovuj́ıćı v ostatńıch

regionech, jednak testy na hodnotu indexu chvostu rozděleńı (Jurečková a
Picek [19]) naznačily, že v́ıcedenńı úhrny srážek zde mohou mı́t rozděleńı s
natolik těžkými chvosty, že pro ně L-momenty neexistuj́ı a celá frekvenčńı
analýza potom může být nekorektńı a odhady vychýlené.

Po źıskáńı údaj̊u z daľśıch srážkoměrných stanic v ČR (celkem 209) a
doplněńı dat do r. 2007 (celkem 9573 staničńıch let ve srovnáńı s 3120 v
p̊uvodńı analýze) byla výše uvedená regionalizace revidována v Kyselý a kol.
[15]. Ukázalo se, že oba větš́ı regiony z p̊uvodńı regionalizace se staly hetero-
genńımi a bylo třeba je dále rozdělit na 3, resp. 2 menš́ı (1a–c, 2a–b; Obr. 4).
Redefinice byla nutná i pro oblast severńıch Čech. Jedńım ze závěr̊u práce
[15] proto bylo, že na orograficky členitém územı́, jakým je ČR, je obt́ıžné
vymezit homogenńı regiony, které jsou robustńı např. v̊uči doplněńı dat o
nová pozorováńı (jediným regionem z p̊uvodńı analýzy, který si zachoval ho-
mogenitu, byl výše diskutovaný region severńı Moravy a Slezska).
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Obr. 4: Homogenńı regiony pro regionálńı frekvenčńı analýzu v ČR – revidované

vymezeńı pro 209 stanic (převzato z Kyselý a kol. [15]).

Pokus o redukci subjektivńıch rozhodnut́ı při vytvářeńı homogenńıch re-
gion̊u se přitom stal již dř́ıve motivaćı pro rozvoj alternativńıho zp̊usobu
regionálńı frekvenčńı analýzy, v němž regiony nejsou fixńı, ale definuj́ı se
flexibilńım zp̊usobem. Metoda oblasti vlivu (region of influence, ROI; Burn
[20]; Castellarin a kol. [21]) se vyznačuje t́ım, že pro každou analyzovanou
stanici je identifikován vlastńı homogenńı region, který se skládá z určitého
počtu dostatečně podobných stanic. Metoda byla navržena pro hydrolog-
ická data (pr̊utoky), práce Gaál a kol. [22] a Gaál a Kyselý [23] patřily k
prvńım pokus̊um ji modifikovat pro srážková data. Podobnost stanic se po-
suzuje na základě vhodně zvoleného souboru staničńıch atribut̊u, u kterých se
předpokládá, že mohou mı́t vliv na pravděpodobnostńı rozděleńı SE; mohou
jimi být klimatologické, hydrologické, geografické nebo jiné charakteristiky,
resp. jejich r̊uzné kombinace (Castellarin a kol. [21]; Gaál a kol. [22]; Gaál a
Kyselý [23]; Zrinji a Burn [24]). Proces odhadu kvantil̊u na základě metody
  I se skládá z následuj́ıćıch krok̊u: (i) na základě vybraných staničńıch
atribut̊u se definuje mı́ra podobnosti mezi stanicemi; (ii) pomoćı regionálńıho
testu homogenity se hledá oblast vlivu pro analyzovanou stanici; (iii) pro
každou stanici v oblasti vlivu se definuje regionálńı váhový koeficient (RWC)
a (iv) parametry DF pro analyzovanou stanici se urč́ı jako vážený pr̊uměr
odpov́ıdaj́ıćıch parametr̊u z jednotlivých stanic v oblasti vlivu, přičemž váha-
mi jsou hodnoty RWC (Gaál a Kyselý [23]). Postup se opakuje pro všechny
studované stanice.
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Obr. 5 znázorňuje základńı rozd́ıl mezi regionálńı frekvenčńı analýzou na
základě pevně vymezených a flexibilńıch region̊u. Nezávisle na tom, která
stanice je předmětem zájmu v rámci daného regionu, z̊ustává v Hosking-
Wallisově metodě složeńı regionu, resp. př́ıslušné hodnoty RWC neměnné
(Obr. 5 nahoře). Na rozd́ıl od toho má v metodě ROI každá stanice odlǐsné
složeńı homogenńıho regiónu a váhové koeficienty RWC nejsou jednotkové,
ale proměnné (záviśı na mı́̌re podobnosti s analyzovanou stanićı; Obr. 5 up-
rostřed a dole). (Poznámka: RWC na Obr. 5 jsou znázorněny za předpokladu,
že velikost výběrového souboru, tj. délka pozorováńı, je na všech stanićıch
stejná. Tento faktor se rovněž bere do úvahy při regionálńım vážeńı, a tak v
př́ıpadě rozd́ılných hodnot n na r̊uzných stanićıch regionu by ani na Obr. 5
nahoře nebyly všechny hodnoty RWC jednotkové.)

Obr. 5: Složeńı homogenńıch region̊u a odpov́ıdaj́ıćı regionálńı váhové koeficienty

(RWC) pro 2 vybrané stanice (Protivanov, Svratouch) pro regionálńı frekvenčńı

analýzu ročńıch maxim 1-denńıch srážkových úhrn̊u, založenou na pevně vymeze-

ných regionech – metoda Hoskinga a Wallise (HW, nahoře), resp. flexibilńıch re-

gionech – metoda oblasti vlivu (ROIcli na základě klimatologických charakteristik,

uprostřed; ROIgeo2 na základě geografické vzdálenosti stanic, dole).

Gaál a Kyselý [23] se pomoćı Monte Carlo simulaćı pokusili identifikovat
kombinace klimatologických a geografických atribut̊u v definici mı́ry podob-
nosti stanic (u metody ROI), které vedou k nejlepš́ım výsledk̊um (podle
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středńı kvadratické chyby r̊ustových křivek pro vysoké kvantily) v relativně
husté staničńı śıti v ČR (jedna stanice připadala na územı́ přibližně 20 × 20
km). Podle jejich výsledk̊u hraje pro ročńı maxima 1-denńıch úhrn̊u nejvýz-
namněǰśı roli v určováńı podobnosti rozděleńı pravděpodobnosti geografická
vzdálenost mezi stanicemi, pro ročńı maxima 5-denńıch úhrn̊u (které jsou
často považovány za zástupné ukazatele velkoměř́ıtkovýchpovodńı, zejména v
simulaćıch z klimatických model̊u) vycháźı jako mı́rně lepš́ı mı́ra podobnosti,
v ńıž kromě vzdálenosti vystupuj́ı (s menš́ı vahou) vybrané klimatologické
charakteristiky (např. pr̊uměrný ročńı úhrn srážek, pod́ıl srážek v letńım a
zimńım obdob́ı). Tento závěr je v souladu se skutečnost́ı, že v́ıcedenńı extrémy
maj́ı silněǰśı vazbu na typické

”
vzory“ režimu srážek v oblasti středńı Evropy

než jednodenńı.

Výše zmiňovaná práce [15] se zaměřila na komplexńı srovnáńı r̊uzných vari-
ant frekvenčńı analýzy: dva regionálńı př́ıstupy (metoda oblasti vlivu s flex-
ibilńımi regiony a Hosking-Wallisova metoda s pevně vymezenými regiony)
byly pomoćı Monte Carlo simulaćı porovnány mezi sebou a s lokálńım odha-
dem. Jako nejvýhodněǰśı regionálńı model byla vyhodnocena varianta metody
  I, v ńıž se podobnost stanic definuje na základě geografické vzdálenosti.
Rozd́ıly mezi jednotlivými regionálńımi metodami jsou přitom velmi malé
ve srovnáńı s rozd́ılem jakékoli regionálńı metody v̊uči lokálńımu odhadu
vysokých kvantil̊u, který je zat́ıžen mnohem větš́ı středńı kvadratickou chy-
bou. Regionálńı metody výrazně redukuj́ı rozptyl odhad̊u parametr̊u DF a
výsledných kvantil̊u, který prameńı z náhodné výběrové proměnlivosti (Obr.
6).

Přednosti regionálńı frekvenčńı analýzy ilustrovali Kyselý a kol. [15] na
př́ıkladu odhadu doby opakováńı výše zmı́něné srážkové události z 24. 6. 2009,
která vyvolala bleskovou povodeň na Novojič́ınsku. Odhad doby opakováńı
denńıho srážkového úhrnu 123,8 mm na stanici Bělot́ın na základě lokálńıho
př́ıstupu je nereálný, zat́ıžený extrémńı neurčitost́ı a zásadńım zp̊usobem
záviśı na tom, zda uvažovaná událost je nebo neńı zahrnuta do lokálńıho
výběrového souboru (Tab. 1; odpov́ıdá odhad̊um

”
před“ a

”
po“ události,

která představuje výrazně odlehlou hodnotu v̊uči historickým dat̊um). Napro-
ti tomu regionálńı metody se shoduj́ı na řádovém odhadu doby opakováńı
(několik set let) a jej́ı neurčitosti. Robustnost regionálńıch metod dokládá i
skutečnost, že odhady se jen málo změńı při zahrnut́ı uvažované mimořádné
události do analýzy (Tab. 1).

Datový soubor At-site HW   Igeo2   Ihyb

1961–2007 45110 483 657 695
(605 – 2,12×109) (359 – 920) (458 – 1340) (392 – 1568)

1961–2007 + 283 353 419 415
úhrn z 24. 6. 09 (85 – 69730) (275 – 641) (333 – 864) (279 – 944)

Tab. 1: Odhady periody opakováńı a 90% intervalu spolehlivosti (v závorce) mimo-

řádné srážkové události (denńı úhrn 123,8 mm) z 24. 6. 2009 na stanici Bělot́ın, na

základě 4 frekvenčńıch model̊u a 2 r̊uzných datových soubor̊u (bez/s rokem 2009):
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at-site = lokálńı analýza, HW = regionálńı analýza podle Hosking-Wallisovy metody

(pevně vymezené regiony), ROIgeo2 = metoda oblasti vlivu, kde mı́rou podobnosti je

skutečná geografická vzdálenost mezi stanicemi, a ROIhyb = metoda oblasti vlivu,

kde mı́rou podobnosti je kombinace geografických a klimatologických staničńıch atri-

but̊u.

Obr. 6: Návrhové hodnoty ročńıch maxim 1-denńıch úhrn̊u srážek s dobou opaková-

ńı 50 let a př́ıslušné 90% intervaly spolehlivosti pro stanice z oblasti Jeseńık̊u

a Moravskoslezských Beskyd (severovýchodńı Morava) na základě 4 frekvenčńıch

model̊u: at-site = lokálńı analýza, HW = regionálńı analýza na základě Hosking-

Wallisovy metody (pevně vymezené regiony), ROIgeo2 = metoda oblasti vlivu, kde

mı́rou podobnosti je geografická vzdálenost mezi stanicemi, a ROIhyb = metoda

oblasti vlivu, kde mı́rou podobnosti je kombinace geografických a klimatologických

staničńıch atribut̊u (podrobnosti v [15]).

3. Závěr

Z výše uvedeného je zřejmé, že metody odhadu pravděpodobné maximálńı
srážky (PMP) a odhadu návrhových srážek (frekvenčńı analýza) vycházej́ı z
odlǐsných a do určité mı́ry nekompatibilńıch východisek a př́ıstup̊u. Zat́ımco
v př́ıpadě PMP je ćılem odhad

”
nepřekročitelné“ hodnoty pro srážkový úhrn

daného trváńı, frekvenčńı analýza
”
pouze“ připisuje libovolnému srážkovému
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úhrnu pravděpodobnost překročeńı (a jej́ı neurčitost). Protože jsou pro roz-
děleńı srážkových extrémů (SE) typické těžké chvosty (např. Katz a kol. [25]),
docháźı přitom k paradoxńı situaci, že libovolně vysokému úhrnu (i teoret-
icky zjevně nerealistickému) je připsána nenulová pravděpodobnost. Jedná
se však sṕı̌se o akademický problém, protože nenulové pravděpodobnosti ne-
realisticky vysokých úhrn̊u nemaj́ı praktický význam a jsou zanedbatelné,
z hlediska modelu však užitečné. Určitou nevýhodou metod odhadu PMP
je větš́ı ovlivněńı subjektivńımi volbami při jej́ım výpočtu ve srovnáńı s
frekvenčńı analýzou, a dále skutečnost, že výsledkem je

”
pouze“ jedna hod-

nota (pro daný časový interval a lokalitu nebo územı́), zat́ımco frekvenčńı
analýza poskytuje informaci o celém pravděpodobnostńım rozděleńı. Oba
výše popsané př́ıstupy jsou však v praxi užitečné a mohou se doplňovat.

Jak ilustruj́ı výše uvedené př́ıklady, u frekvenčńı analýzy SE je regionálńı
př́ıstup třeba jednoznačně upřednostňovat na úkor lokálńıho (který však do-
sud naopak jednoznačně převládá v klimatologické i hydrologické praxi).
Plat́ı to bez ohledu na to, že volba mezi dvěma základńımi alternativami
regionálńı frekvenčńı analýzy, tj. mezi koncepćı pevně vymezených region̊u
a flexibilńıch seskupeńı stanic, nemuśı být triviálńı. Výsledky simulačńıch
experiment̊u každopádně ukazuj́ı jen malé rozd́ıly ve statistických charakter-
istikách simulovaných kvantil̊u mezi těmito dvěma př́ıstupy, srovnáme-li je
s (velkým) zlepšeńım v̊uči lokálńımu př́ıstupu (Gaál a Kyselý [23]; Kyselý a
kol. [15]). Výběr nejvhodněǰśıho modelu regionálńı analýzy může být ovlivněn
dostupnou śıt́ı srážkoměrných stanic nebo

”
připravenost́ı“ pevně vymezených

region̊u – podmı́nku homogenity je pro nová data třeba testovat a zkušenost
ukazuje, že homogenita region̊u má tendenci se po doplněńı dat o nové stanice
nebo roky měřeńı změnit, což vyžaduje předefinováńı region̊u nebo alespoň
přeřazeńı stanic do jiného regionu a nové testováńı homogenity.

Domńıváme se, že v př́ıpadě srovnatelné kvality těchto dvou regionálńıch
př́ıstup̊u hovoř́ı tři zásadńı argumenty ve prospěch metody oblasti vlivu
(ROI): (1) vytvářeńı flexibilńıch region̊u vyžaduje mnohem menš́ı subjektivńı
zásahy do analýzy než bývá obvyklé v procesu formováńı pevně vymezených
region̊u, (2) metodu ROI lze poměrně snadno implementovat v př́ıpadě nut-
nosti opakováńı stejné analýzy pro velký počet datových soubor̊u, např. u
simulaćı klimatických model̊u (viz Kyselý a kol. [3]), a to na rozd́ıl od metody
pevně vymezených region̊u, kde by homogenitu region̊u bylo třeba testovat (s
poměrně velkou pravděpodobnost́ı negativńıch výsledk̊u a potřeby redefinice
region̊u) pro každou simulaci zvlášt’, př́ıp. i pro r̊uzná časová obdob́ı, a (3)
v metodě ROI se nevyskytuje problém se skokovými změnami odhadnutých
kvantil̊u rozděleńı (návrhových hodnot), který se objevuje na hranićıch pevně
definovaných region̊u.

Vzhledem ke své flexibilitě a možnosti implementace ve velkých databáźıch
bez nutnosti subjektivńıch zásah̊u je metoda ROI v současné době aplikována
i na odhad jedno- a v́ıcedenńıch návrhových srážek v ČR v databázi Českého
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hydrometeorologického ústavu (všechny srážkoměrné stanice s alespoň 20 lety
měřeńı) a byla použita i k odhad̊um rozděleńı SE ve výstupech regionálńıch
klimatických model̊u nad Evropou (v tomto př́ıpadě se jedná o výpočetně
poměrně náročnou úlohu, protože regionálńı frekvenčńı analýza je aplikována
v śıti řádově několika deśıtek tiśıc uzlových bod̊u a ve velkém počtu takových
simulaćı, zvlášt’ pro jednotlivá ročńı obdob́ı, r̊uzné časové horizonty a doby
trváńı SE).

Navzdory uvedeným pokrok̊um v oblasti vývoje a aplikaćı pokročileǰśıch
metod odhadu pravděpodobnost́ı SE z̊ustává mnoho otázek nedořešených a
otevřených daľśımu výzkumu. Potřebu a možnosti daľśı práce vid́ıme zejména
v těchto směrech:

• aplikace výše uvedených metod na krátkodobé SE (pro agregace <
24 hod) – limitována kvalitou a délkou dostupných dat, databáze
kombinuj́ıćı data z ombrograf̊u (většinou do r. 2000) a automatických
stanic je v současné době připravována ke zpracováńı

• vývoj metod regionálńı frekvenčńı analýzy zahrnuj́ıćıch závislost stu-
dované proměnné na čase nebo obecně kovariátách (viz př́ıspěvek
Hanel a Buishand v tomto č́ısle) – nevýhodou metod založených na
L-momentech je obt́ıžnost takového zobecněńı

• adaptace metod regionálńı frekvenčńı analýzy pro př́ıstup peaks-over-
threshold (POT), který využ́ıvá všechna nezávislá překročeńı zvolené
prahové hodnoty, nikoli ročńı nebo sezónńı maxima

• vývoj metod založený na jiném př́ıstupu než jsou metody POT nebo
bloková maxima, tj. např. bayesovský př́ıstup

• vývoj a aplikace metod pro odhady SE v datech z klimatických
model̊u – tyto metody by měly umožňovat jak prostorové

”
shlazeńı“

(redukci šumu), tak zahrnut́ı závislosti SE na čase, př́ıp. daľśıch
proměnných (vzhledem k možné př́ıtomnosti trendu nebo jiných zá-
vislost́ı v datech)

• vývoj metod v́ıcesložkových rozděleńı extrémů, s využit́ım pro srážky
rozdělené podle p̊uvodu na převážně velkoprostorové (vrstevnaté) a
konvekčńı; toto rozděleńı může alespoň částečně reprezentovat r̊uzné
fyzikálńı mechanismy vedoućı ke SE (např. Willems [26])

• modely extrémů využ́ıvaj́ıćı kombinace staničńıch měřeńı (bodové
charakteristiky, relativně dlouhé řady) a radarových, př́ıp. satelitńıch
dat (plošné charakteristiky, relativně krátké řady)

• vývoj regionálńıch metod pro statistické modelováńı závislosti mezi
r̊uznými charakteristikami srážkových událost́ı (trváńı srážkové udá-
losti, celkový úhrn, pr̊uměrná a/nebo maximálńı intenzita), přede-
vš́ım pomoćı kopuĺı (např. Zhang [27])

• vývoj prostorových mnohorozměrných model̊u SE, na nichž v posled-
ńıch letech pracuje zejména skupina kolem prof. Davisona z EPFL
Lausanne (např. [8])
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• vývoj metod pro odhad chyby (neurčitosti) odhad̊u, kombinuj́ıćı chy-
by vycházej́ıćı z výběrové proměnlivosti, použitého statistického mod-
elu a neurčitosti v d̊usledku scénář̊u změny klimatu

• redefinice pojmu n-letosti pro data obsahuj́ıćı trend nebo v př́ıpadech,
kdy lze trend předpokládat do budoucnosti, a to zejména s ohledem
na praktické aplikace.

Z výše uvedeného je zřejmé, že navzdory pokroku v posledńıch letech
z̊ustává mnoho otázek nezodpovězených a k jejich řešeńı je interakce kli-
matolog̊u, hydrolog̊u a statistik̊u nezbytným předpokladem. Stejně d̊uležité
je pokoušet se o přenos těchto poznatk̊u do klimatologické a hydrologické
praxe, aby mohli odborńıci i veřejnost (a v prvńı řadě ti, kdo se zabývaj́ı např.
návrhem protipovodňových opatřeńı) aspoň o málo v́ıc d̊uvěřovat tvrzeńım,
že

”
byla překročena n-letá srážka“ (nebo pr̊utok). Maximalistickým přáńım

autor̊u tohoto př́ıspěvku pak je, aby byl spolu s odhadem n-letosti auto-
maticky spojen i pokus o odhad chyby – rozpět́ı intervalu spolehlivosti ob-
vykle spolehlivě prozrad́ı, zda byla k odhadu použita lokálńı nebo regionálńı
metoda, a může odradit od publikace některých podle našeho názoru ne-
dostatečně podložených výsledk̊u vycházej́ıćıch z lokálńı metody odhadu,
s nimiž se lze stále poměrně běžně setkat (např. při hodnoceńı nedávných
povodńı).
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(2) Ústav fyziky atmosféry AV ČR, Praha
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Abstract: With a sample X1, . . . , Xn of size n drawn from a distribution
function H(x; θ) represented as a mixture of two distribution functions F (x)
and G(x), where one of them is unknown, the paper discusses an approach
to estimate the mixture parameter θ. By utilizing the behavior of the family
of random variables {θ∗n(x), x ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . .}, a number of properties
of the estimator of the parameter θ are derived. In particular, it is shown
that this family of random variables contains an unbiased estimator of the
mixture parameter. Based on approach and results of [3], an inequality which
bounds the mixture parameter from below is obtained. The lower bound
of the inequality is estimated, which serves as an estimator of the mixture
parameter.

Abstrakt: Pomoci vyběru X1, . . . , Xn z distribučńı funkce H(x, θ), který je
reprezentován jako směs dvou distribučńıch funkćı F (x) a G(x), kde jeden
z nich je neznámý, tento článek studuje postup k odhadu mixujićıho para-
metru θ. Jsou odvozeny nektere vlastnost́ı parametru θ na zaklade chováńı
rodiny náhodných proměnných {θ∗n(x), x ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . .}. Zejména, je-
li prokázáno, že tato rodina náhodných veličin obsahuje nestranný odhad
mixujiciho parametru. Na základě př́ıstupu a výsledćıch [3], se źıská nerov-
nost, která omezuje mixujićıho parametru. Dostano odhad dolńı mez tato
nerovnosti, který slouž́ı jako odhad mixujićıho parametru.

1. The problem

Let X1, . . . , Xn be a sample of size n drawn from a distribution function (d.f.)
H(x; θ) of the form

(1) H(x; θ) = θF (x) + (1− θ)G(x), (θ ∈ (0, 1)).

In representation (1) F (x) is a known d.f., while d.f. G(x) and a parameter
θ ∈ [0, 1] are unknown. This is a binary (or two-component) mixture model
with one unknown component and our aim is to estimate θ, which we call a
mixture parameter. Throughout of the paper we use notations H(x; θ), H(x)
and Hθ(x) interchangeably just to emphasize that d.f. H(x) depends on the
proportions of the components in the mixture; θ should not be interpreted
as an unknown parameter from a parametric family of d.f.’s H(x; θ).

This model appears in many contexts. In the problem of multiple hypo-
theses testing, such as testing differentially expressed genes the p-values of
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the test statistics, assuming that they are independent, under the null hy-
potheses are distributed uniformly on the interval [0, 1], while under the
alternative their distribution is unknown ([2, 5]). In terms of the model (1)
F (x) is a uniform distribution. In such settings the aim would be estimating
the proportion of false null hypotheses θ (and d.f. G(x) ). An efficient estima-
tor of θ is important once we want to control the multiple error rates, such
as the false discovery rate (FDR) (see [1]).

In contrast to the usual classical mixture problem, where the mixture con-
sists of a combination of two or more, mainly specified or partially specified
distributions, the mixture in the right-hand side of (1) contains an unknown
component and hence suggested classical methods cannot be applied here.
Instead, the approach proposed in [3] to a binary survival model seems to be
more promising to drive an inequality for the mixture parameter and estimate
its lower bound.

In the classical mixture problem (partially) specified components could be
already considered as a certain type of restrictions imposed on the family
of distributions that together with other restrictions and assumptions ma-
kes the problem well-defined, in particular, identifiable. Basically, it is the
identifiability of the mixture models which allows one to estimate the mix-
ture parameter. Proceeding from this principle, basically, means that it is
impossible to estimate the mixture parameter in the model (1) without the
model being indentifiable. Indentifiability of this model previously was consi-
dered in [7]. To be able to derive certain properties of the parameter θ, model
(1) was studied under certain assumptions, which could be summarized as
following: estimate parameter θ in the model

(2) H(x; θ) = θF (x) + (1− θ)G(x), x ∈ [0, 1], (θ ∈ (0, 1)),

where F (x) is a known d.f., while d.f. G(x) is unknown, both F (x) and G(x)
are continuous and satisfies the following conditions

(3) G(x) > F (x), ∀x ∈ (0, 1)

and

(4) SG ⊂ [0, 1− δ], for some δ > 0,

where SG denotes the support of d.f. G(x).
Model (2) is, basically, transformed into interval [0, 1] model (1), meaning

that SF , the support of d.f. F (x) tansformed into the compact set [0, 1] and
condition (3) guarantees that SG to be a proper subset of SF : SG ⊆ SF .
Indeed, let x0 ∈ [0, 1] be such that G(x0) = 1. Due to monotonicity and
condition (3) it follows that x0 < 1, that is, d.f. G(x) reaches its maximum
before the end of the interval [0, 1]. This shows that the support of d.f. G(x)
is a proper subset of the interval [0, 1].

Although in such setting model (1) becomes well-defined, conditions (3-4)
still cannot guarantee its identifiability. However, it seems that even without
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ensuring identifiability, one can deal with the problem of estimating the pa-
rameter θ in the model (1), in particular, one can derive certain bounds for
the mixture paprameter. Based on the idea, approach and results of [3], we
derive an inequality, which bounds the mixture parameter from below, and
estimate its lower bound which, basically, is the estimator of parameter θ.
It should be noted that among others, issues that bring up similar problems
were considered in [4, 8].

2. Estimator of mixture parameter as an empirical stochastic

process

In this section we give some properties of the mixture parameter in (2) pre-
viously proved in [7].

Consider the family of random variables {θ∗n(x), x ∈ [0, 1]}, where

(5) θ∗n(x) =
1−Hn(x)

1− F (x)
.

Expression (5) is obtained from (2) under assumptions (3-4) with replacing
d.f. H(x) to Hn(x), the empirical d.f., constructed by the sample X1, . . . , Xn.
The right-hand side of (5) represents, basically, an empirical stochastic pro-
cess. Based on knowledge on the behavior of this process, some properties of
the mixture parameter and its estimator was studied in [7]. Treated empiri-
cal process θ∗n(x) as a function of the random variable x in the interval [0, 1],
it was shown that the expected value of the process θ∗n(x) is a nondecrea-
sing function in SF ∩ SG, the intersection of SF and SG, and is constant (or
“almost” constant) in SF \SG, the complement of SG to SF .

The following statement is true.

Theorem 1. Assume condition (3) holds. Let d.f.’s F (x) and G(x) are con-

tinuously differentiable and satisfy the relation

(6)
F ′(x)

1− F (x)
≤ G′(x)

1−G(x)
.

Then the expected value of the process {θ∗n(x), x ∈ [0, 1]} is monotonic non-

increasing on the interval [0, 1] with x and θ ≤ ❊[θ∗n(x)] ≤ 1, x ∈ [0, 1].

P r oof . Proof is given in [7].

Corollary 1. If condition (4) holds, then ∀x ∈ [1 − δ, 1] the expected value

of the family of random variables {θ∗n(x), x ∈ [0, 1]} is an unbiased estimator

for θ: ❊[θ∗n(x)] = θ.

Theorem 2. If conditions (3) and (4) hold, then the variance σ2(x; θ, n) of
the family of random variables {θ∗n(x), x ∈ [0, 1]} has the from

(7) σ2(x; θ, n) =
H(x)(1−H(x))

n(1− F (x))2
.
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Corollary 2. (a) If (4) holds, then

(8) σ2(x; θ, n) =
θ

n

(
1

1− F (x)
− θ

)
, for 1− δ < x ≤ 1.

(b) If (3) holds, then

σ2(x; θ, n) =
1

n(1− F (x))

[
θ

(
1− 1−G(x)

1− F (x)

)
+

1−G(x)

1− F (x)

]
−

− 1

n

[
θ

(
1− 1−G(x)

1− F (x)

)
+

1−G(x)

1− F (x)

]2
, for 0 ≤ x ≤ 1− δ.

Theorem 3. Let conditions (3) and (4) are satisfied. Then if in addition to

(6), the condition

(9) 2
F ′(x)

1− F (x)
≥ G′(x)

1−G(x)

also holds, then the variance σ2(x; θ, n), defined by (7) is a monotonic non-

decreasing function of x for all x ∈ [0, 1].

P r oof . Calculate derivative of

σ2(x; θ, n) =
H(x)(1−H(x))

n(1− F (x))2

with respect to x. We have

d

dx

(
σ2(x; θ, n)

)
= σ2(x; θ, n)

(
H ′(x)

H(x)
− H ′(x)

1−H(x)
+ 2

F ′(x)

1− F (x)

)
.

For the expression in the brackets we get

H ′(x)

H(x)
− H ′(x)

1−H(x)
+ 2

F ′(x)

1− F (x)
≥

(
1 +

1

H(x)

)
F ′(x)

1− F (x)
− H ′(x)

1−H(x)
.

From (6) it follows that

H ′(x)

1−H(x)
≤ G′(x)

1−G(x)
.

Since

1 +
1

H(x)
≥ H(x) +

1

H(x)
≥ 2,

by virtue of (9) we have d
dx

(
σ2(x; θ, n)

)
≥ 0. �

Due to Corollary 2 the variance of θ∗n(x) is increasing (non-decreasing) for
x ∈ SF \SG regardless of the condition (9) but not in SF ∩SG. Therefore, con-
dition (9) guarantees σ2(x; θ, n) to be increasing (or at least non-decreasing)
on the whole interval [0, 1]. We suggest that for certain (fully specified) dis-
tributions this condition could be removed or at least replaced by a weaker
one.
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2.1. The right border of the support of d.f. G(x)

Theorem 1 states that the expected value of the family of random variables
{θ∗n(x), n = 1, . . . , x ∈ [0, 1]} is non-increasing on the interval [0, 1] and Co-
rollary 1 shows that beyond the right border of SG, which is assumed to be
less than 1, it is an unbiased estimator for the mixture parameter. But the
Corollary does not specify the right border of SG. If 1 − δ, the right border
of the support SG of the d.f. G(x) was known, then, intuitively, any values of
θ∗n(x) for x ≥ 1−δ could be taken as an (unbiased) estimator of θ. Therefore,
it seems that finding (or estimating) the right border of SG should be an
essential step towards estimating of the mixture parameter. But how to find
or estimate 1− δ?

Here we propose an approach to find a point x0 ∈ (0, 1) that can serve as

estimator of the right border of SG and such that θ∗n(x0) = θ̂. The algorithm
is as following.

1. Divide interval [0, 1] into m equal parts such that 0 < x0 ≤ x1 ≤
. . . ≤ xm < 1.

2. Calculate the values of θ∗n(x) at the last points: xm, xm−1, xm−2.
(i) If θ∗n(xm) = θ∗n(xm−1) and θ∗n(xm−2) > θ∗n(xm−1), then take the

point xm−1 as the right border of SG;
(ii) If θ∗n(xm) = θ∗n(xm−1) = θ∗n(xm−2) then calculate θ∗n(xm−3);
(iii) If θ∗n(xm−1) = θ∗n(xm−2) and θ∗n(xm−3) > θ∗n(xm−2), then take

the point xm−2 as the right border of SG.
3. If θ∗n(xm) > θ∗n(xm−1) or θ∗n(xm−2) > θ∗n(xm−3) then we divide in-

terval [0, 1] into smaller parts and repeat steps 1-3. Repeat this
procedure until θ∗n(xm) = θ∗n(xm−1) and θ∗n(xm−2) > θ∗n(xm−1) or
θ∗n(xm−1) = θ∗n(xm−2) and θ∗n(xm−3) > θ∗n(xm−2).

By this algorithm we obtain a point that can be accepted as the right

border of SG, that is, we derive δ̂, the estimator of δ. Since for x ≥ 1 − δ̂
we have ❊[θ∗n(x)] = θ, then as a naive estimator of θ could be taken any
values of θ∗n(x) for x ≥ 1 − δ. But Theorem 2 shows that the variance of
θ∗n(x) increases drastically as soon as x reaches the right border of SG. Since
we would like the estimator of θ to be as close as possible to the right border

of SF , then as its estimator we can take a value θ∗n(x
∗), x∗ > 1 − δ̂ with

maximum admissible variance.

3. The lower bound of the mixture parameter estimator

In this section we derive an inequality for the mixture parameter that bounds
the mixture parameter from below and is expressed via the components of
the mixture model and the sample size. We obtain an estimator of the lower
bound of that inequality, which serves as an estimator of the mixture para-
meter in the model (2). The idea of this section takes its origin from [3].

For the further discussion, we need the following lemma.
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Lemma 1. Let ❳n = {X1, . . . , Xn} be a sample of size n drawn from d.f.

H(x). Then sample ❨n = {Y1, . . . , Yn} of size n drawn from the complemen-

tary cumulative distribution function (c.c.d.f.) (1 −H(x))/(1 − F (x)) could

be obtained from ❳n by

y = H
−1

(
1−H(x)

1− F (x)

)
, H(x) = 1−H(x).

P roof . We have
H(x) = P {X > x} .

Therefore for every x ∈ [0, 1]

1−H(x)

1− F (x)
=
P {X > x}
1− F (x)

= P {Y > y} = H(y),

from which follows the statement of lemma.
Let us call ❳n the original sample and ❨n its transformed sample.

Theorem 4. Let ❳n be the original sample and ❨n be its transformed sample

and 1 ≤ k ≤ n. Assume the following conditions hold:

(10) G(x) > F (x), ∀x ∈ (0, ),

(11) SG ⊂ [0, 1− δ], for some δ > 0,

and

(12)
F ′(x)

1− F (x)
≤ G′(x)

1−G(x)
.

Assume that ϕ(x) is a strictly decreasing function on the interval [0, 1] such
that ϕ(0) = −ϕ′(0) = 1 and satisfies the relation

(13)
d2

dx2

[
ϕ−1

(
1−H(x)

1− F (x)

)]
≥ 0.

Then for the mixture parameter in the model (2) the inequality

(14) θ ≥ 1− H(X)− F (X)

F (X)(1− ϕ(Y RH(y0)))

holds and the estimator of its lower bound, which serves as an estimator of

the mixture parameter θ in the model (2), can be defined as

(15) θ∗n = max

{
1− k

n[1− ϕ(Y Rn(y0))]
, 0

}
,

where Y is defined as

(16) max {Y1, . . . , Yk} ≤ Y ≤ min {Yk+1, . . . , Yn} , k ≤ n,

y0 ∈ (0, Y ), x0 is such that H(y0) · F (x0) = H(x0) and

Rn(y0) =
1

y0
ϕ−1

(
1−Hn(x0)

1− F (x0)

)
,

Hn(x) is the empirical d.f., constructed by the sample {X1, . . . , Xn}.
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P roof . Rewrite (2) it in the form

(17) 1−H(x) = θ(1− F (x)) + (1− θ)(1−G(x)),

where d.f.’s F (x) and G(x) are defined on the interval [0, 1]. Assuming
F (x) 6= 1 for x ∈ [0, 1], divide both sides of (17) by 1− F (x). We obtain

(18)
1−H(x)

1− F (x)
= θ + (1− θ)

1−G(x)

1− F (x)
.

In fact the last assumption is satisfied by virtue of monotonicity of d.f. F (x)
and conditions (10 - 11). Since SG = [0, 1 − δ] ⊆ [0, 1], therefore 1 − G(x)
vanishes earlier than 1−F (x) does, hence both ratios (1−H(x))/(1−F (x))
and (1−G(x))/(1−F (x)) have meaning ∀x ∈ [0, 1] and 0 ≤ (1−H(x))/(1−
F (x)) ≤ 1 and 0 ≤ (1 − G(x))/(1 − F (x)) ≤ 1. By virtue of conditions (10)
and (12) both of these ratios are monotonically decreasing in the interval
[0, 1] and represent complementary cumulative distribution functions (or
tail distribution or survival function): (1−H(x))/(1− F (x)) = PH {Y > x}
and (1−G(x))/(1− F (x)) = PG {Y > x}.

From (13) it follows that f(x) = ϕ−1

(
1−H(x)
1−F (x)

)
is a convex function.

Further denote

R(x, y) =
f(x)− f(y)

x− y

R(x, y) is a symmetric with respect to x and y function. If f(x) is convex
then R(x, y) is nondecreasing with x for fixed y and vise versa if R(x, y) is
nondecreasing then f(x) is a convex function. Simply speaking, convexity of
f(x) is equivalent to nondecreasing property of the function R(x, y). We have
a convex function f(x) and we need to show that the first part of our claim is
true, i.e. R(x, y) is nondecreasing with x for every fixed y. Take the derivative
of R(x, y) with respect to x and show that it is nonnegative. We have

dR(x, y)

dx
=

f ′(x)(x− y)− (f(x)− f(y))

(x− y)2
≥ 0

if only f ′(x)(x − y) − (f(x) − f(y)) ≥ 0. Therefore, we need to show that
if f(x) is convex then f(x) ≥ f(y) + f ′(y)(x − y) holds. (In fact the last
confirmation holds in both directions but in this particular case we need only
the first part of it.) From the convexity of f(x) it follows that for 0 ≤ α ≤ 1

f(x+ α(y − x)) ≤ αf(y) + (1− α)f(x) = αf(y)− αf(x) + f(x).

Rewrite the last expression in the form

f(y) ≥ f(x) +
f(x+ α(y − x))− f(x)

α
.

But

lim
α→0

f(x+ α(y − x))− f(x)

α
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
(y − x) = f ′(x)(y − x).

Therefore,
f(y) ≥ f(x) + f ′(x)(y − x).
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This shows that R(x, y) is nondecreasing with x for fixed y, that is, for any
real x ≥ z > 0 we have

R(z, y) ≤ R(x, y)

or
f(z)− f(y)

z − y
≤ f(x)− f(y)

x− y
.

Since f(0) = limy→0 f(y) = ϕ−1(1) = 0, we have

1

z
ϕ−1

(
1−H(z)

1− F (z)

)
≤ 1

x
ϕ−1

(
1−H(x)

1− F (x)

)

or

ϕ−1

(
1−H(x)

1− F (x)

)
≥ x

z
ϕ−1

(
1−H(z)

1− F (z)

)
.

Applying ϕ(x) to both sides of the last inequality we get

(19)
1−H(x)

1− F (x)
≤ ϕ

(
x

z
ϕ−1

(
1−H(z)

1− F (z)

))
.

Next denote

RH(y0) =
1

y0
ϕ−1

(
1−H(x0)

1− F (x0)

)

and

RG(y0) =
1

y0
ϕ−1

(
1−G(x0)

1− F (x0)

)
,

where y0 corresponds to x0. By lemma 1 we can define such X that the
corresponding Y be from (16). Then from (19) we obtain

(20)
1−H(X)

1− F (X)
≤ ϕ

(
Y

y0
ϕ−1

(
1−H(x0)

1− F (x0)

))
= ϕ(Y RH(y0)).

and

(21)
1−G(X)

1− F (X)
≤ ϕ

(
Y

y0
ϕ−1

(
1−G(x0)

1− F (x0)

))
= ϕ(Y RG(y0)).

Due to (10) ∀x ∈ (0, 1) we have

(22)
1−H(x)

1− F (x)
≥ 1−G(x)

1− F (x)
.

From (20) and (21) it follows that

(23) ϕ(Y RG(y0)) ≤ ϕ(Y RH(y0)).

Therefore, by virtue of the inequalities (23) and (22) from equation (18) we
obtain

1−H(X)

1− F (X)
= θ + (1− θ)

(
1−G(X)

1− F (X)

)
≤ θ + (1− θ)ϕ(Y RG(y0)) ≤

≤ θ + (1− θ)ϕ(Y RH(y0)) = ϕ(Y RH(y0)) + θ(1− ϕ(Y RH(y0))).
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From the last relation it follows that

(24) θ ≥
1−H(X)

1−F (X)
− ϕ(Y RH(y0))

1− ϕ(Y RH(y0))
,

which is equivalent to to (14).
Since (1 − H(x))/(1 − F (x)) = PH {Y ≥ y}, the ratio (1 − H(X))/(1 −

F (X)) could be consistently estimated by (n − k)/n, (see [3]). Hence the
estimator of the lower bound for θ becomes

(25) θ∗n = max

{
1− k

n[1− ϕ(Y Rn(y0))]
, 0

}
,

where Rn(y0) is the empirical counterpart of RH(y0). �
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FEKM ALGORITHM: A MODIFICATION

Marta Žambochová1

Abstract: This paper describes the modification of one of the designing
algorithms for clustering in large data sets – the algorithm FEKM (Fast and
Exact K-Means). This is one of the variants of the k -means algorithm to
process very large data sets that do not fit into memory. The effectiveness
of the algorithm is based on minimizing the number of passes through the
entire data set.

Just one pass through the entire data set suffices to become an exceptio-
nally good case. It is necessary to have the same number of passes through
the entire data set as the classical k -means algorithm in the worst case sce-
nario. The number of passages depends strongly on the initial selection of
the sample data. Therefore, ways to create an appropriate selection so that
the number of passes is minimized and preferably stable, are proposed in the
article.

Abstrakt: Př́ıspěvek se zabývá popisem modifikace algoritmu FEKM. Al-
goritmus FEKM (Fast and Exact K-Means) je jednou ze známých variant
algoritmu k -pr̊uměr̊u umožňuj́ıćı zpracováńı velmi rozsáhlých datových sou-
bor̊u.

Hlavńı myšlenkou algoritmu je prvotńı vytvořeńı přiměřeně velkého vý-
běrového souboru z p̊uvodńıho souboru dat. V rámci tohoto souboru jsou
vytvořeny shluky pomoćı klasického algoritmu k -pr̊uměr̊u. V jednotlivých ite-
raćıch v pr̊uběhu shlukováńı výběrového souboru jsou zaznamenávána všech-
na centra a k nim předem definované popisné statistiky. Pomoćı všech těchto
center pak docháźı k vytvářeńı ćılového shlukováńı celého souboru při mi-
nimálńım počtu pr̊uchod̊u celým datovým souborem.

Ve výjimečně př́ıznivém př́ıpadu stač́ı pouze jeden pr̊uchod celým da-
tovým souborem. V nejhorš́ım možném př́ıpadu je nutný stejný počet pr̊ucho-
d̊u jako u klasického algoritmu k -pr̊uměr̊u. Malý počet pr̊uchod̊u celým sou-
borem potřebný k provedeńı celého algoritmu tak, jak deklaruj́ı jeho autoři,
byl však potvrzen pouze ve výjimečných př́ıpadech. Počet pr̊uchod̊u silně
záviśı na prvotńım výběrovém vzorku dat. Algoritmus FEKM tvoř́ı vzorek
dat náhodným výběrem. Hlavńı myšlenkou navrhované modifikace je proto
vytvořeńı vzorku dat nikoliv náhodně, ale za pomoci jistých datových struk-
tur (stromů). Výsledný vzorek pak lépe vypov́ıdá o rozložeńı dat a následně
se sńıž́ı potřebný počet pr̊uchod̊u celým datovým souborem.

Keywords : Clustering, large data set, sampling, algorithm fekm, trees.

Kĺıčová slova: Shlukováńı, velký soubor dat, vzorkováńı, algoritmus
FEKM, stromy.
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1 Introduction

It is often necessary to process even very large data sets in a data analysis.
Processing these files is very difficult – first of due to the time demanded by
the processing, but also due to the fact that the data file does not fit into the
main memory. This problem is dealt with very differently by various authors
in the area of cluster analysis – by algorithmically small, almost cosmetic,
modifications to the fundamental changes. One possibility may be a sampling,
during which a representative sample set is selected from the whole data set,
which contains only such number of objects that can be clustered within a
reasonable time limit. A set of clusters is first created in this selected subset
of the objects. Then the remaining objects are assigned to already established
clusters. Another approach is to attempt to minimize the passage of the entire
dataset.

The FEKM algorithm (Fast and Exact K-Means) will first be examined in
detail in the article. After this, the test results of this algorithm from the test
data and the subsequent comparison of such with some selected algorithms
will be described. Finally a proposal for the pre-processing of the algorithm
FEKM and its influence on the behaviour of the algorithm will be set out.

2 Algorithm FEKM

The FEKM algorithm (Fast and Exact K-Means) was described by the au-
thors of the article listed in [1]. This is one of variants of the k -means algo-
rithm to process very large data sets that do not fit into memory. The main
idea of the algorithm is the initial creation of a reasonably large sample of
the original data set. The clusters are created using the traditional k -means
algorithm in this sample set. All the centres of individual clusters and their
descriptive statistics are logged into each iteration of the algorithm during
the clustering in the sample file. Then, the target clustering of the whole
set with a minimum number of passes through the entire data set is created
by means of the application of all of these centres. The data file, which is
essential for the clustering, is the input of the algorithm. The initial centres
and stopping criterion are input too as in the classical k -means algorithm.
The target distribution of the all objects in the clusters is the output of the
algorithm.

Firstly, a random sample data set is created by the application of random
sampling. The algorithm clusters the sample set by means of using classical
k -means methods in the first stage of this algorithm. In the second phase,
the algorithm passes through the entire data set. The centre that is closest
to the given object is found for each data object and each iteration which
is recorded in the first phase. Each data object is assigned to a particular
cluster by using its usage.

The second phase is to detect all objects that are suspected of changes
resulting in a clustering comparison with the clustering of sample. This pro-
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blem applies particularly to objects located at the edge of the clusters. It is
evident that the objects deep inside the clusters are unencumbered from this
perspective. Identified suspicious points are stored. If the object is not identi-
fied as a suspected boundary point, we can assume that this object by means
of the clustering of the entire file has been assigned to the same cluster to
which it is assigned by an additional assignment. We thereby calculate once
again the characteristics of this cluster in this case. The situation about the
stable and the boundary points is graphically illustrated in Figure 1.

σ1

σ2

d2

d1

d2

d1
’

’

ConfidenceRadius

d2-d1<δ1+δ2

d2-d1>δ1+δ2’’

CentresofClusters

StablePoint

BoundaryPoint

Obrázek 1: Stable and boundary points

In the third phase, the algorithm deals with suspect border objects that
were revealed and subsequently saved in the previous phase. At the begin-
ning of this phase, the algorithm recalculates the clusters for each of the
iterations from the first phase. It does this by virtue of the assumption that
we actually assigned all suspicious boundary objects to their nearest centre.
Recalculation is performed using the suspect boundary objects together with
the preserved statistics describing each cluster. Should a recalculated centre
that is distant from the original possess more than the pre-specified criti-
cal value, the algorithm returns to the second phase and once again passes
through the entire data set. The authors of the algorithm call this above
mentioned critical value as the confidence radius. It is evident that only one
passing through the entire data set suffices in the case of being exceptionally
and sufficiently good enough. It is necessary to possess the same number of
passes as the classical k -means algorithm in the worst case scenario.

The number of suspect boundary points should not exceed 20% of the
size of the entire data set. In addition, these points should fit into the RAM.
If any violation of these conditions has occurred during the algorithm, it
is necessary to reduce the individual confidence radiuses ratting by setting
a special parameter for the algorithm. This will have the effect of reducing
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the number of suspect boundary points. The authors in their paper [1] confir-
med the correctness and effectiveness of the proposed algorithm. The authors
further develop the algorithm and thus provide its further acceleration in the
article [2].

3 Description of data files

All programmed algorithms were tested on three data sets. The first two files
are available at [8]. The last file is a generated file.

IRIS file

• 150 objects

• 4 numeric variables (individual dimensions of the calyx and of the petals
of flowers)

• 3 clusters – three different kinds of genus iris

• 50 representatives of each kind

• The exploratory analysis showed that one of the kinds differs conside-
rably in the described attributes.

• The remaining two kinds differ only slightly, even values of their attri-
butes penetrate.

VOWEL file

• 528 objects

• 10 numeric variables

• 11 clusters – eleven monosyllabic words

• The contents of the file refer to the pronunciation of vowels in British
English. Eight speakers (four men and four women) read 11 monosylla-
bic words six times, thereby producing different vowel pronunciations
(heed, hid, head, had, hard, hud, hod, hoard, hood, who’d, heard).
Thus, every word was spoken 48 times. It was recorded and converted
into sound with ten numeric values in each of these cases. Each record
is one object of the file.

GENER file

• 1,000,000 objects
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• 2 numerical variables

• 20 clusters

• The coordinates of objects in the individual clusters were generated as
random values belonging to a Gaussian distribution within the given
parameters. The parameters of the distribution in individual clusters
were again randomly generated as the values of the continuous uniform
distribution (the mean value µ randomly from the interval (0, 10) and
the variance σ2 from the interval (0, 3)).

4 The testing of algorithms

The algorithm FEKM was programmed in the MATLAB development en-
vironment. In the same environment the other algorithms were also progra-
mmed. These were selected algorithms, which either use different types of
sampling, or limit the number of passes through the entire data set. Both of
these principles are the basis of the algorithm FEKM. These selected algori-
thms and their implementations are comprehensively described in [7].

Dependence on the input parameters is the big disadvantage for most of
the tested algorithms (including FEKM). In addition, there is no universally
valid recommendation for setting the values of individual parameters.

The other disadvantage of the majority of tested algorithms is that sam-
pling provides poor-quality for the clustering. In particular, the quality of
the resulting clustering by means of using the algorithm FEKM depends
very much on the fabricated sample, ranging from very poor to excellent
quality. This behaviour bore similarity to the fact that the quality of cluste-
ring by using k -means algorithm is very strongly dependent on the choice of
initialization centres. This is described in detail in [6].

The algorithm FEKM had one special disadvantage according to the ex-
periments carried out. The authors declare a small number of passes by a
set needed to perform the algorithm. This small number was confirmed only
in exceptional cases. The number of passes depended strongly on the initial
selection of the sample data.

The algorithm FEKM is the only algorithm which uses a random sample
of data. The other above mentioned algorithms represent samples using cer-
tain data structures (trees). The resulting sample therefore provides a better
reflection of the distribution of the data. This fact gave rise to the idea that
it would actually be possible to combine the algorithm FEKM with any of
these other algorithms to achieve better results.

The algorithm BIRCH k -means was chosen from all of the examined al-
gorithms. The reason was the main principle of the both algorithms BIRCH -
amounting to one fundamental pass through the entire data file. The second
reason was the fact that the primary output of both BIRCH algorithms is
the set of the centres from the clusters. These centres can therefore also be
used directly as input for the algorithm FEKM. These two properties meet
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both algorithms BIRCH. The last reason for our choice of algorithm was its
relative simplicity in comparison with the classical BIRCH algorithm.

5 BIRCH algorithm k-means

The paper denoted in [3] describes the clustering method, which is a variant
of algorithm k -means, and which is influenced by the algorithm BIRCH. The
algorithm BIRCH is described in detail in [4], [5]. This method gives the
special procedure prior to processing by using Lloyd’s algorithm. We thus
receive the distribution of objects into groups, which is useful for further
work, by means of applying this procedure.

The algorithm BIRCH k -means has two parameters – the allowed number
of objects in the cluster and the maximum allowable value of the “radius”
of the cluster (i.e. critical value of variability). This algorithm does not work
with CF-trees as is the case in the classical algorithm BIRCH.

Also the CF-characteristic of the classical procedure BIRCH is replaced
by another equivalent characteristic. The information contained in both cha-
racteristics is sufficient to calculate the centres of clusters, i.e. the distances
between clusters and the measure of the compactness of clusters. This in-
formation is necessary and suffices for the implementation of the algorithm.
It is true that the characteristic of the cluster that was given rise to by the
merger of two disjoint clusters is equal to the sum of the characteristics of
the original clusters.

The characteristic used in the algorithm BIRCH k -means is a triplet
(m, q, c), where m is the number of objects in the cluster, q is the quality
of the cluster (calculated as the sum of squared distances of all objects of a
given cluster to the centre of the cluster) and c is the centre of the cluster.
This characteristic is maintained for each cluster.

The algorithm works in three phases. The beginning of the first phase
contains a set of all the tracked objects and the set of clusters is empty. Then
in the cycle after this, the algorithm always selects an object from the set of
objects and tries to find the “nearest” cluster of a set of clusters, in which
the addition of an object does not exceed either the limit of the number of
elements in a cluster or the critical value of variability of the cluster. If no
such cluster is already in existence, it creates a new cluster that includes
only this object. The object is deleted from the set of all objects after the
successful inclusion of the object into the cluster. The cycle is performed until
contains empty sets of objects.

The centres of all clusters that have arisen in the first phase are clustered
in the second phase of the algorithm. This clustering can be performed using
any clustering method. In [3] a special variant of the method of the quadratic
k -means algorithm is used.

In the third phase, the original objects are classified into clusters. Each
object is assigned to the closest of the centres created in the second phase.
This phase is given in [3] as the final phase.



132

In my experiments, however, I added a fourth phase, in which the division
into clusters arising from the first three phases is taken as the initial clustering
and running of the classical Lloyd’s algorithm. The results of clustering were
significantly improved by means of this. The disadvantage of this treatment,
however, is the increase in computational time.

6 Results of testing the modified FEKM algorithm

The insertion of the first phase of the algorithm BIRCH k -means prior to
the proper processing of the algorithm FEKM establishes a method, which
combines the advantages of both algorithms. The centres of the clusters gene-
rated in the first phase of algorithm BIRCH k -means were taken as a sample
data file, which is required as input to the algorithm FEKM. The number of
necessary passes through the entire data set was stabilized in comparison to
the algorithm FEKM. The core of the modification shows that the minimum
number of passes is two. There are cases where only a single passage through
the entire dataset sufficed in the original algorithm. On the other hand, there
have been cases where the sample was generated data “inappropriately” and
there was a very high number of passage data file. It has resulted in the
improvement of the quality of clustering compared to algorithm BIRCH k -
means. Unfortunately, this also gave rise to an extension of the processing
time (on average 2 – 3 times) compared to the BIRCH algorithm k -means.
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Abstrakt: Při tvorbě systému inteligentńıch alarmů v energetickém provozu
jaderných elektráren byl řešen problém jak rychle a efektivně (on-line) odha-
lit zač́ınaj́ıćı nestabilitu procesu popsaného cca 140 procesńımi charakteristi-
kami a varovat veĺın, že bez zásahu do systému dojde velice pravděpodobně
k mimořádné události. Ze statistických př́ıstup̊u klasické v́ıcerozměrné sta-
tistické metody selhaly (předevš́ım proto, že jsme v historických datech ne-
byli schopni rozeznat, zda jsou změny vyvolány zásahem operátora, nebo
zda k nim docháźı samovolně). Proto bylo navrženo využ́ıt́ı klasických re-
gulačńıch diagramů pro sledováńı stability proces̊u. Dı́ky tomu, že mnoho
charakteristik je autokorelovaných nebo nestacionárńıch, byly vyhodnoceny
jako nejlepš́ı regulačńı diagramy diagramy rozpět́ı a klouzavého rozpět́ı, které
budou v budoucnu implementovány do softwarové aplikace.

Abstract: In creation of systems of intelligent alarms in energetic facility of
nuclear plants was solved a problem how fast and effectively (on-line) reveal
beginning instability of process described by about 140 process characteris-
tics and warn control centre that without intervention is highly probable
to occur an emergency event. From statistical approaches the multidimensi-
onal statistic methods have failed (mainly because we could not recognize
from historical data if changes are result of operator’s actions or they emerge
spontaneously). Therefore it has been proposed to use classic control chart
for monitoring of process’ stability. Thank to fact that many of the characte-
ristics are autocorrelated and non-stationary came out as best control chart
of range and moving range which will be in the future implemented into
software application.

Kĺıčová slova: Regulačńı diagram, SPC, x-bar R diagram, I-MR diagram

Keywords : Control Chart, Stability, SPC, x-bar R chart, I-MR chart
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1. Úvod

Při tvorbě systému inteligentńıch alarmů v energetickém provozu jaderných
elektráren byl řešen problém jak rychle a efektivně (real-time) odhalit zač́ına-
j́ıćı nestabilitu procesu popsaného cca 140 procesńımi charakteristikami a va-
rovat veĺın, že bez zásahu do systému dojde velice pravděpodobně k události.
Ze statistických př́ıstup̊u klasické v́ıcerozměrné statistické metody selhaly
(předevš́ım proto, že jsme v historických datech nebyli schopni rozeznat, zda
jsou změny vyvolány zásahem operátora nebo zda k nim docháźı samovolně).
Proto bylo navrženo využ́ıt́ı klasických regulačńıch diagramů pro sledováńı
stability proces̊u. Procesńı charakteristiky byly charakteristiky teploty, tlaku,
výšky hladiny, pr̊utoku a výkonu apod. Protože jde o d̊uvěrné informace, jsou
data transformována a veličiny označeny pouze typově.

2. Regulačńı diagramy

Regulačńı diagram má obecně sloužit jako diagnostický nástroj k posou-
zeńı, zda se sledovaný proces (představovaný nějakou měřenou veličinou nebo
veličinami, které jej charakterizuj́ı) chová tak, jak očekáváme, zvláště pak,
nedošlo-li k nečekané změně procesu. Došlo-li k takové změně, je třeba ji
interpretovat – vysvětlit a př́ıpadně přistoupit k nějakému zásahu. Proces,
ve kterém neńı třeba přistupovat k zásah̊um, nazýváme stabilńı a poznáme
ho tak, že se v něm vyskytuj́ı pouze (přirozené) náhodné př́ıčiny koĺısáńı.
Těchto př́ıčin je široká škála a každá přisṕıvá ke změně procesu jen nepatrně.
Stabilńı proces se chová v každém okamžiku stejně, tud́ıž je predikovatelný.
Predikovatelné procesy jsou z hlediska nákladu na jakost levněǰśı než procesy,
které se chovaj́ı chaoticky. Kromě náhodných př́ıčin koĺısáńı proces ovlivňuj́ı i
vymezitelné př́ıčiny koĺısáńı, p̊usobeńım těchto př́ıčin již docháźı k zásadńım
změnám procesu (odlehlé hodnoty, posunut́ı procesu, unášeńı procesu).

2.1. Typy regulačńıch diagramů

Pro spojitá data většinou použ́ıváme jeden ze tři základńıch diagramů:

• I-MR diagram - individuálńı hodnoty a klouzavá rozpět́ı,
• Xbar–R diagram - aritmetický pr̊uměr a rozpět́ı,
• Xbar–S diagram - aritmetický pr̊uměr a směrodatná odchylka.

Pro atributivńı data použ́ıváme dle typu dat diagramy:

• np diagram počet nestandardńıch výrobk̊u v séríıch stejného rozsahu,
• p diagram pod́ıl nestandardńıch výrobk̊u v séríıch r̊uzného rozsahu,
• c diagram počet neshod na stejně velkých jednotkách,
• u diagram počet neshod na r̊uzně velkých jednotkách.
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2.2. Testy vymezitelných př́ıčin

Abychom určili, zda je proces statisticky stabilńı a tedy neńı vhodné do
něj zasahovat, jsou zavedeny tzv. testy vymezitelných př́ıčin. Tyto testy hle-
daj́ı taková seskupeńı bod̊u (hodnot) v regulačńım digramu, která jsou málo
pravděpodobná. V daľśım byly využity předevš́ım následuj́ıćı testy:

- Test 1: 1 bod dále než 3 směrodatné odchylky od středńı hodnoty,
- Test 2: 9 bod̊u v řadě na stejné straně od středńı hodnoty,
- Test 3: 6 bod̊u v řadě rostoućıch resp. klesaj́ıćıch,
- Test 4: 14 bod̊u v řadě pravidelně koĺısá nahoru dolu.

3. Aplikace regulačńıch diagramů na sledované procesńı cha-
rakteristiky

V r̊uzných časech, kdy lze dle operátor̊u proces považovat za stabilńı, jsme
vybrali interval o rozsahu 1000 hodnot a zaznamenávali jsme všechny sle-
dované charakteristiky. Každou charakteristiku lze vykreslit v čase pomoćı
pr̊uběhového diagramu (ilustrujeme na charakteristice

”
vodńı hladina“, viz

Obr. 1), toto zobrazeńı neńı př́ılǐs přehledné, proto použijeme regulačńı dia-
gram Xbar-S (Obr. 2), kde velikost skupiny voĺıme 10. Z tohoto regulačńıho
diagramu vid́ıme, že ač jsou data v globálńım pohledu nestabilńı, směrodatné
odchylky poč́ıtané z deseti následuj́ıćıch hodnot jsou stabilńı.

Podobné výsledky dostaneme i v okamžiku, kdy je v datech patrný trend,
viz Obr. 3. V tomto př́ıpadě Xbar-S diagram sice vykazuje odlehlé hodnoty,
ale riziko poplašného signálu lze omezit rozš́ı̌reńım regulačńıch meźı pro da-
nou charakteristiku (např. 4,5 násobek směrodatné odchylky).
Samozřejmě jsou zde i charakteristiky, pro které jsou regulačńı diagramy,
založené na sledováńı stability krátkodobé variability, nepoužitelné viz Obr. 4.

4. Mimořádná událost (porucha)

Pro daľśı vyhodnoceńı byly využity časové pr̊uběhy sledovaných charakte-
ristik, u kterých došlo k mimořádné události. Předpokládejme, že máme
1801 sledovaných hodnot daných procesńıch charakteristik ze dne, kdy došlo
k poruše. Dále bylo vyhodnoceno, že po cca 307 hodnotách došlo k poruše
(časový rámec pro daný př́ıklad neńı podstatný). V tomto př́ıpadě je i pouhým
okem vidět, že většina charakteristik se změnila, viz Obr. 5. Neřeš́ıme co je
př́ıčina a co d̊usledek. Většina charakteristik se začala výrazně měnit během
cca 5 hodnot (Water Surface, Output), některé charakteristiky reagovaly se
značným zpožděńım (Value), jinde neńı porucha z trendu patrná (Level).

5. Vytvořeńı alarmu

Nyńı se pokuśıme vytvořit alarm, který by automaticky reagoval na změnu
v procesu. Použijeme data z předchoźı kapitoly a vykoṕırujeme 201 až 315
hodnotu, tedy v datech by mělo doj́ıt k poruše ve 107 hodnotě. Protože
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Obrázek 1. Př́ıklad posuzované časové řady dpecifického procesu.

Obrázek 2. Xbar-S regulačńı diagram procesu dle Obr. 1.

chceme reagovat na poruchu co nejdř́ıve, nebudeme pracovat s regulačńımi di-
agramy pro podskupiny, ale použijeme individuálńı hodnoty. Abychom ome-
zili riziko falešného alarmu, aktivován je pouze test 1.

Jako nejvhodněǰśı nástroj pro detekci poruch se jev́ı diagram klouzavého
rozpět́ı (Moving Range). Tento diagram velice dobře reagoval ve většině
př́ıpad̊u a nedocházelo u něj k falešným alarmům, jako při využit́ı diagramu
individuálńıch hodnot, viz Obr. 6. Tento diagram je rovněž netečný k dat̊um
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Obrázek 3. Xbar-S regulačńı diagram procesu vyka-
zuj́ıćıho trend.

Obrázek 4. Př́ıklad procesu kde Xbar-S regulačńı diagram selže.

s trendovou složkou, viz Obr. 7. Samozřejmě pokud se charakteristika pra-
videlně přeṕıná mezi několika diskrétńımi stavy, je tento regulačńı diagram
nevhodný, viz Obr. 8.

Test 1, který je standardně formulován:
”
1 bod dále než 3 směrodatné od-

chylky od středńı hodnoty“, zobecńıme na
”
1 bod dále než K směrodatných
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Obrázek 5. Př́ıklady sledovaných procesńıch charakteris-
tik před a po události. Svislá čára v grafech odděluje data
před a po detekované změně procesu.

odchylek od středńı hodnoty“ a budeme hledat vhodné K pro r̊uzné charakte-
ristiky popisuj́ıćı proces tak, abychom minimalizovali pravděpodobnost chyby
falešného alarmu i chyběj́ıćıho alarmu.

6. Závěr

Klasické regulačńı diagramy s modifikovanými testy vymezitelných př́ıčin
jsou velice rychlým a efektivńım nástrojem vhodným pro tvorbu systému
real-time inteligentńıch alarmů v energetickém provozu jaderných elektráren.
Pro většinu sledovaných veličin jsou nejvhodněǰśı regulačńı diagramy založené
na sledováńı stability krátkodobé variability, protože nereaguj́ı na dlouho-
dobé trendy, které se v datech vyskytuj́ı a mohou být např́ıklad zp̊usobeny
ćıleným zásahem obsluhy nebo regulačńıho mechanismu. Alarmy založené
na uvedených regulačńıch diagramech budou implementovány do softwarové
aplikace, která již nyńı pomoćı jiných mechanismů vyhodnocuje stabilitu sle-
dovaných proces̊u.
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[2] ČSN ISO 8258 Shewhartovy regulačńı diagramy. Praha: ČNI, 1993.
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Abstrakt: Hlavńım ćılem této práce je studium postup̊u a algoritmů vhod-
ných pro ekonomicko-statistickou optimalizaci regulačńıch diagramů. Je zde
navržen a podrobně rozebrán návrh nového typu zónového regulačńıho di-
agramu. Vedle toho se práce soustřed’uje na otázku výběru vhodného re-
gulačńıho diagramu v praxi nejenom na základě jeho matematicko-statisti-
ckých vlastnost́ı, ale též s přihlédnut́ım k ekonomické stránce jeho nasazeńı
v praxi. Pozornost je též věnována metodám numerického řešeńı problémů
ekonomicko-statistické optimalizace regulačńıch diagramů.

Abstract: The main objective of this thesis is the study of methods and al-
gorithms suitable for optimizing economic and statistical control chart. New
type of zone control chart is designed and its properties analyzed. Moreover,
the work focuses on the issue of selecting the appropriate control chart in
practice, which is based not only on its mathematical and statistical charac-
teristics, but also take into accout the economics of deployment. Attention is
also paid to the numerical methods of solving the problemes of economical
and statistical optimization of control charts.
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1. Úvod

Ekonomicko-statistická optimalizace spoč́ıvá v minimalizováńı předpokláda-
ných ztrát za jednotku času. Za určitých podmı́nek a z určitého hlediska lze
považovat výrobńı proces za proces obnovy, tedy proces pracuj́ıćı v určitých
cyklech zvaných cykly obnovy. O těchto cyklech předpokládáme, že jejich
délky jsou nezávislé náhodné veličiny se stejným rozděleńım pravděpodobnos-
ti. Označme očekávané náklady za celý cyklus v procesu jako C a očekávanou
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délku cyklu v procesu jako T , potom můžeme vyjádřit očekávanou středńı
ztrátu E(L) za jednotku času jako poměr E(C) ku E(T ):

(1) E(L) =
E(C)

E(T )
.

Výrobńı proces v praktickém provozu je spojen s řadou nákladových polo-
žek, které určuj́ı jeho efektivitu. Nı́zká efektivita použit́ı regulačńıch dia-
gramů bohužel často vede k jejich odmı́táńı ze strany vedeńı u firem. Cı́lem
ekonomicko-statistické optimalizace je nalézt takové parametry regulačńıch
diagramů, které ztráty minimalizuj́ı a přinesou maximálńı zisk, [6], [11], [17].

Prvńı ekonomicko-statistický model, který vycházel z Shewhartova re-
gulačńıho diagramu, navrhl v roce 1956 A. J. Duncan [6]. V daném mo-
delu uvažoval náklady na inspekce, náklady na vadné produkty, náklady na
vyhledáńı falešného signálu, náklady na vyhledáńı a odstraněńı zjistitelné
př́ıčiny. Předpokládáme přitom, že známe parametry, to je středńı hodnotu
procesu δ0, posun v procesu δ a směrodatnou odchylku měřeńı σ. Mezi opti-
malizované proměnné parametry patř́ı rozsah výběru n, délka intervalu mezi
inspekcemi h a š́ı̌rka regulačńıch meźı k, viz [5], [6], [7], [8], [18], [20].

V tomto př́ıspěvku uvedeme nejčastěji použ́ıvaný rozš́ı̌rený ekonomicko-
statistický model T. J. Lorenzena a L. C. Vance. Tento model předpokládá
standardńı pr̊uběh statistické regulace jakožto procesu obnovy. Jednotlivé
cykly obnovy zač́ınaj́ı počátkem pozorováńı procesu který je pod statistic-
kou kontrolou, detekćı změny zp̊usobené zjistitelnou př́ıčinou, jej́ı opravou
a opětovným uvedeńım procesu do stavu pod statistickou kontrolou. Mo-
del nezahrnuje předpoklad prováděńı preventivńı údržby. Údržba, která je
v praxi běžně prováděna, může změnit parametry celého regulačńıho pro-
cesu. Zároveň má vliv na ekonomické dopady regulace – zpravidla přináš́ı
úspory plynoućı z menš́ı pravděpodobnosti běhu procesu mimo statistickou
kontrolu a tedy menš́ı pravděpodobnosti výskytu nekvalitńıch produkt̊u.

2. Model Lorenzen-Vance

V roce 1986 T. J. Lorenzen a L.C. Vance navrhli rozš́ı̌rený ekonomicko-
statistický model, který v sobě zahrnuje náklady na vyhledáńı falešného
signálu, náklady na vyhledáńı a odstraněńı zjistitelné př́ıčiny, náklady na
vadné produkty a náklady na inspekce.

Délka cyklu T v tomto modelu je složena z doby ve stavu pod statistickou
kontrolou TIn a doby mimo statistickou kontrolu TOut. Pro středńı hodnoty
plat́ı

(2) E(TIn) =
1

λ
+

(1 − γz)s Tf

ARL0
,

kde prvńı člen na pravé straně rovnice (2) vyjadřuje očekávanou dobu do po-
ruchy běž́ıćıho procesu, λ je intenzita výskytu zjistitelné př́ıčiny (poruchy).
Druhý člen prodlužuje dobu, kdy je proces pod statistickou kontrolou o in-
tervaly, ve kterých proces stoj́ı a my detekujeme falešný signál po dobu Tf .
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Parametr γz je indikátorem běhu procesu: je roven jedné, pokud proces po
dobu detekce běž́ı a je roven nule v př́ıpadě, že proces v pr̊uběhu detekce
neběž́ı. Symbol ARL0 označuje pr̊uměrný počet inspekćı které proběhnou
než dojde k falešnému signálu, je-li proces pod statistickou kontrolou. Je
ARL0 = 1

α , kde α = P (nastane signál | proces pod kontrolou).
Celková doba, kdy je proces mimo statistickou kontrolu zahrnuje pět část́ı:

(3) E(TOut) = h− ν + h(ARLδ − 1) + Tgn + Tz + Tr.

Prvńı je doba, která uběhne od posledńı inspekce před t́ım, než nastane zjisti-
telná př́ıčina do okamžiku vzniku této př́ıčiny. Tato doba je rovna (h−ν). ν je
doba od vzniku zjistitelné př́ıčiny do prvńı následuj́ıćı inspekce. Druhou část
tvoř́ı doba, která signalizuje stav mimo statistickou kontrolu je h(ARLδ − 1).
Symbol ARLδ označuje pr̊uměrný počet inspekćı které proběhnou než dojde
k signálu v př́ıpadě, že proces je mimo statistickou kontrolu s posunem ćılové
hodnoty o δσ. Třet́ı část obsahuje dobu potřebnou k zakresleńı a výpočtu
standardńıch test̊u jednoho výsledku při inspekci (obsahuj́ıćı n měřeńı), je-
li proces mimo statistickou kontrolu, kterou označ́ıme jako Tgn. Čtvrtá a
pátá část jsou reprezentovány dobou na vyhledáńı zjistitelné př́ıčiny Tz a do-
bou k odstraněńı zjistitelné př́ıčiny (odstraněńı poruchy) v procesu, kterou
označ́ıme jako Tr.

Středńı náklady na cyklus v tomto modelu jsou složeny ze tř́ı část́ı:
– středńı náklady na na odběr vzork̊u za cyklus

E(CS) =
Cs

(
1
λ − ν + Tgn + h(ARLδ) + γzTz + γrTr

)

h
,

kde CS jsou jednotkové náklady na jednu inspekci,
– očekávané náklady na detekci a opravu zjistitelné př́ıčiny

E(CD) =
sCf

ARL0
+ Czr,

kde Cf jsou náklady na detekci falešného poplachu
a Czr náklady na detekci a opravu zjistitelné př́ıčiny,

– očekávané náklady plynoućı z nekvalitńı výroby za cyklus

E(CQ) =
CI

λ
+ CO

(
− ν + Tgn + h(ARLδ) + γzTz + γrTr

)
,

kde CI jsou jednotkové náklady (ztráta) z nekvalitńı výroby v době, kdy
je proces pod statistickou kontrolou, CO jsou jednotkové náklady (ztráta)
z nekvalitńı výroby v době, kdy je proces mimo statistickou kontrolu.
Celkovou ztrátovou funkci lze potom vyjádřit jako:

E(L) =
E(CQ) + E(CD) + E(CS)

E(T )
.

Podrobnosti o tomto modelu lze nalézt např́ıklad v [5], [1], [11], [12], [13].
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Optimalizace spoč́ıvá v nalezeńı parametr̊u n, h, k, při nichž ztrátová funk-
ce nabývá svého minima. V tomto př́ıpadě je je třeba použ́ıt některou z nume-
rických metod pro hledáńı extrému funkce v́ıce proměnných. K nalezeńı op-
timálńıch parametr̊u rozsahu výběru m, dobu mezi inspekcemi h a š́ı̌rkou re-
gulačńıch meźı k byly v literatuře publikovány poč́ıtačové programy napsané
v jazyce FORTRAN (viz [12], [13]). Nab́ıźı se zde také Nelderova-Meadova
simplexová metoda (viz [15]), snadno aplikovatelná např́ıklad v prostřed́ı
Matlab.
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Obrázek 1. Pr̊uběh ztrátové funkce v modelu Lorenzena-
Vance při hodnotě rozsahu výběru n = 5.

3. Ekonomicko-statistické modely s údržbou

Základńı ekonomicko-statistický model s údržbou se skládá ze tř́ı scénář̊u,
jak je vidět na 2. Pr̊uběh procesu zaznamenáváme do regulačńıch diagramů,
z kterých zjǐst’ujeme, zda je proces pod statistickou kontrolou nebo neńı. Po-
kud je ve stavu pod statistickou kontrolou, provedeme v plánovaném čase
údržbu procesu, která předcháźı poruše v procesu a reaktivńı údržbě. Reak-
tivńı údržbu provád́ıme tehdy, kdy regulačńı diagram detekuje proces mimo
statistickou kontrolu. Po provedeńı reaktivńı nebo plánované údržby se pro-
ces vraćı do stavu pod statistickou kontrolu, viz [5], [10]. Ve všech třech
scénář́ıch předpokládáme, že zač́ınáme ve stavu pod statistickou kontrolou,
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Nedetekováńı procesu

mimo kontrolu

✲

✲

✲

Reaktivńı
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Obrázek 2. Základńı ekonomicko-statistický model s údržbou.

inspekce provád́ıme po h hodinách a po údržbě se proces vraćı do stavu
”
jako

nový“.
Ve scénáři (S1) podle 3 předpokládáme, že v intervalu mezi j-tou a (j+1)-

ńı inspekćı dojde ke zjistitelné př́ıčině, která posune proces mimo statistickou
kontrolu. Po zakresleńı výsledk̊u do regulačńıho diagramu, detekujeme zjis-
titelnou př́ıčinu. Regulačńı diagram signalizuje stav mimo statistickou kont-
rolu mezi (j + i)-tou inspekćı. Zjist́ıme, zda signál je oprávněný. Pokud ano,
hledáme zjistitelnou př́ıčinu, která zp̊usobila posun v procesu. Po identifi-
kováńı zjistitelné př́ıčiny provedeme reaktivńı údržbu, která vrát́ı proces do
stavu pod statistickou kontrolu.
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př́ıčině
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Obrázek 3. Scénář (S1) (detekováńı procesu mimo kontrolu).

Ve scénáři (S2) podle 4 dojde k posunu procesu v intervalu mezi j-tou
a (j + 1)-ńı inspekćı, nicméně proces pokračuje, protože regulačńı diagram
nedetekoval posun v procesu, a tud́ıž nevyslal signál, že je proces mimo sta-
tistickou kontrolu před plánovanou údržbou. V (mp + 1)-ńım intervalu by
měla zač́ıt plánovaná preventivńı údržba nicméně, protože je indikován stav
mimo statistickou kontrolu bude provedena reaktivńı údržba, která odstrańı
problém na zař́ızeńı a uvede jej do stejného stavu jako plánová preventivńı
údržba.

Ve scénáři (S3) dle 5 zač́ınáme ve stavu pod statistickou kontrolou a jsme
ve stavu pod statistickou kontrolou i před provedeńım plánované údržby.
Plánovaná údržba se uskutečňuje v (mp+1)-ńım vzorkovaćım intervalu, tato
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př́ıčině
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Obrázek 4. Scénář (S2) (nedetekováńı procesu mimo kontrolu).

údržba zabráńı poruše v procesu. Plánovaná údržba je méně nákladná než
reaktivńı údržba, protože př́ıpravné práce mohou být provedeny za běhu pro-
cesu před zahájeńım této údržby.
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Obrázek 5. Scénář (S3) (proces pod kontrolou před
plánovanou údržbou).

Ekonomicko-statistická analýza
Vycháźıme ze vzorce (1) pomoćı něhož spoč́ıtáme ztrátovou funkci za hodinu
v procesu.

Očekávanou délku cyklu vyjádř́ıme jako součet všech dob cyklu vynásobe-
ných pravděpodobnostmi jednotlivých scénář̊u, která je dána vztahem:

E(T ) = E[T |S1]P (S1) + E[T |S2]P (S2) + E[T |S3]P (S3).

Podobně, očekávané náklady za cyklus jsou součtem očekávaných náklad̊u
z jednotlivých scénář̊u, které násob́ıme pravděpodobnostmi jednotlivých scé-
nář̊u. Můžeme je vyjádřit následovně:

E(C) = E[C|S1]P (S1) + E[C|S2]P (S2) + E[C|S3]P (S3).

Proces zač́ıná ve stavu pod statistickou kontrolou s mechanismem poruchy,
které má Weibullovo rozděleńı s hustotou f(t) = λρρtρ−1e−(λt)ρ , kde λ, ρ, t ≥
0 a distribučńı funkćı, kterou označ́ıme F (t). Pravděpodobnosti jednotlivých
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scénář̊u vyjádř́ıme těmito vztahy:

P [S1] = F (mph)P (signál | stav mimo kontrolu),

P [S2] = F ((mp + 1)h)− F (mph)P (signál | stav mimo kontrolu),

P [S3] = 1− F ((mp + 1)h).

Ve scénáři (S1) předpokládáme detekci zjistitelné př́ıčiny, která posune
proces do stavu mimo statistickou kontrolu, po které následuje provedeńı re-
aktivńı údržby. V době pod statistickou kontrolou poč́ıtáme se středńı dobou
do poruchy a počtem zjǐstěných falešných signál̊u, které vyjádř́ıme pomoćı
useknutého Weibullova rozděleńı na intervalu 〈0, (mp + 1)h〉 s hustotou:

fTr(t;mp + 1) =
λρρtρ−1e−(λt)ρ

1− e−(λ(mp+1)h)ρ
, 0 ≤ t ≤ (mp + 1)h.

Označme ještě E(Tmp
) =

∫mph

0 tfTr(t;mp + 1)dt.

Celková očekávaná doba ze scénáře (S1), která je dána součtem doby pod
statistickou kontrolou a doby mimo statistickou kontrolu ze scénáře (S1), je:

E[T |S1] = E[Tin|S1] + E[Tout|S1].

Vezmeme-li do úvahy možnost zastaveńı procesu v dobách identifikace faleš-
ných signál̊u (viz (2)), dostáváme:

E[Tin|S1] = E(Tmp
) + (1− γz)

sTf

ARL0
,

kde s je počet inspekćı, které proběhnou, když je proces pod statistickou
kontrolou ve scénáři (S1).

E[Tout|S1] = hARLδ − ν + Tgn + Tz + TR,

kde ν =
mp∑
i=0

∫ (i+1)h

ih
(t− ih)fTr(t;mp + 1)dt.

Celkové očekávané náklady ze scénáře (S1) jsou součtem očekávaných
náklad̊u ze ztráty kvality, očekávaných náklad̊u na vzorkováńı a očekávaných
náklad̊u na vyhledáńı falešného signálu a údržbu:

E[C|S1] = E[CQ|S1] + E[CS |S1] + E[CD|S1].

Očekávané náklady ze ztráty kvality ve scénáři (S1) jsou:

E[CQ|S1] = CIE(Tmp
) + CO

[
hARLδ − ν + Tgn + γzTz + γRTR

]
.

Očekávané náklady na vzorkováńı ve scénáři (S1) jsou:

E[CS |S1] = Cs

E(Tmp
) + h(ARLδ)− ν + Tgn + γzTz + γRTR

h
.

Očekávané náklady na vyhledáńı falešného signálu a údržbu jsou:

E[CD|S1] =
sCf

ARL0
+ CR.
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Ve scénáři (S2) předpokládáme, že zjistitelná př́ıčina neńı detekována a
proces je mimo statistickou kontrolu, provád́ıme reaktivńı údržbu.

Celková očekávaná doba ze scénáře (S2), která je dána součtem doby pod
statistickou kontrolou a doby mimo statistickou kontrolu ze scénáře (S2), je:

E[T |S2] = E[Tin|S2] + E[Tout|S2],

E[Tin|S2] = E(Tmp+1) + (1− γz)
sTf

ARL0
,

E[Tout|S2] = (mp + 1)h− E(Tmp+1) + TR.

kde E(Tmp+1) =
∫ (mp+1)h

0 tfTr(t;mp + 1)dt.

Celkové očekávané náklady ze scénáře (S2) jsou součtem očekávaných
náklad̊u ze ztráty kvality, očekávaných náklad̊u na vzorkováńı a očekávaných
náklad̊u na vyhledáńı falešného signálu a údržbu:

E[C|S2] = E[CQ|S2] + E[CS |S2] + E[CD|S2].

Očekávané náklady ze ztráty kvality ve scénáři (S2) jsou:

E[CQ|S2] = CIE(Tmp+1) + CO

[
(mp + 1)h−

∫ (mp+1)h

0

tf(t)dt+ γRTR

]
.

Očekávané náklady na vzorkováńı ve scénáři (S2) jsou:

E[CS |S2] = mpCs.

Očekávané náklady na vyhledáńı falešného signálu a provedeńı reaktivńı
údržby ve scénáři (S2) jsou:

E[CD|S2] =
sCf

ARL0
+ CR.

Ve scénáři (S3) předpokládáme stav pod statistickou kontrolou, provedeme
pouze plánovanou údržbu, která předcháźı zjistitelné př́ıčině. Dobu potřebnou
pro realizaci plánované údržby budeme dále označovat symbolem TP . Celková
očekávaná doba ve scénáři (S3) je:

E[T |S3] = (mp + 1)h+ (1 − γz)
mpTf

ARL0
+ TP .

Celkové očekávané náklady ze scénáře (S3) jsou součtem očekávaných nákla-
d̊u ze ztráty kvality, očekávaných náklad̊u na vzorkováńı a očekávaných nákla-
d̊u na vyhledáńı falešného signálu a údržbu:

E[C|S3] = E[CQ|S3] + E[CS |S3] + E[CD|S3].

Očekávané náklady ze ztráty kvality ve scénáři (S3) jsou (γP je indikátor
běhu procesu v pr̊uběhu plánované údržby):

E[CQ|S3] = CI [(mp + 1)h+ γPTP ].

Očekávané náklady na vzorkováńı ve scénáři (S3) jsou:

E[CS |S3] = mpCs.
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Očekávané náklady na plánovanou údržbu ve scénáři (S3) jsou:

E[CD|S3] =
mpCf

ARL0
+ CP .

Př́ıklad: Uvažujme proces ř́ızený Shewhartovým regulačńım diagramem pro
středńı hodnotu. Předpokládáme posunut́ı ve středńı hodnotě δ = 2, pravdě-
podobnost doby vzniku do poruchy má Weibullovo rozděleńı s parametrem
měř́ıtka λ = 0.05 a tvaru ρ = 1. Mezi známé parametry, které se týkaj́ı
náklad̊u jsou: náklady za hodinu procesu ve stavu mimo statistickou kontrolu
CO = 100 Kč, náklady za hodinu procesu ve stavu pod statistickou kontrolou
CI = 0 Kč, náklady na falešný signál Cf = 5 Kč, náklady na vyhledáńı a
odstraněńı zjistitelné př́ıčiny Czr = 25 Kč, náklady na provedeńı reaktivńı
údržby CR = 50 Kč, náklady na provedeńı plánované údržby CP = 75 Kč,
náklady závislé na odeb́ıráńı počtu vzork̊u a zakresleńı výběrového bodu
do regulačńıho digramu CV = 1.0 Kč a náklady, které nezáviśı na počtu
odběru vzork̊u CF = 5 Kč. Předpokládáme, že známe dobu potřebnou
k zakresleńı a výpočtu standardńıch test̊u jednoho výsledku při inspekci, je-li
proces mimo statistickou kontrolu Tg = 0.05 h, dobu k nalezeńı zjistitelné
př́ıčiny Tr = 2 h, dobu na vyhledáńı falešného signálu Tf = 1 h, doba
na vyhledáńı zjistitelné př́ıčiny Tz = 1 h, dobu k provedeńı reaktivńı údržby
TR = 3 h a dobu k provedeńı plánované údržby TP = 8 h. Pokračuje-li proces
během vyhledáváńı zjistitelné př́ıčiny, reaktivńı údržby a plánované údržby
stanov́ıme parametr γz = γR = γP = 1. Dále předpokládáme počet vzork̊u
před plánovanou údržbou mp = 300.

Pr̊uběh ztrátové funkce pro hodnotu rozsahu výběru m = 5 je na obrázku
6. Minimálńı hodnoty ztrátové funkce L = 36.6120 je dosaženo při době mezi
inspekcemi h = 2 a š́ı̌rkou regulačńıch meźı k = 1.24. Optimalizace zde
byla provedena pomoćı Nelderovy-Meadovy simplexové metody v prostřed́ı
Matlab.
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Obrázek 6. Pr̊uběh ztrátové funkce pro základńı
ekonomicko-statistický model s údržbou pro hodnotu
rozsahu výběru m = 5.
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Tento výsledek je ovšem př́ıkladem toho, že samotná ekonomická opti-
malizace nevede vždy k nejlepš́ım výsledk̊um. V daném př́ıpadě ńızká hod-
nota š́ı̌rky regulačńıch meźı k vedla k nepřijatelně ńızké hodnotě ARL0 =
4.6517, tedy k velmi četným falešným signál̊um. V tomto př́ıpadě je potřeba
provést statisticko-ekonomickou optimalizaci. Nejprve urč́ıme optimálńı hod-
notu š́ı̌rky regulačńıch meźı k0 pro požadovanou minimálńı hodnotu ARL0.
Potom opět provedeme ekonomickou optimalizaci pro tuto optimálńı hodnotu
š́ı̌rky regulačńıch meźı k. V našem př́ıkladu jsme dostali š́ı̌rku regulačńıch
meźı k0 = 3.024 pro požadovanou hodnotu ARL0 = 400.

0

5

10

15

20

0

1

2

3

4

5

20

40

60

80

100

120

140

m
h

Z
tr

á
to

v
á
 f
u
n
k
c
e

Obrázek 7. Pr̊uběh ztrátové funkce pro základńı
ekonomicko-statistický model s údržbou pro hodnotu
š́ı̌rky regulačńıch meźı k = 3.024.

Následnou ekonomicko-statistickou optimalizaćı jsme źıskali hodnotu ztrá-
tové funkce L = 31.3277, která je zobrazena na 7, při rozsahu výběru m = 11
a dobou mezi inspekcemi h = 2.4 při hodnotě ARL0 = 400.8716.

4. Závěr

V př́ıspěvku byl popsán model pro ekonomicko-statistickou optimalizaci sta-
tistické regulace procesu s údržbou. Tento model je rozš́ı̌reńım obvykle použ́ı-
vaného modelu Lorenzena-Vance. Optimalizačńı algoritmus je založen na sim-
plexové Nelderově-Meadově metodě a byl naprogramován v prostřed́ı Matlab.
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z http://www.isq.cz/npj/2011/06 2011.eps/
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s údržbou. dostupné online z http://www.isq.cz/npj/2012/09 CezovaNL2012.eps

[6] Duncan A. J. (1956) The economic design of X-charts used to maintain current con-
trol of a process. Journal of the American Statistical Association, Vol. 51, No. 274,
pp. 228 – 242

[7] Duncan A. J. (1971) The economic design of X-charts when there is a multiplicity of
assignable causes. Journal of the American Statistical Association, Vol. 66, No. 333,
pp. 107 – 121

[8] Engin A. B. (2008) Determination of optimum economic inspection by economic con-
trol chart design and by machine efficiency estimation: An application in weaving
industry. Simulation modelling practice and theory 16, pp. 147 – 170

[9] James R. Evans, Willliam M. Lindsay (1993) The Management and Control of Quality
., Second Edition, West publishing Company, USA

[10] Linderman K., Anderson J.C., McKone-Sweet K.E. (2005) An integrated systems ap-
proach to process control and maintenance. Europen Journal of Operational Research
164, pp. 324 – 340

[11] Lorenzen T. J. a Vance, L.C. (1986) The economic design of control charts: a unified
approach. Technometrics 28, pp. 3 – 10

[12] McWilliams P.T. (1994) Economic, statistical and economic-statistical X chart de-
signs. Journal of Quality Technology, vol. 26, No.3, pp. 227 – 238

[13] McWilliams P. T., Saniga E.M., Davis D.J. (1995) Economic, statistical and economic-
statistical design of attribute charts. Journal of Quality Technology, vol. 27, No.1, pp.

56 – 73
[14] Douglas C. Montgomery (2001) Introduction to Statistical Quality Control., Four Edi-

tion
[15] Nelder J.A., Mead R. (1965) A simplex method for function minimization. The com-

puter journal 7(4), pp. 308 – 313
[16] Nelson L. (1984) The Shewhart control chart tests for special causes. J. Quality Tech-

nology 16, pp. 237-239.
[17] Nenes G., Tagaras G. (2007) The economically designed two-sided Bayesian X control

chart. European Journal of Operational Research 183, pp. 263 – 277
[18] Prabhu S. S., Montgomery D.C., Runger G. C. (1997) Economic-statistical design of

an adaptive X chart. Int. J. Production Economics 49, pp. 1 – 15
[19] Shewhart W.A. (1931) Economic control of quality of manufactured product. New

York: Van Nostrand.
[20] Vommi V. B., Seetala Murty, S. N. (2007) A simple approach for robust economic

design of control charts. Computers & Operations Research 34, pp. 2001 – 2009



REQUEST 2012 ©c ČStS 2013
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Abstrakt: Př́ıspěvek pojednává o podstatě a základńıch principech metody
relačńıch matic, jakožto vhodné metody pro hodnoceńı parametr̊u proces̊u a
objekt̊u v oblasti výroby, služeb, veřejné a státńı správy. Autor v př́ıspěvku
vysvětluje doporučenou strukturu relačńıch matic, uvád́ı jejich význam a
možnosti využit́ı pro zkoumáńı vztah̊u mezi parametry a požadavky proces̊u a
objekt̊u. Autor se dále zabývá i doporučeným postupem pro tvorbu relačńıch
matic, zp̊usoby jejich výpočtu a možnostmi analýz.

Abstract: The contribution deals with basis and basic principles of Relation
Matrix Method as an appropriate method for process and objects parame-
ters evaluation in the field of production providing services and public and
state administration. Author explains recommended structure of relation ma-
trices, their importance and possibilities of utilization in analysis of relati-
ons between parameters and requirements of processes and objects. Author
follows up recommended procedure for relation matrices creation, ways of
enumeration and analysis possibilities.
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1. Úvod

Pro vlastńı implementaci metody MRM je využ́ıván metodický postup uve-
dený v př́ıspěvku

”
Význam a možnosti využit́ı MRM ve výrobě, službách,

veřejné a státńı správě“ Ing. O. Krále, PhD., CSc., zveřejněném v tomto
buletinu. Cı́lem tohoto př́ıspěvku je ukázat, jakým zp̊usobem je tento po-
stup v praxi naplňován a jaké skýtá metoda MRM možnosti pro analýzu
zkoumaných objekt̊u zájmu.
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Obrázek 1. Schema MRM

2. Postup pro sestaveńı a výpočet relačńıch matic

2.1. Krok 1 - Identifikace internalit, externalit a požadavk̊u

Cı́lem této etapy je identifikovat a kvantifikovat hlavńı vlivy (internality a
externality) na plněńı požadavk̊u kladených na MRM (např. zadáńı projektu,
očekávané či již dosažené výsledky projektu atp.).
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Př́ıpravná fáze této etapy zahrnuje:

• identifikaci hlavńıch požadavk̊u na OMRM (zadáńı projektu),
• identifikaci faktor̊u, které ovlivňuj́ı výstupy OMRM ve smyslu plněńı
požadavk̊u na něj kladených,

• kategorizaci na internality a externality.

V této fázi je výhodné využit́ı metody brainstormingu. Výstupem fáze je:

(1) seznam požadavk̊u na OMRM,
(2) seznam internalit,
(3) seznam externalit.

2.2. Krok 2 - Kvantifikace vztahu internalit a externalit uvnitř
skupin mezi sebou

Cı́lem této etapy je identifikovat a kvantifikovat vztahy jednotlivých interna-
lit, resp. externalit uvnitř skupiny mezi sebou. To nám umožňuje internality
(resp. externality) sdružit do skupin a omezit tak jejich počet.

V daľśı fázi je sestrojen maticový diagram typu
”
L“, do kterého jsou

zanášeny vazby mezi jednotlivými internalitami, resp. externalitami. Hodno-
ceńı provád́ı expertńı skupina, experti prováděj́ı hodnoceńı opět samostatně
jako v předchoźı etapě a výsledek je agregován pr̊uměrováńım.

Experti hodnot́ı vztah mezi jednotlivými internalitami, resp. externali-
tami. Pro své hodnoceńı použ́ıvaj́ı 2 proměnné:

• śılu vztahu internalit (SI), resp. externalit (SE) a
• kompozitńı korekčńı koeficient vztahu internalit (KI), resp. externa-
lit (KE).

Výsledné bodové hodnoceńı intenzity vztahu (II), resp. (IE) vznikne
součinem śıly a vztahu mezi internalitami, resp. externalitami a př́ıslušným
korekčńım koeficientem:

IIij = SIij ·KIij , resp. IEij = SEij ·KEij

kde:

i, j ... č́ısla internalit, resp. externalit,
IIij ... intenzita vztahu i-té a j-té internality,
IEij ... intenzita vztahu i-té a j-té externality,
SIij ... śıla vztahu i-té a j-té internality,
SEij ... śıla vztahu i-té a j-té externality,
KIij ... kompozitńı korekčńı koeficient vztahu i-té a j-té internality,
KEij ... kompozitńı korekčńı koeficient vztahu i-té a j-té externality,
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Kompozitńı korekčńı koeficienty vztahu internalit, resp. externalit mohou
být konstruovány r̊uznými zp̊usoby dle charakteru řešeného problému. Nej-
jednodušš́ı je využit́ı 2 základńıch proměnných, obdobně jako u ostatńıch
korekčńıch koeficient̊u:

(1) Korekčńı koeficient vztahu internalit resp. externalit dle charakteru
OMRM (KIC, resp.KEC),

(2) Korekčńı koeficient stavu OMRM vztahu internalit resp. externalit
dle stavu OMRM (KIS, resp. KES).

Kompozitńı koeficient je zkonstruován jako aritmetický pr̊uměr obou koe-
ficient̊u:

KIij =
KICij +KISij

2
; KEij =

KECij +KESij

2

Obrázek 2. Relačńı matice vztahu internalit mezi sebou

Následně se provád́ı vyhodnoceńı tabulek s ćılem, pokud se vyskytnou
internality se silnou vazbou na jiné internality (resp. pokud se vyskytnou
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Obrázek 3. Relačńı matice vztahu externalit mezi sebou

externality se silnou vazbou na jiné externality), provést sloučeńı těchto in-
ternalit, resp. externalit, což sńıž́ı celkový počet internalit, resp. externalit a
hlavńı analýza MRM se stane přehledněǰśı.

Určeńı, které faktory a jakým zp̊usobem lze sloučit neńı jen matematická
záležitost, ale vyžaduje i ř́ızenou diskusi expert̊u. Při slučováńı faktor̊u do
skupin je k přehlednému znázorněńı vhodné použ́ıt afinitńı diagram.

2.3. Krok 3 - Kvantifikace vztahu internalit a externalit

Cı́lem této etapy je identifikovat a kvantifikovat vztahy jednotlivých internalit
a externalit.

Fáze navazuje etapu kvantifikace vliv̊u na plněńı požadavk̊u na OMRM,
ve které byly:

(1) identifikovány internality,
(2) identifikovány externality,
(3) stanoveno hodnoceńı anticipované úrovně externalit a internalit (fak-

tor̊u) na základě:
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• výpočt̊u z tzv. tvrdých dat,
• expertńıho hodnoceńı.

V daľśı fázi je sestrojen maticový diagram typu
”
L“, do kterého jsou

zanášeny vazby mezi jednotlivými internalitami a externalitami. Hodnoceńı
provád́ı expertńı skupina, experti prováděj́ı hodnoceńı opět samostatně jako
v předchoźı etapě a výsledek je agregován pr̊uměrováńım. Hodnoceńı vycháźı
jak z výpočt̊u z tzv. tvrdých dat, tak i vlastńıch úsudk̊u jednotlivých expert̊u.

Experti hodnot́ı vztah mezi jednotlivými internalitami a externalitami.
Pro své hodnoceńı použ́ıvaj́ı 2 proměnné:

• śılu vztahu (SF ) a
• kompozitńı korekčńı koeficient vztahu internalit a externalit (KF).

Výsledné bodové hodnoceńı intenzity vztahu k-té internality a l-té exter-
nality (IFkl) vznikne součinem śıly vztahu mezi internalitou a externalitou a
kompozitńım korekčńım koeficientem k-té internality a l-té externality:

IFkl = SFkl ·KFkl

kde:

k ... č́ıslo internality,
l ... č́ıslo externality,
IFkl ... intenzita vztahu k-té internality a l-té externality,
SFkl ... śıla vztahu k-té internality a l-té externality,
KFkl ... kompozitńı korekčńı koeficient k-té internality a l-té externality.

Kompozitńı korekčńı koeficient vztahu internalit a externalit může být
konstruován r̊uznými zp̊usoby dle charakteru řešeného problému. Nejjed-
nodušš́ı je využit́ı 2 základńıch proměnných, obdobně jako u ostatńıch ko-
rekčńıch koeficient̊u:

(1) Korekčńı koeficient vztahu internalit a externalit dle charakteru
OMRM (KFC),

(2) Korekčńı koeficient stavu OMRM vztahu internalit a externalit dle
stavu OMRM (KFS).

Kompozitńı koeficient je potom zkonstruován jako aritmetický pr̊uměr
obou koeficient̊u:

KFij =
KFCij +KFSij

2
Sumace intenzit vztah̊u jednotlivých internalit pronásobené anticipovaný-

mi úrovněmi internalit nám po znormováńı dávaj́ı výsledné priority jednot-
livých internalit:



158

Obrázek 4. Relačńı matice vztahu externalit mezi sebou

PIFk =

n∑

l=1

(IFkl · UIk)

m∑

k=1

n∑

l=1

(IFkl · UIk)

· 100[%]

kde:

k ... č́ıslo internality,
l ... č́ıslo externality,
m ... počet internalit (vnitřńıch faktor̊u),
n ... počet externalit (vněǰśıch faktor̊u),
IFkl ... intenzita vztahu k-té internality a l-té externality,
UIk ... anticipovaná úroveň k-té internality,
PIFl ... priorita l-té internality vzhledem k externalitám.

Sumace intenzit vztah̊u jednotlivých externalit pronásobené anticipovaný-
mi úrovněmi externalit nám po znormováńı dávaj́ı výsledné priority jednot-
livých externalit:
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PEFl =

m∑

k=1

(IFkl · UEl)

n∑

l=1

m∑

k=1

(IFkl · UEl)

· 100[%]

kde:

k ... č́ıslo internality,
l ... č́ıslo externality,
m ... počet internalit (vnitřńıch faktor̊u),
n ... počet externalit (vněǰśıch faktor̊u),
IFkl ... intenzita vztahu k-té internality a l-té externality,
UEl ... anticipovaná úroveň l-té externality,
PEFl ... priorita l-té externality vzhledem k internalitám.

Stanoveńı priorit nám z hlediska praktického ř́ızeńı projektu umožňuje:

• Soustředit se na zlepšováńı internalit, které maj́ı silné vazby na ex-
ternality (a jsou proto d̊uležité).

• Identifikovat externality, které maj́ı silné vazby na internality (a po-
třeba je proto sledovat).

2.4. Krok 4 – Hodnoceńı úrovně faktor̊u a požadavk̊u

Součást́ı expertńıho hodnoceńı je hodnoceńı anticipované úrovně faktor̊u
(internalit a externalit) a intenzity požadavk̊u na OMRM. Logika tohoto
př́ıstupu vycháźı z toho, že:

• Faktory (internality či externality), které očekáváme, že budou pro-
blematické (např. máme zkušenosti z předchoźıch projekt̊u, existuj́ı
určité indicie, že zde hroźı problém apod.), je potřeba v hodnoceńı
zd̊uraznit.

• Je třeba zohlednit i intenzitu jednotlivých požadavk̊u na OMRM
–některé požadavky může zadavatel chápat jako zásadńı, jiné sṕı̌se
doplňkové. Zásadńı požadavky je potřeba v hodnoceńı zd̊uraznit.

2.5. Krok 5 – Hodnoceńı vztah̊u mezi faktory a požadavky

Experti hodnot́ı vztah mezi jednotlivými faktory a požadavky na MRM. Pro
své hodnoceńı použ́ıvaj́ı:

• śılu vztahu (SP), která reprezentuje funkčńı vazbu mezi faktory a
požadavky a

• kompozitńı korekčńı koeficient vztahu faktor̊u a požadavk̊u (KP).
Výsledné bodové hodnoceńı intenzity vztahu i-tého faktoru a j-tého
požadavku (IPij) vznikne součinem śıly vztahu mezi požadavkem a
faktorem a korekčńım koeficientem:
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IPij = SPij ·KPij ,

kde:

i ... č́ıslo faktoru,
j ... č́ıslo požadavku,
IPij ... intenzita vztahu i-tého faktoru a j-tého požadavku,
SPij ... śıla vztahu i-tého faktoru a j-tého požadavku,
KPij ... kompozitńı korekčńı koeficient i-tého faktoru a j-tého požadavku.

Kompozitńı korekčńı koeficient vztahu faktor̊u a požadavk̊u může být kon-
struován r̊uznými zp̊usoby dle charakteru řešeného problému. Nejjednodušš́ı
je využit́ı 2 základńıch proměnných:

(1) Korekčńı koeficient vztahu faktor̊u a požadavk̊u dle charakteru
OMRM (KPC),

(2) Korekčńı koeficient vztahu faktor̊u a požadavk̊u dle stavu OMRM
(KPS).

Oba koeficienty nabývaj́ı hodnoty 1-5. Kompozitńı koeficient je potom
zkonstruován jako aritmetický pr̊uměr obou koeficient̊u:

KPij =
KPCij +KPSij

2

Charakterem OMRM může být např. projekt, investice, produkt, podnik,
instituce, hodnoceńı prvk̊u systému atp. Hodnota korekčńıho koeficientu cha-
rakteru OMRM 5 se přiděĺı, pokud je vztah významný s ohledem na charakter
OMRM, hodnota 1 se přiděĺı, pokud vztah vzhledem k charakteru OMRM je
nevýznamný. Zkoumaný vztah může být kupř. velmi významný u rozsáhlých
projekt̊u, méně významný u malých projekt̊u a nevýznamný u hodnoceńı
produkt̊u.

Stavem OMRM může být např. fáze projektu (návrh, př́ıprava, realizace,
vyhodnocováńı). Hodnota korekčńıho koeficientu stavu OMRM 5 se přiděĺı,
pokud je vztah významný s ohledem na stav OMRM, hodnota 1 se přiděĺı,
pokud vztah vzhledem ke stavu OMRM je nevýznamný. Zkoumaný vztah
může být kupř. velmi významný v definičńı fázi projektu, méně ve fázi rea-
lizace a nevýznamný ve fázi vyhodnoceńı projektu.

2.6. Krok 6 - Sestaveńı a výpočet hlavńı relačńı matice

V daľśı fázi je sestrojen maticový diagram typu
”
L“, do kterého jsou zanášeny

vazby mezi jednotlivými faktory (internality a externality) a požadavky na
OMRM. Hodnoceńı provád́ı expertńı skupina, experti prováděj́ı hodnoceńı
samostatně (na rozd́ıl od předchoźı týmové fáze) a výsledek je agregován
pr̊uměrováńım.
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Sumace intenzit vztah̊u jednotlivých faktor̊u (internalit a externalit) pro-
násobené anticipovanými úrovněmi faktor̊u nám po znormováńı dávaj́ı vý-
sledné priority jednotlivých faktor̊u:

PFPi =

p∑

j=1

(IPij · UFi)

n+m∑

i=1

p∑

j=1

(IPij · UFi)

· 100[%]

kde:

i ... č́ıslo faktoru (externality či internality),
j ... č́ıslo požadavku,
m ... počet internalit (vnitřńıch faktor̊u),
n ... počet externalit (vněǰśıch faktor̊u),
p ... počet požadavk̊u,
IPij ... intenzita vztahu i-tého faktoru a j-tého požadavku,
UFi ... anticipovaná úroveň i-tého faktoru,
PFPi ... priorita i-tého faktoru vzhledem k požadavk̊um.

Sumace intenzit vztah̊u jednotlivých požadavk̊u pronásobené anticipo-
vanými úrovněmi intenzit požadavk̊u nám po znormováńı dávaj́ı výsledné
priority jednotlivých požadavk̊u:

PPPj =

n+m∑

i=1

(IPij · UPj)

p∑

j=1

n+m∑

i=1

(IPij · UPj)

· 100[%]

kde:

i ... č́ıslo faktoru (externality či internality),
j ... č́ıslo požadavku,
m ... počet internalit (vnitřńıch faktor̊u),
n ... počet externalit (vněǰśıch faktor̊u),
p ... počet požadavk̊u,
IPij ... intenzita vztahu i-tého faktoru a j-tého požadavku,
UPj ... anticipovaná úroveň j-tého požadavku,
PPPj ... priorita j-tého požadavku vzhledem k faktor̊um.
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Obrázek 5. Relačńı matice vztahu faktor̊u (internalit a ex-
ternalit) a požadavk̊u na OMRM

2.7. Krok 7 – Vyhodnoceńı hlavńı relačńı matice

Smyslem hlavńı relačńı matice je stanoveńı významu jednotlivých faktor̊u
(internalit a externalit) a požadavk̊u z hlediska śıly jejich vazeb, očekávané
úrovně plněńı faktor̊u a intenzity požadavk̊u.

Stanoveńı priorit nám z hlediska praktického ř́ızeńı projektu umožňuje:

• Soustředit se na zlepšován internalit, které maj́ı silné vazby na požadavky
na OMRM (a jsou proto významné), dle stanovené úrovně závažnosti.

• Soustředit se na zlepšováńı internalit, které maj́ı špatnou úroveň a
mohou se tedy stát pro projekt ohrožuj́ıćımi, dle stanovené úrovně
závažnosti.

• Identifikovat, analyzovat a kvantifikovat požadavky na OMRM, které
maj́ı silné vazby na faktory (a jsou proto významné).

• Identifikovat, analyzovat a kvantifikovat požadavky na OMRM, které
budou obt́ıžně splnitelné z d̊uvodu jejich vysoké intenzity.

Vhodné grafické znázorněńı výstup̊u z kvantifikace v OMRM následně
umožňuje rychlou orientaci v řešené problematice a rozhodováńı o daľśım
postupu praćı či přijet́ı rozhodnut́ı.
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2.8. Krok 8 - Hodnoceńı prvk̊u OMRM dle kĺıčových faktor̊u

Daľśım nezbytným krokem metody MRM je hodnoceńı kvality prvk̊u OMRM
dle kĺıčových faktor̊u. Kĺıčovými faktory chápeme internality a externality,
které byly v předchoźıch etapách identifikovány a vyhodnoceny jako pro
činnost OMRM významné.

Tato etapa umožňuje podrobněǰśı pohled na strukturu OMRM z hlediska
výše uvedených faktor̊u. Z praktického hlediska nám tato analýza může po-
moci hodnotit úspěšnost jednotlivých prvk̊u systému, např. organizačńıch
jednotek, tj. útvar̊u, pracovǐst’, pracovńıch týmů atp. a porovnávat je mezi
sebou.

Hodnoceńı prvk̊u OMRM podle stanovených faktor̊u se provád́ı podle
následuj́ıćı stupnice.

Tab. č. 1 - Klasifikačńı stupnice hodnoceńı neshod

10 

Hodnotící stupnice prvků OMRM 

1 Shoda s požadavky – splnění požadavků na OMRM. 

2 Méně závažná neshoda – neshoda komplikující realizaci činností, neohrožující funkci 

OMRM. 

3 Významnější neshoda – neshoda způsobující snížení schopnosti funkce OMRM. 

4 Významná (kritická) neshoda – neshoda přímo ohrožující funkci OMRM. 

Pro účely kvantitativního hodnocení lze u každého z realizovaných prvků OMRM vypočítat 

HA⋅

Pro účely kvantitativńıho hodnoceńı lze u každého z realizovaných prvk̊u
OMRM vypoč́ıtat ukazatel hodnoceńı HA podle následuj́ıćıho vztahu:

HA = we ·HAe + wi ·HAi[%]

kde:

we ... váha neshod typu externality, např. we = 0, 666,
wi ... váha neshod typu internality, např. wi = 0, 333,
HAe ... d́ılč́ı ukazatel hodnoceńı externalit,
HAi ... d́ılč́ı ukazatel hodnoceńı internalit.

HAe =

(
1− Pe1 · 0 + Pe2 · 1 + Pe3 · 2 + Pe4 · 3

Pec · 3

)
· 100[%]

kde:
Pec ... je celkový počet externalit, hodnocených v rámci hodnoceńı prvk̊u

OMRM,
Pe1 ... počet externalit, hodnocených v rámci daného prvku stupněm 1,
Pe2 ... počet externalit, hodnocených v rámci daného prvku stupněm 2,
Pe3 ... počet externalit, hodnocených v rámci daného prvku stupněm 3,
Pe4 ... počet externalit, hodnocených v rámci daného prvku stupněm 4.
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HAi =

(
1− Pi1 · 0 + Pi2 · 1 + Pi3 · 2 + Pi4 · 3

Pic · 3

)
· 100[%]

kde:
Pic ... je celkový počet internalit, hodnocených v rámci hodnoceńı prvk̊u

OMRM,
Pi1 ... počet internalit, hodnocených v rámci daného prvku stupněm 1,
Pi2 ... počet internalit, hodnocených v rámci daného prvku stupněm 2,
Pi3 ... počet internalit, hodnocených v rámci daného prvku stupněm 3,
Pi4 ... počet internalit, hodnocených v rámci daného prvku stupněm 4.

Hodnoceńı zjǐstěńı daného prvku OMRM ukazatelem HA charakterizuje
mı́ru zp̊usobilosti (připravenosti) posuzovaného prvku k plněńı požadavk̊u na
OMRM.

Obrázek 6. Rámec vyhodnocovaćı tabulky pro hodnoceńı
prvk̊u OMRM
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Abstrakt: Cı́lem tohoto článku je na jedné straně porovnáńı dvou r̊uzných
operačńıch technik a na straně druhé představeńı relativně nové neparamet-
rické indukčńı metody. Neparametrická prediktivńı inference (NPI) je vhod-
nou alternativou ke standardńım metodám využ́ıvaných v analýze přežit́ı,
jako jsou Kaplan-Meier̊uv odhad funkce přežit́ı a log-rank test, protože umı́
zacházet s daty, která obsahuj́ı cenzorovaná pozorováńı. Data tohoto typu mo-
hou vzniknout z r̊uzných situaćı, např. měřeńım času přežit́ı pacient̊u v me-
dićınských studíıch, životnost́ı mechanických zař́ızeńı v industriálńı spolehli-
vosti nebo délky časového úseku nezaměstnanosti v modelováńı zaměstnanos-
ti. Možné pole p̊usobnosti je proto velmi širové, NPI př́ıstup může být využit
např. v medićıně, inženýrstv́ı, ekonomice, sociologii a pojǐst’ovnictv́ı.

Abstract: The goal of this article is to compare two different surgery tech-
niques on one hand and present relatively new nonparametric predictive infe-
rential method on the other hand. Nonparametric predictive inference (NPI)
is a proper alternative to the standard nonparametric approach in survival
analysis represented for example by the Kaplan-Meier estimator of survival
function or the log-rank test, because it can deal with data consisting of event
times and right-censoring times. This type of data may arise from various ty-
pes of situations: the survival times of patients in medical trials, the lifetimes
of machine components in industrial reliability or the duration of periods of
unemployment in duration modeling. The possible range of applications is
therefore quite wide, NPI could be used in medicine, engineering, economics,
sociology and insurance industry.

Kĺıčová slova: neparametrická prediktivńı inference (NPI), dolńı a horńı
pravděpodobnost, analýza přežit́ı, zprava cenzorovaná medićınská data, po-
rovnáńı chirurgických technik

Keywords : nonparametric predictive inference (NPI), lower and upper pro-
bability, survival analysis, right-censored medical survival data, comparison
of surgery techniques
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1. Úvod

Jednou z nejzásadněǰśıch otázek, které vyvstávaj́ı obecně u chirurgických
zákrok̊u s několika možnými operačńımi technikami je, kterou z nich zvo-
lit, abychom pacient̊um po zákroku garantovali celkově deľśı dobu dožit́ı.
Během devadesátých let minulého stolet́ı stoupl v chirurgii výrazně poměr
minimálně invazivńıch metod a laparoskopickétechniky tak v některých př́ıpa-
dech částečně, nebo dokonce zcela nahradily klasické otevřené operačńı tech-
niky. Kolorektálńı operace karcinomu, které je věnována analýza v tomto
článku, neńı výjimkou. Mezi všeobecně známé výhody minimálně invazivńıch
metod patř́ı obvykle menš́ı operačńı stres pacienta, př́ıznivěǰśı pooperačńı
pr̊uběh a kratš́ı doba hospitalizace po výkonu. Po takovém výčtu pozitiv se
zdá být zjevné, že laparoskopické techniky generuj́ı celkově deľśı čas přežit́ı,
na druhou stranu u nich ale existuje mnoho méně známých negativńıch
faktor̊u, které se mohou velkou měrou pod́ılet na úmrtnosti pacient̊u (ri-
ziko protržeńı střev u kapnoperitonea, deľśı operačńı čas a extrémńı po-
zice pacient̊u při zákroku). Porovnáńı morbidity a mortality u obou typ̊u
operačńıch technik je často publikovaným výsledkem mnoha medićınských
studíı. Např́ıklad konsensus Evropské asociace endoskopických chirurg̊u tvrd́ı,
že rozd́ıl v morbiditě u laparoskopické a otevřené operace kolonu neexistuje
[1].

V tomto článku jsou analyzována medićınská, zprava cenzorovaná data
844 pacient̊u, kteř́ı podstoupili kolektomii ve Fakultńı nemocnici v Ostravě
v letech 2001 - 2009, za účelem srovnáńı obou chirurgických technik a zod-
povězeńı otázky která operačńı technika je méně riskantńı, jestli laparosko-
pická nebo otevřená. Porovnáńı je provedeno pomoćı nově použ́ıvané metody
neparametrické prediktivńı inference (NPI), jej́ıž výsledky jsou konfrontovány
s klasickým př́ıstupem reprezentovaným Kaplan-Meierovým odhadem funkce
přežit́ı a log-rank testem.

2. Neparametrická prediktivńı inference

Neparametrická prediktivńı inference (NPI) pro zprava cenzorovaná data,
představena Coolenem a Yanem [2], vycháźı z Berliner-Hillovy metody pro
neparametrickou analýzu přežit́ı [3]. Berliner a Hill využili předpokladu A(n)

představeného Hillem [4] pro predikci pravděpodobnost́ı výskytu budoućıho
jednoho (nebo v́ıce) pozorováńı na základě n předchoźıch pozorováńı. Před-
poklad A(n) je definován na principu de Finettiho zaměnitelnosti posloup-
nosti nezávislých náhodných kvantit a tvrd́ı že pokud máme n uspořádaných
kvantit x(1) < x(2) < . . . < x(n), pak pravděpodobnost pořad́ı následuj́ıćı
náhodné kvantity Xn+1 vstupuj́ıćı do studie je rovnoměrně rozdělená mezi
hodnoty od 1 do n + 1 (P (Xn+1(x(i), x(i+1))) = 1/(n+ 1), pro i = 0, . . . , n,
kde x(0) = 0 a x(n+1) = ∞). Jinými slovy je stejně pravděpodobné, že co se
týká pořad́ı sestaveného podle velikosti, bude daľśı pozorovaná kvantita stejně
pravděpodobně prvńı největš́ı, druhá největš́ı, třet́ı atd.. Předpoklad A(n)
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tak poskytuje částečně specifikované prediktivńı rozděleńı pravděpodobnosti
pro budoućı pozorováńı, které je popsáno pomoćı pravděpodobnostńıch hod-
not přǐrazených jednotlivým otevřeným interval̊um mezi pozorovanými časy
událost́ı. Tyto pravděpodobnostńı hodnoty jsou omezeny na daný interval,
ale jejich rozložeńı v intervale neńı bĺıže specifikováno ani omezováno. Modifi-
kovaný předpoklad A(n) pro zprava cenzorovaná data urč́ı v daľśım textu pre-
diktivńı pravděpodobnosti obdobným zp̊usobem, proto je zavedeno označeńı
pro tyto pravděpodobnostńı hodnoty jako M -funkce.

Definice (M -funkce). Částečná specifikace rozděleńı pravděpodobnosti
reálné náhodné kvantity T může být určena pomoćı pravděpodobnostńıch
hodnot přǐrazených jednotlivým interval̊um, bez daľśıch omezeńı kladených
na rozděleńı pravděpodobnosti uvnitř těchto interval̊u. Pravděpodobnostńı
hodnota přǐrazená t́ımto zp̊usobem intervalu (a, b) je označena jako hodnota
M -funkce pro kvantitu T na (a, b), ozn. MT (a,b).

Předpoklad A(n) bohužel neńı dostatečný k odvozeńı klasických přesných
pravděpodobnost́ı splňuj́ıćıch Kolmogorovy axiomy, což je nutné u mnoha
zaj́ımavých problémů, na druhou stranu ale poskytuje dostatečné hranice pro
pravděpodobnosti pro všechny problémy zahrnuj́ıćı Xn+1. Těmito hranicemi
jsou dolńı a horńı pravděpodobnosti z teorie intervalové pravděpodobnosti
[5] a jako takové maj́ı silné konsistenčńı vlastnosti [6]. Dolńı a horńı pravdě-
podobnost jsou označeny jako P a P a plat́ı 0 ≤ P (A) ≤ P (A) ≤ 1.

NPI př́ıstup je rámcem pro statistickou teorii a metody, které využ́ıvaj́ı
dolńı a horńı pravděpodobnosti, založené na předpokladu A(n) a obsahuje
také několik modifikaćı A(n), které jsou vhodné pro r̊uzné aplikace, např. pro
Bernoulliho data, mulninomiálńı data, nebo pro zprava cenzorovaná data.

2.1. Předpoklad zprava cenzorovaného A(n)

Aby se mohly u zprava cenzorovaných dat vźıt v úvahu i informace obsažené
v cenzorováńı, zevšeobecnili Coolen a Yan [2] Hill̊uv předpoklad pro zprava
cenzorovaná data na zprava cenzorované A(n) (ozn. rc-A(n)).

Definice (rc-A(n)). Předpokládejme náhodně cenzorovaná data, která mo-
hou být výsledkem experimentu, kde je mezi n nezávislými pozorováńımi
m ≤ n pozorovaných úmrt́ı t(1) < t(2) < . . . < t(m); p (= n − m) zprava
cenzorovaných pozorováńı c(1) < c(2) < . . . < c(p) a že ve výběru neexis-
tuj́ı shody (nakládáńı se shodami je diskutováno Coolenem a Yanem [2]).
Necht’ t(0) = 0 a t(m+1) = ∞. Potom rc-A(n) částečně specifikuje rozděleńı
pravděpodobnosti pro budoućı pozorováńı Tn+1 pomoćı M -funkce jako

(1) MT
i = MTn+1(t(i), t(i+1)) =

1

n+ 1

∏

{r:c(r)<t(i)}

ñc(r) + 1

ñc(r)

,
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(2) MT
i,k = MTn+1(c

i
(k), t(i+1)) =

1

(n+ 1)ñci
(k)

∏
{

r:c(r)<ñ
ci
(k)

}

ñc(r) + 1

ñc(r)

,

kde i = 0, 1, . . . ,m; k = 1, 2, . . . , p a ñc(r) je počet pacient̊u v riziku úmrt́ı

(tedy těch, kteř́ı jsou stále naživu) těsně před časem c(r).
Jestliže je součin prováděn přes prázdnou množinu, je definován jako roven

jedné. Jedna z n + 1 hodnot M -funkce, které částečně specifikuj́ı rozděleńı
pravděpodobnosti pro Tn+1 podle rc-A(n), je přǐrazena ke každému z n pozo-
rováńı na otevřeném intervale od tohoto pozorováńı do daľśıho pozorovaného
času úmrt́ı pacienta (nebo nekonečna) a pro otevřený interval (0, t(1)). Součet
hodnot M -funkce pro Tn+1 na všech intervalech je roven jedné a každá hod-
nota M -funkce je z intervalu [0, 1]. Jestliže ve výběru nejsou žádná cen-
zorovaná pozorováńı, je rc-A(n) rovno A(n). Implicitńım předpokladem pro
rc-A(n) je neinformativńı cenzorováńı [2].

Částečně specifikované pravděpodobnostńı rozděleńı pro Tn+1, založeno na
předpokladu rc-A(n), potom umožňuje odvozeńı dolńı a horńı pravděpodob-
nosti pro události týkaj́ıćı se Tn+1. Dolńı pravděpodobnost pro P (Tn+1 ∈ B)
je odvozena jako největš́ı dolńı hranice pro P (Tn+1 ∈ B), kterou źıskáme
sečteńım všech hodnot M -funkce pro Tn+1 na intervalech nálež́ıćıch zcela do
intervalu B. Horńı pravděpodobnost P (Tn+1 ∈ B)) je odvozena jako nejmenš́ı
horńı hranice P (Tn+1 ∈ B) vzniklá sečteńım všech hodnot M -funkce z inter-
val̊u, které maj́ı s intervalem B neprázdný pr̊unik.

Přesné pravděpodobnosti pro Tn+1 ∈ (t(i), t(i+1)) mohou být odvozeny
d́ıky tomu, že intervaly na kterých jsou specifikovány hodnoty M -funkce
(založené na předpokladu rc-A(n)), jsou každý plně obsažený v jediném in-
tervale (t(i), t(i+1)), což vede k

(3) PT
i = P (Tn+1) ∈ (t(i), t(i+1)) =

1

n+ 1

∏

{r:c(r)<t(i+1)}

ñc(r) + 1

ñc(r)

,

kde i = 0, 1, . . . ,m, ñc(r) je počet pacient̊u v riziku úmrt́ı těsně před časem
c(r) a součin přes prázdnou množinu je definován jako roven jedné.

2.2. Horńı a dolńı funkce přežit́ı

V této sekci se zaměř́ıme na funkci přežit́ı, která udává v každém časovém
okamžiku t pravděpodobnost, že čas přežit́ı pacienta bude deľśı než t (S(t) =
P (Tn+1 ∈ (t,∞))). Horńı(S) a dolńı (S) funkce přežit́ı, založeny na rc-A(n)

jsou odvozeny [2], pro všechna i = 0, 1, . . . ,m, následovně

(4) STn+1(t) =

m∑

j=i



MTn+1(t(j), t(j+1)) +

lj∑

k=1

MTn+1(c
j
(k), t(j+1))
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pro všechna t ∈ (t(i), t(i+1)), kde ci(k) ∈ (t(i), t(i+1)), k = 1, . . . , li,

(5) STn+1
(t) = S(t(i+1)) +

∑
{

k:ci
(k)

≥t
}

MTn+1(c
i
(k), ti+1),

pro všechna t ∈ (t(i), t(i+1)).
Obě, dolńı i horńı funkce přežit́ı jsou, stejně jako Kaplan-Meier̊uv odhad

funkce přežit́ı, schodovité funkce. Jsou konstantńı mezi jednotlivými časy po-
zorováńı, zat́ımco horńı funkce přežit́ı klesá jen v každém pozorovaném čase
úmrt́ı (cenzorováńı má však vliv na velikost poklesu), dolńı funkce přežit́ı
klesá v každém pozorovaném čase události (jak v čase úmrt́ı, tak v čase
cenzorováńı). Důsledkem je zvýšeńı rozd́ılu mezi oběma funkcemi v každém
pozorovaném cenzorovaném čase cr, které trvá až do daľśıho pozorovaného
času úmrt́ı, což odpov́ıdá v teorii intervalové pravděpodobnosti ztrátě infor-
maćı. Horńı funkce pravděpodobnosti je na intervalu [0, t(1)) rovna jedné a
na [t(m),∞) kladné konstantě, zat́ımco dolńı funkce přežit́ı je za posledńım
pozorováńım nulová.

2.3. Neparametrické prediktivńı porovnáńı dvou skupin paci-
ent̊u

NPI pro porovnáńı dvou nezávislých skupin obsahuj́ıćıch data o přežit́ı pa-
cient̊u, včetně zprava cenzorovaných pozorováńı, byla představena Coolenem
a Yanem [7]. Označme dvě skupiny dat X a Y , porovnáńı je pak prove-
deno vypoč́ıtáńım dolńı a horńı pravděpodobnosti pro událost, že budoućı
pozorováńı Xn+1 skupiny X je menš́ı než budoućı pozorováńı Yn+1 sku-
piny Y . Výpočet je založen na nx pozorováńıch ze skupiny X a ny pozo-
rováńıch ze skupiny Y a předpokladech rc-A(nx) a rc-A(ny). Předpokládejme,
že máme ve skupině X mx pozorovaných čas̊u úmrt́ı, označených x(1) <
x(2) < . . . < x(mx) a px(= nx − mx) zprava cenzorovaných pozorováńı

c(x,1) < c(x,2) < . . . < c(x,px). Necht’ je dále x(0) = 0, x(mx+1) = ∞ a označme
lx,i počet zprava cenzorovaných pozorováńı v intervale (x(i),x(i+1)), x(i) <

ci(x,1) < ci(x,2) < . . . < ci(x,lx,i)
< x(i+1), tedy že součet lx,i na všech interva-

lech je roven px. Analogickým zp̊usobem předpokládejme, že ve skupině Y
máme my pozorovaných čas̊u úmrt́ı, označených y(1) < y(2) < . . . < y(my) a
py(= ny−my) zprava cenzorovaných pozorováńı c(y,1) < c(y,2) < . . . < c(y,py).

Necht’ je dále y(0) = 0, y(my+1) = ∞ a ly,j počet zprava cenzorovaných pozo-

rováńı v intervale (y(j),y(j+1)), y(j) < cj(y,1) < cj(y,2) < . . . < cj(y,ly,j) < y(j+1),

takže je součet ly,j na všech intervalech roven py. Potom jsou NPI dolńı a
horńı pravděpodobnosti pro událost Xn+1 < Yn+1 definovány jako
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Tabulka 1. porovnáńı skupin

Skupina Celkem Úmrt́ı Cenzorováńı Poměr cenz. [%]

Laparoskopická 457 160 295 64,99
Otevřená 387 205 182 47,03
Celkem 844 365 477 56,75

P (Xnx+1 < Yny+1) =

mx∑

i=0

my∑

j=0

PX
j




1 {xi < yj+1}MX
i +

lx,i∑

k=1

1
{
cix,k < yi+1

}
MX

i,k




 ,(6)

P (Xnx+1 < Yny+1) =

mx∑

i=0

my∑

j=0

PX
i




1 {xi+1 < yj}MY
j +

ly,j∑

k=1

1
{
xi+1 < cjy,k

}
MY

j,k




 ,(7)

kde MX
i (MY

j ),MX
i,k(M

Y
j,k), P

X
i (PY

j ) jsou dány popořadě vzorci (1), (2),

(3), a kde 1 {E} je charakteristická funkce definovaná jako jedna jestliže
podmı́nka E nastane, nula jinak.

Výsledek P (Xnx+1 < Yny+1) > 0, 5 je poté interpretován jako silný d̊ukaz
pro závěr Xnx+1 < Yny+1 .

3. Výsledky

Z dat 844 pacient̊u byly zkonstruovány, podle rovnic (4) a (5), modely dolńı a
horńı funkce pravděpodobnosti pro budoućıho pacienta vstupuj́ıćıho do studie
a to jak pro skupinu pacient̊u operovaných klasickou otevřenou technikou, tak
pro skupinu pacient̊u operovaných technikou laparoskopickou. Výsledky jsou
uvedeny na Obrázku 1, kde jsou r̊uzné křivky přǐrazeny r̊uzným operačńım
technikám.

Tabulka 1 obsahuje dodatečné informace o obou skupinách pacient̊u. Vi-
d́ıme zde celkový počet pacient̊u, pozorovaný počet úmrt́ı pacient̊u, počet
zprava cenzorovaných pozorováńı a celkový poměr těchto pozorováńı ve studii
v jednotlivých skupinách.

Porovnáńı obou skupin bylo provedeno nejdř́ıve pomoćı NPI př́ıstupu a
poté konfrontováno s výsledky źıskanými klasickým log-rank testem. Jestliže
O388 a L458 jsou dvě náhodné kvantity reprezentuj́ıćı čas úmrt́ı budoućıho



171

Obrázek 1. Dolńı a horńı funkce přežit́ı pro obě skupiny pacient̊u

pacienta vstupuj́ıćıho do studie (označeno popořadě do otevřené a laparosko-
pické skupiny pacient̊u), porovnáńı NPI př́ıstupem vede k dolńım a horńım
pravděpodobnostem:

P (O388 < L458) = 0, 511 P (O388 < L458) = 0, 626,(8)

P (L458 < O388) = 0, 374 P (L458 < O388) = 0, 489,(9)

což můžeme v terminologii NPI př́ıstupu interpretovat jako silný d̊ukaz pro
O388 < L458, tedy jako d̊ukaz pro závěr, že celkový čas přežit́ı pacient̊u ope-
rovaných laparoskopickou technikou je výrazně deľśı než celkový čas přežit́ı
pacient̊u operovaných klasickou otevřenou technikou. Výsledkem klasického
log-rank testu, za předpokladu nulové hypotézy, že mezi danými skupinami
neexistuje statisticky významný rozd́ıl v délce přežit́ı pacient̊u, jsou hodnoty

χ2 = 8, 024, p− value = 0, 005,

což nás opravňuje k závěru, že mezi danými skupinami pacient̊u existuje
statisticky významný rozd́ıl v délce přežit́ı na hladině spolehlivosti 99 %.
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4. Závěr

Hlavńı výhodou využit́ı NPI př́ıstupu v analýze přežit́ı je zp̊usob, jakým
zacháźı s cenzorovanými informacemi.

Na rozd́ıl od tradičńıho Kaplan-Meierova odhadu funkce přežit́ı, NPI dolńı
funkce přežit́ı klesá také v každém čase cenzorovaného pozorováńı a poskytuje
tak podstatně v́ıce informaćı o pozorovaných událostech, zejména v pozdńım
čase studie, jestliže je posledńı čas pozorováńı cenzorovaný.

Na základě výsledk̊u obou neparametrických př́ıstup̊u můžeme tvrdit, že
laparoskopická operačńı technika přináš́ı ve srovnáńı s klasickou otevřenou
technikou výrazně deľśı dobu přežit́ı pacient̊u. Tento závěr je v kontrastu
s konsensem Evropské asociace endoskopických chirurg̊u [1], ale výsledky (8)
a (9) naprosto koresponduj́ı s výsledky źıskanými klasickým log-rank testem.
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1. Úvod

Metoda bootstrapových intervalových odhad̊u je užitečná, potřebujeme-li
určit intervalové odhady parametr̊u pozorované náhodné veličiny, resp. ná-
hodného vektoru, nebo testovat statistické hypotézy o těchto parametrech,
ale:

• neznáme nebo neodhadneme rozděleńı pravděpodobnosti dané veliči-
ny, resp. vektoru,

• rozsah výběruneńı dostatečně velký, abychom mohli aplikovat asymp-
totické odhady.

Od vydáńı prvńıho článku [1] se metoda bootstrap velmi rozvinula [2], [3]
a našla uplatněńı v mnoha oblastech aplikaćı matematické statistiky. Jej́ı
základńı postupy byly proto implementovány do něterých profesionálńıch sta-
tistických softwarových produkt̊u.

2. Princip metody bootstrap

Ze statistického souboru (x1, . . . xn) pozorovaných hodnot náhodné veličiny
X vytvoř́ıme nový statistický soubor (x∗

1, . . . , x
∗
n) náhodným výběrem hod-

not xi s opakováńım (s vraceńım). Takto źıskaný náhodný výběr se nazývá
bootstrapový výběr , resp. bootstrapový soubor . Bootstrapový výběr pak
B-krát opakujeme [2], [3]. Počet všech r̊uzných bootstrapových výběr̊u je

(
n+B − 1

B

)
.
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Obecný postup aplikace metody bootstrap:

(1) Źıskáńı p̊uvodńıho statistického souboru.
(2) Výpočet statistik pro p̊uvodńı statistický soubor.
(3) Vytvořeńı bootstrapových výběr̊u.
(4) Výpočet bootstrapových statistik.
(5) Výpočet bootstrapových intervalových odhad̊u, resp. testováńı hy-

potéz.

3. Bootstrapové odhady

Předpokládejme, že chceme odhadnout parametr θ pozorované náhodné veli-
činy (vektoru) X . Bootstrapový odhad parametru θ je založen na těchto
kroćıch [2], [3]:

(1) Z pozorovaných hodnot (x1, . . . xn) náhodného výběru (X1, . . . , Xn)

vypoč́ıtá-me odhad θ̂ parametru θ.
(2) Realizujeme B náhodných bootstrapových výběr̊u (x∗

1, . . . , x
∗
n)o roz-

sahu n z pozorovaných hodnot (x1, . . . xn). Obvykle přitom voĺıme
B ≫ n.

(3) Z každého bootstrapového výběru vypoč́ıtáme odhad θ̂b,j parame-
tru θ, j = 1, . . . , B. Odtud źıskáme bootstrapový odhad rozptylu

D
(
θ̂
)

D̂
(
θ̂
)

b
=

1

B − 1

B∑

j=1

(
θ̂b,j −

1

B

B∑

i=1

θ̂b,i

)2

a bootstrapový odhad směrodatné odchylky σ
(
θ̂
)

σ̂
(
θ̂
)

b
=

√
D̂
(
θ̂
)

b

.

Odhad θ̂ vypočtený z p̊uvodńıho statistického souboru (x1, . . . xn) je bo-
dovým odhadem parametru θ, ale můžeme jej dle potřeby také nahradit
aritmetickým pr̊uměrem

1

B

B∑

j=1

θ̂b,j .

Pomoćı bootstrapových výběr̊u źıskáme bootstrapové intervalové odhady
se spolehlivost́ı 1−α středńı hodnoty, rozptylu a směrodatné odchylky náhod-
né veličiny X . NechÂt’ x̄ je aritmetický pr̊uměr a s2 je rozptyl p̊uvodńıho
statis-tického souboru (x1, . . . xn), x̄b,i je aritmetický pr̊uměr a s2b,i je rozptyl
statis-tického souboru z j-tého bootstrapového výběru, j = 1, . . . , B. Potom:
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(1) Bootstrapový intervalový odhad středńı hodnoty E (X) se spo-
lehlivost́ı 1− α je

〈
x̄− tb,1−α/2

s√
n− 1

; x̄− tb,α/2
s√

n− 1

〉
,

kde tb,P je P -kvantil statistického souboru (tb,1, ..., tb,B) a tb,j =

=
x̄b,j−x̄
sb,j

√
n− 1, j = 1, . . . , B.

(2) Bootstrapový intervalový odhad rozptylu D (X) se spolehli-
vost́ı 1− α je 〈

ns2

χ2
b,1−α/2

;
ns2

χ2
b,α/2

〉
,

kde χ2
b,P je P -kvantil statistického souboru

(
χ2
b,1, ..., χ

2
b,P

)
a χ2

b,j =

ns2b,j
s2 , j = 1, . . . , B.

(3) Bootstrapový intervalový odhad směrodatné odchylky σ (X)
se spolehlivost́ı 1− α obdrž́ıme z bootstrapového odhadu D (X) po-
moćı odmocniny.

Existuje řada daľśıch zp̊usob̊u stanoveńı intervalových odhad̊u uvedených
i jiných parametr̊u založených na bootstrapových výběrech [2], [3]. Mimo po-
psaných oboustranných intervalových odhad̊u se použ́ıvaj́ı dle potřeby také
jednostranné bootstrapové intervalové odhady.

4. Bootstrapové odhady index̊u

Indexy patř́ı mezi poměrové kvantitativńı statistické znaky a vyjadřuj́ı změ-
nu sledovaného kvantitativńıho znaku nebo souboru znak̊u u jedné nebo
v́ıce statistických jednotek během nějakého časového intervalu nebo vlivem
nějakého faktoru [4], [5]. Indexy se obvykle konstruuj́ı ve tvaru zlomku, kde
v čitateli je hodnota znaku ve srovnávaném, tzv. běžném obdob́ı , a ve jme-
novateli hodnota tohoto znaku v tzv. základńım obdob́ı .

Porovnávané znaky (veličiny) děĺıme na intenzitńı , vyjadřuj́ıćı cenu, in-
tenzitu apod., které znač́ıme ṕısmenem p a extenzitńı , vyjadřuj́ıćı množstv́ı,
objem, produkci apod., které znač́ıme ṕısmenem q. V ekonomických apli-
kaćıch se nejčastěji už́ıvaj́ı [4], [5]:

• cenové indexy pro intenzitńı znaky,
• množstevńı indexy pro extenzitńı znaky,
• hodnotové indexy pro spojeńı extenzitńıch a intenzitńıch znak̊u.

Individuálńı jednoduché indexy:

(1) Individuálńı jednoduchý cenový index Ip = p1

p0
.

(2) Individuálńı jednoduchý množstevńı index Iq = q1
q0

.

(3) Individuálńı jednoduchý hodnotový index Ih = q1p1

q0p0
= IqIp .
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Individuálńı složené indexy:

(1) Individuálńı složený cenový index (index proměnlivého složeńı, index
pr̊uměrných cen)

Iprom.sloz. =
p̄1
p̄0

=

∑

i

p
(i)
1 q

(i)
1

∑

i

q
(i)
1

∑

i

p
(i)
0 q

(i)
0

∑

i

q
(i)
0

=
Ih
Iq

.

(2) Individuálńı složený množstevńı index Iq =

∑

i

q
(i)
1

∑

i

q
(i)
0

.

(3) Individuálńı složený hodnotový index Ih =

∑

i

q
(i)
1 p

(i)
1

∑

i

q
(i)
0 p

(i)
0

.

Souhrnné indexy:

(1) Laspeyres̊uv souhrnný index pro intenzitńı veličinu ILp =

∑

i

q
(i)
0 p

(i)
1

∑

i

q
(i)
0 p

(i)
0

.

(2) Laspeyres̊uv souhrnný index pro extenzitńı veličinu ILq =

∑

i

q
(i)
1 p

(i)
0

∑

i

q
(i)
0 p

(i)
0

.

(3) Paascheho souhrnný index pro intenzitńı veličinu IPp =

∑

i

q
(i)
1 p

(i)
1

∑

i

q
(i)
1 p

(i)
0

.

(4) Paascheho souhrnný index pro extenzitńı veličinu IPq =

∑

i

q
(i)
1 p

(i)
1

∑

i

q
(i)
0 p

(i)
1

.

(5) Souhrnný hodnotový index (index obratu, index náklad̊u)

Ih =

∑

i

q
(i)
1 p

(i)
1

∑

i

q
(i)
0 p

(i)
0

.

(6) Fisher̊uv ideálńı index pro intenzitńı veličinu IFp =
√
ILp IPp .

(7) Fisher̊uv ideálńı index pro extenzitńı veličinu IFq =
√
ILq IPq .

Bootstrapové intervalové odhady se spolehlivost́ı 1 − α středńıch hod-
not, rozptyl̊u a směrodatných odchylek cen, množstv́ı, individuálńıch jedno-
duchých index̊u, individuálńıch složených index̊u a souhrnných index̊u urč́ıme
t́ımto postupem:
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(1) Pozorováńımdvojic cen a množstv́ı u n statistických jednotek ve dvou
r̊uzných časových obdob́ıch nebo regionech źıskáme čtyřrozměrný sta-
tistický soubor




p01, . . . , p0n
q01, . . . , q0n
p11, . . . , p1n
q11, . . . , q1n




(2) Řádky čtyřrozměrného souboru z kroku 1 jsou jednorozměrné statis-
tické soubory cen a množstv́ı

(p01 , . . . , p0n) , (p11 , . . . , p1n) , (q01 , . . . , q0n) , (q11 , . . . , q1n)

a výpočtem individuálńıch jednoduchých index̊u obdrž́ıme jednoroz-
měrné statistické soubory individuálńıch jednoduchých index̊u:

(Ip1 , . . . , Ipn
) , (Iq1 , . . . , Iqn) , (Ih1 , . . . , Ihn

) .

(3) Ze čtyřrozměrného souboru z kroku 1 provedeme B bootstrapových
výběr̊u podle sloupc̊u.

(4) Ze všech bootstrapových výběr̊u dostaneme analogickým zp̊usobem
jako v kroku 2 jednorozměrné bootstrapové výběry cen, množstv́ı a
individuálńıch jednoduchých index̊u. Z těchto bootstrapových výběr̊u
a čtyřrozměrného souboru z kroku 1 vypočteme jednotlivé hodnoty
individuálńıch složených index̊u a souhrnných index̊u.

(5) Bootstrapové výběry pak zpracujeme zp̊usobem popsaným v odd́ılu
3.

4.1. Př́ıklad

Statistickým šetřeńım u náhodně vybraných 20 řidič̊u z České republiky byly
zjǐstěny měśıčńı nákupy a ceny benźınu Natural 95 v květnu a zář́ı 2012.
Źıskané hodnoty jsou v levé části tabulky 1 (jde o expertně simulovaný sou-
bor) a v pravé části této tabulky jsou vypočtené individuálńı jednoduché
indexy.

Základńı č́ıselné charakteristiky statistických soubor̊u z tabulky 1 jsou
v tabulce 2. Tabulka 3 obsahuje konfidenčńı a bootstrapové intervalové od-
hady cen, množstv́ı a index̊u se spolehlivost́ı 0,95. Počet bootstrapových
výběr̊u byl B = 500. Hodnoty uvedené v tabulkách 2 a 3 byly źıskány pomoćı
statistického softwaru STATGRAPHICS Centurion XV.

Z cen a množstv́ı z tabulky 1 byly v EXCELU vypočteny pr̊uměrné ceny,
individuálńı složené indexy a souhrnné indexy, které jsou uvedeny v tabulce 4.
Pro souhrnné indexy byla použita stejná data, což odpov́ıdá např. zohledněńı
vlivu typu (značky) automobilu na spotřebu benźınu.
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Tabulka 1. Ceny (Kč/litr), množstv́ı (litr/měśıc) a individuálńı jednoduché
indexy

i p0 q0 p1 q1 Ip Iq Ih
1 35,2 400 35,9 380 1,0199 0,9500 0,9689
2 35,2 350 36,2 350 1,0284 1,0000 1,0284
3 35,6 350 35,6 310 1,0000 0,8857 0,8857
4 35,8 320 36,5 290 1,0196 0,9063 0,9240
5 35,9 410 36,4 350 1,0139 0,8537 0,8655
6 35,9 420 36,9 380 1,0279 0,9048 0,9300
7 36,5 450 36,9 450 1,0110 1,0000 1,0110
8 36,6 280 37,1 310 1,0137 1,1071 1,1223
9 36,9 290 37,8 250 1,0244 0,8621 0,8831
10 37,1 240 37,5 190 1,0108 0,7917 0,8002
11 37,2 190 37,9 200 1,0188 1,0526 1,0724
12 37,5 200 38,3 180 1,0213 0,9000 0,9192
13 37,9 280 37,5 250 0,9894 0,8929 0,8834
14 38,3 150 38,6 200 1,0078 1,3333 1,3438
15 38,3 180 38,9 220 1,0157 1,2222 1,2414
16 38,5 180 39,2 190 1,0182 1,0556 1,0747
17 38,9 210 39,4 250 1,0129 1,1905 1,2058
18 39,1 160 39,9 170 1,0205 1,0625 1,0842
19 39,2 130 39,5 120 1,0077 0,9231 0,9301
20 39,5 210 40,2 200 1,0177 0,9524 0,9693

Tabulka 2: Základńı č́ıselné charakteristiky

p0 q0 p1 q1 Ip Iq Ih
Average 37,255 270,0 37,81 262,0 1,015 0,992 1,007
Median 37,15 260,0 37,65 250,0 1,017 0,951 0,969
Stnd. deviation 1,401 99,737 1,389 86,912 0,009 0,138 0,140
Var. coeff. (%) 3,759 36,94 3,673 33,17 0,906 13,94 13,93
Minimum 35,2 130,0 35,6 120,0 0,99 0,792 0,800
Maximum 39,5 450,0 40,2 450,0 1,028 1,333 1,344
Range 4,3 320,0 4,6 330,0 0,039 0,542 0,544
Stnd. skewness 0,124 0,725 0,291 0,944 -2,035 1,782 1,617
Stnd. kurtosis -1,200 -1,048 -1,027 -0,465 1,892 0,513 0,305

Tabulka 5 obsahuje bodové odhady pr̊uměrných cen, individuálńıch a souhrn-
ných index̊u vypočtených z bootstrapových výběr̊u vytvořených z p̊uvodńıho
souboru hodnot v tabulce 1. Jde o tzv. primárńı bootstrapové výběry .

Tabulka 6 obsahuje konfidenčńı a bootstrapové intervalové odhady se spo-
lehlivost́ı 0,95, vypočtené v softwaru STATGRAPHICS Centurion XV po-
moćı tzv. sekundárńıch bootstrapových výběr̊u ze souboru cen a index̊u
źıskaných primárńım bootstrapem.
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Tabulka 3: Konfidenčńı a bootstrapové intervalové odhady pr̊uměr̊u

p0 q0
Conf. Intervals Mean 36,5995 37,9105 223,322 316,678
Bootstrap Intervals Mean 36,67 37,87 228,0 315,0

p1 q1
Conf. Intervals Mean 37,1601 38,4599 221,324 302,676
Bootstrap Intervals Mean 37,215 38,45 231,5 298,0

Ip Iq
Conf. Intervals Mean 1,01067 1,01929 0,92758 1,05708
Bootstrap Intervals Mean 1,0105 1,0186 0,9382 1,0513

Ih
Conf. Intervals Mean 0,94151 1,07283
Bootstrap Intervals Mean 0,95181 1,07761

Tabulka 4: Pr̊uměrné ceny, individuálńı složené indexy a souhrnné indexy

p̄0 p̄1 Iprom.sloz Iq Ih
36,844 37,474 1,01711 0,97037 0,98697
ILp ILq IPp IPq IFp IFq
1,01525 0,97211 1,01528 0,97214 1,01527 0,97213

Tabulka 5: Bodové odhady pr̊uměrných cen, individuálńıch složených
index̊u a souhrnných index̊u

p̄0 p̄1 Iprom.sloz Iq Ih
Average 36,962 37,594 1,0171 0,9690 0,9856
Median 36,906 37,581 1,0173 0,9704 0,9849
Stnd. deviation 0,3350 0,3297 0,0022 0,0225 0,0228
Var. coeff. (%) 0,906 0,877 0,219 2,321 2,313
Minimum 36,415 37,055 1,0120 0,9320 0,9467
Maximum 37,601 38,184 1,0211 1,0149 1,0330
Range 1,184 1,129 0,0090 0,0828 0,0863
Stnd. skewness 0,4876 0,6167 -0,6928 0,5822 0,6018
Stnd. kurtosis -0,3233 -0,3658 0,0339 -0,4780 -0,3341

ILp ILq IPp IPq IFp IFq
Average 1,0154 0,9705 1,0155 0,9706 1,0155 0,9706
Median 1,0156 0,9716 1,0154 0,9719 1,0155 0,9717
Stnd. deviation 0,0022 0,0228 0,0021 0,0228 0,0022 0,0228
Var. coeff. (%) 0,2165 2,3514 0,2075 2,3468 0,2119 2,3491
Minimum 1,0106 0,9332 1,0110 0,9333 1,0108 0,9333
Maximum 1,0189 1,0173 1,0190 1,0171 1,0110 1,0172
Range 0,0084 0,0841 0,0080 0,0838 0,0082 0,0840
Stnd. skewness -0,4372 0,5621 -0,2761 0,5517 -0,3590 0,5569
Stnd. kurtosis -0,2387 -0,4453 -0,2483 -0,4596 -0,2410 -0,4525
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Tabulka 6: Konfidenčńı a bootstrapové intervalové odhady pr̊uměrných
cen, individuálńıch složených index̊u a souhrnných index̊u

p̄0 p̄1
Conf. Intervals Mean 36,809 37,114 37,444 37,744
Bootstrap Intervals Mean 36,823 37,092 37,461 37,717

Iprom.sloz Iq
Conf. Intervals Mean 1,01610 1,01813 0,95873 0,97921
Bootstrap Intervals Mean 1,01614 1,01811 0,95781 0,97833

Ih
Conf. Intervals Mean 0,97517 0,99593
Bootstrap Intervals Mean 0,97616 0,99536

ILp ILq
Conf. Intervals Mean 1,01443 1,01643 0,96014 0,98091
Bootstrap Intervals Mean 1,01450 1,01628 0,96100 0,98021

IPp IPq
Conf. Intervals Mean 1,01453 1,01645 0,96022 0,98095
Bootstrap Intervals Mean 1,01460 1,01633 0,96108 0,97994

IFp IFq
Conf. Intervals Mean 1,01448 1,01644 0,96018 0,98093
Bootstrap Intervals Mean 1,01449 1,01635 0,96149 0,97949

5. Závěr

Z tabulky 3 je vidět, že intervalové odhady (ostatně jako vždy) oproti bodo-
vým odhad̊um realizovaným č́ıselnými charakteristikami z tabulky 2 vypov́ı-
daj́ı daleko v́ıce o středńıchhodnotách, směrodatnýchodchylkáchamediánech
cen množstv́ı i index̊u. Nav́ıc vypočtené bootstrapové intervaly středńıch
hodnot a směrodatných odchylek jsou povětšinou menš́ı než vypočtené kon-
fidenčńı intervaly týchž parametr̊u, takže jsou při stejné spolehlivosti 0,95
přesněǰśı. Nezanedbatelná je také skutečnost, že bootstrapové intervaly nezá-
viśı na rozděleńıch pravděpodobnosti pozorovaných cen a množstv́ı, takže
neńı nutno verifikovat obvyklý požadavek, že jde o normálńı rozděleńı. Nav́ıc
předpoklad normálńıho rozděleńı zejména cen asi neobstoj́ı, protože ceny sta-
novuj́ı prodejci.

Bootstrapové intervalové odhady v tabulce 6 byly źıskány dvoustupňovým
bootstrapem. Oprávněnost výpočtu ,,klasických“ intervalových odhad̊u (kon-
fidenčńıch interval̊u), uvedených také v tabulce 6, záviśı na předpokladu,
že soubory jednotlivých index̊u źıskané ve druhém stupni bootstrapu (tj.
bootstrapu z primárńıho bootstrapu) pocháźı z normálńıch rozděleńı pravdě-
podobnosti. Hypotézy o shodě těchto rozděleńı s rozděleńım normálńım byly
úspěšně testovány v́ıce metodami na hladině významnosti 0,05.

Aplikace bootstrapových odhad̊u v indexové analýze je dosti netradičńı.
Bohužel ani konfidenčńı intervalové odhady se v ekonomickém pr̊uzkumu moc
nepouž́ıvaj́ı nebo jejich použit́ı nebývá seriózńı a nejčastěji se poč́ıtaj́ı pouze
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bodové odhady středńıch cen a index̊u. Naopak bootstrapové intervalové
odhady umožňuj́ı vyrovnat se s náhodnost́ı pozorovaných cen a množstv́ı,
s problémem jejich rozděleńı pravděpodobnosti, s extrémně odchýlenými hod-
notami a také s nepř́ılǐs velkými rozsahy statistických soubor̊u.

Metoda bootstrap nacháźı uplatněńı i v jiných oblastech matematické sta-
tistiky, např. při fitováńı rozděleńı pravděpodobnosti kategoriálńı veličiny [6].
O jiném př́ıstupu k určeńı intervalových odhad̊u index̊u ekonomických uka-
zatel̊u, a to z předem zadaných intervalových odhad̊u cen a množstv́ı, je
pojednáno v [7].
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Brno: AKADEMIE STING, 2005.
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Abstrakt: Při ř́ızeńı procesu je naš́ım ćılem zvládnut́ı variability procesu do
té mı́ry, že na něj p̊usob́ı pouze inherentńı složky variability. K tomuto účelu
se v praxi použ́ıvaj́ı nejčastěji regulačńı diagramy. Tento př́ıstup lze využ́ıt
v oblasti výroby, služeb i veřejné a státńı správy. Uvedený př́ıspěvek pre-
zentuje př́ıstup využ́ıvaj́ıćı nově navrženou metodiku pro Komplexńı návrh
regulačńıho diagramu. To vše s ohledem na konkrétńı podmı́nky s využit́ım
soudobých moderńıch př́ıstup̊u a znalost́ı z oblasti aplikované statistiky spolu
s praktickými zkušenostmi z řady pr̊umyslových provoz̊u.

Abstract: Our goal in process control is mastering process variability to the
extent that it influences only inherent variability component. Most frequently
control charts are used for this purpose in practice. This approach can be
used in manufacturing, services and public and state administration. This
contribution presents an approach that uses a newly designed methodology
for complex design of Control chart.
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1. Úvod

Od doby vzniku prvńıch regulačńıch diagramů do současnosti bylo vytvořeno
velké množstv́ı r̊uzných př́ıstup̊u, modifikaćı a rozš́ı̌reńı. Řada teoretik̊u se
zabývá použit́ım regulačńıch diagramů v nestandardńıch podmı́nkách zamě-
řených na konkrétńı výrobńı procesy a využ́ıvaj́ıćıch moderńıch statistických
metod. Tyto výsledky, bezesporu př́ınosné, však nejsou v naš́ı podnikové
praxi využ́ıvány, nebo pouze v omezené mı́̌re.

Podmı́nky a předpoklady pro tyto nové metody jsou často pro praxi př́ılǐs
akademické a neńı zcela zřejmé, jak je v praxi využ́ıt. V literatuře lze nalézt
návody a postupy, jak tyto nové metody implementovat, avšak neexistuje
systematická analýza, která by vyústila v ucelenou metodologii návrhu re-
gulačńıho diagramu na potřebné teoretické úrovni tak, aby byla relativně
snadno aplikovatelná v praktickém provozu. V literatuře jsou dosud obvykle
dána d́ılč́ı řešeńı některých část́ı, jako je optimalizace parametr̊u regulačńıch
diagramů, návrhy r̊uzných typ̊u regulačńıch diagramů pro specifické situace,
začleněńı strategíı údržby do regulačńıho procesu a mnohé daľśı.
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Prezentovaná metodika byla navržena a řešena jako reakce na konkrétńı
aktuálńı požadavky stroj́ırenských podnik̊u, které požaduj́ı pr̊ukazné, jedno-
značné a rychlé řešeńı vznikaj́ıćıch problémů za pomoci SW podpor a jen ne-
zbytně nutných finančńıch náklad̊u. Dále byla požadována garance dostatečné
vědecko-teoretické úrovně a metodické podpory při praktickém zaváděńı nově
navržené metodiky i pro pracovńıky, kteř́ı budou pro využ́ıváńı metod SPC
zaškoleni.

Nově formulovaná metodika pro komplexńı návrh regulačńıho diagramu
poskytuje ćılovému uživateli návod řeš́ıćı v jednotlivých kroćıch etapy im-
plementace SPC. Ned́ılnou součást́ı je taktéž ověřeńı předpoklad̊u pro užit́ı
konkrétńıch metod. Tato etapa je v praxi běžně opomı́jena, což vede ke zkres-
leńı výsledku, demotivaci pracovńık̊u reaguj́ıćıch na základě planého signálu
o změně nastaveńı procesu a ekonomické ztrátě. Zmı́něná ztráta vyplývá
z v́ıcepráce na procesu, který v statisticky nezvládnutém stavu produkuje
vyšš́ı pod́ıl neshodných jednotek.

Pokud zvoĺımemetodu SPC s využit́ım prezentované metodiky, bude návrh
regulačńıho diagramu teoreticky správný, s optimalizovanými náklady na
prováděńı statistické regulace a s problémově zaměřenou SW podporou.

2. Popis navržené metodiky

Návrh regulačńıho diagramu byl realizován v následuj́ıćıch kroćıch, jejichž po-
sloupnost je vnitřńı náplńı prezentované metodiky. Tato metodika byla formu-
lována na základě kritické analýzy dosavadńıch poznatk̊u a názor̊u zjǐstěných
při studiu literatury a dále na základě vlastńıch zkušenost́ı.

• Analýza výrobńıho procesu: úkolem je vymezeńı ćılové kvalita-
tivńı veličiny, kvalitativńıch znak̊u, jejich závislost́ı, identifikovat jed-
notlivé vazby mezi proměnnými a z toho plynoućı proměnné použitel-
né pro ř́ızeńı. Pro tuto etapu je nutno znát podrobně výrobńı proces,
strojńı zař́ızeńı, materiál. Tento krok vyžaduje součinnost s výrobńım
expertem.

• Stochastická analýza: parametry a proměnné ve výrobńım pro-
cesu maj́ı charakter náhodných veličin, a pokud je sledujeme v čase,
dostáváme stochastické procesy. Pro jejich ř́ızeńı je potřeba co nej-
podrobněji poznat pravděpodobnostńı charakteristiky a stochastické
závislosti. Za t́ımto účelem je třeba provést d̊ukladnou stochastic-
kou analýzu, kterou by v tomto př́ıpadě měl provádět statistik, nebo
alespoň pracovńık znalý základńıch statistických metod.

• Výběr regulačńıch diagramů: od 30. let minulého stolet́ı vznikla
celá řada r̊uzných typ̊u regulačńıch diagramů aplikovatelných na r̊uz-
né typy proměnných za r̊uzných předpoklad̊u chováńı sledovaných
veličin. Proto je d̊uležité na základě předchoźı stochastické analýzy
a analýzy výrobńıho procesu vybrat ten nejlepš́ı typ regulačńıho di-
agramu. Přitom je třeba respektovat podmı́nky, pro které byl tento
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regulačńı diagram konstruován a za kterých je schopen poskytovat
správné výsledky.

• Výběr optimálńı strategie údržby: regulačńı diagramy maj́ı za
ćıl ochránit výrobńı proces před d̊usledky poruch, které se mohou
vyskytnout náhodně v čase. Těmto poruchám se dá často předej́ıt
účinnou preventivńı údržbou a pravidelnými opravami. Na druhou
stranu údržba bývá často nákladná a nelze ji provádět př́ılǐs často.
Použit́ı regulačńıch diagramů ve spojitosti s optimálńı strategíı pre-
ventivńı údržby může výrazně zvýšit efektivitu SPC.

• Ekonomicko statistická optimalizace: použit́ı regulačńıch dia-
gramů záviśı na řadě parametr̊u, jako je např́ıklad doba mezi in-
spekcemi, rozsah výběru při inspekčńım měřeńı, stanoveńı reakčńıch
meźı a daľśıch. Tyto parametry jsou v současné době určovány pře-
vážně expertńımi odhady, nebo tradičńımi doporučeńımi. Vhodná
volba regulačńıch diagramů ještě nezaručuje jeho optimálńı funkci
z hlediska náklad̊u a statistických vlastnost́ı (četnost planých po-
plach̊u, včasnost detekce poruch). Proto je třeba výběr regulačńıch
diagramů doplnit o optimalizaci jeho parametr̊u pro daný účel.

• Pravidla pro aplikaci: všechny předchoźı kroky nebudou dostateč-
ně účinné, pokud nebudou přesně určena závazná pravidla a zajǐstěny
vhodné podmı́nky pro jejich realizaci. Zde přicháźı opět ke slovu
výrobńı expert, který zná podrobně možnosti výrobńıho procesu,
technické podmı́nky, vybaveńı a organizaci práce.

Nově navržená metodika komplexńıho návrhu regulačńıho diagramu spo-
č́ıvá v postupné d̊usledné aplikaci těchto šesti krok̊u při návrhu SPC, které
jsou zobrazeny na následuj́ıćım obrázku 1, s d̊urazem na předběžnou analýzu
výrobńıho procesu a na statisticko-ekonomickou optimalizaci zvoleného de-
tekčńıho algoritmu. Zvláštńı d̊uraz je kladen na zajǐstěńı technologicko-orga-
nizačńıch předpoklad̊u pro úspěšnou aplikaci ve výrobě.

Obrázek 1. Postup při návrhu RD

Budou-li tyto kroky dodrženy, bude zajǐstěno, že sledovaná veličina je
vhodně zvolena a popisuje charakteristiku maj́ıćı hlavńı vliv na požadovanou
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vlastnost produktu. Pro tuto veličinu je dále nezbytné navrhnout vhodný
systém měřeńı. Tı́m bude zajǐstěno, že źıskaná data z procesu budou do-
statečně přesná (počet platných desetinných mı́st u kvantitativńıho znaku
kvality) a chyba měřeńı nebude významně ovlivňovat variabilitu sledovaného
procesu.

Na základě takto źıskaných dat je možné stanovit teoreticky správný sto-
chastický model, vyč́ıslit jeho pravděpodobnostńı charakteristiky, které dále
využ́ıváme k ř́ızeńı procesu a provést výběr optimálńıho typu regulačńıho
diagramu.

Za optimálńı návrh regulačńıho diagramu považujeme takový, který je
teoreticky správný (generuje pouze očekávané procento falešných signál̊u) a
ekonomicky únosný (přiměřená frekvence inspekćı s dostatečnou technicky
nebo ekonomicky zd̊uvodnitelnou velikost́ı vzorku-podskupiny).

Ned́ılnou součást́ı péče o proces je taktéž údržba, která má synergický
efekt na stabilitu procesu. Zde je nezbytné stanovit přiměřenou mı́ru preven-
tivńıch a plánovaných opatřeńı tak, aby byl proces ochráněn před d̊usledky
fatálńıch poruch s přihlédnut́ım k ekonomickým hledisk̊um (náklady na ne-
kvalitu, náklady na údržbu, potenciálńı ztráta dobrého jména).

Pro úspěšnost produkce je d̊uležitá výše náklad̊u a technická úroveň, která
je podmı́něna konstrukćı, technologíı, systémem měřeńı, použitými materiály,
prostřed́ım, lidským činitelem atd.

V těsné návaznosti na statistické ř́ızeńı a využ́ıváńı poznatk̊u z analýz
výrobńıho procesu je proces minimalizace ztrát z nekvality. K tomuto ćıli
je proto nezbytné využ́ıvat současných moderńıch systémů údržby TQM
(Total Quality Maintenance), které jsou provozně propracované a dostupné
včetně SW podpory. Cı́lem těchto systémů je prioritně zabezpečit spolehli-
vost stroj̊u a zař́ızeńı, což je deklarováno jako schopnost plnit trvale stanovené
požadavky.

V následuj́ıćı kapitole se budu bĺıže věnovat bodu 3 citované metodiky, ve
kterém je volba metody regulace rozpracována až na úroveň rozhodovaćıch
stromů.

3. Metodická schémata pro návrh regulačńıho
diagramu

Cı́lem těchto schémat je poskytnout výkonným pracovńık̊um z praxe ověřené
a teoreticky podložené postupy, vedoućı ke korektńı implementaci statis-
tických nástroj̊u pro ř́ızeńı a sledováńı znak̊u kvality výrobku či procesu, tj.
aby se grafické a numerické výsledky statistické analýzy skutečně vztahovaly
k reálné situaci, která panuje ve výrobńım procesu.

Rozhodovaćı schéma zobrazené na obrázku 1 je věnováno postupu při volbě
vhodného regulačńıho diagramu podle typu znaku kvality. Tento znak kvality
může být jednorozměrný, nebo v́ıcerozměrný, u kterého dále vyšetřujeme, zda
nelze sńıžit jeho dimenzi a transformovat ho na jednorozměrný znak.



186

V daľśı etapě provád́ıme autokorelačńı analýzu, která ověř́ı, zdali nejsou
jednotlivá měřeńı jako časová řada korelována. V př́ıpadě pozitivně zjǐstěné
korelace se pokouš́ıme nalézt jej́ı model a pomoćı něho data

”
očistit“. S takto

upravenými daty (rezidui) lze již pracovat jako s nekorelovanými. V př́ıpadě,
že se nepodař́ı pro autokorelovaná data nalézt model, zahrnuje se tato složka
do inherentńı variability procesu a zvoĺıme některý z regulačńıch diagramů,
který je robustńı v̊uči autokorelaci dat.

Metody SPC se dále děĺı podle typu znaku kvality na regulačńı diagramy
pro spojitá či atributivńı data. Daľśım rozhoduj́ıćım faktorem je i velikost
podskupiny, která má být u spojitých dat konstantńı. U atributivńıch dat se
může velikost podskupiny měnit.

Typ regulačńıho diagramu lze volit i s ohledem na požadovanou rychlost
pr̊uměrné doby odezvy na změnu neboli zmenšeńı chyby 2. druhu. Pokud
se na regulačńı diagram d́ıváme jako na sekvenčńı test, je vhodné zvláště
u proces̊u citlivých na změny použ́ıt moderněǰśı typy regulačńıch diagramů
jako jsou diagramy EWMA či CUSUM.

Volba typu regulačńıho diagramu pro spojitý znak je rozpracována v sa-
mostatném schématu na obrázku 5. Na obrázku 6 je rozpracována volba typu
regulačńıho diagramu pro diskrétńı znak.

4. Statistická optimalizace

Součást́ı prezentované metodiky jsou také nově navržené a řešené postupy
statistické optimalizace vedoućı k teoreticky správnému a účinnému návrhu
rozš́ı̌rených regulačńıch meźı v př́ıpadě, že monitorovaný proces je statisticky
zvládnut v

”
širš́ım slova smyslu“, kdy se připoušt́ı určitá, procesu vlastńı a

neodstranitelná variabilita středńı hodnoty a př́ıpadně i směrodatné odchylky.
Tato situace je demonstrována na následuj́ıćım obrázku 1.

Dle mı́ry statistického zvládnut́ı procesu je navrženo užit́ı následuj́ıćıho
typu regulačńıch meźı pro výběrové pr̊uměry:

1) Shewhart̊uv proces – statisticky zvládnutý v
”
užš́ım slova

smyslu“

UCL = ¯̄X +A3(n)s̄, LCL = ¯̄X −A3(n)s̄,

pro výpočet regulačńıch meźı založený na výběrové směrodatné odchylce.

UCL = ¯̄X +A2(n)R̄, LCL = ¯̄X −A2(n)R̄.

pro výpočet regulačńıch meźı založený na výběrovém rozpět́ı. (Pozn.: Př́ı-
slušné koeficienty jsou tabelovány v normě ČSN ISO 8258) [3].

2) Proces se středńı hodnotou měńıćı se v čase, nebo proces se
středńı hodnotou měńıćı se v čase s inherentńım trendem

2.1 Rozš́ı̌rené regulačńı meze s využit́ım celkové směrodatné odchylky σtot
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Obrázek 2. Proces se středńı hodnotou měńıćı se v čase
s inherentńım trendem

Celková směrodatná odchylka σtot se odhaduje ze všech napozorovaných
hodnot v k podskupinách stejného rozsahu n na základě vztahu:

σtot =

√√√√ 1

kn− 1

k∑

i=1

n∑

j=1

(Xij − ¯̄X)2

Při znalosti středńı hodnoty µ a σtot vypočteme rozš́ı̌rené regulačńı meze
podle předpisu:

UCL = ¯̄X +A3(n)σtotC4(n),

LCL = ¯̄X − A3(n)σtotC4(n).

2.2 Rozš́ı̌rené regulačńı meze s využit́ım směrodatné odchylky výběrových

pr̊uměr̊u

Směrodatnou odchylku výběrových pr̊uměr̊u s2x̄ vypočteme podle vztahu:

σ̂2
x̄ = s2x̄ =

1

k − 1

k∑

i=1

(x̄i − ¯̄x)2.

Takto konstruované regulačńı meze vypočteme podle předpisu:

UCL = ¯̄x+ u1−αsx̄;

LCL = ¯̄x− u1−αsx̄.

Za u1−α , kvantil normovaného normálńıho rozděleńı je možné dosadit hod-
notu
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u1−α = 3, což odpov́ıdá riziku planého poplachu α = 0, 00135 pro kterou je
konstruován p̊uvodńı Shewhart̊uv regulačńı diagram.

2.3 Rozš́ı̌rené regulačńı meze s využit́ım rozšǐruj́ıćı konstanty △
V př́ıpadě, že aritmetické pr̊uměry podskupin X̄i nelze popsat jako rea-

lizace náhodné veličiny, např. jsou svázány lineárńım trendem, či sezónńımi
systematickými vlivy, či vlivy plynoućımi ze změny nástroj̊u, je možné použ́ıt
postup, který takovéto neodstranitelné vlivy bude respektovat. Původńı She-
whartovy meze rozš́ı̌ŕıme o vhodně zvolenou konstantu △ > 0 .

UCL = ¯̄X +A3(n)s̄+△,

LCL = ¯̄X −A3(n)s̄−△.

Rozš́ı̌reńı ve formě pásu š́ı̌rky 2△ je voleno tak, aby tento pás popsal a
zohlednil možné chováńı nastaveńı jednotlivých logických podskupin v ma-
ximálńı mı́̌re. Volba parametru △ silně záviśı na povaze a znalostech výrobńı-
ho procesu.

Na obrázku 5 je zobrazen regulačńı diagram pro výběrové pr̊uměry se
zakreslenými regulačńımi mezemi. Od středové čáry to jsou postupně meze
Shewhartovy; rozš́ı̌rené sTOT ; rozš́ı̌rené △; rozš́ı̌rené sx̄ .

Obrázek 3. Regulačńı diagram pro výběrové pr̊uměry

Výpočet a zakresleńı těchto rozš́ı̌rených regulačńıch meźı neńı dosud stan-
dardně implementován ani v renomovaných statistických SW, např. v ČR
rozš́ı̌reném programu Minitab.
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4.1. Navrhovaný postup pro př́ıpad zamı́tnut́ı hypotézy
o normalitě znaku kvality

V př́ıpadě, že dojde k zamı́tnut́ı hypotézy o normalitě znaku kvality, avšak
rozděleńı znaku kvality je bĺızké normálńımu rozděleńı, je v praxi běžným
př́ıstupem použ́ıt regulačńı diagramy pro výběrové pr̊uměry sledovaného zna-
ku kvality s odkazem na Centrálńı limitńı větu. Tento př́ıstup má však své
omezeńı spoč́ıvaj́ıćı ve velikosti realizovatelné logické podskupiny nezbytné
pro dosažeńı normality výběrového souboru. Pro některé procesy vycháźı
velikost korektńı logické podskupiny větš́ı než 30 kus̊u!

V praxi se běžně využ́ıvá k regulaci výběrových pr̊uměr̊u ze tř́ı až pěti
hodnot. Takovýto př́ıstup však může vést k signifikantńımu nár̊ustu počtu
falešných poplach̊u, a proto jej nelze doporučit.

Autorem byl navržen postup, kterým lze zachovat přiměřeně velkou, eko-
nomickou (realizovatelnou) logickou podskupinu s využit́ım následuj́ıćıch te-
oreticky správných př́ıstup̊u (tato problematika je podrobněji analyzována
na řešených př́ıkladech v autorem publikované literatuře [4]:

• identifikovat typ rozděleńı a pracovat s kvantily identifikovaného roz-
děleńı;

• provést Box Coxovu či Johnsonovu transformaci nenormálně rozdě-
lených dat na normálńı a vyhodnotit požadované kvantily;

• pomoćı zpětné transformace (např́ıklad: Excel, nástroj
”
Hledáńı řeše-

ńı“) stanovit odpov́ıdaj́ıćı kvantily v p̊uvodně rozdělených datech a
využ́ıt jich pro stanoveńı regulačńıch meźı s riziky 0,00135 a 0,99865,
odpov́ıdaj́ıćıch rizik̊um planého poplachu, se kterými pracuj́ı Shew-
hartovy regulačńı diagramy;

• V krajńım př́ıpadě, když neńı možné aplikovat výše uvedené postupy,
je př́ıpustné odhadnout př́ıslušné percentily z větš́ıho množstv́ı na-
pozorovaných dat, př́ıpadně s využit́ım metody

”
Bootstrap“.

Poznámka: Uvedené metody jsou seřazeny sestupně dle vhodnosti implemen-

tace.
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Obrázek 4. Schéma pro volbu regulačńıho diagramu

5. Závěr

Na ř́ızeńı výrobńıho procesu jsou v současné době kladeny kriteriálńı požadav-
ky směřuj́ıćı k minimalizaci náklad̊u a maximalizaci realizovaného výnosu.
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Obrázek 5. Volba SPC pro spojitá neautokorelovaná data

K naplněńı těchto požadavk̊u je nezbytné tyto procesy trvale monitorovat
a ř́ıdit. Za optimálńı situaci se dá považovat stav, kdy na sledovaný proces
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Obrázek 6. Volba SPC pro diskrétńı neautokorelovaná
data
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p̊usob́ı pouze náhodné složky variability, proces je centrován a neńı přerušo-
ván operativńımi korekčńımi zásahy technické obsluhy procesu. Pro zajǐstěńı
tohoto stavu je velice d̊uležité monitorovaný proces analyzovat, identifikovat
a definovat d́ılč́ı komponenty variability a v maximálńı možné mı́̌re eliminovat
vymezitelné př́ıčiny. K tomu je nezbytné mı́t k dispozici stochastický model
procesu a na jeho základě je možné rozhodnout o volbě vhodného prostředku
k ř́ızeńı procesu - regulačńıho diagramu. Volba regulačńıho diagramu má
zásadńı vliv na naši schopnost proces ř́ıdit. V tomto kontextu hovoř́ıme o sto-
chastickém ř́ızeńı procesu ve smyslu realizováńı ř́ıd́ıćıch a korekčńıch akt̊u na
základě objektivńıch informaćı o chodu procesu. Tyto informace nám posky-
tuje právě regulačńı diagram t́ım, že vyšle signál v okamžiku, kdy na proces
začne p̊usobit jiná než náhodná složka variability. Touto nežádoućı variabili-
tou může být např́ıklad zhoršeńı pr̊uměrné výstupńı kvality od dodavatele,
opotřebeńı nástroje, či náhlá změna technického stavu výrobńıho zař́ızeńı.

Při nesprávné volbě typu regulačńıho diagramu zde však hroźı nebezpeč́ı,
že bude docházet k vysláńı takzvaného

”
falešného signálu“ za situace, kdy

v procesu nedošlo k reálné změně. I na tento falešný signál muśı obsluha rea-
govat. Vzhledem k tomu, že vysláńı signálu neńı založeno na skutečné změně
v nastaveńı procesu, obsluha tuto př́ıčinu nemůže identifikovat a adekvátně
na ni reagovat. Toto se negativně projev́ı na:

• d̊uvěře v metodu regulace a měřeńı,
• nezájmu o implementace SPC,
• zvýšených nákladech na vlastńı analýzu falešného signálu,
• celkových ztrátách kapacit i finanćı v d̊usledku nekvality v celém
reprodukčńım procesu,

• zvýšené, nežádoućı variabilitě procesu vyvolané neopodstatněným za-
sahováńım do procesu.

Metodika spoč́ıvá v d̊usledné aplikaci šesti krok̊u popsaných v předchoźı stati.
Takováto komplexńı metodologie v současné době neńı v našich výrobńıch
podnićıch k dispozici, což často vede k opomı́jeńı d̊uležitých zásad při apli-
kaci regulačńıch diagramů a v d̊usledku toho zapř́ıčiňuje nedosažeńı potřebné
efektivity, spolu s ned̊uvěrou v účinnost těchto metod.
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Abstrakt: V přednášené zprávě je uveden vývoj, současné využit́ı, daľśı
postup praćı a oblasti možného využ́ıváńı Metody relačńıch matic - MRM.
Původńı záměr v CQR deklarovat MRM jako nástroj pro kvantifikaci para-
metr̊u proces̊u v oblasti výroby a služeb byl překonán využit́ım pro veřejnou
a státńı správu, jmenovitě v ČSÚ při SLDB 2011. Význam MRM se dále
rozšǐruje jako pr̊ukaz a dokumentace dosažených výstup̊u na straně dodava-
tel̊u i objednatel̊u. Nejnověji se MRM implementuje do oblasti inovaćı, kde
významnou měrou svým novým zp̊usobem kvantifikace parametr̊u proces̊u
identifikuje a prokazuje dosažený stupeň inovace a predikuje, respektive pro-
kazuje objektivně dosažené technické i ekonomické výsledky.

Abstract: The contribution deals with development, contemporary utili-
zation, future course o action and spheres of possible utilization of MRM
method. The original intention to declare MRM method in CQR as instru-
ment of process parameters quantification in the sphere of production and
services was exceeded by its utilization in the sphere of public and state admi-
nistration, particularly in Czech Statistical Office in Population and Housing
Census 2011. Importance of MRM method is increasing as a proof and docu-
mentation of achieved outputs of suppliers and customers. MRM method is
newly implemented in the sphere of innovations, where significantly by new
way of process parameters quantification identifies and proves achieved level
of innovation and predicts, or more precisely proves, really achieved technical
and economical results.

Kĺıčová slova: kvantifikace, procesńı management, projektový management
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1. Úvod

Metoda relačńıch matic (MRM) je nově vyvinutým a v praxi ověřeným
nástrojem pro hodnoceńı a optimalizaci rozhodováńı vedoućıch pra-
covńık̊u v oblasti výroby, služeb, veřejné a státńı správy.

Tato metoda je rozsáhlou modifikaćı a inovaćı jednoho z realizačńıch výs-
tup̊u CQR, projektu MŠMT 1M06047, řešeného v letech 2006-2011.

V obdob́ı 08/2010 až 03/2012 byla implementována metoda MRM na ČSÚ,

v rozsáhlém projektu SLDB 2011, s výsledkem viz vyjádřeńı ČSÚ na obrázku.
č.1.

V současné situaci roste d̊uraz na zodpovědnost za d̊usledky a výsled-
ky řešeńı. V obdob́ı recese je zcela oprávněný nár̊ust požadavku na pr̊ukaz
účelného vynaložeńı kapacit, finančńıch prostředk̊u, dodržeńı termı́n̊u a sta-
novených technických a ekonomických parametr̊u zadáńı. V této situaci je ne-
zbytné mı́t k dispozici metodiku hodnoceńı požadovaných parametr̊u
pro oblast výroby, služeb, veřejné a státńı správy pro komplexńı hod-
noceńı objekt̊u zájmu (t.j. podnik̊u, institućı, projekt̊u, proces̊u atd.).

MRM je univerzálńım interdisciplinárńım nástrojem manažer̊u,
který vycháźı z již v praxi ověřených a úspěšně uplatněných metod, sou-
dobých trend̊u a forem ř́ızeńı v celé struktuře podnikáńı a veřejné a státńı
správě. Nově jsou formulovány a řešeny požadavky na ř́ızeńı celého re-
produkčńıho cyklu proces̊u organizaćı a institućı (vývoj, realizace,
využ́ıváńı, zlepšováńı až po ekologickou likvidaci) proces̊u dle jejich
požadovaných parametr̊u.

Metodika MRM zahrnuje a d̊usledně vyžaduje kvantifikaci všech
podstatných vliv̊u na chod objektu zájmu (OZ) a umožňuje źıskat kvan-
tifikované a objektivizované podklady pro finálńı rozhodováńı, či dokumen-
továńı dosažených /nedosažených parametr̊u. Metodika MRM je navržena a
ověřena na základě pěti zásad, které jsou podstatné pro zabezpečeńı akcep-
tovatelných realizačńıch výstup̊u a doporučeńı finálńıch závěr̊u, rozhodnut́ı.
Nová a inovovaná pojet́ı v MRM představuj́ı následuj́ıćı zásady:

(1) Kategorizace vliv̊u na OZ MRM do vliv̊u interńıch a exterńıch,
jejich nositel̊u a d̊usledk̊u p̊usobnost́ı.

(2) Důsledná kvantifikace metodami exaktńımi u pr̊ukazných (tvrdých
dat) a expertńımi u dat měkkých, již ověřenými i nově stanovenými
metodami, která umožńı porovnáńı p̊usobnost́ı shodných i
analogických objekt̊u mezi sebou i objekt̊u zcela samostatných.
Kvantifikace p̊usobnost́ı umožňuje rovněž vyhodnoceńı nositel̊u
z hledisek dodržováńı stanovených kvalitativńıch ukazatel̊u.

(3) Implementacematematicko statistických metod pro stabilitu sle-
dovaných prob́ıhaj́ıćıch proces̊u, vč. specifických nových procedur.

(4) Maximalizace nasazeńı SW podpor, komerčńıch i autorsky zpra-
covaných.
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(5) Důsledná, pr̊ukazná dokumentace pro realizovaná rozhodnut́ı
vedoućıch pracovńık̊u. Toto garantuje kvalitu ř́ızeńı i účelné vyna-
ložeńı kapacit a finančńıch prostředk̊u na základě optimalizovaného,
dokumentovaného, kvalifikovaně regulovaného realizačńıho výstupu
vycházej́ıćıho z provedeńı kvantifikace zadaných, respektive v pr̊ubě-
hu řešeńı vzniklých významných proces̊u a činnost́ı OZ MRM zjǐstě-
ných požadavk̊u.

Tı́m je vytvořena objektivńı multifunkčńı baze pro rozhodováńı ve
všech typech manažerského ř́ızeńı. Je nutno zd̊uraznit, že předevš́ım oblast
ekonomická, uplatněńı vyšš́ıch MSM a informačńı je oproti jiným metodám
významně zd̊urazněna a objektivizována.

Výše uvedený postup při zabezpečováńı nových projekt̊u i významných
racionalizačńıch akćı z oblasti výroby, služeb a veřejné i státńı správy ga-
rantuje, že při řešeńı za podmı́nek dodržeńı stanoveného postupu dle MRM
bude řešeńı dokumentovat a splňovat veškeré podstatné požadavky
na zadáńı a jeho optimalizaci v celém rozsahu reprodukčńıho cyklu pro-
ces̊u řešeného objektu, s minimalizaćı možnost́ı opomenut́ı významněǰśıch
náležitost́ı v řešeńı. Metoda MRM byla již úspěšně ověřena v velkém stroj́ıren-
ském podniku a realizována v oblasti veřejných a státńıch služeb v projektu
Sč́ıtáńı lidu, domů a byt̊u 2011.

Pro implementaci metody MRM je využ́ıván následuj́ıćı základńı
metodický postup.

(1) Identifikace faktor̊u a požadavk̊u: V této fázi se provede identifikace:

• internalit (vnitřńı pracovńıky ovlivnitelné p̊usobnosti na prvky
OMRM),

• externalit (vněǰśı pracovńıky neovlivnitelné p̊usobnostina prvky
OMRM),

• požadavk̊u na OMRM.
(2) Hodnoceńı úrovně vztah̊u mezi internalitami a externalitami

uvnitř skupin mezi sebou navzájem: V této fázi jsou na základě
objektivńıch informaćı, resp. na základě expertńıho hodnoceńı stano-
veny úrovně vztah̊u mezi jednotlivými internalitami (resp. externali-
tami). Tato analýza umožňuje identifikovat závislé internality, resp.
externality a sńıžit tak počet internalit, resp. externalit (seskupeńım
resp. sloučeńım). V této fázi se pro přehledné znázorněńı použ́ıvá
afinitńı diagram.

(3) Hodnoceńı úrovně vztah̊u mezi internalitami a externalitami: V této
fázi jsou na základě objektivńıch informaćı resp. na základě expertńı-
ho hodnoceńı stanoveny úrovně vztah̊u mezi faktory - tj. internali-
tami, externalitami. Smyslem této analýzy je soustředit se na zlepšo-
váńı internalit, které maj́ı silné vazby na externality (a jsou proto
d̊uležité) a identifikovat externality, které maj́ı silné vazby na interńı
faktory (a je proto potřeba je sledovat a řešit).
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(4) Hodnoceńı úrovně faktor̊u a intenzity požadavk̊u: V této fázi jsou na
základě objektivńıch zdroj̊u informaćı resp. na základě v MRM sta-
noveného expertńıho hodnoceńı kvantifikovány úrovně jednotlivých
faktor̊u, tj. internalit, externalit i úrovně požadavk̊u na OMRM jako
celek.

(5) Hodnoceńı úrovně vztah̊u mezi faktory a požadavky: V této fázi jsou
na základě objektivńıch informaćı resp. na základě expertńıho hodno-
ceńı stanoveny ohodnocené, kvantifikované úrovně vztah̊u mezi jed-
notlivými faktory (tj. internalitami, externalitami) a požadavky na
OMRM.

(6) Sestaveńı hlavńı relačńı matice: V této fázi je již možné sestavit hlav-
ńı relačńı matici a provést v MRM stanovené př́ıslušné výpočty.

(7) Vyhodnoceńı hlavńı relačńı matice: Cı́lem vyhodnoceńı je:
• identifikovat prioritně internality, které maj́ı silné vazby na po-

žadavky na OMRM (a je potřeba je proto analyzovat, hodnotit
a zlepšovat).

• identifikovat prioritně internality, které maj́ı špatnou úroveň a
mohou se tedy stát pro projekt ohrožuj́ıćımi a optimalizovat je.

• identifikovat, formulovat a utř́ıdit požadavky na OMRM, které
maj́ı silné vazby na faktory (a jsou proto d̊uležité).

• identifikovat požadavky na OMRM, které budou obt́ıžně splni-
telné z d̊uvodu jejich vysoké intenzity a p̊usobeńı alternativně
je substituovat z hledisek jejich naplněńı.

• oponentńı ř́ızeńı se zadavatelem a exterńımi odborńıky o dosaže-
ném stupni řešeńı MRM, př́ıpadně korekce a alternativńı řešeńı
v oblasti věcné, termı́nové, finančńı, kapacitńı.

(8) Hodnoceńı prvk̊u OMRM podle kĺıčových faktor̊u na základě sta-
noveného rozsahu, obsahu, formy, termı́n̊u a postupu řešeńı a do-
poručeńı oponentury.

(9) Závěry: Na základě vyhodnoceńı metodou relačńıch matic jsou vy-
vozeny závěry, které jsou projednány a odsouhlaseny na řešitelském
týmu a jsou formulována doporučeńı pro zadavatele.

Uvedeným postupem lze řešit zadané problematiky pro MRM v etapách
návrhu, vývoje, realizace, využ́ıváńı a zlepšováńı. Metodika MRM, již ověřená
v praxi, umožnila svými výstupy kvantifikovaně hodnotit dosažeńı stano-
vených ćıl̊u a pod́ıl̊u zúčastněných na př́ınosech a ztrátách.

V neposledńı řadě MRM svou dokumentaćı a kvantifikaćı činnost́ı a pro-
ces̊u dokládá včasnost, úplnost, stanovené parametry pro obsahy, rozsahy a
formy výstup̊u vč. účelného využit́ı finančńıch prostředk̊u.

2. Projekt SLDB 2011

V tomto př́ıspěvku je uveden z hlediska ČR i EU významný projekt Sč́ıtáńı
lidu, domů a byt̊u 2011 (SLDB 2011), řešený v letech 2004-2014. Z hle-
diska náročnosti kapacitńı, odborné i nákladové bylo obdob́ı 2010 až 2011,
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kdy sč́ıtáńı bylo realizováno ve své podstatné věcné i nákladové fázi, je za toto
obdob́ı provedeno i zásadńı vyhodnoceńı kvality celého projektu SLDB 2011.
Představu o náročnosti podává objem plánovaných finančńıch prostředk̊u,
celkem cca 2,5 miliardy Kč (vč. př́ıpravy a následného zpracováńı) za účasti
zahraničńıch i tuzemských dodavatel̊u.

Bylo nezbytné vypracovat a zabezpečit realizaci pro zcela nové dokumenty
v SLDB 2011 – Projekt systému kvality v souladu s ČSN EN ISO 9001,
Projekt audit̊u, školeńı interńıch auditor̊u, spolupracovat na Pracovńıch
postupech a Realizačńım projektu. Velmi významné bylo rovněž usta-
veńı Řešitelského týmu ř́ızeńı kvality (ŘTK), kde kromě specialist̊u na kvalitu

p̊usobili i exterńı odborńıci dodavatel̊u a pracovńıci ČSÚ, kde byl navržen
a vyřešen Projekt indikátor̊u kvality SLDB 2011 dle požadavk̊u EU-
ROSTATu.

Zde již nastal uvedený zásadńı problém, tj. jak, č́ım, kdo a kdy stanov́ı
měř́ıtka, standardy neboli metriky pro posuzováńı úrovně splněńı v jednot-
livých kroćıch návrhu celého projektu SLDB 2011, jeho realizace, využ́ıváńı
a zlepšováńı. Tento problém se promı́tá do všech výše uvedených navržených
a přijatých dokumentaćı systému managementu.

Tam, kde lze źıskávat ověřená, tvrdá data, neńı problém stanovovat uka-
zatele (metriky) v jednotkách finančńıch, fyzických, časových atd. a provádět
jejich ověřováńı. Problém nastává u parametr̊u proces̊u, kde je nezbytné
provádět jejich kvantifikace expertně a následně veškerá hodnoceńı kompleto-
vat do objektivńıch, technicky, ekonomicky i časově akceptovatelných hodnot,
doporučeńı a závěr̊u.

3. Kvantitativńı vyhodnocováńı zjǐstěńı z audit̊u
v rámci SLDB 2011

Kvantitativńı vyhodnoceńı zjǐstěńı z ověřováńı a následných vyhodnocováńı
v rámci Projektu SLDB 2011 vede k výpočtu ukazatele hodnoceńı ověřováńı
na základě provedených audit̊u (HA) pro jednotlivá SM.

V tomto př́ıspěvku se soustřed́ıme na hodnoceńı sběrných mı́st (SM),
center pro projekt sč́ıtáńı. V rámci Projektu SLDB byly hodnocena i jiná
pracovǐstě, např́ıklad call-centrum, pracovǐstě př́ıjmu a tř́ıděńı formulář̊u,

režimové pracovǐstě IT, krajská pracovǐstě ČSÚ atd.
Podmı́nkou kvantitativńıho vyhodnoceńı bylo to, že auditoři ve svých

zprávách z ověřováńı funkčnosti uvedli a dokumentovali základńı typy ne-
shod, jak v oblasti internalit tak i externalit, vzhledem ke stanoveným pra-
covńım postup̊um a nově vznikaj́ıćım problémům.

Zkoumáńı vazeb mezi jednotlivými internalitami a externalitami a defino-
vanými požadavky na projekt pomoćı relačńıch matic vedlo k určeńı 7 inter-
nalit a 7 externalit - kĺıčových faktor̊u, které ovlivňuj́ı požadované výstupy
cca z 80%. Ostatńı faktory nebyly v daľśım hodnoceńı uvažovány.
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Kĺıčové internality:

(1) Nepř́ıtomnost plánovaných pracovńık̊u na auditovaném mı́stě.
(2) Nedostatky ve znalosti v rozsahu PP, RP, Plánu kvality.
(3) Nedostatky v záznamech o provedeném školeńı.
(4) Nedostupnost dokumentace pro SLDB 2011 na pracovǐsti.
(5) Neshody sč́ıtaćıch komisař̊u (SK) v rámci distribuce a sběru sč́ıtaćıch

formulář̊u (SF).
(6) Nevyužit́ı asistent̊u v problémových lokalitách.
(7) Nedostatky v ostatńıch záznamech SM.

Kĺıčové externality:

(1) Nedostatečné kapacity personálu SM (VSM, PSM, SK).
(2) Nedostatky ve využit́ı, zp̊usobilosti a disponibilitě informačńıho sys-

tému (IS).
(3) Nedostatky v př́ıpravě a distribuci podklad̊u k SLDB 2011.
(4) Nedostatky v organizaci, provedeńı a celkovém zabezpečeńı školeńı

pro SLDB 2011.
(5) Nedostatky v činnosti CC, v komunikaci CC a SM navzájem a vzhle-

dem k PO.
(6) Nedostatky v kapacitě CC vzhledem k interakci s PSM, VSM a SK.
(7) Nedostatky infrastruktury.

Expertńı tým pro hodnoceńı pracovǐst’ definoval čtyři stupně:

(1) Shoda s požadavky PP, RP, PK, resp. daľśımi požadavky SLBD 2011,
hodnoceńı 1.

(2) Neshoda jen komplikuj́ıćı realizaci plněńı požadavk̊u PP, RP, PK,
neohrožuj́ıćı SLDB 2011, hodnoceńı 2.

(3) Neshoda zp̊usobuj́ıćı již sńıžeńı schopnosti plněńı PP, RP, PK, neo-
hrožuj́ıćı zp̊usobilost pro úkoly SLDB 2011, hodnoceńı 3.

(4) Neshoda př́ımo ohrožuj́ıćı nebo může zp̊usobit ohrožeńı plněńı ćıl̊u
SLDB 2011, hodnoceńı 4.

Výsledné hodnoceńı HA zohledňuje zjǐstěnou úroveň internalit i externa-
lit. Je vypoč́ıtáno jako vážený pr̊uměr d́ılč́ıch ukazatel̊u hodnoceńı internalit
a externalit (HAi a HAe). Váhy pro tento výpočet stanovil tým expert̊u
a v tomto př́ıpadě bylo doporučeno zvolit váhu externalit ku internalitám
v poměru 2:1.

V tomto textu neńı ćılem uvedeńı podrobné struktury, obsahu a formy
d́ılč́ıch ukazatel̊u (indikátor̊u) kvality SLDB 2011. Pro tento účel byl zpra-
cován samostatný projekt Indikátory kvality SLDB 2011, s využit́ım mate-
maticko-statistických metod dle stanovených požadavk̊u EUROSTATu, pro
rok 2011. Dı́lč́ı hodnoceńı a vypočtené ukazatele externalit (HAe), internalit
(HAi) a celkový ukazatel (HA) byly zaznamenávány do tabulky (ukázka viz
obrázek č. 2) hodnocených 154 pracovǐst’ (z celkového počtu cca 700 SM).
Ukazatel HAe byl stanovován takto:
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HAe =

(
1− Pe1 · 0 + Pe2 · 1 + Pe3 · 2 + Pe4 · 3

Pec · 3

)
· 100[%]

kde:
Pec ... je celkový počet externalit, hodnocených v rámci ověřováńı,
Pe1 ... počet externalit, hodnocených v rámci daného ověřováńı stupněm 1,
Pe2 ... počet externalit, hodnocených v rámci daného ověřováńı stupněm 2,
Pe3 ... počet externalit, hodnocených v rámci daného ověřováńı stupněm 3,
Pe4 ... počet externalit, hodnocených v rámci daného ověřováńı stupněm 4.

Ukazatel HAi byl stanovován obdobným zp̊usobem ze zjǐstěných interna-
lit.

Celkový ukazatel hodnoceńı ověřováńıHA byl poč́ıtán podle následuj́ıćıho
vztahu:

HA = we ·HAe + wi ·HAi[%]

Kde:

we ... váha neshod typu externality, we = 0, 666,
wi ... váha neshod typu internality, wi = 0, 333,
HAe ... d́ılč́ı ukazatel hodnoceńı externalit ověřovaného pracovǐstě,
HAi ... d́ılč́ı ukazatel hodnoceńı internalit ověřovaného pracovǐstě.

Výsledný ukazatel HA, který vyjadřuje stupeň plněńı požadavk̊u hodno-
ceným pracovǐstěm, resp. mı́ru jeho zp̊usobilosti k plněńı těchto požadavk̊u
byl následně vyhodnocován podle této stupnice:

(95− 100〉% Audit prokázal zp̊usobilost ověřovaného mı́sta.
(80− 95〉% Audit prokázal sńıženou mı́ru zp̊usobilosti ověřovaného mı́sta.
(50− 80〉% Audit prokázal výrazněji sńıženou mı́ru zp̊usobilosti ověřovaného

mı́sta neohrožuj́ıćı plněńı úkol̊u SLDB 2011.
〈0− 50〉% Audit prokázal nedostatečnou mı́ru zp̊usobilosti ověřovaného mı́s-

ta, která zp̊usobuje nebo může zp̊usobit ohrožeńı SLDB 2011.

4. Závěr

Na námitku, že takto pojatý úkol představoval nadměrné množstv́ı práce a
nepřiměřené finančńı nároky, lze uvést, že problematiku kvality řešil a za-
bezpečil tým ŘTK o cca 10 pracovńıćıch, s využit́ım soudobých poznatk̊u
praxe a předevš́ım statistických metod. Nákladově projekt kvality realizo-
vaný ŘTK SLDB 2011 představuje částku cca desetiny procenta celkových
náklad̊u v Kč.

Tı́mto zjǐstěńım je jednoznačné, že uvedený realizovaný model pro ověřová-
ńı kvality, kvantifikaci proces̊u a vytvářeńı podmı́nek pro inovaci je nákladově
únosný, metoda MRM je účinným a funkčńım nástrojem.
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Je nutno rovněž zd̊uraznit, že MRM při řešeńı a garantováńı projekt̊u
větš́ıch složitost́ı, objemů finančńıch prostředk̊u je velmi významná pro za-
davatele i dodavatele, nebot’ je nezbytné dokumentovat ověřené dosažené
výsledky, metody a formy ř́ızeńı a doložit d̊uslednou a účinnou regulaci pro-
ces̊u systému managementu.

Seznam použitých zkratek:
CC Call centrum SLDB PP Pracovńı postupy

ČSÚ Český statistický úřad PSM Pracovńık SM

DP Dislokované pracovǐstě ČSÚ RP Realizačńı projekt
DOD1 Zabezpečováńıdoklad̊u sč́ıtáńı ŘTK Řešitelský tým kvality
DOD2 Dodavatel IT služeb SF Sč́ıtaćı formulář
DZ Dodávaćı záznamy SK Sč́ıtaćı komisař DOD1
IS Informačńı systém doklad̊u SLDB Sč́ıtáńı lidu, domů, byt̊u

KOS Krajské odděleńı sč́ıtáńı ČSÚ SM Sběrné mı́sto DOD1
MRM metoda relačńıch matic SOB Sč́ıtaćı obvod
PO Povinná osoba VSM Vedoućı SM

Obrázek 1. Ukázka vyhodnocovaćı tabulky pro hodnoceńı
SM v rámci Projektu SLDB 2011
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PHADIATOP TESTU PŘEDZPRACOVÁNÍM DAT
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Adresa: VŠB-TUO, Fakulta elektrotechniky a informatiky, Katedra apliko-
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Abstrakt: Phadiatop test byl vyvinut pro měřeńı závažnosti alergických one-
mocněńı, zejména atopie. Provedeńı Phadiatop testu je velmi nákladné, tedy
ćılem našeho výzkumu je přibližně předpovědět výsledky Phadiatop testu
pomoćı pravděpodobnostńıho modelu, který vyhodnocuje údaje z osobńı
anamnézy pacienta. Zde prezentujeme logistickou regresńı techniku pro před-
pov́ıdáńı výsledk̊u klasifikace pacient̊u patř́ıćıch do dvou skupin Phadiatop
testu. Naše databáze je založena na pacientech, kteř́ı podstoupili vyšetřeńı
Phadiatop testu na Klinice pracovńıho a preventivńıho lékařstv́ı, Fakultńı
nemocnice Ostrava. Pravděpodobnostńı predikčńı model byl ověřen na kon-
zistentńı databázi přibližně 400 pacient̊u. Poté byl model zjednodušen jen na
statisticky významné proměnné. V d̊usledku tohoto procesu zjednodušeńı,
konečný model záviśı pouze na dvou nezávislých proměnných (astma a aler-
gická rýma). Vyvinutý model je schopen předv́ıdat přibližné výsledky Pha-
diatop testu s 70% pravděpodobnost́ı.

Abstract: The Phadiatop test was developed for screening of allergic sensi-
tization. As the Phadiatop test is not cheap, the aim of our research is to
approximately predict results of the Phadiatop test by a probalistic model,
which evaluates data from a personal questionnaire. Our database is based
on patients who underwent examinations of the Phadiatop test at the Clinic
of Occupation and Preventive Medicine, University Hospital of Ostrava, Os-
trava, Czech Republic. The probabilistic prediction model has been verified
on a consistent database of approximately 400 patients. Then, the second
sensitivity analysis study has been performed and the prediction model has
been finally simplified. As a result of the model simplification process, the
final prediction model depends only on two independent variables (asthma
and allergic rhinitis). The developed model is able to predict the approximate
results of the Phadiatop test with 70% probability, which may represent a
significant financial saving for the public health sector.

Kĺıčová slova: Logistická regrese, medićınská data, Phadiatop test

Keywords : Logistic regression, medical data, atopy, Phadiatop test
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1. Úvod

Atopie u obyvatel České republiky roste. Atopii můžeme chápat jako osobńı
nebo rodinnou predispozici, být přecitlivělým na normálńı expozici alergen̊u,
obvykle protein̊u. Tito jedinci jsou v́ıce citliv́ı na typické př́ıznaky jako např.
astma, ekzém, atd. Phadiatop test se použ́ıvá k měřeńı atopie.

Původńı predikčńı model, který byl vytvořen pro Phadiatop test, využ́ıval
dvě skupiny proměnných, konkrétně rodinnou a osobńı anamnézu [4]. Tes-
tem věrohodnosti byla vyloučena rodinná anamnéza. Předpovědńı model tedy
uvažuje pouze čtyři proměnné osobńı anamnézy [4],[5]. Podle závažnosti one-
mocněńı, jsou výsledky Phadiatop testu rozděleny do šesti následuj́ıćıch sku-
pin: Skupiny 0 a I pro žádnou nebo slabou formu atopie a zbývaj́ıćı skupiny
(II, III, IV, V, VI) indikuj́ıćı rostoućı závažné formy atopických př́ıznak̊u.
Znalost výsledk̊u Phadiatop testu je velmi d̊uležitá zejména při diagnostice
alergických dermatóz a také pro odbornou lékařskou péči o cestovatele [2],
[3].

Informace źıskané z osobńı anamnézy byly použity pro zjǐstěńı astmatu,
alergické rýmy, ekzému nebo jiných forem alergie (kontaktńı, potravinové
alergie, atd. Osobńı anamnéza každého pacienta byla spojena s výsledky
skutečně naměřeného Phadiatop testu. Následně byl vytvořen a ověřen prav-
děpodobnostńı klasifikačńı model pro zařazeńı pacienta do jedné ze dvou
skupin Phadiatop testu.

Všechny výpočty byly provedeny v software Matlab a Statgraphics.

2. Formulace problému

Testovaná databáze medićınských dat pocháźı z Fakultńı nemocnice v Ost-
ravě, Kliniky pracovńıho a preventivńı lékařstv́ı. Logistická regrese je použita
za účelem odhadu výsledk̊u Phadiatop testu. Lékařské databáze obsahuje in-
formace o výsledku Phadiatop testu a osobńı anamnézu 1027 pacient̊u.

Pacienti přǐrazeńı do skupiny 0 maj́ı výsledek Phadiatop testu 0 nebo
I (tj. zdrav́ı pacienti bez př́ıznak̊u onemocněńı), bez nutnosti jakékoliv léčby
u těchto pacient̊u. Zbývaj́ıćı pacienti s výsledky měřeńı Phadiatop testu II –
VI jsou zařazeni do skupiny 1. U těchto pacient̊u je již nutné lékařské ošetřeńı.

Máme tedy jednu závislou proměnnou Y = PhModel, která záviśı na
čtyřech nezávislých proměnných: astma, alergická rýma, ekzém a ostatńı.
Proměnná Y může nabývat hodnoty 0 nebo 1, podle naměřené hodnoty Pha-
diatop test, skupiny 0 – I nebo skupiny II – VI.

Hodnoty nezávislých proměnných byly źıskány od lékařských odborńık̊u.
Skóre odborných závažnost́ı je uvedeno v tabulce 1. Kategorie

”
ostatńı“ zde

představuje r̊uzné typy alergíı (potravinové alergie, atd.).

Faktor Astma Alergická rýma Ekzém Ostatńı

Hodnota 10 8 6 4

Tabulka 1: Expertńı ohodnoceńı závažnosti onemocněńı.
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V návaznosti na kapitolu 2, má logistický regresńı model tvar:

g(x) = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x3 + β4x4,

kde βi ∈ R, i = 0, 1, 2, 3, 4 jsou logistické regresńı koeficienty a vektor x má
celkem 4 složky: x1 = astma, x2 = alergická rýma, x3 = ekzém, x4 = ostatńı.
Závislost π(x) na x je tvaru:

(1) π(x) =
eg(x)

1 + eg(x)

Zde π(x) označuje pravděpodobnost výskytu onemocněńı, π(x) = PhMo-

del. Neznámé koeficienty βi, i = 0, 1, 2, 3, 4 jsou źıskány metodou maximálńı
věrohodnosti. V našem př́ıpadě může být metoda maximálńı věrohodnosti
pro náš model vyjádřena jako

L(β) =

n∏

i=1

π(xi)
yi .
(
1− π(xi)

)1−yi

Odhad regresńıch parametr̊u β je prováděn maximalizaćı logaritmu z ma-
ximálně věrohodné funkce, což může být vyjádřeno takto:

lnL(β) =

n∑

i=1

[
yi. lnπ(xi) + (1− yi). ln

(
1− π(xi)

)]

Nyńı může být logistická regrese použita pro predikci, zda pacient s uve-
denými př́ıznaky atopie je členem vybrané skupiny Phadiatop testu. Kvalitu
pravděpodobnostńı predikci modelu lze charakterizovat pojmy: senzitivita,
specificita, pozitivně a negativně předpovězené hodnoty [7].

Senzitivita (SE) vraćı úspěšnost modelu správně rozpoznat pacienty s one-
mocněńım, zat́ımco specificita (SP) ilustruje úspěšnost rozpoznáńı pacient̊u
bez př́ıznak̊u onemocněńı (zdravých). Plat́ı

SE = TP / (TP + FN)
SP = TN / (FP + TN)

kde TP = true positives, TN = true negatives, FP = false positives, FN =
false negatives.

Mimo jiné, pozitivně předpovězená hodnota (PPV) je definována jako počet
těch jedinc̊u, které model vyhodnotil jako pozitivńı a opravdu jsou nemocńı,
děleno součtem všech, které model zařadil jako nemocné:

PPV = TP / (TP + FP)
Nakonec negativně předpovězená hodnota (NPV) je definována jako počet
těch, které model označil jako zdravé a skutečně jsou bez př́ıznak̊u one-
mocněńı děleno počtem všech, které model označil jako zdravé pacienty:

NPN= TN / (FN + TN).
V ideálńım predikčńım modelu, bychom neměli falešně negativńı nebo falešně
pozitivńı hodnoty. Tedy

SE = SP = PPV = NPV =100 %
pro ideálńı predikčńı model.



205

3. Predikčńı výsledky logistického modelu: celá databáze

Jako prvńı krok, byl vytvořen predikčńı model pro Phadiatop test, s využit́ım
všech dat, tedy kompletńı database zahrnuj́ıćı 1027 záznamů. Nalezený mo-
del byl otestován s využit́ım stejných dat. Źıskali jsme následuj́ıćı globálńı
predikčńı model:

ln

(
π(x)

1− π(x)

)
= −1, 4856 + 0, 1528x1 + 0, 3156x2 + 0, 0765x3 + 0, 1549x4

Náš model má jednu závislou proměnnou (PhModel) a čtyři nezávislé pro-
měnné: astma, alergická rýma, ekzém a ostatńı.

Predikčńı výsledky globálńıho modelu (7) jsou shrnuty v Tabulce 2. Na-
př́ıklad, je zde hodnota 166 TP tedy pacienti s pozitivńım Phadiatop testem
(PhTest=1), kteř́ı jsou správně zařazeni predikčńım modelem do skupiny
PhModel=1. Podobně je zde 641 TN pacient̊u, tzn. pacient̊u s negativńım
výsledkem Phadiatop testu (PhTest=0) správně zařazených predikčńım mo-
delem do skupiny PhModel=0.

PhModel=1 PhModel=0

PhTest=1 166 (TP) 165 (FN)
PhTest=0 55 (FP) 641 (TN)

SE SP PPV NPV
0,50 0,92 0,75 0,80

Tabulka 2. Predikčńı výsledky logistické regrese: globálńı model, 1 027
pacient̊u.

Negativně předpovězená hodnota z tabulky 2 je velmi dobrá, ř́ıká, že pa-
cient nebude mı́t atopické symptomy (NPV = 80%) a správně identifikuje
92%, z těch, kteř́ı nemaj́ı žádný atopický symptom (specificity).

4. Predikčńı výsledky logistického modelu: zmenšená
databáze

Všechny neúplně vyplněné záznamy v lékařské databázi náležely pacient̊um
s PhTest=0. V sekci 4, byly tyto neúplné záznamy nahrazeny nulami, protože
bylo očekáváno, že všechny pozitivńı alergické př́ıznaky budou v databázi
vyplněny. Na rozd́ıl od předchoźı části, tato část přináš́ı výsledky predikce
př́ıpadu, kdy byly všechny neúplně vyplněné databázové záznamů odstraněny.
Tı́mto předzpracováńı procesu, tj. odstraněńı těchto neúplně vyplněných zá-
znamů, byla databáze zmenšena na konečných 376 záznamů. Pro tyto data,
byl vytvořen nový predikčńı model - Model 2:

ln

(
π(x)

1− π(x)

)
= −0, 9765 + 0, 1251x1 + 0, 2675x2 + 0, 0113x3 + 0, 0623x4

Predikčńı výsledky tohoto modelu jsou prezentovány v Tabulce 3. Např́ı-
klad zde máme hodnotu 166 TP pacient̊u. To znamená, že nemocńı pacienti
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s výsledkem PhTest = 1 byli správně rozpoznáni v předpovědńım modelu
jako PhModel = 1. Dále, počet pacient̊u s pozitivńım PhTest je 166 + 49 =
215.

PhModel=1 PhModel=0

PhTest=1 166 (TP) 49 (FN)
PhTest=0 55 (FP) 106 (TN)

SE SP PPV NPV
0,77 0,66 0,75 0,68

Tabulka 3. Predikčńı výsledky regresńıho modelu (8) pro 376 pacient̊u.

V d̊usledku toho, že senzitivita je 166/215 = 0,77, tedy model správně
rozpozná 77% skutečné pozitivńı pacient̊u – tj. 77% nemocných je správně
rozpoznáno jako nemocńı. Predikčńı model také potvrzuje nemocné jedince
pomoćı pozitivně předpovězené hodnoty (PPV = 75%).

Procenta z modelu senzitivity ukazuj́ı, že predikčńı výsledek je mı́rně
lepš́ı než predikce výsledk̊u pro kompletńı databázi 1 027 pacient̊u. Byly od-
straněny neúplně naplněné záznamy, tzn., jsou analyzovány pouze plně rele-
vantńı údaje.

Poznamenejme, že i když databáze byla významně sńıžena, výsledky od-
pov́ıdaj́ıćı sloupci

”
PhModel = 1“ z tabulky 2 a tabulky 3 jsou stejné.

Predikčńı model sńıžené databáze (Model 2) byl také předmětem statis-
tických test̊u, viz tabulky 4 a 5.

Source Variance Df P-Value

Model 84.8205 4 0.0000
Residual 482.644 371 0.0207

Total (corr.) 513.464 375

Tabulka 4. Model 2: Analysis of deviance.

Factor Chi-Square Df P-Value

Astma 13.9485 1 0.0002
Alergická rýma 56.2333 1 0.0000

Ekzém 0.0356 1 0.8503
Ostatńı 0.6814 1 0.4091

Tabulka 5. Test významnosti proměnných pro Model 2.

Tabulka 5 ukazuje, že proměnná ekzém a proměnná Ostatńı jsou statis-
ticky nevýznamné a mohly by být z modelu vyloučeny. Po vyloučeńı těchto
proměnných źıskáváme tento zjednodušený predikčńı model -– Model 3:

ln

(
π(x)

1− π(x)

)
= −0, 7927+ 0, 1189x1 + 0, 2538x2

I tento předpovědńı model byl předmětem testováńı, zařazeńı pacienta do
jedné ze dvou Phadiatop skupin. Na základě těchto výsledk̊u lze konstatovat,
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že zjednodušený model (Model 3) funguje úplně stejné jako v př́ıpadě, kdy
má čtyři proměnné (Model 2).

5. Závěr

Phadiatop test je d̊uležitá, ale velmi drahá technika vyvinutá pro monito-
rováńı alergických onemocněńı. Z tohoto d̊uvodu byl vytvořen pravděpodob-
nostńı model, který vyhodnocuje údaje z osobńı anamnézy źıskané od paci-
ent̊u s podezřeńım na alergické onemocněńı. V předpovědńım modelu, je za-
hrnuta jen osobńı anamnéza pacienta s ohodnoceńım alergických onemocněńı.
Z těchto onemocněńı se zdaj́ı být významné faktory pro predikčńı model Pha-
diatop testu jen astma a alergická rýma, protože pro všechny zbývaj́ıćı atri-
but̊u bylo prokázáno, že jsou statisticky nevýznamné a proto byly odebrány
z předpovědńıho modelu. Předpovědńı model má zaj́ımavé vlastnosti: statis-
tické testy skutečné databáze pacient̊u udávaj́ı, že 77% nemocných lid́ı bylo
správně rozpoznáno jako nemocńı. Tedy, přibližně jen každý čtvrtý nemocný
pacient byl predikčńım modelem nesprávně zařazen jako zdravý.
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[2] Hajduková, Z., Vantuchová, Y., Klimková, P., Makhoul, M., Hromádka R.: Atopy in
patiens with allergic contact dermatitis, Jurnal of Czech Physicians: Occupational
therapy, No.2, 2009, str. 69–73.
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1. Introduction

Consider a finite set S and the probability distribution π given by probabi-
lities πs, s ∈ S. In this paper, we will try to generate sequence of random
variables Xi, i ∈ N0, taking values in the set S, so that values of the sample
Xi can be used to describe distribution π. In particular, we will be interested
in sequences where marginal law L(Xi) of random variables Xi, i ∈ N0 is
given by probability π.

Generation of independent identically distributed (iid) random variables
Xi with distribution π is the most desirable in this situation. When there
is no pseudo-random generator available for simulation of π we can apply
algorithm called rejection sampling, which generates every instance of sample
Xi in two steps.

(1) Generate s⋆ ∈ S from probability distribution π̃ =
{
π̃; s ∈ S

}
where

π̃ is the distribution we are able to quickly generate random variable
from, and for which there exists a constant K > 0 such that

π2/π̃s ≤ K, ∀s ∈ S.

(2) Accept the suggested value s⋆ from the first step with probability
p = πs⋆/Kπ̃s⋆ and proceed to generate next element of the sample
Xi. Return back to the first step and generate new candidate s⋆ when
the actual one is rejected.
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Remark 1.1:

The constant K always exist for distributions on finite set S. However, the

algorithm would reject too often (and would be too slow) if the distribution π̃

does not approximate well the distribution π and the constant K is too large.

Thus, the usability of reject sampling depends on the existence of distribution

π̃ which is close enough to the target distribution π and we are able to generate

a sample from it. �

In some circumstances it could be more efficient to generate a Markov chain with de-

sired stationary distribution instead of using iid random variables. Markov chain Monte

Carlo (MCMC) methods are often used for this purpose. Especially the Metropolis-

Hastings algorithm is one of MCMC methods which is similar to reject sampling. The

algorithm described by Hastings in [4] generates a Markov chain with transitional prob-

abilities forming a matrix P satisfying two conditions:

• Reversibility condition

πrPr,s = πsPs,r, ∀r, s ∈ S

• Transitional probabilities could be rewritten as a multiplication

Pr,s = Qr,sαr,s,

where Q = {Qr,s : r, s ∈ S} are transitional probabilities such that we can generate
random variables with distribution given by probabilities Qr,s, s ∈ S for every r ∈ S,
and constants αr,s belong to interval < 0, 1 >.

Reversibility condition guarantees that π is a stationary distribution of generated

chain, while the form of transitional probabilities enables generation of chain in two steps

similarly to rejection sampling.

Let us concentrate on this point in detail. Select (at random or deterministically)

starting point of generated chain x(0) ∈ S. Assuming that first t elements s(0), . . . , s(t−1)
of the chain are generated, we will perform following two steps to generate the next

element s(t).

1. Generate s∗ from the distribution given by the transitional probabilities

Qst−1,s, s ∈ S.

2. Set st = s∗ with probability αst−1,s∗ , otherwise keep old value, i.e. set st = st−1.

To fulfill the reversibility condition, we must select acceptance probabilities α of new

candidate in the form

αr,s = min

(
1 ,

ΠsQs,r

ΠrQr,s

)
, r, s ∈ S (1)

legat/
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Set α(r, s) = 1 when ΠrQr,s = 0.

Following section will provide necessary theoretical background including the theorems

showing that Metropolis-Hastings algorithm generates a sequence X i with distribution

converging to the target distribution π.

2 Markov chain fundamentals

The Metropolis-Hastings algorithm generates a sequence Xi, i ∈ N
0, so that both steps

performed to obtain new member Xn+1 uses only the information about the value of the

actual state Xn. So Xn+1 is conditionally independent on any random variable Xn−k, k >

0 given the value of Xn. This property of random processes is usually called Markov
property and the process with this property is called Markov process (chain). Precise

definition follows.

Definition 2.1:

A sequence of random variables Xi, i ∈ N
0, with values in finite set of states S

is called Markov chain if it satisfies

P (Xn+1 = xn+1|Xn = xn, . . . , X0 = x0) = P (Xn+1 = xn+1|Xn = xn),

for all k ∈ N
0 and x0, . . . , xn+1 ∈ S such that P (Xn = xn, . . . , X0 = x0) > 0.

Markov chain is called homogeneous if conditional probabilities

P (Xn+1 = xn+1|Xn = xn) = p(xn, xn+1)

does not depend on n. Probabilities p(xn, xn+1) are called transitional probabil-
ities and they form so called transitional matrix P . Moreover, Markov chain is

stationary if distribution of random vectors P (Xn+k = xn+k, . . . , Xk = xk) does

not depend on k ∈ N
0 for every n ∈ N

0. �

We will be interested in the homogeneous Markov chains only. Its distribution is given

by the distribution of the initial variable π0 = {P (X0 = x), x ∈ S} and transitional

probabilities p(x1, x2), x1, x2 ∈ S. Markov chain generated by the Metropolis-Hastings

algorithm is stationary if, and only if the initial state X0 is generated from desired

distribution π. We can simply check, that the chain started in a fixed state x0 ∈ S

is not stationary, because the distribution of the first variable X0 is concentrated into

one state x0, while the distribution of the second member X1 is given by suitable line of

transition matrix p(x0, ·). However, under mild conditions on the structure of transition
matrix P , we can show that marginal distributions L(Xn) converges as n → ∞. This

limit distribution is called stationary distribution.
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Definition 2.2:

Let us consider homogeneous Markov chain {Xi}i∈N0 with transitional proba-

bilities p(s, t), s, t ∈ S. Probability distribution π on the set of states S which

satisfies

πt =
∑

s∈S

πsp(s, t) ∀t ∈ S

is stationary distribution of Markov chain {Xi}i∈N0. �

Existence and unicity of stationary distribution is foremost given by the accessibility

of the states among themselves.

Definition 2.3:

A state t ∈ S is said to be accessible from state s ∈ S if there exists an integer

n ∈ N such that

P (Xn = t|X0 = s) > 0.

Markov chain is said to be irreducible if t is accessible from s for every pair of

states s, t ∈ S.
Each state s ∈ S has its period given by

Γs = GCD({n : P (Xn = s|X0 = s) > 0})

where function GCD is the greatest common divisor. A state s ∈ S is called

aperiodic if Γs = 1, otherwise it is called periodic with period Γs.

Let the random variable Ts is first return time (recurrence time) to state s ∈ S

Ts = inf{n ≥ 1 : Xn = s|X0 = s}

and f
(n)
ss is the probability that the chain returns to the state s for the first time

after n steps.

f (n)
ss = P (Ts = n).

The state s ∈ S is said to be transient if

P (Ts <∞) =

∞∑

n=1

f (n)
ss < 1

otherwise the state s is said to be persistent. The persistent state s ∈ S is

non-null if the mean recurrence time is finite

Ms = ETs =

∞∑

n=1

nf (n)
ss <∞.

Otherwise the state is called null persistent. �
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An accessibility condition says that a system started in state r ∈ S has a non-zero

probability of transitioning into state s ∈ S at some time. It’s equivalent to condition

that there exist an integer n ∈ N and a sequence of states x1, . . . , xn−1 ∈ S so that

p(r, x1)p(x1, x2) . . . p(xn−2, xx−1)p(xn−1, r) > 0.

A state r ∈ S is said to communicate with a state s ∈ S if both s is accessible from r and

r is accessible from s. It can be shown that communication in this sense is an equivalence

relation and thus it forms equivalence classes often called communication classes. The

definition of irreducible Markov chain could be also reformulated to the condition that

all states form one communication class.

In most of the literature dealing with Markov chain theory we can find following two

lemmas which are crucial for the MCMC methods. Both lemmas were taken from the

lecture notes [9] (in Czech language). Another example of monography about Markov

chain theory containing necessary background is [8].

Lemma 2.4:

An irreducible Markov chain with a finite set of states S has all states non-null

persistent. �

Lemma 2.5:

An irreducible chain has a stationary distribution π if and only if all of its states

are non-null persistent. In that case, π is unique and is related to the mean

recurrence time

πs =
1

Ms

, ∀s ∈ S

Furthermore, if all states of the chain are aperiodic, then for any r, s ∈ S

lim
n→∞

p(n)rs = πs

�

According to these lemmas, if some method generates irreducible Markov chain with

transition matrix P , such Markov chain has unique stationary distribution π and, more-

over, the marginal distribution of the chain converges to the π

νP
n −→ π

where ν denotes a distribution of starting point X0. Note that there is no assumption

on the starting distribution. Thus the chain converges to the stationary distribution

regardless of where it begins.
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Markov chain Monte Carlo simulation methods often generate a chain which fulfills

the reversibility condition. (e.g. Metropolis-Hastings or Gibbs sampler generates such

chains) It means that there exists distribution π̄ such that

π̄rp(r, s) = π̄sp(s, r) ∀r, s ∈ S.

Summing the equation over r gives

∑

r∈S

π̄rp(r, s) =
∑

r∈S

π̄sp(s, r)

= π̄s
∑

r∈S

p(s, r) = π̄s

This could be rewritten as an equation π̄ = π̄P from the definition of stationary dis-

tribution. It shows that Metropolis-Hastings algorithm generates a Markov chain with

target stationary distribution.

3 Functional representation of Markov chain

We know from the previous section that theoretical value of Markov chain in the infinity

has target distribution π, but we are not able to observe this value. Therefore we will try

to generate Markov chain from minus infinity (or some point sufficiently far in the past)

and observe the value of chain in some finite time (e.g. zero). Because we are not able to

decide at which point we started the chain in the minus infinity, we have to consider all

possible starting points s ∈ S. For this purpose we need to select different representation
of Markov chain. We will work with “both-sided” Markov chain in the reminder of this

section, i.e. {Xi}i∈Z instead of positive indices only. Moreover, we will represent Markov
chains in terms of random maps.

Definition 3.1:

Let Φ denotes a set of all maps from S to itself

Φ = {ϕ : S → S} ≡ SS.

Consider random variable ϕ = (Φ,P) with values in set Φ and probability dis-

tribution P. We call ϕ a random map with respect to the transition matrix P

if it satisfies

P({ϕ : ϕ(s) = t}) = p(s, t), ∀s, t ∈ S. (2)

Recall from Section 2 that transitional probabilities p(s, t), s, t ∈ S, are elements
of matrix P . �
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Remark 3.2:

Given a matrix P , a distribution fulfilling Condition (2) always exists. A simple

example of such distribution is the one given by P({ϕ}) =
∏

s∈S P (s, ϕ(s)).

Rows P (s, ·) of the transitional matrix P represents probability distribution on

the set S. Let S = {s1, · · · , si, · · · }, then we can write

P(Φ) =
∑
s′
0
∈§

P({ϕ(s1) = s′
1
}) =

∑
s′
1
∈§

∑
s′
2
∈§

P({ϕ(s1) = s′
1
, ϕ(s2) = s′

2
})

=
∑
s′
1
∈§

∑
···

∑
s′i∈§

∑
···

P({ϕ(s1) = s′
1
, · · · , ϕ(si) = s′i, · · · })

=
∑
s′
1
∈§

∑
···

∑
s′i∈§

∑
···

∏
i∈N

P (si, s
′
i) =

∑
s′
1
∈§

P (s1, s
′
1
)
∑
···

∑
s′i∈§

P (si, s
′
i)
∑
···

=
∏
i∈N

1 = 1.

Thus P is probability measure. Similarly, choosing k ∈ N, we then derive

P({ϕ(sk) = s′k}) =
∑
s′
1
∈§

∑
···

∑
s′
k−1

∈§

∑
s′
k+1

∈§

∑
···

∏
i∈N

P (si, s
′
i)

= P (sk, s
′
k)

∏
i6=k

1

= P (sk, s
′
k).

This assures that P fulfills Condition (2). �

Random map with respect to transition matrix P mimic one step of Markov chain.

Given the state xn ∈ S of Markov chain with transitional probabilities p(xn, xn+1) (from

matrix P ) we can generate new member of the chain so that we select a random map

ϕn+1 ∈ Φ using the distribution P and subsequently we set xn+1 = ϕn+1(xn). Similarly, we

can mimic m step transition of the Markov chain so that we select independently m maps

ϕi ∈ Φ, i = n+1, . . . , n+m and set xn+m = ϕn+m
n+1

(xn) where ϕ
n+m
n+1

= ϕn+m ◦ · · · ◦ϕn+1.

Symbol ϕ ◦ ψ denotes usual composition of maps given by ϕ ◦ ψ(x) = ϕ(ψ(x)). Let us

now consider sequences of random maps.

The space Ω = ΦZ consists of “both-sided” sequences

ϕ̄ = {ϕj}j∈Z = (. . . , ϕj−1, ϕj, ϕj+1, . . . )

Let us consider a product probability measure P̄ on space Ω such that for every finite

subset I ⊂ Z holds

P̄({ϕ̄ ∈ Ω : ϕi = ψi, i ∈ I}) =
∏

i∈I

P(ψi).

The probability space (Ω, P̄) is often called stochastic flow. Given the condition (2)

The process Xn = x, Xn+k = ϕn+k
n+1

(x) is a Markov chain starting at state x ∈ S with
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transitional probability P . Hence a stochastic flow is a common representation of Markov

chains starting at all initial states and all times.

Consider now a sequence ϕ̄ ∈ Ω. We say that there is complete coalesce at time

if there exists a constant k ∈ N
0 and state ω ∈ S such that ϕn

n−k(x) = ω for every

x ∈ S. This condition says that all chains Xn given by the stochastic flow ϕ̄ starting

at time n − k will finish in state ω at time n no matter what the starting point was.

Going further backward in time with the starting point does not change anything because

ϕn
n−k−l(x) = ϕn−k−1

n−k−l ◦ ϕn
n−k(x) = ω for all l ∈ N. Let us denote Fn a set of all stochastic

flows with complete coalesce at time n and F =
⋂

n∈Z Fn. We will be mainly interested

in stochastic flow which satisfies

P(F ) = 1.

The Condition (3) is often called almost sure complete coalesce in finite time. We will

check when this condition holds and provide a methodology to construct a stochastic flow

with this property later in the text.

Further denote

Wn(ϕ̄) =

{
limm→−∞ ϕ

n
m(x) x ∈ S ϕ̄ ∈ Fn

ω0 otherwise,

where ω0 ∈ S is arbitrarily selected state to make Wn(ϕ̄) well defined on whole space Ω.

Theorem 3.3:

Under conditions (2) and (3) the random process {Wn}n∈Z is stationary homo-
geneous Markov chain with transition matrix P . �

Proof: Let us verify the Markov property. Since

Wn+1(ϕ̄) = lim
m→−∞

ϕn+1

m (x) = ϕn+1

(
lim

m→−∞
ϕn
m(x)

)
= ϕn+1 (Wn(ϕ̄))

for every ϕ̄ ∈ F and n ∈ N, Wk(ϕ̄) depends on ϕm, m ≤ n and therefore is

independent with ϕn+1 we can write

P (Wn+1 = sn+1,Wn = sn, . . . ,Wn−k = sn−k) =

= P (ϕn+1(sn) = sn+1,Wn = sn, . . . ,Wn−k = sn−k) =

= P (ϕn+1(sn) = sn+1)P (Wn = sn, . . . ,Wn−k = sn−k) =

= p(sn, sn+1)P (Wn = sn, . . . ,Wn−k = sn−k)

The last equation comes from the Condition (2). Finally, conditional probability

is

P (Wn+1 = sn+1|Wn = sn, . . . ,Wn−k = sn−k) = p(sn, sn+1).
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Thus, {Wn}n∈Z is homogeneous Markov chain with transitional probability P .

The process {Wn}n∈Z is also stationary, because sequences of random maps

{ϕk}k<m have shift invariant distribution which does not depend on m. �

Theorem 3.3 offers a simulation method of random variable with exactly target dis-

tribution using Markov chain generation. Suppose, we have strictly positive distribution

π on the set of states S and we are able to generate an irreducible Markov chain with

kernel P so that π is its stationary distribution. Suppose further, that we can construct

random maps so that it satisfies conditions (2) and (3). Than the random variable Wn is

simulated so that we pick random maps ϕ0, ϕ−1, . . . (starting at time 0 and continuing

backwards) until complete coalesce of composed map ϕ0

k = ϕ0 ◦ ϕ−1 ◦ · · · ◦ ϕk. Than

the value ω = ϕ0

k(s) which does not depend on s ∈ S is good representative of random

variable Wn with distribution π. Let us demonstrate this approach on a simple example.

Example 3.4:

Let S={0,1} be a two point state space. Transitional probabilities

P =

(
1− α α

β 1− β

)
, 0 < α, β < 1

generates a Markov chain with stationary distribution (π1, π2) = ( α
α+β

,
β

α+β
).

Set of all maps SS contains 4 elements:

ϕ(11) : ϕ(11)(1) = 1, ϕ(11)(2) = 1

ϕ(12) : ϕ(12)(1) = 1, ϕ(12)(2) = 2

ϕ(21) : ϕ(21)(1) = 2, ϕ(21)(2) = 1

ϕ(22) : ϕ(22)(1) = 2, ϕ(22)(2) = 2

Maps ϕ(11) (resp ϕ(22)) will coalesce both states into state 1 (resp. 2), while ϕ(12)

will keep the states and ϕ(21) will switch each state to the other. Distribution

of maps given by probabilities

P (ϕ(11)) = (1− α)β P (ϕ(12)) = (1− α)(1− β)

P (ϕ(21)) = αβ P (ϕ(22)) = α(1− β)

fulfills condition (2). Now we can pick a random map ϕ0 from this distribution.

If the selected map is ϕ(11) (or ϕ(22)) we will assign W0 = 1 (or W0 = 2). Other-

wise, we will continue and pick a random map ϕ−1 from the same distribution.

We will continue until one of the maps ϕ(11) and ϕ(22) is selected. Probability

of (complete) coalesce at finite time is

∞∑

k=0

(
P (ϕ(11)) + P (ϕ(11))

) (
P (ϕ(21)) + P (ϕ(12))

)k
= 1
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Process {Wk}k∈Z is stationary. Value W−1 is generated by the same principle

like W0 if ϕ(12) or ϕ(21) is selected in the first step. Therefore probabilities

P1 = P (W0 = 1) = P (W−1 = 1) and P2 = P (W0 = 2) = P (W−1 = 2) have to

solve the system of linear equations

P (W0 = 1) = P (ϕ(11)) + P (ϕ(12))P (W−1 = 1) + P (ϕ(21))P (W−1 = 2)

P (W0 = 2) = P (ϕ(22)) + P (ϕ(12))P (W−1 = 2) + P (ϕ(21))P (W−1 = 1)
(4)

Summation of these equations confirms that its solution is probability distribu-

tion

P1 + P2 =
P (ϕ(11)) + P (ϕ(22))

1− P (ϕ(12))− P (ϕ(21))
= 1

We can simply check that probabilities π1 and π2 are the only solution of equa-

tions (4) and therefore the algorithm generates a random variable with station-

ary distribution suitable to kernel P .

Conversely, the forward coalesce approach does not generate a stationary distri-

bution π. Suppose that we generate two independent Markov chains {X(1)

i }i∈N
and {X(2)

i }i∈N each starting in another state. Stop the Markov chains at the

moment when X
(1)

i = X
(2)

i for the first time. More precisely, let us denote

random variable Z = X
(1)

T where T is a random time such that X
(1)

i 6= X
(2)

i

for i < T and X
(1)

T = X
(2)

T . Given that chains did not coalesce until time t we

know that X
(1)

t 6= X
(2)

t . The probability that we will coalesce at time t + 1 is

(1− α)β + α(1− β) and it composes from the probability of coalesce into state

1 (one chain switch from state 2 to 1, while the other stay in 1)

P (Z = 1|T = t+ 1) = (1− α)β

and the probability of coalesce into state 2

P (Z = 2|T = t + 1) = α(1− β).

Since

P (Z = z) =

∞∑

t=1

P (Z = z|T = t)P (T = t)

and probabilities P (Z = z|T = t) does not depend on t the distribution πZ of

random variable Z is given by the vector

πZ =

(
(1− α)β

(1− α)β + α(1− β)
,

α(1− β)

(1− α)β + α(1− β)

)

which in general (except the case α = β = 1/2) differs from the stationary

distribution π. �
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In the Example 3.4 we worked with 2 elements state space S and the set of all maps

SS consisted of four elements only. However typical application of MCMC simulation

operates on much larger spaces. We will describe a general construction of random maps

which are related to transition matrix P by Condition (2) and that is easy to use for

simulations even with more complex state spaces.

Let us consider a function f : S × Θ → S and independent identically distributed

random variables Ui,∈ Z taking values in Θ. Then ϕi = f(·, Ui) is a random map.

Common choice is Θ to be interval < 0, 1 > and random variables Ui with uniform

distribution on that interval. Now, let us further consider that s1, · · · , sn ∈ S are elements
of state space. Since the set S is finite, we can imagine the domain of function f(s, u)

like n lines going from 0 to 1 and the function f(x, u) assigns values from state space S

to the elements of those lines. We can divide the line corresponding to the state si ∈ S
proportionally to i-th line of transitional matrix P . For specific si we assign

f(si, u) = s1 if u ∈ (0, p(si, s1))
f(si, u) = s2 if u ∈ (p(si, s1), p(si, s1) + p(si, s2))

...
...

f(si, u) = sn if u ∈ (1− p(si, sn), 1).

We can see that P (ϕ(si) = sj) = P (f(si, U) = sj) = p(si, sj), which means that random

maps constructed in the way described above fulfills the Condition (2).

Verification of the Condition (3) could be also more complicated with larger set of

states S than the Example 3.4 presents. Several equivalent forms of this condition are

stated in the next theorem. But prior to this theorem we will define random variable

representing time of coalesce a we will show its sub-multiplicativity property.

Definition 3.5:

Let ϕ̄ ∈ Ω is a stochastic flow. Then a random variable

Tn(ϕ̄) = sup{m ≤ n : ∃ω ∈ S such that ϕn
m(s) = ω ∀s ∈ S}

is called time of the latest coalesce before n. �

Time of the latest coalesce has so called property of sub-multiplicativity.

Lemma 3.6:

Let n,m < 0 be a negative integer. Then

P̄(T0 ≤ m+ n) ≤ P̄(T0 ≤ m)P̄(Tm ≤ m+ n) = P̄(T0 ≤ m)P̄(T0 ≤ n)

�
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Proof: Inequality T0(ϕ̄) ≤ m + n imply that neither ϕn
m+n+1

nor ϕ0

n+1
maps all

s ∈ S into one state. Since random maps ϕn
m+n+1

and ϕ0

n+1
are independent

this proves the left inequality P̄(T0 ≤ m+ n) ≤ P̄(T0 ≤ m)P̄(Tm ≤ m+ n). The

equality P̄(Tm ≤ m+ n) = P̄(T0 ≤ n) is a consequence of stationarity. �

Theorem 3.7:

Let (Ω, P̄) be a space of stochastic flows. Then following conditions are all

equivalent to Condition (3)

1) P̄{ϕ̄ ∈ Ω : Tn(ϕ̄) > −∞} = 1 ∀n ∈ Z

2) ∃τ ∈ N such that P̄{ϕ̄ ∈ Ω : T0(ϕ̄) > −τ} > 0

3) ∀s, t ∈ S ∃nst ∈ N such that P̄{ϕ̄ ∈ Ω : ϕnst

1
(s) = ϕnst

1
(t)} > 0

�

Proof: The first condition is another way of formulating Condition (3). So we need

to proof equivalence of conditions presented in this theorem only. Let us start

by the implication 3) ⇒ 2).

Denote nm = maxs,t∈S{nst : P̄(ϕ
nst

1
(s) = ϕnst

1
(t)) > 0} the maximal number

of steps nst from condition 3). Since coalesce of states s, t ∈ S at nst enforces

also its coalesce at nm (once coalesced states could not be divided by further

maps) every two states s, t ∈ S have positive probability of coalesce at nm.

Than the minimum pm = mins,t∈S P̄(ϕ
nm

1
(s) = ϕnm

1
(t)) is positive. Therefore

|S| > |ϕnm

1
(S)| with probability greater then pm (if |S| ≥ 2), where |S| is

number of S elements and ϕ(S) denotes an image of set S by map ϕ. Similarly,

the probability of |S| > |ϕnm

1
(S)| > |ϕ2nm

nm+1
(S)| is greater then p2m because

random maps ϕnm

1
(S) and ϕ2nm

nm+1
(S) are independent. Since S is finite we need

to repeat this iteration |S| − 1 times at most to reach |ϕ(|S|−1)nm

1
(S)| = 1 with

probability greater than p
|S|−1
m > 0. Shift of indexes from 1, . . . , τ = nm(|S| − 1)

to −τ + 1, . . . , 0 gives the condition 2).

The implication 2) ⇒ 1) is the consequence of sub-multiplicativity property of

T0 and a stationarity of Tn, n ∈ Z. More precisely,

P̄(T0 > −∞) = 1− lim
k→∞

P̄(T0 ≤ −kτ)

where τ is the one from condition 2) satisfying P̄(T0 > −τ) > 0. The sub-

multiplicativity condition gives

P̄(T0 ≤ −kτ) ≤ P̄(T0 ≤ −τ)k = (1− P̄(T0 > −τ))k −→
n→∞

0

Moreover, the times Tn, n ∈ Z depend on random maps {. . . , ϕn−1, ϕn} and
their distributions are shift invariant. Therefor the distribution of Tn does not
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depend on n ∈ Z and the condition P̄(T0 > −∞) could be extended to

P̄(Tn > −∞) for every n ∈ Z.

The implications in opposite direction are trivial because P̄(T0 > −∞) = 1

implies P̄(T0 > −∞) > 0 and complete coalesce enforces pairwise coalesce. �

4 Time of the latest coalesce

Theorem 3.7 works with the random variable T0 and shows the circumstances on which

this variable is almost sure finite. However, no estimate of method’s time complexity

was provided. A general approach to time complexity estimation independent of specific

transition matrix P choice and random map ϕ construction is outlined by following

theorem.

Theorem 4.1:

Let (Ω, P̄) be a space of stochastic flows and T0(ϕ̄), ϕ̄ ∈ Ω is a time of the latest

coalesce. Assume that there exists τ ∈ N, such that P̄(T0 ≥ −τ) = ǫ > 0. Then

moments of T0 exist and

E(−T0)n ≤ kn
∞∑

m=0

(1− ǫ)m((m+ 1)n −mn)

Specifically,

−τ
e
≤ ET0 ≤ −τ(1 − ǫ).

and

Var T0 ≤ τ 2
(
1

ǫ
+
2(1− ǫ)

ǫ2
− (1− ǫ)2

)
.

�

Proof: Let T be a discrete random variable with values in N0. If the moments of

T exist, they are given by

ET n =

∞∑

i=0

((i+ 1)n − in)P (T > i)

Derivation of this formula follows.

ET n =
∑∞

i=1
inP (T = i) =

=
∑∞

i=1
P (T = i)

∑i

j=1
(jn − (j − 1)n)
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Summation over i and j could be switched if the moment exist.

ET n =
∑∞

j=1
(jn − (j − 1)n)

∑∞
i=j P (T = i) =

=
∑∞

j=1
(jn − (j − 1)n)P (T ≥ j) =

=
∑∞

j=0
((j + 1)n − (j)n)P (T > j)

Moreover, let T has the property of sub-multiplicativity and there exists τ ∈ N,

such that P (T ≤ τ) = ǫ > 0. Then

P (T > j) ≤ (1− ǫ)[
j

τ
]

where [x] denotes an integer part of x. Let us continue in derivation

ET n ≤
∑∞

j=0
((j + 1)n − (j)n)(1− ǫ)[

j

τ
] =

=
∑∞

k=0

∑
(k+1)τ−1
j=kτ (1− ǫ)k

(
(j + 1)n − (j)n

)
=

=
∑∞

k=0
(1− ǫ)k

(
(k + 1)nτn − knτn

)
=

= τn
∑∞

k=0
(1− ǫ)k

(
(k + 1)n − kn

)

The sum converges for every ǫ > 0 and n ∈ N, which gives the existence of all

moments. Random variable T0 has negative values, but −T0 fulfills all necessary
so that we can apply derived expression. This gives the first inequality to be

proved. Specifically for n = 1 the lower bound of expected value is

E(−T0) ≤ τ
∑∞

k=0
(1− ǫ)k = τ

ǫ

Choosing n = 2 gives the upper bound for second moment

ET 2

0
≤ τ 2

∑∞
k=0

(1− ǫ)k(2k + 1) =

= τ 2(1
ǫ
+ 2

∑∞
k=1

k(1− ǫ)k) =

= τ 2(1
ǫ
+ 2

∑∞
l=1

∑∞
k=l(1− ǫ)k) =

= τ 2(1
ǫ
+ 2

∑∞
l=1
(1− ǫ)l

∑∞
k=0

(1− ǫ)k) =

= τ 2(1
ǫ
+ 2

ǫ

∑∞
l=1
(1− ǫ)l =

= τ 2(1
ǫ
+

2(1−ǫ)
ǫ2

)

Since

P (T0 < −i) ≥ (1− ǫ), for i < τ

and therefore

−ET0 >
τ−1∑

i=0

P̄(−T0 > i) ≥ τ(1− ǫ)

the upper bound for expected value is

ET0 < −τ(1 − ǫ).
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We can finalize upper estimate of variance

Var T0 = ET 2

0
− E(T0)

2 ≤ τ 2
(
1

ǫ
+
2(1− ǫ)

ǫ2
− (1− ǫ)2

)
.

�

5 Partially ordered Markov kernel

Checking whether random map ϕ0

k coalesce all states into one is impossible in common

application where MCMC methods are used. In some circumstances we can simplify this

check to comparison of extremal values of state space S only.

Definition 5.1:

A partial order on a set S is a relation s � t between elements s, t ∈ S with the

two properties

• reflexivity - s � s ∀s ∈ S
• transitivity - r � s and s � t implies r � t

�

Note that total order meets additional requirement that every pair of elements s, t ∈ S
is comparable, ie. s � t or t � s for all s, t ∈ S. If there exist elements m,m ∈ S such

that m � s � m, ∀s ∈ S then m is called a minimum of S and m is its maximum.

Definition 5.2:

Let us consider partially ordered set of states (S,�) and a set of all maps Φ = SS.

Than a map ϕ ∈ Φ is order preserving if it fulfills

x � y ⇒ ϕ(x) � ϕ(y) ∀x, y ∈ S

�

Denote Γ = {ϕ ∈ Φ : x � y ⇒ ϕ(x) � ϕ(y), ∀x, y ∈ S} a set of all order preserving
maps. We say that random map ϕ = (Φ,P) is almost sure order preserving if

P(Γ) = 1. (5)
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Theorem 5.3:

Suppose that P is a kernel of irreducible Markov chain on a partially ordered

set of states (S,�) such that there exist maximal and minimal states m,m ∈ S
and

s � t and t � s⇔ s = t, ∀s, t ∈ S. (6)

A space (Φ,P) of random maps fulfill Conditions (3) and (5). Let (Ω, P̄) be a

space of stochastic flows related to random maps Φ. (ie. Ω = ΦZ and P̄ is a

product measure PZ) Then coalesce of m,m enforces complete coalesce. �

Proof: Composition of order preserving maps is also order preserving map. Thus,

P
(
ϕ0

k(m) � ϕ0

k(s) � ϕ0

k(m)
)
≥ P (ϕi ∈ Γ, i ∈ {k, . . . , 0}) =

0∏

i=k

P (ϕi ∈ Γ) = 1

for any negative k ∈ Z and s ∈ S. Suppose that k is sufficiently large so that

there exists ω ∈ S such that ϕ0

k(m) = ϕ0

k(m) = ω (ie. extremes coalesced).

Then the property (6) gives

P(ϕ0

k(s) = ω, ∀s ∈ S) = P(ω � ϕ0

k(s) � ω) = 1

and the almost sure complete coalesce is assured. �

6 Conclusion

The paper deals with MCMC method called perfect sampling and covers many practical

issues like random map representation and generation, complete coalesce preconditions

and recognition, and also estimates of method’s time complexity.

MCMC simulation are widely used for image restoration and suppression of image

noise, in particular. Therefore we decided to test the method on Ising model sampling,

since Ising model is the simplest one for Black&White image used in MCMC image

restoration algorithms.

Black&White image is a set of intensities y = {y(i,j) ∈ {−1, 1} : (i, j) ∈ T} on
a rectangular grid of pixels T = {(i, j) : 1 ≤ i ≤ M, 1 ≤ j ≤ N}. Ising model is a

probability distribution on a set of all images which is given by following formula

P (y) = Z−1exp


β

∑

(i,j)∼(k,l)

y(i,j)y(k,l)




where (i, j) ∼ (k, l) denotes neighboring pixels (ie. pixels where |i− k| = 1 and j = l or

vice versa), β ∈ R is model parameter and Z is normalizing constant. Thus, concordant

neighbors are preferred with positive value of parameter β, while discordant neighbors

are preferred for negative value. Figure 1 displays examples of images picked from Ising

model for specific choices of parameter β.
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Figure 1: Ising model with varying values of parameter β (from left to right: -0,4; 0; 0,3

a 0,4.)
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dinálnych premenných a riešenie problému chýbajúcich údajov na konkrét-
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Abstract: In this article we present construction of indexes for battery or-
dinal variables and splving problems with missing data on concrete example
from public public opinion research.
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1. Úvod

V pŕıspevku sa zaoberáme konštrukciou simultánneho indexu batérie or-
dinálnych premenných s rovnakou škálou hodnôt a možnost’ou riešenia chý-
bajúcich údajov. Riešenia prezentujeme na dátach konkrétneho výskumu
verejnej mienky s láskavým dovoleńım koordinátora grantu za Slovenskú
republiku prof. L. Macháčka z UCM Trnava. Na prezentáciu sme použili
reálne, ale anonymizované dáta za SR z projektu: MYPLACE (Memory,
Youth, Political Legacy And Civic Engagement) Grant agreement no: FP7-
266831), podrobneǰsie informácie o projekte sú na stránke: http://www.fp7-
myplace.eu/index.php. Na výskume sa zúčastnili mlad́ı l’udia vo veku 16 až

25 rokov z okresov Trnava a Rimavská Sobota. Údaje sme anonymizovali
– slúžia na ilustráciu konštrukcie simultánneho indexu a riešenia problému
chýbajúcich údajov.

2. Indexy pre ordinálne premenné

Teoretické aspekty konštrukcie indexov pre batériu ordinálnych premenných
možno nájst’ napŕıklad v prácach: [1] až [9].

Stručne definujeme konštrukciu indexov pre ordinálne premenné s rov-
nakou množinou hodnôt. Uvažujme ordinálny znak s r prvkovou množinou
hodnôt. Škála odpoved́ı je kódovaná numericky kódmi: 1, 2, . . . , r − 1, r.

Predpokladáme, že škála odpoved́ı je
”
usmernená“ tak, že najmenšia hod-

nota reprezentuje najmenšiu úroveň znaku a najväčšia zase najväčšiu úroveň
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znaku. Rekódujeme škálu odpoved́ı tak, že najmenšia hodnota bude označená
kódom 0 a najväčšia kódom r − 1. Množina možných hodnôt znaku potom
bude: 0, 1, . . . , r− 2, r− 1. Požadujeme aby index mal

”
normovanú“ množinu

hodnôt – obyčajne od 0 po 1.
Index pre jednu otázku (premennú) vytvoŕıme jednoducho vydeleńım kó-

dov maximálnou hodnotou, čo je po rekódovańı , hodnota r − 1. Potom je
množina možných hodnôt

”
individuálneho“ indexu:

0, 1/(r − 1), 1/(r − 1), ..., (r − 2)/(r − 1), 1 = (r − 1)/(r − 1).

Transformácie nad množinou hodnôt skúmaných premenných sú lineárne a
jedno–jednoznačné, č́ım sa nemeńı ich rozdelenie pravdepodobnosti – trans-
formujú sa iba charakteristiky polohy (napŕıklad priemer) a rozptýlenia (na-
pŕıklad smerodajná odchýlka).

Z uvedeného vyplýva, že predpokladáme ekvidistantné škály odpoved́ı,
naviac neuvažujeme diferencované váhy skúmaných premenných.

3. Indexy pre ordinálne premenné – pŕıklady

Skúmajme batériu 6 otázok venovanú v hore uvedenom výskume verejnej
mienky názorom mladých l’ud́ı vo veku 16 až 25 rokov z okresov Trnava a
Rimavská Sobota na otázku

”
Ako často diskutuješ politické otázky s na-

sledujúcimi l’ud’mi?“: s otcom, mamou, súrodencom, starými rodičmi, pri-
atel’mi-partnermi a najlepš́ım priatel’om/priatel’kou. Pôvodnú škálu odpo-
ved́ı: 1=vždy, 2=často, 3=občas, 4=zriedka, 5=nikdy sme rekódovali priamo
do škály od 0 po 1 postupom uvedeným v predošlej kapitole. Ked’že po-
pisky (labele) škály odpoved́ı v SPSS neumožňujú kódovanie s desatinnými
miestami budú pri výsledkoch prezentované iba 0 najmenšia hodnota indexu
a 1 najväčšia hodnota indexu. Nové hodnoty pôvodných kódov sú: 0=ni-
kdy, 0.25=zriedka, 0.50=občas, 0.75=často a 1=vždy. Výsledky základnej
štatistickej analýzy individuálnych indexov môžeme prezentovat’ pomocou
frekvenčných tabuliek ale tiež ovel’a prehl’adneǰsie pomocou priemerov aj
v pŕıpadoch, ked’ indexy nemajú normálne rozdelenie. Výsledky za frekvenčné
tabul’ky prezentujeme v tabul’ke 1. a prehl’adneǰsie výsledky v tabul’ke 2.

Tabul’ka 1. Ako často diskutuješ politické otázky s nasledujúcimi l’ud’mi?
Q4_1: S Tvoj́ım otcom

Frequency % Valid % Cumul. %

Valid .00 Nikdy 309 25.8 27.7 27.7
.25 339 28.3 30.4 58.2
.50 310 25.8 27.8 86.0
.75 141 11.8 12.7 98.7

1.00 Vždy 15 1.3 1.3 100.0
Total 1114 92.8 100.0

Missing System 86 7.2

Total 1200 100.0
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Q4_2: S Tvojou mamou
Frequency % Valid % Cumul. %

Valid .00 Nikdy 373 31.1 31.8 31.8
.25 395 32.9 33.6 65.4
.50 299 24.9 25.5 90.9
.75 89 7.4 7.6 98.5

1.00 Vždy 18 1.5 1.5 100.0
Total 1174 97.8 100.0

Missing System 26 2.2

Total 1200 100.0

Q4_3: S bratom alebo sestrou, čo je Ti najbližš́ı/a
Frequency % Valid % Cumul. %

Valid .00 Nikdy 453 37.8 47.0 47.0
.25 278 23.2 28.9 75.9
.50 173 14.4 18.0 93.9
.75 51 4.3 5.3 99.2

1.00 Vždy 8 0.7 0.8 100.0
Total 963 80.3 100.0

Missing System 237 19.8

Total 1200 100.0

Q4_4: So starými rodičmi, ktoŕı sú Ti bližš́ı
Frequency % Valid % Cumul. %

Valid .00 Nikdy 373 31.1 37.3 37.3
.25 303 25.3 30.3 67.7
.50 235 19.6 23.5 91.2
.75 68 5.7 6.8 98.0

1.00 Vždy 20 1.7 2.0 100.0
Total 999 83.3 100.0

Missing System 201 16.8

Total 1200 100.0

Q4_5: S priatel’kou, priatel’om, partnero
Frequency % Valid % Cumul. %

Valid .00 Nikdy 317 26.4 38.6 38.6
.25 238 19.8 29.0 67.5
.50 185 15.4 22.5 90.0
.75 71 5.9 8.6 98.7

1.00 Vždy 11 0.9 1.3 100.0
Total 822 68.5 100.0

Missing System 378 31.5

Total 1200 100.0
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Q4_6: S Tvojim najlepš́ım priatel’om/kou
Frequency % Valid % Cumul. %

Valid .00 Nikdy 431 35.9 39.0 39.0
.25 348 29.0 31.5 70.6
.50 255 21.3 23.1 93.7
.75 54 4.5 4.9 98.6

1.00 Vždy 16 1.3 1.4 100.0
Total 1104 92.0 100.0

Missing System 96 8.0

Total 1200 100.0

Tabul’ka 2. Základné štatistické charakteristiky individuálnych indexov

Index N Minimum Maximum Mean Std.Dev.

Q4_1 1114 0.00 1.00 0.3236 0.2619
Q4_2 1174 0.00 1.00 0.2836 0.2495
Q4_3 963 0.00 1.00 0.2100 0.2387
Q4_4 999 0.00 1.00 0.2645 0.2572
Q4_5 822 0.00 1.00 0.2631 0.2592
Q4_6 1104 0.00 1.00 0.2455 0.2434

N (listwise) 661

Pri reálnych výskumoch sa žial’ často stáva, že respondent neodpovie na
všetky otázky skúmanej batérie a je potrebné, okrem konštrukcie simultán-
neho indexu, riešit’ aj problém chýbajúcich údajov. Z výsledkov v tabul’kách
1. a 2. vidno, že respondenti pri niektorých otázkach je podiel chýbajúcich
údajov značný. Ak by sme pri mnohorozmerných analýzach vylúčili chýbajúce
údaje

”
listwise“ – čiže, ak sa v danom zázname za batériu otázok nachádza

chýbajúca hodnota – vylúčime celý záznam, zostalo by nám na analýzu
iba 55.08% údajov. Podl’a toho ako sú údaje

”
zviazané“ existujú možnosti

náhrady (imputácie) chýbajúcich údajov. Jednou z úlohou štatistiky je
”
ra-

cionálne“ využit’ čo možno najviac informácíı v dátach obsiahnutých. Pri
skúmańı batérie otázok s rovnakou, ordinálnou škálou odpoved́ı môžeme na
imputáciu chýbajúcich údajov využit’ konštrukciu simultánneho indexu.

4. Simultánny index pre batérie ordinálnych premenných

Skúmame batériu m otázok s rovnakou škálou odpoved́ı, ktoré charakteri-
zujú určitú záujmovú oblast’. Pri všetkých otázkach je škála odpoved́ı zhodne
usmernená a škály sú definované ako indexy s

”
normovanou“ množinou hod-

nôt od 0 po 1.
V citovaných prácach autora sú podrobne skúmané problémy spojené

s tým, že sa snaž́ıme viacrozmerný problém redukovat’ na jednorozmernú



229

charakteristiku. Zároveň sú v týchto prácach skúmané množiny možných
výsledkov.

Simultánny index môžeme jednoducho definovat’ ako priemer m indexov
danej batérie otázok. Ked’že v menovateli individuálnych indexov je rovnaká
hodnota je táto defińıcia je korektná. Množina možných hodnôt simultánneho
indexu je:

0, 1/(m(r − 1)), 2/(m(r − 1)), . . . (m(r − 2))/(m(r − 1)), 1

Aby simultánny index dobre meral simultánnu úroveň batérie otázok muśı
byt’ reliabilita tejto batérie otázok meraná Cronbachovým alfa aspoň 0,7 a
ich korelačná matica muśı byt’ nezáporná.

Tieto podmienky sú empiricky zistené zo skúmańı položkových anakýz a
relaibilyty simultánnych škál.

Tieto podmienky zlepšia možnost’ vyjadrit’ viacrozmernú charakteristiku
pomocou jednorozmerného indexu a minimalizujú

”
podivné“ kombinácie

(konfigurácie), ktoré majú rovnakú hodnotu simultánneho indexu. Najzná-
meǰsie zo simultánnych hodnoteńı je priemerná známka žiaka za

”
batériu“

predmetov. Konštrukciu simultánneho indexu a riešenie problému chýbajú-
cich údajov ilustrujeme na už spomı́nanom konkrétnom výskume verejnej
mienky.

Aby sme preskúmali možnosti transformácie mnohorozmerného problému
na jednorozmerný definujeme množiny možných

”
výsledkov“ najprv za všetky

možné konfigurácie, ktoré by mohli nastat’, ich redukciu až po množinu mož-
ných hodnôt simultánneho indexu. Označme vektor hodnôt individuálnych
indexov h = (h1 = 0 = 0/(r − 1), h2 = (1/(r − 1), . . . , hr = 1. Pre každý
objekt o zo skúmanej množiny O = o1, o2, ..., oN definujeme veličiny:

zij =

{
1, akZi(o) = hij ,

0, inak.

Pre každý objekt o ∈ O môžeme zostavit’ tabul’ku:

Tabul’ka 3. Matica hodnôt respondenta

Hodnota
Znak 1 2 . . . j . . . r Spolu

Z1 z11 z12 . . . z1j . . . z1r 1
Z2 z21 z22 . . . z2j . . . z2r 1
...

...
... . . .

... . . .
...

...
Zi zi1 zi2 . . . zij . . . zir 1
...

...
... . . .

... . . .
...

...
Zm zm1 zm2 . . . zmj . . . zmr 1

Spolu x1 x1 . . . x1 . . . x1 m
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Zo základných vlastnost́ı vyjadrenia ordinálnych znakov v uvedenom tvare
zrejme platia vzt’ahy: zJ ′

r = Jm, J ′
mz = x a xJ ′

r = m, kde z = (zij) je m× r
matica núl a jednotiek určujúca výsledky daného objektu a Jm je m × 1
vektor jednotiek a Jr je r × 1 vektor jednotiek. Potom

Z = {z : zij = 0 alebo 1, zJ ′
r = Jm, J ′

mzJr = m}
je množina všetkých mat́ıc z, ktoré môžu reprezentovat’ výsledky dosiahnuté
pre objekt o ∈ O. Čiarka nad vektorom (maticou) označuje jeho transpoźıciu.

Bude užitočné definovat’ d’aľsiu množinu, ktorá charakterizuje istú triedu
všetkých možných výsledkov dosiahnutých objektmi pomocou velič́ın xj , j =
1, . . . , r:

X = {(x1, x2, . . . , xr) : x
′Jr = m, 0 ⇐ xj ⇐ m, xjcelé č́ıslo}.

Všeobecneǰsie definujeme simultánny index vzt’ahom:

I(z) =
J ′
m.z.h

m.(r − 1)
=

x.h′

(m.(r − 1))
= I(x),

pre z ∈ Z, resp. x ∈ X . Množinu možných hodnôt indexu I(z), resp. I(x)
označme II.

II = {I : I = I(z); z ∈ Z} = {I : I = I(x), x ∈ X}.
a definujme množiny: Z(x) = {z ∈ Z : z′Jm = x} pre x ∈ X . Zrejme
plat́ı Z =

⋃
x∈X Z(x), kde symbolom

⋃
označujeme zjednotenie množ́ın. Pre

kardinalitu výsledkových množ́ın platia vzt’ahy (pozri napr. [1], [6]):
(a) Kard(Z) = rm,
(b) Kard(X) = (m+ r − 1)!/[m!(r − 1)!],
(c) Kard(Z(x)) = m!/[x1!x2!...xr !],
(d) Kard(II) = m.(r − 1) + 1.

Z defińıcie indexu plat́ı: I(z) = I(x) pre z ∈ Z(x).
Množinu X vieme jednoducho generovat’, napr. pomocou aritmografického

usporiadania. Potom máme

X = {(m, 0, . . . , 0), (m−1, 1, 0, . . . , 0), . . . , (x1, x2, . . . , xr), . . . , (0, . . . , 0,m)}.

5. Simultánny index pre batérie ordinálnych premenných –
pŕıklad

Simultánne indexy môžeme poč́ıtat’ tromi spôsobmi:
1. priemery za všetky źıskané odpovede pomocou SPSS pŕıkazu:

COMPUTE In_Q4 = mean(Q4_1_i to Q4_6_i)}.

2. priemery za odpovede respondentov, kde nechýba ani jeden údaj (v SPSS
ide o vylúčenie missing value

”
listwise“)

COMPUTE Ix_Q4=(Q4_1_i+Q4_2_i+Q4_3_i+Q4_4_i+Q4_5_i+Q4_6_i)/6.

3. Na odhad simultánneho indexu použijeme In_Q4 za odpovede, kde respon-
dent odpovedal aspoň na polovicu otázok batérie.
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Množina možných hodnôt simultánneho indexu batérie Q4 je:

0, 1/24, 2/24, ..., 23/24, 1 = 24/24.

Pre kardinalitu výsledkových množ́ın ilustračného pŕıkladu m = 6, r = 5
plat́ı:

(a) Kard(Z) = 56 = 15625,
(b) Kard(X) = (10)!/[6! ∗ 4)!] = 210,
(c) Kard(Z(x)) = 6!/[x1!x2! . . . xr!], pre x ∈ X , čo je 210 hodnôt,

pre x = (6, 0, 0, 0, 0), (5, 1, 0, 0, 0), . . .(0, 0, 0, 0, 6), napŕıklad:
x1 x2 x3 x4 x5 Kard(Z(x)) I(x)
6 0 0 0 0 1 0
5 1 0 0 0 6 0.041667
4 2 0 0 0 15 0.08333
3 3 0 0 0 20 0.125
2 4 0 0 0 15 0.1667
1 5 0 0 0 6 0.20833
0 6 0 0 0 1 0.25
5 0 1 0 0 6 0.08333
4 1 1 0 0 30 0.125

(d) Kard(II) = 6 ∗ 4 + 1 = 25.

Tabul’ka 2. Základné štatistické charakteristiky individuálnych indexov

Index N Minimum Maximum Mean Std.Dev.

In_Q4 1196 0.00 1.00 0.2671 0.2068
Ix_Q4 661 0.00 0.96 0.2728 0.2056

In_Q4_miss 1148 0.00 1.00 0.2647 0.2054
Valid N (listwise) 661

Prvý spôsob konštrukcie simultánneho indexu využ́ıva všetky údaje, ked’

respondent uviedol aspoň jednu odpoved’ na 6 otázok skúmanej batérie. Ak
napŕıklad respondent odpovedal iba na jednu otázku z batérie 6 otázok je
odhad simultánneho indexu práve touto hodnotou zrejme riskantný – po-
tenciálna odchýlka od skutočnej hodnoty môže byt’ vel’ká. Pri druhom výpočte
indexu Ix_Q4 strácame pŕılǐs vel’a hodnôt. Ak respondent odpovedal aspoň
na polovicu z batérie otázok, čo v našom pŕıpade znač́ı 4 a viac odpoved́ı re-
spondenta, tak využijeme podstatne viac informácíı. Ako ukážeme v d’aľśıch
kapitolách pri dodržańı podmienky vysokej reliability a nezápornej korelačnej
matici individuálnych indexov je riziko vel’kej odchýlky pri tomto spôsobe od-
hadu simultánneho indexu minimalizované.
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6. Riešenie problému chýbajúcich údajov

Najprv vypoč́ıtame COMPUTE In_Q4_miss=In_Q4, čo je vlastne prvý spôsob
výpočtu simultánneho indexu. V tomto indexe budeme riešit’ problém chýba-
júcich (missing) hodnôt. Aby sme zistili počet chýbajúcich odpoved́ı vypoč́ı-
tame pomocnú premennú, pomocou ktorej vylúčime odpovede, kde viac ako
polovica sú chýbajúce odpovede respondenta.

SPSS pŕıkazy musia najprv redefinovat’ missingy, vypoč́ıtat’ pomocnú pre-
mennú a zase definovat’ missingy:

RECODE

Q4_1_i Q4_2_i Q4_3_i Q4_4_i Q4_5_i Q4_6_i (SYSMIS=99)

EXECUTE

Potom našu pomocnú premennú poč́ıtame pomocou pŕıkazu:

COMPUTE a_Q4 = SUM(Q4_1_i to Q4_6_i)/99

EXECUTE

Aby sme zachovali chýbajúce hodnoty muśıme ešte realizovat’ pŕıkaz:

RECODE

Q4_1_i Q4_2_i Q4_3_i Q4_4_i Q4_5_i Q4_6_i (99=SYSMIS)

EXECUTE

Pomocná premenná a_Q4 približne vypoč́ıta počet chýbajúcich odpoved́ı
respondentov v batérii otázok (po zaokrúhleńı dostaneme presný počet mis-
singov). Potom v indexe In_Q4_miss vylúčime hodnoty indexu, kde je počet
chýbajúcich údajov 4 a viac – bud’ mechanicky po sortovańı pomocnej pre-
mennej, alebo nájdeme potrebný SPSS pŕıkaz.

Teraz využijeme hodnoty In_Q4_miss na imputáciu pŕıslušných chýbajú-
cich údajov – čiže chýbajúce hodnoty pre záznamy s 3 a viac platnými hod-
notami nahrad́ıme missingy hodnotou In_Q4_miss.

Poznámka: Priemer indexov danej batérie po imputácii je rovnaký ako
pôvodný index In_Q4_miss.

7. Reliabilita a korelačná matica pred a po imputácii chýba-
júcich údajov

Imputácia chýbajúcich údajov spôsobuje zväčšenie množiny možných hodnôt
individuálnych indexov. Reliabilita a korelačnej matice z pôvodných dát a

po imputácii chýbajúcich hodnôt sṕlňajú podmienky, pri splneńı, ktorých
môžeme skonštruovat’ simultánny index batérie otázok.

Ako vidno aj z poznámky v tabul’ke 5, procedúra výpočtu reliability a
korelačnej matice vylučuje chýbajúce údaje

”
listwise“ a tak sú tieto štatistiky

poč́ıtané iba z 55,1% záznamov. Napriek tomu je reliabilita šestice otázok pre
simultánny index vysoká až 0.894 a korelačné koeficienty v tabul’ke 6 sú všetky
kladné.
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Tabul’ka 5. Reliabilita batérie 6-tich otázok Q4 pred imputáciou

Case Processing Summary
Cases N %

Valid 661 55.1
Excluded* 539 44.9

Total 1200 100.0

Reliability Statistics
Cronbach’s

Cronbach’s Alpha Based on Number
Alpha Standard.Items of Items

0.894 0.894 6

* Listwise deletion based on all variables in the procedure

Tabul’ka 6. Korelačná matica batérie 6-tich otázok Q4 pred imputáciou

Index Q4_1 Q4_2 Q4_3 Q4_4 Q4_5 Q4_6

Q4_1 1.000 0.723 0.618 0.556 0.555 0.561
Q4_2 0.723 1.000 0.643 0.575 0.584 0.590
Q4_3 0.618 0.643 1.000 0.513 0.618 0.566
Q4_4 0.556 0.575 0.513 1.000 0.484 0.498
Q4_5 0.555 0.584 0.618 0.484 1.000 0.698
Q4_6 0.561 0.590 0.566 0.498 0.698 1.000

Výsledky výpočtov z dát po imputácii chýbajúcich údajov sú v tabul’kách
7. a 8. Podstatné je, že sme pri týchto výpočtoch mohli využit’ až 95,7%
záznamov. Reliabilita sa mierne zvýšila na hodnotu 0.910 a korelačné koefi-
cienty zostali kladné a všetky sa mierne zvýšili.

Tabul’ka 7. Reliabilita batérie 6-tich otázok Q4 po imputácii

Case Processing Summary
Cases N %

Valid 1148 95.7
Excluded* 52 4.3

Total 1200 100.0

Reliability Statistics
Cronbach’s

Cronbach’s Alpha Based on Number
Alpha Standard.Items of Items

0.910 0.910 6

* Listwise deletion based on all variables in the procedure

Tabul’ka 8. Korelačná matica batérie 6-tich otázok Q4 po imputácii

Index Q4_1 Q4_2 Q4_3 Q4_4 Q4_5 Q4_6

Q4_1 1.000 0.739 0.623 0.605 0.625 0.569
Q4_2 0.739 1.000 0.667 0.624 0.660 0.599
Q4_3 0.623 0.667 1.000 0.575 0.680 0.598
Q4_4 0.605 0.624 0.575 1.000 0.578 0.546
Q4_5 0.625 0.660 0.680 0.578 1.000 0.732
Q4_6 0.569 0.599 0.598 0.546 0.732 1.000

Aj pomocou kontingenčných tabuliek môžeme vyjadrit’ závislost’ medzi
individuálnymi indexmi. Nebudeme uvádzat’ všetkých 15 kontingenčných ta-
buliek skúmanej batérie otázok, ktoré vykazujú taktiež silnú závislost’. Na
doplnenie uvádzame maticu Cramerovho V kontingenčného koeficianta v ta-
bul’ke 9.
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Množina možných hodnôt individuálnych indexov sa po imputácii značne
zväčš́ı, pretože imputáciou doplńıme chýbajúce údaje nahradeńım priemermi,
ktoré nadobúdajú aj iné hodnoty ako pôvodné individuálne indexy. V tomto
pŕıpade možno považovat’ individuálne premenné za numerické a poč́ıtat’ ko-
relačné koeficienty.

Tabul’ka 9. Cramerovo V batérie 6-tich otázok Q4 pred imputáciou

Index Q4_1 Q4_2 Q4_3 Q4_4 Q4_5 Q4_6

Q4_1 1.000 0.548 0.359 0.340 0.358 0.323
Q4_2 1.000 0.378 0.361 0.373 0.351
Q4_3 1.000 0.319 0.405 0.342
Q4_4 1.000 0.287 0.309
Q4_5 1.000 0.521
Q4_6 1.000

8. Analýza odchýlok

Pri imputácii chýbajúcich údajov je riziko, že nemuśıme odhadnút’ správnu
odpoved’ respondenta, ak by ju uviedol. Hodnota simultánneho indexu sa
môže pohybovat’ od 0 po 1, pričom

”
skoky“

”
susedných“ hodnôt závisia aj

od počtu premenných v skúmanej batérii.
Napŕıklad pri počte 6 otázok v batérii, ako je to v ilustračnom pŕıklade

sú potenciálne odchýlky pri 5 chýbajúcich odpovediach respondenta od 0 (vo
vzácnom pŕıpade, ak

”
smieme“ predpokladat’, že všetky chýbajúce odpovede

budú rovnaké, ako tá jedna, čo dal respondent).
Pri 5-tich chýbajúcich odpovediach je maximálna odchýlka v absolútnej

hodnote 0,833, v pŕıpade 4 chýbajúcich údajov, čiže máme dve platné odpo-
vede daného respondenta je

”
riziko“ vel’kej odchýlky taktiež vysoké. Nulová

odchýlka je taktiež vo vzácnych pŕıpadoch, ak by chýbajúce odpovede
”
dávali

rovnaký priemer ako platné odpovede“, maximálna odchýlka v absolútnej
hodnote je v tomto pŕıpade 0,667.

Pri 3 chýbajúcich údajoch a teda aj troch platných odpovediach respon-
denta je zase minimálna odchýlka 0 a maximálna 0,5.

Presnú analýzu odchýlok nepoznáme, pokladáme za dôležitú otázku ako
využit’ čo možno najviac údajov na odhad simultánneho indexu. Odvážneǰśı
môžu za

”
dobrý“ odhad simultánneho indexu považovat’ odhad, ktorý využije

polovicu a viac platných odpoved́ı respondenta na skúmanú batériu otázok

”
Riziko“ vel’kých odchýlok klesá samozrejme s počtom platných odpoved́ı

respondenta. Pri dvoch chýbajúcich odpovediach máme 4 platné odpovede
respondenta a odchýlky môžu byt’ v absolútnej hodnote od 0 po 0,333. A na-
koniec pri jednej chýbajúcej hodnote je 5 platných odpoved́ı a odchýlky od
0 po 0,167.
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V kapitole 5. sú uvedené kardinality výsledkových množ́ın skúmaného si-
multánneho indexu batérie , množina všetkých možných konfiguráciu má mo-
hutnost’ 15625, tá sa redukuje na menšiu množinu s mohutnost’ou 210 a nako-
niec je iba 25 rôznych hodnôt indexu, v situácii ked’ nenahrádzame chýbajúce
údaje. Ak by sme skúmali konfigurácie vrátane chýbajúcich údajov, tak je te-
oreticky možných až 46656 =6*6*6*6*6*6 konfigurácíı. V reálnych situáciách
pracujeme s výsledkami kde je ovel’a menej záznamov. V ilustračnom pŕıklade
pracujeme máme 1200 záznamov – konfigurácíı, niektoré z nich sa vysky-
tujú viackrát, takže počet rôznych konfigurácíı je reálne menš́ı. V tabul’ke
10. je ukážka niekol’ko konfigurácíı individuálnych indexov vrátane hodnôt
simultánnych indexov a početnost’ konfigurácíı, vrátane chýbajúcich údajov,
ktoré potrebujeme imputovat’.

V ukážke sme vypoč́ıtali vo vyznačených záznamoch In_Q4_miss, pomo-
cou označených hodnôt tohto indexu nahrad́ıme v pŕıslušných záznamoch
chýbajúce hodnoty.

Tabul’ka 10. Ukážka konfigurácíı vrátane chýbajúcich údajov

por. In_Q4

č. Q4_1 Q4_2 Q4_3 Q4_4 Q4_5 Q4_6 In_Q4 Ix_Q4 _miss n

1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 79
2 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 32
3 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 31
4 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 27
5 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 13
6 0.00 0.00 0.00 0.25 0.00 0.00 0.04 0.04 0.04 13
7 0.25 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.04 0.04 0.04 11
8 0.25 0.25 0.00 0.00 0.00 0.00 0.08 0.08 0.08 11
9 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 10
10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.25 0.25 0.08 0.08 0.08 10
11 0.25 0.25 0.00 0.25 0.00 0.00 0.13 0.13 0.13 10
12 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 9
13 0.25 0.00 0.00 0.00 0.00 0.05 0.05 9
14 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.25 0.04 0.04 0.04 8
15 0.25 0.00 0.00 0.25 0.00 0.00 0.08 0.08 0.08 8
16 0.00 0.00 0.00 6
17 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 6

Podmienky – vysoká reliabilita, Cronbachovo alfa aspoň 0,7 a to, že ko-
relačná matica má iba kladné korelačné koeficienty – minimalizujú možnost’

”
divokých“ kombinácíı (konfigurácíı) aj pri chýbajúcich údajoch a tak mô-
žeme použit’ navrhovaný postup odhadu simultánneho indexu a imputácie
chýbajúcich údajov.

Ak by v riadku záznamu č. 3 bola hodnota Q4_6=1, čo je najnepriazni-
veǰsia možnost’ – bola by odchýlka nášho odhadu od tejto možnosti 0.166667,
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ale vzhl’adom na uvedené podmienky je táto možnost’ málo očakávaná. Pri
odhade v riadku 5 a 12 je teoreticky najväčšia odchýlka ak by skutočné hod-
noty namiesto chýbajúcich boli rovné 1 a odchýlka by bola až 0,5.

9. Závery

Za predpokladov o reliabilite a kladných koreláciách medzi premennými baté-
rie možno skonštruovat’ simultánnu charakteristiku, ktorá dobre charakteri-
zuje celú batériu premenných. Tým sa analýzy zjednodušia, pretože môžeme
využit’ štatistické metódy analýzy numerických premenných.
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[18] Internetová stránka projektu MYPLACE: http://www.fp7-myplace.eu/index.php.



REQUEST 2012 ©c ČStS 2013
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Abstract: The main output of this paper is the design of the methodology
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Keywords : Statistical Process Control, Assignable Causes, Process Variabi-
lity, Run Tests, Computer Aided Analysis of Nonrandom Patterns

1. Úvod

Statistická regulace proces̊u (SPC) představuje v praxi široce využ́ıvaný př́ıs-
tup k ř́ızeńı výrobńıch i nevýrobńıch proces̊u. Je to předevš́ım nástroj pro
pochopeńı a analýzu variability proces̊u [1]. SPC je založeno na tzv. Shewhar-
tově koncepci variability proces̊u, která rozlǐsuje mezi variabilitou zp̊usobenou
obvykle p̊usob́ıćımi běžnými př́ıčinami (proces je považován za statisticky sta-
bilńı) a variabilitou zp̊usobenou neobvyklými (speciálńımi, vymezitelnými)
př́ıčinami (proces neńı považován za statisticky stabilńı). K rozlǐseńı p̊usobeńı
těchto dvou typ̊u př́ıčin variability se použ́ıvá regulačńı diagram. Body zazna-
menávané do regulačńıho diagramu jsou uspořádány náhodně (přirozeně) či
tvoř́ı nenáhodná (nepřirozená) seskupeńı. Regulačńı diagram je konstruován
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tak, aby umožnil sledovat chováńı procesu v čase a odhalit jakékoliv nepřiroze-
né seskupeńı bod̊u [2], považované za symptom p̊usobeńı neobvyklé př́ıčiny
a tedy za signál k analýze procesu s ćılem stanovit konkrétńı př́ıčinu nesta-
bility procesu, aby bylo dále možné stanovit vhodné opatřeńı ke stabilizaci a
př́ıpadnému zlepšeńı procesu. Základńım kritériem pro rozhodnut́ı o statis-
tické stabilitě či nestabilitě procesu jsou regulačńı meze. Jsou stanoveny tak,
že je velmi malá pravděpodobnost výskytu bodu mimo regulačńı meze (při
standardně použ́ıvaných ±3σ meźıch a za předpokladu normálńıho rozděleńı
regulované veličiny je tato pravděpodobnost 0.0027). Regulačńı diagram se
pak interpretuje následovně: pokud lež́ı body uvnitř regulačńıch meźı a jsou
rozloženy náhodně, lze považovat proces za statisticky stabilńı. Pokud se
nějaký bod či vice bod̊u vyskytuje mimo regulačńı meze nebo body uvnitř
meźı vytvářej́ı nenáhodné seskupeńı, nelze proces považovat za statisticky
stabilńı a je nutné vyhledat p̊usob́ıćı neobvyklou (vymezitelnou) př́ıčinu a
jej́ı p̊usobeńı omezit či plně odstranit.

2. Definice náhodných a nenáhodných seskupeńı

Přirozené seskupeńı bod̊u je takové seskupeńı, kde body uvnitř regulačńıch
meźı jsou rozmı́stěny náhodně.Takové uspořádáńı bod̊u lze charakterizovat
následovně [3]: body náhodně koĺısaj́ı; většina bod̊u lež́ı bĺızko středńı př́ımky;
pouze malý pod́ıl se vyskytuje dále od středńı př́ımky; velmi zř́ıdka lež́ı bod
mimo regulačńı meze. Je-li kterýkoliv z těchto atribut̊u porušen, je sesku-
peńı bod̊u klasifikováno jako nenáhodné seskupeńı. V regulačńıch diagra-
mech se může vyskytovat mnoho takových nenáhodných seskupeńı, speci-
fických pro r̊uzné procesy. Jejich rozpoznáváńı může být velmi obt́ıžené.
Proto bylo identifikováno několik generických nenáhodných seskupeńı, která
lze aplikovat na většinu proces̊u. Nejčastěji uváděná nenáhodná seskupeńı
(viz např. [3], [4], [5], [6], [7]) s jejich typickými projevy v Shewhartových re-
gulačńıch diagramech jsou shrnuta v Tabulce 1. I přes existenci těchto gene-
rických nenáhodných seskupeńı může být jejich rozpoznáváńı komplikované.
Pro standardizaci a zjednodušeńı tohoto procesu byly proto formulovány tzv.
testy nenáhodných seskupeńı (run tests). Jde o pravidla, založená na kvanti-
fikaci generických nenáhodných seskupeńı.

3. Testy nenáhodných seskupeńı

Testy nenáhodných seskupeńı doplňuj́ı d̊ukaz o existenci nenáhodného sesku-
peńı, daný pozićı bod̊u v̊uči regulačńım meźım a středńı př́ımce, d̊ukazem
založeným na statistické teorii tzv. runs (řad, sekvenćı, běh̊u) [8]. Testy jsou
založeny na výpočtu pravděpodobnosti výskytu bod̊u bĺızko středńı př́ımky,
bĺızko regulačńıch meźı, atd. Pravidla jsou založena na rozděleńı pásma mezi
regulačńımi mezemi na 2 x 3 stejně široké zóny A, B, C, odpov́ıdaj́ıćı svoj́ı š́ı̌ŕı
1σ při předpokladu normálńıho rozděleńı regulované veličiny (viz Obrázek 1).
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Tabulka 1. Popis nenáhodných seskupeńı

Č. Nenáhodné
seskupeńı

Popis seskupeńı Symptom v re-
gulačńım diagramu

1 Velké posuny
(strays, freaks)

Náhlá velká změna Body bĺızko re-
gulačńıch meźı nebo
mimo ně

2 Menš́ı postup-
ný posun

Postupná menš́ı změna Řada bod̊u na jedné
straně od středńı
př́ımky

3 Trend Postupná změna v jed-
nom směru

Postupně rostoućı nebo
klesaj́ıćı řada bod̊u

4 Stratifikace Malé rozd́ıly mezi hod-
notami v dlouhé řadě
bod̊u, absence bod̊u
bĺızko regulačńıch meźı

Dlouhá řada bod̊u
bĺızko středńı př́ımky
(na obou stranách)

5 Mix Efekt “Saw-tooth”,
absence bod̊u bĺızko
středńı př́ımky

Řada po sobě
následuj́ıćıch bod̊u na
obou stranách středńı
př́ımky, všechny daleko
od ńı

6 Systematická
variabilita

Řada hodnot pravi-
delně alternuj́ıćıch na-
horu a dol̊u

Dlouhá sekvence bod̊u
alternuj́ıćıch nahoru a
dol̊u

7 Cyklus Periodicky se opakuj́ıćı
hodnoty

Cyklicky se opakuj́ıćı
sekvence bod̊u

Obrázek 1. Rozděleńı pásma mezi regulačńımi mezemi

V Tabulce 2 jsou uvedena nejčastěji použ́ıvaná pravidla testováńı nenáhod-
ných seskupeńı. (Za lomı́tkem ve sloupci s č́ıslem pravidla je uveden typ
nenáhodného seskupeńı, se kterým je pravidlo spojeno.)
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Tabulka 2. Nejčastěji použ́ıvaná pravidla nenáhodných seskupeńı

Pravidlo/
seskupeńı.

Popis pravidla

1/1 Jeden či v́ıce bod̊u je mimo zóny A
2/1 2 ze 3 po sobě následuj́ıćıch bod̊u lež́ı v zóně A nebo za ńı
3/2 4 z 5 po sobě následuj́ıćıch bod̊u lež́ı v zóně B nebo za ńı
4/2 8 po sobě jdoućıch bod̊u lež́ı na jedné straně od středńı

př́ımky
5/3 6 po sobě jdoućıch bod̊u roste nebo klesá
6/4 15 po sobě jdoućıch bod̊u lež́ı nad nebo pod středńı př́ımkou

(v zónách C)
7/6 14 po sobě jdoućıch bod̊u stř́ıdavě nahoře a dole
8/5 8 bod̊u v řadě za sebou lež́ı na obou stranách středńı př́ımky,

ale žádný v C

Pravidla 1 – 4 byla definována pro rychlé rozpoznáńı seskupeńı spojených
s posuny v procesu. Pravidlo 5 je spojeno s trendy, pravidla 6 a 8 se se-
skupeńımi vyvolanými nesprávným zp̊usobem tvorby logických podskupin
(výběr̊u) a pravidlo 7 s abnormálńı oscilaćı. Uvedená pravidla byla r̊uznými
autory modifikována a vznikla řada soubor̊u pravidel. V Tabulce 3 jsou shr-
nuty nejznáměǰśı soubory (Shewhartovo pravidlo(Sh.) [9], pravidla Western
Electric (WE) [3], Nelsonovy testy [10], testy uvedené v ČSN ISO 2859 [11]).
Dále jsou uvedeny méně známé soubory vytvořené v konkrétńı firmě (Boeing
[12], AIAG [13]) a nejnověǰśı soubor publikovaný Trietschem [2]. V tabulce je
patrné proĺınáńı soubor̊u (viz barevná poĺıčka). Současně jsou patrné rozd́ıly
mezi jednotlivými soubory test̊u, a to v mı́̌re pokryt́ı r̊uzných nenáhodných
seskupeńı, v pořad́ı jednotlivých pravidel (viz č́ıslo v závorce) a v definici
délky sekvence bod̊u u daného pravidla. Historicky prvńı pravidlo pro iden-
tifikaci vymezitelných př́ıčin vytvořil W. A. Shewhart (v Tabulce 3 je to pra-
vidlo 1). V souboru Western Electric pravidel (WE) přibyly k Shewhartovu
kritériu testy nenáhodných seskupeńı (run tests) kvantifikuj́ıćı seskupeńı spo-
jená s menš́ımi či postupnými změnami (tzv. zonálńı testy), smı́̌sená sesku-
peńı, stratifikaci a systematickou variabilitu. Pravidla 2, 3 a 4 byla navržena
pro rychleǰśı odhaleńı posunu parametru procesu ve srovnáńı s pravidlem 1.
(tzv. výstražné indikátory).

4. Stanoveńı délky nenáhodného seskupeńı

Jak je patrné z Tabulky 3, u pravidel č. 4, 6, 7 a 8 se soubory lǐśı v definici
délky sekvence bod̊u u daného pravidla. Nejv́ıce rozd́ıl̊u se objevuje u pravi-
dla 4. Při stanoveńı délky sekvence bod̊u se vycháźı z rozděleńı pásma mezi
regulačńımi mezemi na 6 stejně širokých zón (viz Obrázek 1). Za předpokladu
normálńıho rozděleńı pak lze očekávat, že v zónách C bude 68.27% hodnot,
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Tabulka 3. Soubory test̊u nenáhodných seskupeńı

Testy Shewhart WE Nelson
N

ČSN
ISO
8258

AIAG Boeing
ASQ

Trietsch
T

Prav. 1 (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
Prav. 2 (2) (5) (5) (2) (5)
Prav. 3 (3) (6) (6) (3) (6)
Prav. 4 (4) (2) (2) (2) (4) (2)

8 bod̊u 9 bod̊u 9 bod̊u 7 bod̊u 9 bod̊u
Prav. 5 (3) (3) (3) (3)
Prav. 6 (7) (7) (7)

15 bod̊u 15 bod̊u 13 bod̊u
Prav. 7 (4) (4) (4)

14 bod̊u 14 bod̊u 13 bod̊u
Prav. 8 (5) (8) (8) (8)

8 bod̊u 8 bod̊u 8 bod̊u 5 bod̊u

v zónách B 27.18% a v zónách A 4.28% hodnot (viz Obrázek 1), pokud je
proces statisticky stabilńı. Pak lze pro r̊uzné délky sekvence bod̊u r daného
seskupeńı (při výskytu určitého počtu bod̊u r v určitých zónách, odpov́ıdaj́ıćı
danému nenáhodnému seskupeńı) stanovit pravděpodobnost výskytu tohoto
seskupeńı délky r v regulačńım diagramu. Pomoćı výpočtu této pravděpo-
dobnosti se př́ımo či nepř́ımo źıská hodnota rizika zbytečného signálu α pro
dané pravidlo. Nejvhodněǰśı délka sekvence bod̊u u každého pravidla je pak
stanovena tak, aby pravděpodobnost rizika zbytečného signálu, spojeného
s daným nenáhodným seskupeńım, nebyla př́ılǐs vzdálená od hodnoty rizika
zbytečného signálu spojeného s Shewhartovým kritériem (pravidlo 1), které
se při standardně použ́ıvaných ±3σ regulačńıch meźıch a za předpokladu
normálńıho rozděleńı rovná hodnotě 0.0027 (poč́ıtáno v̊uči oběma meźım).
V Tabulce 4 jsou uvedeny výsledky výpočtu rizika zbytečného signálu pro
pravidla 4, 6, 8 pro délky r použité v r̊uzných souborech pravidel (viz Tabulka
3).Výpočty jsou provedeny nejprve klasickým zp̊usobem a po té přesněǰśım
postupem doporučeným Trietschem [2].

a) Při klasickém zp̊usobu výpočtu rizika zbytečného signálu lze použ́ıt
následuj́ıćı obecný vzorec:

(1) αi = pr,

kde
αi ... je riziko zbytečného signálu i-tého pravidla;
p ... je pravděpodobnost výskytu bodu v jedné nebo v́ıce zónách
(viz Obrázek 1)
r ... je délka sekvence bod̊u.
Pro pravidlo 4 pak tento obecný vzorec je třeba upravit následovně:

(2) α4 = pr.2 pro p = 0.5,

U pravidla 6 plat́ı:

(3) α6 = pr pro p = 0.6826
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Tabulka 4. Hodnoty rizika zbytečného signálu

r/prav. 4 6 8

Výpočet klasický dle T klasický dle T klasický dle T

5 0.0032

T

0.0022

T

7 0.0156
AIAG

0.0079
AIAG

8 0.0078
WE

0.0039
WE

0.0001 N 0.00007
WE N

9 0.0039

N, T

0.0020

N,T

13 0.00698
T

0.0020

T

15 0.00325

N

0.001 N

a pro pravidlo 8 pak plat́ı:

(4) α8 = pr pro p = 0.3174.

b) Trietsch (T) doporučuje použ́ıvat k výpočt̊um pravděpodobnost́ı výsky-
tu určité sekvence bod̊u v regulačńım diagramu následuj́ıćıho výpočtu, který
vede k přesněǰśım výsledk̊um [2]:

(5) αi = pr + pr+1,

Z analýzy, jej́ıž závěry jsou shrnuty v Tabulce 4, plyne, že optimálńı hod-
nota délky sekvence bod̊u r u pravidla 4 je jednoznačně 9, u pravidla 8 je
to jednoznačně hodnota 5. U pravidla 6 lze použ́ıt jak délku nadefinovanou
Nelsonem (r = 15), tak i hodnotu 13 podle Trietscha (rozd́ıl oproti hodnotě
0.0027 je téměř stejný).

5. Simultánńı aplikace v́ıce test̊u

Simultánńı aplikaci v́ıce pravidel je třeba d̊ukladně zvážit a vźıt v potaz tyto
skutečnosti:

- některé testy jsou vhodné při zahájeńı implementace SPC (pravidla
6 a 8);

- některé testy jsou vhodné zejména ve fázi ověřováńı a zabezpečováńı
statistické stability procesu (pravidlo 1 a 4);

- některé testy jsou vhodné až ve fázi dlouhodobé regulace procesu
(pravidla 2 nebo 3, 7);

- č́ım vice test̊u je aplikováno najednou, t́ım je vyšš́ı riziko zbytečného
signálu. Tuto skutečnost vyjadřuj́ı následuj́ıćı vzorce pro výpočet cel-
kového rizika zbytečného signálu.
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Riziko zbytečného signálu pro nezávislé testy se vypočte ze vztahu:

(6) α = 1−
k∏

i=1

(1− αi).

Testy 1, 2, 3 a 4 však mohou být mezi sebou pozitivně korelovány (seskupeńı,
které aktivuje jeden test, bude pravděpodobně aktivovat rovněž jiné testy).
Riziko zbytečného signálu pro závislé testy pak lze stanovit dle jednoduchého
vzorce [2]:

(7) α ≤
k∑

i=1

αi.

6. Analýza vybraných softwarových produkt̊u

Na trhu je dostupná řada statistických programů, které podporuj́ı identifikaci
nenáhodných seskupeńı. Pokud jsou tyto metody správně aplikovány, mohou
přispět ke zvýšeńı efektivnosti SPC jako procesu řešeni problému. Naopak ru-
tinńı aplikace test̊u nenáhodných seskupeńı může vest ke sńıžeńı efektivnosti
implementace SPC. V této kapitole bude pozornost věnována produktu Stat-
graphics Plus (v tabulkách 5 a 6 značeno S v.15) [15], Statgraphics Centurion
(v tabulkách 5 a 6 značeno S Cent.) [16], Minitab (v tabulkách 5 a 6 značeno
M v.15)[17], které jsou využ́ıvány v rámci výuky na katedře kontroly a ř́ızeńı
jakosti na Fakultě metalurgie a materiálového inženýrstv́ı VŠB-TU Ostrava,
a produktu Statistica (v tabulkách 5 a 6 značeno Sca v.16) [18], který je hojně
použ́ıván na řadě českých univerzit. Analýza těchto programů je zaměřena
na jejich podporu identifikace, př́ıpadně daľśı analýzy nenáhodných seskupeńı
v regulačńıch diagramech. Analýza je vedena z pohledu faktor̊u a závěr̊u dis-
kutovaných v předchoźıch kapitolách. Obecně všechny analyzované softwa-
rové produkty pracuj́ı s malými odchylkami se souborem Nelsonových test̊u.
Všechny Nelsonovy testy včetně Shewhartova pravidla 1 obsahuje pouze Mi-
nitab. Ostatńı analyzované programy maj́ı pravidlo 1 zahrnuté do základńı
analýzy regulačńıch diagramů mimo testy nenáhodných seskupeńı. V pro-
gramech Statgraphics je mı́rně odlǐsně definováno pravidlo 5 a 8. Komplexńı
hodnoceńı jednotlivých produkt̊u je uvedeno v Tabulce 5 a 6.

Předchoźı analýza vybraných statistických produkt̊u shrnutá v Tabulce 5
a 6 vede k závěru, že nejlépe jsou pro aplikaci nenáhodných seskupeńı vyba-
veny programy Minitab a Statistica. Avšak i ony maj́ı několik nedostatk̊u,
které mohou zp̊usobit, že méně zkušeńı uživatelé uplatńı testy nenáhodných
seskupeńı nesprávně, což může vést k nesprávným závěr̊um ohledně stabi-
lity procesu. To pak může vyústit v situaci, kdy uživatel přestane aplikovat
testy nenáhodných seskupeńı, či dokonce v selháńı celého systému SPC. Proto
byla navržena jednoduchá univerzálńı metodika aplikace test̊u nenáhodných
seskupeńı, která je popsána v následuj́ıćı kapitole.
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Tabulka 5. Komplexńı analýza vybraných softwarových produkt̊u

Vlastnosti/ SW S v.15 S Cent. M v.15 Sca v.16
Termı́n pro nenáhdné sesku-
peńı

Unusual
pattern

Unusual
sequence

Nonrandom
pattern

Systematic
pattern

Termı́n pro testy (pravidla) Runs tests Runs tests Tests for
special
causes

Runs tests

Komplexnost 6 z 8 7 z 8 8 z 8 7 z 8
Statistické základy test̊u ne ne ne ano
Počet pravidel
předdefinovaných odlǐsně
od Nelsonových test̊u

2 2 0 0

Možnost výběru pravidel ano ano ano ano
Možnost změnit délku sesku-
peńı

ano ano ano ano

Možnost předefinováńı zóny ano ano ne ano
Indikace nenáhodného sesku-
peńı v regulačńım diagramu

ano ano ano ano

Záznam možných vymezi-
telných př́ıčin do regulačńıho
diagramu

ne ne ne ne

Záznam zásah̊u do regulačńıho
diagramu

ne ne ne ano

Upozorněńı na rizika si-
multánńıho použit́ı v́ıce
pravidel najednou

ne ne ano ano

Upozorněńı na potřebu mı́t
hluboké znalosti o procesu

ne ne ano ano

Typy regulačńıch diagramů (S-
Shewhart, J- jiné)

S + J S + J S S

Tabulka 6. Komplexńı analýza vybraných softwarových
produkt̊u - pokračováńı

Vlastnosti/ SW S v.15 S Cent. M v.15 Sca v.16
Stejný soubor pravidel
přednastavený pro r̊uzné
regulačńı diagramy

ano ano ano ano

Informace, na které typy dia-
gramů jsou jednotlivá pravidla
aplikovatelná

ano
(nepřesná)

ano
(nepřesná)

částečná částečná

Definováńı potenciálńıch
obecných vymezitelných
př́ıčin

ne ne ne ano

Popis pravidel ano ano ano ano
Interpretace pravidel ne ne ne ano

Použitá nenáhodná seskupeńı
Velký posun ano ano ano ano
Menš́ı přetrvávaj́ıćı posun ano ano ano ano
Trendy ano ano ano ano
Stratifikace ano ano ano ano
Smı́̌sené seskupeńı ano ano ano ano
Systematická variabilita ne ano ano ano

7. Metodika aplikace test̊u nenáhodných seskupeńı

• Před aplikaćı test̊u nenáhodných seskupeńı je třeba ověřit, které testy
jsou u zvolených regulačńıch diagram přednastaveny.
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• Nikdy se nemaj́ı aplikovat rutinně všechny testy, i když jsou v použi-
tém programu přednastaveny.

• Je třeba ověřit nastavenou délku sekvence bod̊u r u jednotlivých vy-
braných test̊u a v př́ıpadě potřeby nastavit optimálńı hodnoty r.

• Dále je třeba ověřit, zda zvolené regulačńı diagramy maj́ı přibližně
symetrické meze. Pokud ano, plat́ı následuj́ıćı závěry:

– Všechny testy (pravidla 1 - 8) mohou být aplikovány na diagram
pro pr̊uměry a individuálńı hodnoty (předpokládá se normálńı
rozděleńı regulované veličiny);

– Pravidla 1 – 4 mohou být aplikována na diagram R nebo s bez
jakékoliv modifikace, je-li rozsah podskupiny n ≥ 5;

– Všechna pravidla mohou být aplikována bez omezeńı na re-
gulačńı diagramy np a c za předpokladu, že plat́ı aproximace
normálńım rozděleńım a meze jsou rozumně symetrické.

– Totéž plat́ı pro diagram p a u s konstantńımi mezemi;
• Pravidla 5 a 7 funguj́ı dostatečně dobře při jakémkoliv spojitém
rozděleńı, nebot’ jde o neparametrické testy;

• Z hlediska sekvence a souběhu aplikace test̊u nenáhodných seskupeńı
se maj́ı testy aplikovat podle následuj́ıćıho schématu:

– Pravidla 6 a 8 se maj́ı aplikovat při zahájeńı implementace SPC
s ćılem verifikace správnosti tvorby logických podskupin;

– Ve fázi ověřováńı a zajǐst’ováńı statistické stability procesu se
maj́ı aplikovat jako prvńı pravidla 1 a 4;

– Je-li potřeba daľśıho zvýšeńı citlivosti regulačńıho diagramu na
změny parametr̊u procesu, může se přidat pravidlo 2 nebo 3,
př́ıpadně obě;

– Jestliže se znalost procesu během předchoźı aplikace SPC pro-
hloubila, je možné aplikovat zbývaj́ıćı běžná pravidla.

– Pravidlo 5 se má aplikovat samostatně (jeho př́ınos v podobě
zvýšeńı citlivosti regulačńıho diagramu na skutečné změny v pro-
cesu je menš́ı než zvýšeńı rizika zbytečného signálu ([14], p. 137).

• Pravidla 1 – 4 je třeba aplikovat na obě poloviny regulačńıho dia-
gramu, ale samostatně.

8. Závěr

Na základě teoretických východisek zpracovaných v kapitole 1 a 2 se tento
článek zabýval analýzou a srovnáńım několika soubor̊u pravidel pro iden-
tifikaci nenáhodných seskupeńı v regulačńıch diagramech, a to Shewhar-
tova kritéria, souboru Western Electric, Nelsonových test̊u, test̊u z normy
ČSN ISO 2859, souboru pravidel Boeingu a AIAG a souboru publikovaného
Trietschem. Závěry této analýzy byly použity pro následnou analýzu vy-
braných softwarových produkt̊u se zaměřeńım na testy nenáhodných sesku-
peńı. Výsledky obou analýz byly dále promı́tnuty do návrhu metodiky pro
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analýzu statistické nestability procesu s využit́ım dostupných statistických
programů.
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Abstract: There are a lot of facts about the flexibility and their implemen-
tation into a production line; most theories suggest that it should be imple-
mented as quickly possible and with the lowest investment. Due the continue
increasing of the production and the huge demand of the customer for new
designs, the automotive industries should include into their production lines,
changeable process, fixtures, work stations, conveyors, etc; production pro-
cedure should very adjustable, allowing to assembly not only new parts with
new design, but also parts with complex construction and big impact into
the following production steps, and these new assembly parts should keep
the standards of the cycle productions. Therefore companies should adopt a
flexible production line since the beginning of construction of the lines to keep
molding and readjustment them according to internal and external develop-
ment of the automotive industry. This paper will focus on the Flexibility of
the lines their activities and the availability of rework assembled components.

Keywords : Process availability, automobile production

1. Introduction

The automobile industry is exposed to a high level of competition and impro-
vements in their design. Increase of productivity and meet the client’s needs
are the principal goal of the companies. Automotive manufacturing, demand
that their suppliers meet the clients new requests, keeping production line
standards, and subcontractors should be able to deliver in time, the new
parts with same or best quality, in where flexibility role is a key performing
that automotive company has to keep in mind. In the past years the auto-
motive production has had a significant solid increase in central Europe and
the Asian countries, where the companies can offer more products to their
clients, reducing the production cycle, and prepare the lines for further new
generations. Also and very important factor, is to meet the worlds strictest
limits for nitrogen-oxide emissions, efficient exhaust-gas treatment systems
are mandatory. For the further years good political of production can lead to
have new request from the customers, developers can created new and com-
plex design, where the automotive companies will have the task to fulfill their
requirements, therefore the best solution is to increased the flexibility into
their production lines, work on new generation investment plan the for new
production lines including changes into their work stations. In this paper,
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product flexibility as well as volume flexibility of one assembly line in a ma-
nufacturing system is examined. The mathematical treats product flexibility,
volume flexibility and rework. For this study has only considerate the pro-
duction lines for dosing module. The assembly line consists of workstations.
As automatically assembly is predominantly applied, the material handling
system, ancillary functions and layout of the factory. Assembly line have the
task to assemble two different connecting-piece into a body, where the body
has the same function for all the types, but the connecting-piece have diffe-
rent dimensions and parameters. The purpose of the study at the company
is to analyze the flexibility of the assembly line in order to be able to un-
derstand the problems, their principal cost created by introduction of new
models variants and reworking process impact.

2. Problem description

New design for the connecting piece, different dimensions and assembly para-
meters, readjustment of the production line, fixture, production time, control
test and high risk at the time of assembly.

3. Flexibility

Flexibility is defined in Webster’s Dictionary as an adverbial of flexible me-
aning, “capable of responding or conforming to changing or new situation”
[1]. There are several definitions of flexibility in the literature in the area of
manufacturing of which a few are given below [2].

• Mix flexibility: Processing at any time a mix of different parts which
are loosely related to each other in some way such as belonging to
the same family.

• Parts flexibility: Adding parts to and removing parts from the mix
over time.

• Volume flexibility: Handling shifts in volume for a given part. A more
detailed investigation of flexibility is given in [3]. In this paper, based
on the extent of automation and the diversity of the parts produced,
is necessary to considerate, the following aspects of flexibility:

• Machine flexibility: The ease of making the changes required to pro-
duce a given set of part types. The main issue is set-up time for the
machines.

• Process flexibility: The ability to produce a given set of part types,
each possibly using different material, in several ways. This flexibility
is inversely dependent on the set-up costs.

• Product flexibility: The ability to changeover to produce a new (set
of) product(s) very economically and quickly. Mandelbaum defines
this as, “acction flexibility, the capacity for taking new action to meet
new circunstances”. [4]. This flexibility heightens a company’s poten-
tial responsiveness to competition and/or market changes. Product
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flexibility can be measured by the time required to switch from one
part mix to another, not necessarily of the same part types (compare
with Gerwinâ’s design-change flexibility).

There are other numerous definitions that have not been discussed here
because of the scope of the subject. In their paper of, “an examination of
rooting flexibility problems for small batch assembly of dosing modules”, Ta-
ylor and Graves analyzed introduction of new processing flexibility in printed
circuit board assembly [5]. The introduction of routing flexibility and its limi-
tations and benefits is analyzed in the paper based on experimental results.
The same authors also treat sensitivity analysis for a three level flexible con-
trol strategy in an assembly environment [6]. The control strategy in this
paper includes product mix flexibility at the system level, product routeing
flexibility at the cell level, and product sequencing flexibility at the machine
level. Product flexibility of a manufacturing system comprise the capability
of “transformaton” of an existing manufacturing system to manufacture ei-
ther new variants of existing models or completely new products. This can
require exchange and/or introduction of new machines, extension or alte-
ration of handling and/or inter-linking devices, control systems, and control
programs and ancillary functions [7].

4. Rework and reworkable

Rework is to change an item in order to improve it or make it more suitable
for a particular purpose, e.g. to rework a defective product into one that exhi-
bits the quality required for acceptance. In other words, Rework is the work
done to correct defects that bring a product back into 100% conformance
to requirements. Reworkable is the capability of being worked again, deal
with, handled or anew, capable of being put into effective operation, process,
practicable or feasible. The need for the ability to rework component has, in
recent years, resulted in developmental efforts to formulate components that
can easily be reworked as well as provide requisite product reliability. The
implementation of reworkable for components involves: choice of proper ma-
terial, development of an acceptable process, and a verification of reliability.

5. Calculations of Flexibility

The flexibility for production line can be calculated using the combination
of three types of flexibilities, which play out in different time frames: Mix
flexibility (long-term), volume flexibility (mid-term) and emergency service
flexibility (short term), which can all be categorized as provider-side flexi-
bilities Nilchiani and Hastings [8]. Mix flexibility is defined as the strategic
ability to offer a variety of products with the given manufacture installed.
Volume flexibility is the ability to respond to drastic changes in demand.
Emergency products flexibility is the tactical ability of the system to provide
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emergency (non-scheduled) products to independent work stations. The ove-
rall provider side flexibility metric is then obtained by taking the weighted
average of the above flexibilities. [9]

6. Manufacturing system components

As stated in the sekce1, one assembly line is treated in this study where is as-
sembly different types of products. The assembly line, consist of workstations,
which perform certain types of assembly operations. Production line consists
of seven stations arranged one after another, to be operated by one person.
Single stations of the line are data interconnected due to tracing of production
process. The data are archived by the server, the product when is completed
is packing into a box and loaded into a pallet waiting to be transported.Fig. 1.

Figure 1. Assembly sequences at the line

In the production line there are three operators: Loader, Worker, and
Packer. Loader picks the material loading requested work stations, worker
start from the first work station WS−1 making circles, picking the assembled
piece from one WS to the next WS, and Packer function is to close the full
box and place into a pallet.
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7. Flexibility of a workstations

A productivity matrix: Here, the direct cost (in terms of time) is given for each
operation at each workstation (assembly station), corresponding to each ele-
ment of the matrix. Number of rows will be equal to the number of workstati-
ons constituting the whole assembly process. The unit of the elements in the
matrix is time in hours, measured in real working conditions. Workstation
flexibility is explained in two matrices. s is the matrix that denotes the set-up
costs required for each operation (or operation group) for every item treated
at eaach the workstation. Thus, elements of s, aij; will denote set up costs for
the ith operation for the jth independent item. It can include cost for special
tools required for the operations, cost of other equipment, cost for education,
etc. [10]

FMsf =




6 0 0 0 0 0
0 9 0 0 0 0
0 0 7 0 0 0
0 6 0 5 0 0
0 6 0 0 4 0
0 6 0 0 0 6




FWr is the cost for resetting up the workstation for each operation in terms
of time. For this studied case, it is the time spent to set up the line for a new
model or variant:

FWs = [0, 083 0, 007 0, 007 0, 013 0, 005 0, 005 0, 005].U,

where U is a unit matrice of size n × n, n = 7. If an operation needs to be
set-up for a new item, that element in the ST will be one, if not, it will be
zero. Let us set OS = ST = U .

The sum of these times spent for each assembly operation constitutes the
total assembly time

Pt = [0, 40 0, 40 0, 42 0, 45 0, 50 0, 23 0, 55]T .

Manufacturing characteristics can be expressed in the following formulas:
Resetting time RT = trFWT

r OS, tr is the trace operator, i is the interest
rate (in our calculations taken as 10%), b is the batch size. In our case it is

RT = [9 13, 5 10, 5 7, 5 7, 5 6 9]T

Total processing time TPT = PT ∗OST ∗ I, where I is a n × 1 vector of
ones. This gives 177 seconds since the part enters to the assembly line until
is completed. Total setting costs TSC = FWT

r ST , 42 EUR.

8. Calculation of Reworking Availability

Rework operations represent a major technical difficulty because of the re-
latively long time, turning this time into idle time. This issue is even more
critical at the time when rework for new parts with new design and different
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condition of assembly.
Fig 2, shows the availability at each station, (b) is the rework with release and
(b) is the rework with disassembly, green check mark, means that is possible
to send the part to this WS and red mark means that no rework at this WS.
Availability of reworking: two matrices are used for this purpose: the feasibi-

Figure 2. (a) Release, (b) dissembled availability

lity to rework in each station is show in the following matrix. Where value 1
means the part can be direct release and rework with no need of dissembled
Rd if is not possible will be zero. We have R = U .

Individual time for each work station:

TW = [0, 42 0, 47 0, 48 0, 50 0, 53 0, 57 0, 60]T .

Total release time per part for each station is:

TR = [1, 25 1, 40 1, 45 2, 00 1, 60 1, 13 1, 20]T .

Total releasing time for one part is the sum of Td for this case is 10:02 min
602 sec.

Time for dissembled and release per part at each work station:

(1) D =




1 0 0 0 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 0 0 1 1
1 1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1




Where TD = D ∗ TW = [1, 25 1, 87 2, 42 2, 50 3, 20 1, 13 0, 60]T .
Total releasing time for one part is the sum of Td for this case is 13:54 min

834 sec.
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To calculate the probability of release and dissembled a piece using the his-
torical data from the past 3 years of production.(Fig. 3)

Figure 3. Probability of rework

Figure 4. Logical sequence of rework
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For Pd = [0, 13 1, 80 0, 24 0, 42 0, 54 0, 38 0, 84]T we have

PRW = R ∗ PD = [0, 39 5, 40 0, 72 1, 68 1, 62 0, 76 1, 68]T .

Same calculation for dissembled parts gives us

Prel = [0, 17 0, 16 0, 81 0, 47 0, 10 0, 64 0, 01]T .

Therefore the probability of recurrence for dissembled parts is:

PDW = D ∗ Prel = [0, 51 0, 96 4, 05 2, 35 0, 60 1, 28 0, 01]T .

To calculate rework availability time, for type X at each work station
including time for release we shall use the following formula:

ARtI = R ∗ TI

We have TI = [0, 67 0, 17 0, 42 0, 00 0, 03 0, 03 0, 00]T . Similar calculations
are carried out for the type Y, which is set up to manufacture a new product
at the same line. Then TII = [0, 83 0, 25 0, 67 0, 00 0, 03 0, 03 0, 00]T .
Total dissembling time for one part is the sum product of Rd−d ∗ Td, for this
case is 109 seconds.

Rework availability time, for type Y has the next time matrix:

ARtII = R ∗ TII = [3, 33 1, 00 2, 67 0, 00 0, 13 0, 17 0, 00]T .

From this analyze can be identified that in the first three work stations
takes more time than other and for the WS1 and WS3 to rework and release
a part, it means that if for this stations a new design of component can
significant increase idle time. Figure 5 shows a development and increasing
of the time to take to change over.

Figure 5. Change over from type X to type Y
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Variation of the time between new and current production type, calculated
from the idle time per work station Fig.6.

Figure 6. Comparison of idle time

9. Calculation of Flexibility

In this research the mix flexibility is defined as the ratio of profit resulting
from adding more product types, taking into account additional cost incurred
by the necessary changes in design, to the profit with same production line.
Mix flexibilities larger than 1.0 indicate a system that increases in value by
offering multiple products types. For this purpose, mix flexibility is defined
by Equation 1.

Fm =
Sm − Em

S − E
.

Where Fm is Mix flexibility, E represents total system cost over the pro-
duction process, S total revenue over the lifetime, m multiple types of pro-
ducts (X, Y).

Volume flexibility is the ability to respond to drastic changes in demand.
In the production line it is defined as the value of the product for the provider
over the range of market uncertainties, determined by the value of the product
for the provider at currently projected demand. Values equal to or larger
than 1.0 indicate that the expected value of the system over the range of
market uncertainties is higher than its value at currently projected demand,
indicating system flexibility with regard to demand change. Thus,

fv =

∫ E

0
e−rtm(S − E)p(S)dS

IRisk − free
.

Emergency service flexibility is the tactical ability of the system to provide
emergency (non-scheduled) products assembled parts. It can be defined as the
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capacity of the product (maximum product capacity) divided by the current
level of product per shift.

fE =
Capmax

Capcurrent
.

Product flexibility is then obtained by taking the weighted average of the
above flexibilities. This ensures that the flexibility preferences of the provider
are taken into consideration.

The weight coefficients are determined by the provider, based on the pri-
orities specified in the production line mission objectives. For instance, for a
client base consisting mostly of commercial parts, volume flexibility and mix
flexibility have a higher weight than emergency flexibility, whereas for new
design parts, emergency flexibility and mix flexibility have higher weight co-
efficients than volume flexibility. Different metrics are explored for objectives
with different weights, and all possible changes are ranked in a trade, based
on the resulting flexibility, value and performance metrics. Thus service fle-
xibility can be defined as:

f =

∑Wi

i=M,V,E ∗fi
∑Wi

i=M,V,E

.

Combined product flexibility can be defined by a weighted sum of the
above flexibilities.

As Figures 7 show, adding the flexibility dimension changes the Pareto
type X in terms of the assembled part. In this particular instance, type X,
is replaced by type Y. This shows how taking into account flexibility can
affect the choice of type in a way that the system becomes somewhat more
expensive, but can handle volume-level, service-mix and emergency-service
uncertainties and fluctuations inherent into the production line.

10. Calculation of assembling new type

Calculation of the assembly processes time for new type, according to current
standard Tnp.

Tnp =

np∑

0

∗Tp +

WS/n∑

WS−1

∗Am ∗ np,

where Am is the sum of the total percentage of the accumulation of readjust-
ment per machine. Std is the Standard of the total production time divided
into the total amount of assembled parts per shift, which means only clean
production time (440 min).

Std =

∑n
0 Np∑N
0 ∗Pp

Standard for piece production Np,
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Figure 7. Cost and difficulty

Minutes for single part is the accumulated time per part, is the required
time for only one part to be assembled.

Tsp = Np ∗ Std

Batch production time, is the sequentially time for the new parts in mi-
nutes, assembled one after one sequentially with no pause after each part

Characteristics Std Real New
Difficulty 20% 25% 40%
Standard 1,1 1,1 1,1

Pieces 150 150 150
Minutes for single part 660 777 1082
Minutes for all parts 165 194,25 270

11. Conclusion

This paper investigates product flexibility and rework availability of two pro-
ducts assembled in the same production line. Product flexibility is expressed
by two matrices, one matrix for setting-up of the line and another for re-
setting of the line. An equation is obtained using these matrices for each
type expressing the total manufacturing costs of the new products, and the-
reby the flexibility of rework is obtained. These equations are also used to
investigate the optimum assembly volumes and corresponding costs for each
type. The analysis in this paper shows how the calculation of flexibility can
help decision-making for components assembled into a production line with
new components integrated into the production. These results could help for
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planning and logistic department, at the time of calculation the cost and
time for new products, also for the development engineering department, to
simulate the impact for new component into the production line.
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Abstrakt: Elektrická vodivost je jedńım z rozhoduj́ıćıch parametr̊u pro zlep-
šeńı odolnosti v̊uči elektromagnetickému smogu, sńıžeńı tendence k hromadě-
ńı elektrostatického náboje a konstrukci inteligentńıch textilíı obsahuj́ıćıch
vodivé dráhy. Elektricky vodivým textilíım se v současné době dostává zvýše-
né pozornosti, a to zejména kv̊uli jejich flexibilitě a ńızké hmotnosti. Znalost
elektrických vlastnost́ı textilńıho materiálu např. ve formě vlákna, či př́ıze
prostřednictv́ım měřeńı elektrického odporu je velmi d̊uležitá a to zejména
pro využit́ı za účelem predikce elektrické vodivosti celého systému

”
vlákno

– př́ıze – textilie“ a následného návrhu výrobku pro konkrétńı použit́ı. Pro
měřeńı elektrického odporu délkových textilńıch útvar̊u je v současné době
použ́ıváno velké množstv́ı metod, mezi které patř́ı např. metoda ampér-
metru a voltmetru, či metoda Wheatsonova můstku. Uspořádáńı vzorku při
měřeńı je také významné. Nejčastěji je použ́ıváno k upnut́ı lineárńıch tex-
tilńıch útvar̊u kovových svorek. Problém vytvář́ı kontaktńı odpor vznikaj́ıćı
na styku mezi měřeným materiálem a kovovou svorkou. Výsledkem je vznik
chyb, jimiž je snižována přesnost a reprodukovatelnost měřeńı. Hlavńım ćılem
této práce je představeńı inovované metodiky měřeńı, která je založena naa
měřeńı elektrického odporu na nejméně dvou definovaných úsećıch délkového
textilńıho útvaru a následný výpočet elektrického odporu, který neńı zat́ıžen
chybou zp̊usobenou kontaktńım odporem.

Abstract: Electric conductivity is one of dominant parameters for improving
electromagnetic shielding resistivity, reducing electrostatic charge accumu-
lation and creating intelligent textile structures containing conductive tracks.
Conductive fabrics have obtained increased attention mainly due to their de-
sirable flexibility and lightweight. Knowledge of electrical properties of textile
material (for example in fiber or yarn form) is very important especially for
conductivity prediction of whole system “fiber – yarn – fabric” and sub-
sequent design of product for specific application. Variety methods of me-
asurement (ammeter and voltmeter, Wheatstone-bridge method) and many
different arrangements of the material to be tested can be used. Bulldog clips
are used most often to hold the yarn between electrodes. The contact re-
sistance generated at measured material/metal bulldog clip interface creates
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measurement errors. This phenomenon leads to lower accuracy and repro-
ducibility of measurements. The main aim of this work is introduction of
innovated method eliminating contact resistance problem. This method is
based on measurement of two and more sections of yarns and then electrical
resistance calculation which is not loaded with measurement errors.

Kĺıčová slova: elektrická vodivost, metodika měřeńı, kontaktńı odpor

Keywords : Electric conductivity, measurement method, contact resistance

1. Úvod

Znalost elektrických vlastnost́ı textilńıho materiálu např. ve formě vlákna,
či př́ıze prostřednictv́ım měřeńı elektrického odporu je velmi d̊uležitá a to
zejména pro využit́ı za účelem predikce elektrické vodivosti celého systému

”
vlákno – př́ıze – textilie“ a následného návrhu výrobku pro konkrétńı použit́ı.
Elektrické vlastnosti materiál̊u se obecně hodnot́ı dle měrného odporu ρ

[Ω.m]. Pro délkové textilńı útvary (stejně tak jako u mechanických vlastnost́ı)
je vhodněǰśı založit definici na lineárńı hustotě materiálu neboli jemnosti.
Hmotnostńı rezistivita RS neboli hmotnostńı specifický odpor je veličina vy-
jadřuj́ıćı elektrický odpor mezi konci vzorku 1 m dlouhého o hmotnosti 1 kg;
hlavńı jednotku je [Ω.kg/m2]. Pro vyjádřeńı obou veličin je nutná znalost ve-
likosti elektrického odporu na definovaných úsećıch délkového útvaru, kterou
je možno zjistit experimentálně.

2. Problematika kontaktńıch odpor̊u

Pro měřeńı elektrického odporu délkových textilńıch útvar̊u je v současné
době použ́ıváno velké množstv́ı metod, mezi které patř́ı např. metoda ampér-
metru a voltmetru, či metoda Wheatsonova můstku. Uspořádáńı vzorku při
měřeńı je také významné. V současné době je použ́ıváno r̊uzných př́ıstup̊u.
Elektrický odpor může být měřen podél jednotlivých vláken, podél paralelně
uspořádaných vláken, mezi konci př́ıze, či mezi konci paralelně uspořádaných
př́ıźı. Nejčastěji je použ́ıváno k upnut́ı lineárńıch textilńıch útvar̊u kovových
svorek, nepř́ılǐs četná je pak tvorba kontaktu pomoćı vodivého nátěru či lepeńı
[1].

Problém vytvář́ı kontaktńı odpor vznikaj́ıćı na styku mezi měřeným ma-
teriálem a kovovou svorkou. Kontaktńım odporem je označován poměr po-
tenciálńıho rozd́ılu mezi dotýkaj́ıćımi se plochami k intenzitě proudu kontak-
tem procházej́ıćıho. Tento odpor nemuśı být vždy zanedbatelný a to z těchto
př́ıčin:

• Plochy kontaktu nebývaj́ı vždy ideálně hladké, tud́ıž se nedotýkaj́ı
ve všech bodech.

• Plochy kontaktu nebývaj́ı nikdy ideálně čisté, vždy jsou pokryty vrst-
vou kysličńıku nebo jiných sloučenin, jejichž vodivost je nepatrná.

• Kontaktńı odpor je silně závislý také na tlaku.
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Výsledkem je vznik chyb, jimiž je snižována přesnost a reprodukovatelnost
měřeńı. Z výše uvedených d̊uvod̊u je vhodné kontaktńı odpor při měřeńı
vyloučit.

3. Inovovaná metodika měřeńı

Podstata metodiky řešeńı spoč́ıvá v měřeńı elektrického odporu na nejméně
dvou definovaných úsećıch délkového textilńıho útvaru a následný výpočet
elektrického odporu, který neńı zat́ıžen chybou zp̊usobenou kontaktńım od-
porem.

Pro hodnoceńı elektrické vodivosti klasických lineárńıch textilńıch útvar̊u,
pro které plat́ı, že elektrický odpor je lineárně závislý na uṕınaćı délce je
dostačuj́ıćı měřeńı na dvou definovaných úsećıch. Pro hodnoceńı tzv. hyb-
ridńıch délkových textilńıch útvar̊u obsahuj́ıćı ve své struktuře vodivou kom-
ponentu ve staplové formě (vodivá vlákna konečné délky), je pro popis závis-
losti elektrického odporu na uṕınaćı délce nutno měřit elektrický odpor mi-
nimálně na třech definovaných úsećıch. A to proto, že závislost elektrického
odporu na uṕınaćı délce je pro hybridńı př́ıze možno popisovat nelineárńı
rostoućı funkćı jak bylo zjǐstěno a ověřeno např. v [2, 3].

Každý měřený úsek př́ıze je zat́ıžen chybou, kterou zp̊usobuj́ı dva kon-
taktńı odpory v mı́stě upnut́ı vzorku. Princip inovovaného řešeńı spoč́ıvá
úpravě standardńı metodiky měřeńı, pomoćı ńıž je možno eliminovat kon-
taktńı odpor zp̊usobený uchyceńım délkového textilńıho útvaru elektrodami.

Jak je patrno z daľśıho popisu, elektrický odpor je pomoćı nové metodiky
experimentálně měřen na úseku délkového textilńıho útvaru o délce L0. Tento
odpor je označen Rtot0 a jedná se o celkový odpor úseku př́ıze L0, vč. sumy
kontaktńıch odpor̊u. Následně je experimentálně změřen úsek př́ıze o délce
L1. Tato hodnota elektrického odporu je označena Rtot1 a jedná se o celkový
odpor úseku př́ıze L1 vč. sumy kontaktńıch odpor̊u, viz obr. 1. Dle jedno-
duchého vztahu (viz ńıže) je možno určit elektrický odpor úseku př́ıze L0,
který neńı zat́ıžen chybou zp̊usobenou kontaktńımi odpory.

Pro lineárńı vzr̊ust elektrického odporu se vzr̊ustaj́ıćı uṕınaćı délkou plat́ı:

(1) RL1 = RL0
L1

L0

(2) Rtot(L) = 2RK +RL0
L1

L0

(3) Rtot(0) = 2RK +RL0

Rozd́ılem naměřených celkových odpor̊u je možno źıskat elektrický odpor
délkového textilńıch útvaru o uṕınaćı délce L0, který neńı zař́ıžen chybou
kontaktńıch odpor̊u:
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L

L

R

RL0 

RL1 

Rtot (0) 

Rtot (1) 

RK 

RK 

L0 

L1 

RK 

Obrázek 1. Schématický nákres odpov́ıdaj́ıćıho elektrického

obvodu reprezentuj́ıćı měřeńı elektrického odporu délkových tex-

tilńıch útvar̊u, kde: RL0, RL1 [Ω] - elektrický odpor délkového

textilńıho útvaru o uṕınaćı délce L0, resp. L1 (neznámý), L0, L1

[m] - uṕınaćı délka textilńıho útvaru (měřitelné hodnoty), RK [Ω]

- kontaktńı odpor (neznámý) a Rtot(0), Rtot(1) - celkový elektrický

odpor úseku př́ıze o délce L0, resp. L1 vč. sumy kontaktńıch od-

por̊u (měřitelná hodnota.)

(4) Rtot(L) −Rtot(0) = RL0
L1

L0
−RL0

(5) Rtot(L) −Rtot(0) = RL0

(
L1

L0
− 1

)

(6)
Rtot(L) −Rtot(0)

L1

L0
− 1

= RL0

Pro L1 = 2L0 plat́ı:

(7) RL0 = Rtot(2L) −Rtot(1L)

Pro nelineárńı vzr̊ust elektrického odporu plat́ı:

(8) RL1 =
RL0

n+ 1

(
L1

L0

)n+1

(9) RL0 =

(
Rtot(2L) −Rtot(1L)

)
(n+ 1)

2n+1 − 1
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4. Experimentálńı ověřeńı

Studovány byly elektrické vlastnosti př́ıze se zvýšenou elektrickou vodivost́ı,
označovány jako antistatické – př́ıze označená Resistat. Tento typ př́ıze je
založen na použit́ı bikomponentńıch vláken. Př́ıze Resistat obsahuje ve své
struktuře bikomponentńı vlákno Resistat F9601, tj. polyamidové vlákno ob-
sahuj́ıćı na svém povrchu vodivou uhĺıkovou vrstvu. Jemnost délkové tex-
tilie je 11 tex. Materiálové složeńı a zastoupeńı jednotlivých komponent je
následuj́ıćı: 81dtexf35PESh+25dtexf1 Resistat F9601. Na obrázku 2 je zob-
razen mikroskopický sńımek podélného a př́ıčného pohledu na antistatickou
př́ızi Resistat. Je zřejmé, že vodivá komponenta je umı́stěna kontinuálně v ose
celé př́ıze.

(a) (b)

Obrázek 2. Mikroskopické sńımky př́ıze Resistat: (a) podélný

pohled; (b) př́ıčný řez. Vodivá komponenta Resistat F9601 obsa-

huje na povrchu PA vlákna uhĺıkovou vrstvu.

Připravený vzorek délkové textilie se upevńı pomoćı kovových svorek do
elektrodového systému. Zaznamenávány jsou hodnoty rezistence na uṕınaćı
délce L0. Uṕınaćı délka L0 může být např. 50 mm. Po změně uṕınaćı délky na
např. dvojnásobnou velikost (100 mm) se proměř́ı elektrický odpor totožného
vzorku. Pro jednotlivé uṕınaćı délky délkové textilie je nutno proměřit ale-
spoň 10 vzork̊u kv̊uli statistickému zpracováńı naměřených dat. Elektrický
odpor vzorku délky 50 mm nezat́ıžený chybou zp̊usobenou kontaktńımi od-
pory je možno stanovit dle vzorce (7), který je platný pro délkového textilńı
útvary s lineárńım vzr̊ustem elektrické vodivosti se vzr̊ustaj́ıćı uṕınaćı délkou.
Naměřené hodnoty elektrického odporu vzorku antistatické př́ıze při odlǐsné
uṕınaćı délky jsou uvedeny v tabulce 1.

Elektrický odpor vzorku délky 50 mm nezat́ıžený chybou zp̊usobenou kon-
taktńımi odpory je dle vzorce (7) 1.45E+06 Ω. Je zřejmé, že je hodnota elek-
trického odporu vzorku nezat́ıženého chybou (1.45E+06 Ω) při uṕınaćı délce
50 mm odlǐsná od hodnoty, která byla zjǐstěna př́ımo (1.61E+06 Ω), tzn.
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Tabulka 1. Naměřené hodnoty elektrického odporu

v závislosti na uṕınaćı délce vzorku.

L1 = 50 mm L2=100 mm
1.54E+06 3.16E+06
1.63E+06 3.02E+06
1.58E+06 2.96E+06
1.56E+06 3.05E+06

Rtoti[Ω] 1.72E+06 3.03E+06
1.57E+06 3.10E+06
1.61E+06 3.16E+06
1.54E+06 3.02E+06
1.63E+06 3.09E+06
1.71E+06 3.04E+06

Rtot[Ω] 1.61E+06 3.06E+06
Sm. odch. [Ω] 6.47E+04 6.53E+04

obsahuje chybu zp̊usobenou př́ıtomnost́ı kontaktńıch odpor̊u ve styku svorky
se vzorkem ve výši cca 11 %.

5. Závěr

Na základě rozsáhlých experiment̊u bylo zjǐstěno, že kontaktńı odpor může
zvýšit chybu měřeńı až o 10%, což je prakticky velmi omezuj́ıćı. Inovovaná me-
todika měřeńı elektrického odporu délkových textilńıch útvar̊u (založená na
měřeńı elektrického odporu na nejméně třech definovaných úsećıch délkového
textilńıho útvaru a následný výpočet elektrického odporu nezat́ıženého chy-
bou kontaktńıch odpor̊u) předcháźı problémy zp̊usobené kontaktńımi odpory
a poskytuje měřeńı bez chyb zp̊usobených neideálńımi kontakty v mı́stě styku
vzorku se svorkou s vyšš́ı přesnost́ı a reprodukovatelnost́ı.

Poděkováńı: Tato práce vznikla za podpory projektu MPO FR-TI1/122 –
Textilie se zvýšeným komfortem odolné v̊uči elektromagnetickému zářeńı.
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Abstrakt: Při analýze textilńıch materiál̊u se často setkáváme s hodno-
ceńım strukturńı anizotropie nebo směrového uspořádáńı textilńıch objek-
tových systémů. Objekty jako d̊uležité součást́ı obrazu nás z hlediska daľśıho
zpracováńı zaj́ımaj́ı a odpov́ıdaj́ı konkrétńım objekt̊um zobrazovaného světa.
Zpracováńı obrazových dat dovoluje porozumět obsahu a provést kvantita-
tivńı nebo kvalitativńı popis objekt̊u zájmu v obraze. Př́ıspěvek se věnuje
popisu metod založených na použit́ı obrazové analýzy pro odhad směrového
rozložeńı objekt̊u v obraze a vizualizaci odhadu směrové orientace nebo struk-
turńı anizotropie vlákenných systémů.

Abstract: Textile materials analysis generally includes measurement of struc-
ture anisotropy or directional orientation of textile object systems. Objects
represent real-world objects and as an important part of an image are signifi-
cant for following processing. Processing of image data allows understand of
image content and perform quantitative and qualitative description of objects
of interest. This contribution deals with the description of methods based on
image analysis for estimation of fibre systems orientation and visualisation
of such estimation.

Kĺıčová slova: Vlákenný systém, digitálńı obraz, Fourierova transformace,
momenty obrazové funkce

Keywords : Fibre system, digital image, fourier transform, moments of image
function

1. Úvod

V současné době jsou textilńı vlákenné materiály použ́ıvané v mnoha oblas-
tech pr̊umyslu a aplikaćıch např. materiály pro účely oděvńı, účely technické
(automobilový pr̊umysl, kompozity, geotextilie, textilie ve stavebnictv́ı atd.),
speciálńı účely (materiály pro medićınu, tkáňové inženýrstv́ı atd.). Vlast-
nosti textilńıch materiál̊u v mnohém záviśı od vlastnost́ı jednotlivých vláken
a uspořádáńı nebo struktury, které jednotlivá vlákna formuj́ı. Uspořádáńı
vláken ovlivňuje mechanické vlastnosti délkových a plošných textilíı, ve vlá-
kenných porézńıch materiálech orientace vláken ovlivňuje vlastnosti jako pro-
dyšnost, propustnost a absorpce kapalin atd. Z tohoto d̊uvodu je měřeńı
směrové orientace nebo odhad strukturńı anisotropie objektových systémů na
základě digitálńıch obraz̊u d̊uležitou součást́ı kvantitativńıho měřeńı v tex-
tilńı metrologii. Objekty rozumı́me ty části obrazu, které nás z hlediska
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(a1) (a2) (a3)

(b1) (b2) (b3)

Obrázek 1. (a*) Obrazy textilńıch objektových systémů,
(b*) odpov́ıdaj́ıćı výkonová spektra.

daľśıho zpracováńı zaj́ımaj́ı a odpov́ıdaj́ı konkrétńım objekt̊um zobrazované-
ho světa. Objekty by měly být v kontrastu s pozad́ım obrazu (gradient obra-
zové funkce na hranici objektu a pozad́ı). V textilńı praxi můžeme za objekty
považovat vlákna, př́ıze, řezy vláken a pod., systémy obsahuj́ıćı objekty mo-
hou být rouna, vlákenné vrstvy, tkaniny, pleteniny, netkané textilie a např.
nanovlákenné vrstvy. V současné době je zkoumáńı směrových vlastnost́ı
prováděno převážně manuálně nebo s použit́ım specializovaného softwaru,
kde odhad orientace je zat́ıžen subjektivńım pohledem.

2. Orientace vlákenných systémů

Charakteristikou anizotropie je úhlová hustota délek nitě f(α) směřuj́ıćıch
do úhlového rozmeźı α± α/2. Funkce f(α) se označuje jako směrová r̊užice.
Experimentálńı grafická metoda pro odhad f(α) je popsaná v práci Rataje a

Saxla [1]. Metoda využ́ıvá śıt’ úhl̊u α1, . . . , αn, umı́stěných na povrch sledo-
vaného systému k sestrojeńı pr̊useč́ıkové r̊užice (stanovené z počtu pr̊useč́ık̊u
śıtě a vlákenných objekt̊u). Směrová r̊užice je pak źıskána z pr̊useč́ıkové r̊užice
pomoćı grafické konstrukce Steinerova kompaktu.

Techniky využ́ıvaj́ıćı nástroj̊u obrazové analýzy založené na spektrálńım
př́ıstupu, které nejprve převedou texturńı obrazy do frekvenčńı oblasti, jsou
vhodné pro popis směrovosti periodických nebo téměř periodických vzor̊u
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(a) (b) (c)

Obrázek 2. (a) Originálńı obraz, (b) výkonové spektrum,
(c) oblast zájmu.

v monochromatických obrazech textury. Tyto techniky jsou založené na vlast-
nostech Fourierova spektra a popisuj́ı globálńı periodicitu úrovńı šedi obrazu.
Směr rozložeńı vysokých hodnot frekvenčńıch komponent ve frekvenčńı ob-
lasti odpov́ıdá převažuj́ıćım směr̊um objekt̊u v obraze v prostorové oblasti.
Naproti tomu náhodná textura zp̊usobuje, že vysoké hodnoty frekvenčńıch
komponent v obraze spektra jsou rozloženy isotropně a tvoř́ı přibližně kru-
hový tvar. Výzkumem v oblasti směrové orientace založené na spektrálńım
př́ıstupu se zabývali i jińı autoři, např́ıklad Josso et al. [2],Liu [3], Holota a

Němeček [4], Tonar et al. [5], Kula [6].
Necht’ f(x, y) je dvojrozměrná obrazová funkce, kde x = 0, 1, 2, . . . ,m− 1

a y = 0, 1, 2, . . . , n − 1 jsou prostorové souřadnice a f(x, y) je úroveň šedi
obrazových bod̊u obrazu o velikosti mxn. Pro takový obraz je dvojrozměrná
diskrétńı Fourierova transformace (2DFT) dána vztahem [9]

F (u, v) =

m−1∑

x=0

n−1∑

y=0

f(x, y) e−j 2 π(ux/m+vy/n),(1)

kde, u = 0, 1, 2, . . . ,m − 1 a v = 0, 1, 2, . . . , n− 1 jsou frekvenčńı proměnné.
F (0, 0) představuje počátek frekvenčńı oblasti. Jestliže f(x, y) je reálná funk-
ce, jej́ı transformace je funkce komplexńı. Z d̊uvodu vizuálńı analýzy trans-
formace je vhodné vypoč́ıst jej́ı spektrum |F (u, v)| a zobrazit jako obraz.
Výkonové spektrum je definované jako druhá mocnina |F (u, v)|, tj. P (u, v) =
|F (u, v)|2. Pro účely vizualizace je vhodné zredukovat dynamický rozsah
koeficient̊u logaritmickou transformaćı Q(u, v) = log(1 + P (u, v)). Př́ıklad
textilńıch objektových systémů ve formě šedotónových obraz̊u a jejich od-
pov́ıdaj́ıćı výkonová spektra jsou zobrazeny na obrázćıch 1(a*)-(b*).

Metoda pro odhad směrového rozložeńı objekt̊u založená na spektrálńım
př́ıstupu je uvedena v práci Tunáka a Linky [7]. Odhad anisotropie je vypoč-
ten jako suma frekvenčńıch komponent směrového vektoru v celém rozsahu
úhl̊u. Odhad souřadnic směrového vektoru je proveden pomoćı DDA algo-
ritmu. Protože transformace reálné funkce f(x, y) je komplexńı č́ıslo, jsou
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(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 3. (a) Brodatzova textura (D15), (b) směrová
r̊užice, (c) polárńı diagram, (d) orientace podle elipsy.

sečteny koeficienty Fourierova spektra |F (u, v)| a vyneseny do polárńıho di-
agramu. Výhodou metody je jej́ı rychlost a sledováńı orientace s úhlovým
krokem 1◦. V práci jsou uvedeny př́ıklady odhadu směrového rozložeńı pro
simulované obrazy a monochromatické obrazy textilńıch struktur.

3. Momenty obrazové funkce

Jak už bylo zmı́něno, směr frekvenčńıch komponent ve frekvenčńı oblasti ko-
responduje ze směrem hran objekt̊u v prostorové oblasti. Daľśı metoda pro
odhad anisotropie vycháźı z transformace výkonového spektra do binárńıho
obrazu prahováńım, t́ım dojde k odsegmentováńı významných frekvenčńıch
komponent. V takovýchto binárńıch obrazech uvažujeme shluk b́ılých pixel̊u
jako oblast zájmu. Pro jednoduchý popis objekt̊u nebo oblasti zájmu v seg-
mentovaném obrazu je možné využ́ıt obrazové momenty. 2D obecný moment
řádu (p+ q) obrazové funkce f(x, y) je dán [8]

mpq =
∑

x

∑

y

xpyqf(x, y).(2)

Hodnoty obecných moment̊u určuj́ı zaj́ımavé charakteristiky objekt̊u v ob-
raze, např́ıklad moment m00 je pro binárńı obraz plocha objektu, pod́ıly
moment̊u prvńıho řádu m10 a m01 s momentem m00 určuj́ı těžǐstě objektu.
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(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 4. (a) Originálńı obraz, (b) šedotónová mapa
směr̊u, (c) vektory směr̊u, (d) histogram a jádrový odhad
hustoty distribuce směr̊u.

Daľśım typem jsou centrálńı momenty řádu (p+ q)

µpq =
∑

x

∑

y

(x− x)p(y − y)qf(x, y),(3)

kde

x =
m10

m00
, y =

m01

m00
.(4)

Centrálńı momenty prvńıho a druhého řádu jsou vhodné pro popis orientace
objektu nebo oblasti zájmu, orientace objektu nebo oblasti zájmu mezi osou
x a hlavńı polosou elipsy je dána [8]

θ =
1

2
arctan

(
2µ11

µ20 − µ02

)
.(5)

V binárńıch obrazech je možné určit vlastnosti jako délku hlavńı, vedleǰśı
osy a orientaci elipsy (úhel ve stupńıch v intervalu -90 až 90◦ mezi osou x a
hlavńı osou elipsy), která má stejný normalizovaný druhý centrálńı moment
jako oblast zájmu. Orientace koresponduje s převládaj́ıćımi směry objekt̊u
v prostorové oblasti (viz obrázek 2, výkonové spektrum je pootočené o π/2).

Porovnáńı výše zmı́něných metod je uvedeno na obrázćıch 3(a)-(d). Obrá-
zek 3(a) zobrazuje Brodatzovu texturu (D15), obrázek 3(b) představuje smě-
rovou r̊užici odhadnutou experimentálńı metodou dle Rataje a Saxla, na
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(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 5. (a) Originálńı obraz, (b) šedotónová mapa
směr̊u, (c) vektory směr̊u, (d) histogram a jádrový odhad
hustoty distribuce směr̊u.

obrázku 3(c) je odhad směrové r̊užice ve formě polárńıho diagramu podle
Tunáka a Linky. Elipsu zobrazenou červenou barvou, délku hlavńı a vedleǰśı
osy elipsy, a orientaci elipsy je možné vidět na obrázku 3(d). Z obrázk̊u je
patrná shoda v převládaj́ıćım směru.

Obě navržené metody provád́ı odhad směrového rozložeńı objekt̊u pro mo-
nochromatický obraz jako celek. Ukazuje se, že pro textilńı vlákenné systémy
např. netkané textilie nebo nanovlákenné vrstvy by byla vhodněǰśı podrob-
něǰśı analýza. Myšlenka je založena na rozděleńı obrazu na menš́ı části a
provedeńı analýzy pro takovéto oblasti. Obraz viskózových vláken o velikosti
500x500 pixel̊u se zřejmou preferenćı směr̊u uvedený na obrázku 4 (a) je
rozdělen na menš́ı podokna určité velkosti. Analýza směrového uspořádáńı je
pak provedena pro každé podokno. Převládaj́ıćı orientace objekt̊u pro každé
podokno je reprezentována směrovým vektorem zobrazeným červenou bar-
vou (při podmı́nce, že poměr hlavńı a vedleǰśı osy elipsy je větš́ı než 2).
Kromě toho, orientace ve stupńıch je zobrazena jako mapa v šedé škále.
Obrázek 4(b) představuje šedotónovou mapu orientace pro podokna veli-
kosti 20x20. Na obrázku 4(c) jsou vyznačeny vektory směr̊u v originálńım
šedotónovém obraze. Odpov́ıdaj́ıćı distribuce směr̊u je uvedena ve formě his-
togramu a jádrového odhad̊u hustoty na obrázku 4(d). Výsledky ukazuj́ı, že
menš́ı velikost podoken poskytuje přesněǰśı výsledky.
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Př́ıklad nanovlákenné vrstvy, kde jsou vidět dva preferované směry na-
novláken je uveden na obrázku 5. Je zřejmé, že oblasti zobrazené středńı
šedou, které neobsahuj́ı vektory směr̊u, reprezentuj́ı oblast bez preferovaného
směru (poměr hlavńı a vedleǰśı poloosy elipsy je menš́ı než 2).

Metodu pro hodnoceńı anizotropie nebo směrové orientace vlákenných
nebo jiných objektových systémů za pomoci 2DFT je možné využ́ıt pro
hodnoceńı plošných textilńıch struktur z pohledu jejich homogenity, vad a
náhodných odchylek od struktury.

4. Závěr

Obsahem př́ıspěvku jsou metody obrazové analýzy pro monitorováńı struk-
tury textilńıch útvar̊u. Obrazová analýza má v oblasti monitorováńı kva-
lity velmi d̊uležité mı́sto, protože poskytuje informaci o geometrii, povrchu,
defektech, o úpravách povrchu výrobku a jiných charakteristikách. Źıskané
výsledky dokumentuj́ı, že uvedené postupy lze použ́ıt pro monitorováńı struk-
turńı anizotropie nebo směrové orientace vlákenných a jiných objektových
systémů. U délkových a plošných textilńıch útvar̊u je nezbytně nutné zajis-
tit stabilitu kvalitativńıch charakteristik těchto struktur. K tomuto účelu je
nutné z těchto struktur odhadnout rozděleńı směrového uspořádáńı vlákenné-
ho materiálu v ploše. V př́ıspěvku uvedené postupy umožňuj́ı tyto kvalitativńı
charakteristiky monitorovat.
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