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USING MIXED MODELS THEORY IN
PROBLEMATICS OF OBSERVATIONAL STUDIES

Silvie Bélaskova, Jan Janousek

Keywords: Mixed models, REML, random effect, observational studies, ven-
tricular pacing, Pacing site

Abstract:

Medicine is an intensively studied discipline. Not all phenomena can be stud-
ies solely by experimentation due to obvious ethical or logistical restrictions.
Observational studies play an important role in investigating treatment oef-
fects. Many clinical studies are organized as multi-centre trials. It is usually
because there is no adequate number of suitable patients in any single centre.
The data within a given centre are assumed to be correlated. One of possible
statistical approaches to analyze this kind of data is analysis using mixed
models approach. In this report we deal with mixed model approach and
REML method for estimation of parameters. As an illustration, we present
an application of the mixed model approach to determine the effects of the
site of ventricular pacing on left ventricular ejection fraction.

1. Introduction

Analysis of variance (ANOVA) and regression analysis are for many decades
the mainstay of statistical data analysis. The basic assumption for this type of
models is that the error terms for different sampling units are independently
distributed. When this assumption is not justified a different approach is
needed. Inclusion of random effects in ANOVA or regression models allows
us to relax the independence assumption and take into account possible de-
pendence between observations. Linear or generalized linear mixed model
are statistical models for outcome variables in which the error terms may
not be independent or have constant variance. Linear and generalized linear
mixed models are suitable for modeling responses resulting from clustered,
longitudinal, or repeated-measures designs. these models include fixed-effect
parameters associated with one or more continuous or categorical covariates
and random effects. The fixed-effect parameters describe the relationships of
the covariates to the dependent variable for an entire population and the ran-
dom effects are specific to the sampling unit. The inference usually includes
estimation of model parameters as well as hypotheses tests about population
parameters.
The matrix form of a linear mixed model in general:.

(1) Y=Xp+2ZU +¢,
where Y is an n dimensional response vector and 3 is an m-vector of unknown

fixed-effects parameters. The n x m-matrix X and the n X p-matrix Z are
known design matrices for fixed and random effects, respectively.



The random effects vector U and the error vector € are jointly normally
distributed as

o (D) ()5 8)

Where the matrices G and H represent the covariance matrices of U and
¢ and usually depend on unknown parameters (variance components).

The covariance matrix of Y is therefore V. = ZGZ'+ H. Under assumption
of normality of the response Y, maximum likelihood and restricted maximum
likelihood (REML) approach are generally adopted for estimation of variance
components. Our approach for estimate of variance components was use
REML. Corresponding log-likelihood function is following.
n—p

2
where r =Y — X(X'V~1X)~X'V~Y and p is the rank of X. REML provide
estimates of G and H, which are denoted G and H respectively. This proce-
dure estimated covariance matrix which is denoted ‘7, which is then used to
obtain estimates of 8 using the standard generalized least squares method.

(4) B=(XV'X)'x'V Y

1 1 1
(3) Ir(G,H)= -3 log |V| — 5|X’V*1X| - 5T’V*lr - log(27)

and with the estimated covariance matrix

-~ ~

(5) var(f) = (X'V7IX)~L

2. Testing linear hypotheses

The linear hypothesis to be tested is usually formulated as
(6) Hy:H'S=0vs. HB#0,

where H is a known matrix of contrasts. The modified F statistic for testing
the null hypothesis is calculated from the statistic which is given by

1 ~ ~ ~
7) F = o (HBY (' (XD X)H)~(H')
In mixed models exact F-tests do not always exist for testing significance
of all the variance components. The way how to test significance is to use
approximate F-tests. Omne approach to approximate inference about fixed
effects is the method of Kenward and Roger[4] for determination of DF.

3. Application to real data

The general approach of mixed model analysis has been to analysis of data
resulting from a multicentre study described in details in paper Pacing Site:
A Multi-Center Study.[3] In his study a cohort of 178 patients with slow heart
rate was treated by seven treatment modalities (one modality per each pa-
tient) with a potential for differing adverse effects on cardiac function. Right



ventricular (RV) pacing is associated with asynchronous left ventricular (LV)
activation, which can lead to deleterious pathological remodeling and LV
failure. Several recent studies have demonstrated that increased percentage
of RV apical correlates with morbidity and mortality from heart failure in
adults The main aim of this study was to evaluate the effects of the site of
ventricular pacing on left ventricular ejection fraction (LVEF) in children re-
quiring permanent pacing. The response in this model is the left ventricular
ejection fraction (LVEF). In cardiovascular physiology, ejection fraction rep-
resents the volumetric fraction of blood pumped out of the ventricle (heart)
with each heart beat or cardiac cycle. Design matrix of this model includes
the main factor tested and the set of additive covariates like age at implan-
tation, pacing duration, and QRS duration which are continuous covariates.
QRS duration is the name for the combination of three of the graphical de-
flections seen on a typical electrocardiogram. It is usually the central and
most visually obvious part of the tracing. The dichotomous covariates were
gender, presence of maternal antibodies, presence of congenital block, and
DDD pacing. The main treatment factor was the pacing site (Figure 2) with
seven levels or a combination of specific pacing sites: free wall of the RV
outflow tract (RVOT), lateral RV wall (RVLat), RV apex (RVA), RV septum
(RVS) (any position), LV apex (LVA), lateral LV wall (LVLat), and LV base
(LVB)( Figure 3). As an additive random effect was included the variable
“Contributing center” (Figure 1). For the random “Center” effect a simple
covariance structure was assumed. The statistical test of main treatment ef-
fect was an Kenward-Roger’s adjusted F tests which is available in SAS and
widely used. For the “Pacing site” main effect, multiple comparisons were
performed using the Tukey-Kramer adjustment. REML is used as the esti-
mation methods for the covariance parameters in mixed model. Statistical
software package SAS Version 9.3 (SAS Institute, NC, USA) and R version
2.15.1 were used for all statistical analysis. Significance was accepted at 0.05
level.

4. Conclusion

Age at implantation, pre-implantation LV size and function, duration of pac-
ing, DDD mode, QRS duration, and presence of maternal auto-antibodies had
no significant impact on LVEF. The site of ventricular pacing has a major
impact on LV efficiency in children that require life-long pacing. LVA /LVLat
pacing allows for optimal prevention of pacing-induced heart failure. The
original data are included in a manuscript submitted to Circulation[3].
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FIGURE 3. Diagram of the electrical conduction system of
the heart [2]
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Abstrakt: Tato prehledova prace shrnuje nékteré algoritmické vysledky o pro-
blémech, které vznikaji pti analyze intervalovych dat. Zkoumad algoritmické
vlastnosti mnoziny vsech moznych hodnot min-norm estimatoru linearniho
regresniho modelu, jehoz data probihaji dané intervaly. (Min-norm estiméto-
rem se pro Ucely tohoto textu rozum{ minimalizace ||y — X 8|, kde (X, y) jsou
data a ||| je L1, L2 nebo Loo-norma.) Text se také vénuje zkouméni intervalu,
ve kterém se pohybuje rezidudlni soucet ¢tvercu (a analogické statistiky pii
uziti Ly ¢ Loo-normy). Text se také zabyvé pripady, kdy vypocet hodnot i
banalnich statistik nad jednorozmérnymi intervalovymi daty, jakymi je napf.
vybérovy rozptyl, t-pomér ¢i F-pomeér, je algoritmicky obtizny (INP-tézky).

1 Uvod

Intervalova data. V tomto textu rozumime pojmu intervalovd data
[z1,T1], ..., [Z,, Tn] jednim z nésledujicich zpusobu.

e Zpusob prvni. Existuje skuteénd (teoreticky pozorovatelnd) hodno-
ta x, kterou ovSem nezndme; zname jen interval [z, Z], o kterém s jis-
totou vime, ze v ném hodnota x lezi. Pfitom na x nepohlizime jako na
nahodnou veli¢inu s nosicem [z, Z]. (V tomto textu je duvod prozaicky:
zadny predpoklad o distribuci  nad intervalem [z, Z] nepotiebujeme.
Nicméné prakticky zajimava je situace, kdy pro piijeti predpokladu
o konkrétni distribuci = nad [z, T] nemdme dostatek informaci.)

e Zpusob druhy. Pozorovand data jsou ze své podstaty intervalova. Z je-
jich smyslu vyplyva, ze predpoklad distribuce na pozorovaném intervalu
nema dobrou interpretaci. Piikladem je informace, ze jistd vyznamna
udalost se konala od x = 9. zdri 2012 do T = 1. zdri 2012.

Piiklady. Intervalovd data vznikaji v fadé redlnych situaci. Uvedme
nékolik prikladu.

Katedra ekonometrie, Fakulta informatiky a statistiky, Vysokd skola ekonomicka
Praha. Nam. W. Churchilla 4, 13067 Praha 3. E-mail: cernym@vse.cz. Autor byl podporen
grantem GACR P402/12/G097.

2Katedra aplikované matematiky, Matematicko-fyzikalni fakulta, Univerzita Karlova
Praha. Malostranské nam. 25, 18000 Praha 1. E-mail: milan.hladik@matfyz.cz. Autor byl
podpofen grantem GACR, P403/12/1947.



Zaokrouhlovani a reprezentace dat pomoci datoviych typu s omezenym
poctem desetinnijch mist. Reprezentujeme-li naptiklad ¢islo x = 0.8156
jen na jedno desetinné misto, tj. ve tvaru & = 0.8, ztracime jistou
informaci: o ¢isle z pak s jistotou vime jen to, Ze lezi v intervalu [ —

0,05;% + 0, 05].

e Obecnéji: pri ztraté informace. Ke ztraté informace muze také dochazet
pti kategorizaci dat, pfi utajovani individualnich hodnot ¢i pfi diskreti-
zaci spojitych dat. Napiiklad po kategorizaci dat x4, ..., x, € R mame
pro kazdou kategorii k dispozici jen meze x,T a bez dalsich infor-
maci muze byt obtizné na intervalu [z, Z] predpoklddat distribuci indi-
vidualnich hodnot, jez do kategorie spadaji.

e Nestabilita dat. Stava se, ze , konstanty“ nejsou ve skutec¢nosti kon-
stanty (napf. nékteré fyzikalni ,,konstanty “ se mohou mirné menit s po-
lohou); pak muze byt vhodné takovou ,konstantu® nahradit interva-
lem. Jinym ptikladem je situace, kdy mame k dispozici pozorovani jisté
veliciny v diskrétnich casovych obdobich; uvniti obdobi ovsem velicina
stabiln{ (konstantn{) neni.

e Predikce. Predikce budoucich hodnot ekonomickych, klimatologickych
¢i podobnych veli¢in byvaji casto intervalové. Uvazme pro piiklad si-
tuaci, kdy jeden model generuje intervalovou predikci budouci inflace.
(Tim modelem muze byt ekonometricky model, ale také tfeba panel
expertu.) Predpoklddejme, Ze tato predikce utvaii inflaéni o¢ekdvani.
Druhy model, napf. model spotiebni ¢i model kapitdlovych vydaji, ma
infla¢ni ocekdvani jako jeden z regresortu. Pak se druhy model musi
vypotadat se situaci, kdy mezi regresory figuruji intervalova data.

Pravdépodobnostni pohled na intervalova data. Ve statistice je ob-
vyklé na intervalova data [z,,Z1], ..., [, Tt], . . ., [Z,, Tn] nahlizet pravdépo-
dobnostné: ¢asto tak, ze data vznikla realizaci dvojice procesu v; € R, wy > 0
takovych, ze v, generuje stiedy $(Z; + z,) a w; generuje poloméry +(zT; —
z,;). Odtud je pak mozné zacit budovat teorii (napi. predpoklddat vhodnd
rozdéleni v;, wy, konstruovat estimatory jejich parametru, konstruovat testy
apod.).

Algoritmicky pohled na intervalova data. V tomto textu se zabyva-
me jinym pohledem na data [z,,T1],...,[z,,Ts]. Hlavni otdzkou je, jaké
vlastnosti maji algoritmy, které intervalova data zpracovavaji. Pujde ndm
predevsim o vlastnosti zajimavé z hlediska teoretické informatiky, tj. o otdazky
z oblasti rozhodnutelnosti a vypocetni slozitosti.

Pro algoritmus jsou data vzdy jen pevné konstanty, se kterymi algorit-
mus provadi jisté manipulace; jediné, co budeme pfedpoklddat, je, ze jde
o raciondln{ ¢isla. (Iraciondlni ¢isla totiz nelze na pocitaci reprezentovat uz
z toho prostého duvodu, Ze jich je nespocetné.)



2 Znaceni

Intervalové matice. Intervaly, intervalové vektory a intervalové matice
znacime tucné. Intervalovd matice X = [X, X] rozméru n x p je systém
realnych matic

{X eR"™P: X < X <X},

kde relace < se rozumi po slozkach. Systém vsech intervalovych matic rozmeé-
ru n X p znacime IR"™*P.
Stred a polomeér. Stredem intervalové matice X rozumime matici

— 1y
X =1X+X)
a polomérem intervalové matice X rozumime matici
A1y
X% i=35(X - X).

Okamzité je videét, ze matice X2 je nezdporna.
Analogické pojmy jako pro intervalové matice uzivame také pro interva-
lové vektory. Neni-li feceno jinak, vektory chapeme jako sloupcové.

3 Mnoziny By

Je-li déna funkce f(z): ¥ — R, pak symbolem argmin, g f(x) rozumi-
me mnozinu v8ech x € ¥, ve kterych funkce f nabyva minima na W.

Mnozina B s obecnou normou [9]. Nechs || - || znac¢i nékterou vekto-
rovou normu. Budeme se zabyvat algoritmickymi vlastnostmi mnoziny

B(X,y):={beRP: becargming g, lly— XV, XecX, yey}

= |J argmingenlly — XV, (1)
XeX,ycy

je-li ddna matice X € IR™*? a vektor y € IR".
Vezmeme-li za || - || naptiklad Lo normu ||z||2 = vV 2Tz, obdrzime mnozinu

Bo(X,y):={bcRP: XTXb= X"y pronékteré X € X ay € y}. (2)

Vyznam mnoziny B> [3, 4]. Mnozinu By muzeme chépat jako mnozinu
vSech moznijch odhadu, které lze ziskat metodou nejmensich ¢tvercu, jestlize
v linedrnim regresnim modelu y = X + ¢ nechdme data (X,y) probihat
intervaly (X, vy). (Mnozinu By zdmérné definujeme algebraicky vztahem (2),
abychom se v tomto textu, ktery je zaméfen na algoritmické problémy, mohli
vyhnout [nesnadnym] otdzkdm, jak pfesné rozumét linedrnimu regresnimu
modelu ,,y = X3 + ¢“ s intervalovymi daty, jak pfesné rozumét disturbanci
e apod.).

Mnozina By mé také tento vyznam. Interpretujme data (X,y) tak, ze
intervaly (X, y) obsahuji ndm nezndmé hodnoty (X, y), které by ovsem te-
oreticky bylo mozné zmérit. Pak mnozina By jisté obsahuje hodnotu B =



(XTX)"1X Ty, kterd nds zajima. MnoZina By tedy poskytuje meze, ve kte-
rych se ndm nedostupna hodnota B jisté nachazi, jestlize namisto pozorovani
(X,y) méame k dispozici jen intervaly (X,y). Pfi znalosti mnoziny Bs si
muzeme zacit kldst napt. otdzku, zdali je (v néjakém smyslu) ,,velkd“ &i
,,mala‘: je-li ,,mala“, muzeme neformalné fici, ze ztrata informace zpusobena
tim, ze namisto hodnot (X, y) méme k dispozici jen intervaly (X, y), ma na
znalost hodnoty estimédtoru ,,maly vliv“. Muze se také stat, ze mnozina By je
v nékterém smeéru ,,izkda“ a v nékterém smeéru ,,8irokd“ — pak muzeme ne-
formdlné fici, ze ztrata informace zpusobend tim, ze namisto hodnot (X, y)
méme k dispozici jen intervaly (X,y), md na znalost odhadu jednoho re-
gresniho parametru ,,maly vliv“, zatimco na znalost odhadu jiného regresniho
parametru muze mit ,,velky vliv“. Budme pfesnéjsi: jestlize napiiklad zjisti-
me, ze

By C b, (3)

kde b je intervalovy vektor (box) takovy, ze b — b, =0;,kdei=1,...,p, pak
muzeme tici, Zze hodnotu odhadu i-tého regresniho parametru zndme s chybou
nanejvys o;.

Mnozinou Bs se budeme zabyvat v ¢asti 4.

Mnozina B s jinymi normami [9]. Zvolime-li v (1) jinou normu
[I-]l, obdrzime mnozinu vsech moznych hodnot estimétoru argminy, ||y — X¥'||,
probihaji-li data (X, y) intervaly (X, y). (Nezabyvame se zde otdzkou, za jaké
situace je vhodné volit ten ¢i onen estimétor.) Napiiklad:

e [i-norma: B je mnozina viech moznych hodnot odhadi metodou LAD
(Least Absolute Deviations), kterd mé velky vyznam v robustni statis-
tice;

e L.-norma: B je mnozina vSech moznych hodnot odhadu pomoci ¢eby-
Sevovské aproximace;

e Q-norma (||z]|q = V2TQ 1z, kde Q je positivné definitn{): B je mnozi-
na vsech moznych hodnot odhadu metodou zobecnénych nejmensich
¢tvercu s kovarianéni matici €.

Nadéle budeme uzivat znaceni
By, := mnozina B definovand v (1) s Li-normou.

Algoritmickym vlastnostem mnoziny Bs vénujeme cast 4. Mnozinami By
s k=1 a k = co se budeme zabyvat v casti 5.

4 Algoritmické vlastnosti mnoziny B,

4.1 Obalka mnoziny B,

Mnozina Bs je obecné slozitd; nemusi byt ani konvexni. Je proto obtizné
podat jiny popis mnoziny B, nez je jeji definice (2).
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Obrézek 1: Mnozina Bs s daty (4).
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Obrézek 2: Intervalové obélky.
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Mnozina By (X, y) je zachycena na obrazku 1.

Intervalova obalka. Motivaci k nésledujicimu postupu jsme podali jiz
v (3): chceme-li ,nahlédnout®, jak slozitd mnozina B piiblizné vypadd, je
prirozené se pokusit sestrojit jeji aproximaci pomoci jednoduchého geomet-
rického objektu, naptiklad elipsy ¢i boxu (intervalového vektoru, tzv. inter-
valové obdlky — viz obrézek 2). Zde se omezime jen na intervalové obdlky.
Polozme si otazku, jak je mozné zkonstruovat — pokud mozno — tésnou
intervalovou obalku, tj. intervalovy vektor b takovy, ze plati b O Bs, ale pro
zadny intervalovy vektor b & b uz neplati b’ O By?

Omezenost mnoziny B,. Aby vibec mélo smysl se do konstrukce in-
tervalové (ale také elipsoidové ¢i jiné) obédlky poustét, musime byt nejprve
schopni zodpovédét otazku: je mnozina By omezend? Jinymi slovy: kazdy
algoritmus, ktery (korektné) zkonstruuje jakoukoliv intervalovou (& elipsoi-
dovou ¢i jinou) obdlku mnoziny Be, musi také byt schopen rozhodnout, zdali
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mnozina Bs je omezena.
Cilem néasledujiciho textu je ukazat, Zze tento problém neni z algorit-
mického hlediska viubec snadny.

4.2 Slozitost rozhodovani o omezenosti mnoziny B, —
krok prvni: rozhodnutelnost
Je problém rozhodnutelny? Méjme data (X, y) a pokusme se navrh-
nout algoritmus, ktery rozhodne, zdali mnozina Bs(X,y) je omezend. Na
prvni pohled neni ziejmé, zdali takovy algoritmus vibec existuje: mohlo by
se stdt, ze tento problém je nerozhodnutelny. Pfipomenme, ze matematika
zna fadu problémi, které jsou algoritmicky nerozhodnutelné. Napiiklad:

e Nulové body funkci.
— Zaddni: funkce f(x) : R — R slozend z konstant, +, —, x, sin(-).
— Ukol: rozhodnout, zdali existuje zo € R spliujici f(zo) =0.

e Konvergence integrdlu.

— Zaddni: funkce f(z) : R — R slozend z konstant, 4, —, X,
sin(-).
— Ukol: rozhodnout, zdali [*_ f(z) dz konverguje.

ICRE

e Diofantické rovnice [tzv. Matijasevicova véta, také tzv. desdty Hilber-
tuv problém, [12]].
— Zaddni: polynom p(z1,...,29) s celociselnymi koeficienty.
— Ukol: rozhodnout, zdali existuji z7,..., x5 € Z spliujici
p(ay,...,x5) = 0.
e Maticovd smrt.
— Zaddni: celociselné ctvercové matice Ay, ..., Ap.
— Ukol: rozhodnout, zdali lze z matic Ay, ..., A, ndsobenim (v libo-

volném poradi, opakovani povoleno) obdrzet nulovou matici.

e (elociselné programovdni s kvadratickymi omezenims.

— Celociselné linearni programovani je optimaliza¢ni problém
max{cTz: Az <b, z € ZP}. Ptipustime-li vedle linedrnich ome-
zeni Ax < b také kvadratickd omezeni (tj. pfipustime-li souciny
dvou proménnych), je otdzka ,,je tiloha piipustnd?“ nerozhodnu-
telna.

Dokazatelnost [tzv. Gédelova véta, viz [2]].

— Zaddni: tvrzeni (= uzaviend formule mnozinového jazyka) ¢.
— Ukol: rozhodnout, zdali tvrzeni ¢ je dokazatelné v teorii mnozin.
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e Halting problem.

— Zaddni: text programu P a data w.
— Ukol: rozhodnout, zdali vypocet programu P nad daty x skonéi,
anebo zdali poc¢ita vécneé.

e Isomorfismus prezentovaniych grup.

— Zaddni: dvé prezentace grup (G1, R1) a (G2, R2), kde G; je mnozi-
na generatoru a R; je systém relaci, které generatory spliuji (napf.
cyklickd grupa fddu n ma prezentaci (G = {a}, R = {a™ = 1})).

— Ukol: rozhodnout, zdali grupy s prezentacemi (G, Ry) a (Ga, Ry)
jsou isomorfni.

o Ndhodnost hodi minct.

— Zaddni: konecnd posloupnost v nul a Jedmcek a ¢islo K.
— Ukol: rozhodnout, zdali posloupnost v ma kolmogorovskou slozi-
tost > K.

Nasledujici véta ukazuje, ze nase situace neni tak spatna: problém ome-
zenosti mnoziny By seznam nerozhodnutelnych problémiu neprodlouzi.

Véta 4.1 ([3]). Nechs> data (X,y) jsou raciondlni. Rozhodnout, zdali mnoZi-
na Ba(X,y) je omezend, lze algoritmicky.

Idea dukazu. Snadno se nahlédne, ze plati: mnozina By je neomezend, pravé
kdyz existuje X € X neplné sloupcové hodnosti, a to nastavé praveé tehdy,
kdyz

BX eRP)X <X <X & det XTX =0]. (5)

Vyraz (5) je formule jazyka teorie téles (formuli (5) lze skutecné zapsat jen
pomoci logickych operaci a pomoci operaci <, +, —, X, protoze determinant
je polynom). Podle Tarského véty je teorie redlné uzavienych téles rozhodnu-
telnd pomoci eliminace kvantifikatoru (blize viz [2, 15, 16, 17, 19]). Eliminaci
kvantifikdtort tudiz muzeme pouzit i na rozhodnuti o (5). O

Efektivita algoritmu. Algoritmus z dukazu véty 4.1 ovsem neni prak-
ticky uzite¢ny: pracuje totiz extrémné dlouho, obecné az v case ~ 22N, kde
N je velikost vstupu (X, y). Otvird se pfirozend otdzka, zdali je mozné najit
rychlejsi algoritmus. K tomu potifebujeme zdkladni véty z intervalové analyzy.

4.3 Linearni rovnice s intervalovymi koeficienty

Reseni linearnich rovnic s intervalovymi koeficienty. Nasledujici
definice tika, jak pro tucely tohoto textu rozumime pojmu re§eni systému
linearnich rovnic s intervalovymi koeficienty.

Definice 4.1. Nech> A € IR™ P q b € IR". Vektor zo € RP je Fesenim
systému Az = b, jestlize existuji A € A a b € b takové, Ze Azy = .
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Obrézek 3: Mnozina Feseni systému rovnic (6).

Piiklad (tzv. Barthuv-Nudinguv systém). Mnozinu feseni soustavy rov-
nic
2,4 [-2,1]\ [(z1\ _ [([-2,2] (6)
[-1,2] [2,4] ) \z2)  \[-2,2]

Oettliho-Pragerova véta [6]. Obrazek 3 naznacuje, ze mnozina resen{
systému intervalovych rovnic mé jistou pozoruhodnou strukturu: omezime-li
se na jeden (libovolné zvoleny) orthant, vypada jako konvexni polyedr. To
skutecné neni ndhoda.

ukazuje obréazek 3.

Veéta 4.2. Vektor z € RP je resenim systému Az = b, prave kdyz plati
|AS2 — b°| < A%|z| + b,
kde absolutni hodnota vektoru se rozumi po slozkdch. O

Dusledek 4.1. Nechs s € {£1}P. Nechs> RP oznacuje orthant {x € RP :
diag(s)z > 0}. Mnozinu reSent systému Az = b leZicich v orthantu R? tvori
polyedr

{z €RP: (A° — A%diag(s))z < b, )
(—A° — A%diag(s))z < —b, diag(s)z >0}. O
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4.4 Slozitost rozhodovani o omezenosti mnoziny B, —
krok druhy: exponencialni algoritmus

Pozorovani. Snadno nahlédneme, ze plati:

mnozina Bs je neomezena
+— existuje X € [X, X] neplné sloupcové hodnosti

+— intervalovy systém Xz = 0 ma nenulové Teseni.

Algoritmus [3, 9]. Dusledek 4.1 ukazuje, Ze test existence nenulového
feseni systému X z = 0 je mozné realizovat tak, ze projdeme vsech 2P orthan-
tu; v kazdém pak staci fesit jeden linedrni program. Vystacime tedy s vypo-
Getnim casem

2P x (polynomidln{ ¢as pro linedrni programovani), (8)

protoze linearni programovani mé polynomialn{ algoritmy [2, 18]. Vypocetni
cas (8) je podstatné lepsi, nez byl vypocetni ¢as eliminace kvantifikdtoru
z dukazu véty 4.1.

Slozitostni vysledek. 7 dusledku 4.1 vyplyva jesté jedno pozoruhodné
zjisténi.
Dusledek 4.2. Otdzka ,,je mnoZina By omezend?“ je v co-NP. O

Disledek 4.2 vyplyva z toho, ze pozitivni odpovéd na komplement —
otdzku ,,je mnozina By neomezend ?“ — lze dolozit NP-certifikdtem. Certi-
fikdtem je orthant s, ve kterém m4 polyedr (7) nenulovy bod.

4.5 Slozitost rozhodovani o omezenosti mnoziny B, —
krok treti: co-NP-tiplnost

Prirozené se otvira otdzka, zdali 1ze rozhodovat o omezenosti mnoziny Bo
v polynomidlnim ¢ase. Odpovéd je zdporné (leda by platilo P = NP):

Véta 4.3 ([3]). Otdzka ,,je mnoZina Bs omezend? “ je co-INP-uplnd. O

Pripomenme, ze neformalné muzeme piijmout tuto definici: rozhodovaci
problém A je co-NP-uplny, je-li A € co-INP a plati-li: jestlize problém A
Ize Fesit v polynomialnim case, pak lze v polynomidlnim case tesit libovolny
problém v co-NP. (Presnéji: A € co-NP a kazdy problém z co-NP je v po-
lynomidlnim ¢ase prevoditelny na problém A.)

Véta 4.3 ukazuje, ze patrné nemuzeme oc¢ekédvat existenci rychlych (subex-
ponencialnich, nebo dokonce polynomialnich) algoritmu rozhodujicich, zdali
mnozina By je omezena. A tudiz nemuzeme ani oCekavat existenci rychlych
algoritmu pro problém, ktery nas skutetné zajima — totiz pro konstrukeci
intervalovych (¢éi elipsoidovych ¢i jinych) obdlek mnoziny Bs. A tim spiSe
nemuzeme ocekavat existenci rychlych algoritmu pro tésné intervalové obalky.

Otézka o omezenosti mnoziny B se tak zatazuje do siroké t¥idy znamych
co-INP-tuplnych problému; pripomenme zde napiiklad
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e problém rozhodnout, zdali dana vyrokova formule je tautologie;

e problém rozhodnout, zdali je pravda, ze barevnost daného grafu je vétsi
nez piedepsané ¢islo k (tento problém zustava co-INP-tplny dokonce i
pii fixaci ¢éisla k na libovolnou pevnou hodnotu > 3);

e problém rozhodnout, zdali je pravda, ze klikové ¢islo daného grafu je
mensi nez predepsané ¢islo k;

e problém rozhodnout, zdali je pravda, ze piipustny prostor daného celo-
¢iselného linedarnfho programu max{ctz : Az < b,z € ZP} je prazdny.

Komentar k vété 4.3. Véta 4.3 ukazuje, ze patrné neexistuje jeden
obecny rychly algoritmus pro rozhodovéani o omezenosti, a tudiz i pro kon-
strukei intervalovych obdlek mnoziny Ba, ktery by fungoval v polynomidlnim
case, a» mu predlozime jakdkoliv data (X,y), tj. a> je pocet pozorovéni
n a dimenze p prostoru parametru libovolnd. Nicméné to neznamend, ze by
problém musel byt nutné beznadéjny ve specidlnich pripadech. A zde se uka-
zuje, ze situace je lepsi v nékterych specidlnich ptipadech, které se pti analyze
dat casto vyskytuji. Negativni vysledek véty 4.3 1ze také chapat jako motivaci
ke studiu téchto specidlnich ptipadta. Témi se budeme zabyvat v nasledujicich
¢astech.

4.6 Dva specialni pripady

Specialni pripad I: modely s nezapornymi hodnotami regresnich
parametra [3]. Nekdy se stavd, ze z vécného (fyzikdlniho, ekonomického
apod.) hlediska maji smysl pouze nezdporné hodnoty regresnich parametru.
V takovém piipadé se staci omezit jen na nezdporny orthant v prostoru para-
metru. Pak se vypocetni ¢as (8) snizi; staéi totiz prozkoumat jediny orthant,
a tak staci resit jediny linearni program.

Dusledek 4.3. O omezenosti mnoziny Ba N {b:b > 0} lze rozhodovat v po-
lynomidlnim case. O

Specialni pripad II: modely s nizkym pocétem regresnich pa-
rametra [3]. Jiz specidln{ piipad I ukézal, ze by> je vypocetni cas (8)
exponencidlni, situace neni tak $patnd: vypocetni ¢as (8) je exponencidlni
v dimenzi prostoru parametri, nikoliv ovsem v poétu pozorovdni. (Skutecné
§patnou zpravou by bylo, kdyby se v (8) vyskytoval faktor 2" namisto faktoru
2P.) Omezime-li se na tiidu modelu s nanejvys po regresnimi parametry, kde
po je pevnd konstanta (pro praxi postaci napf. pg = 10), pak 279 je kontanta.
A tudiz:

Dusledek 4.4. Ve tride modeli s nanejvys po regresnimi parametry lze
0 omezenosti mnoziny B rozhodovat v polynomidlnim case. O

Uzijme pTesnéjsi formulace, aby lépe vynikl rozdil mezi tvrzenim véty 4.3
a tvrzenim dusledku 4.4.
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Veéta 4.3 1ikd, ze mnozina
{(X,y) : mnozina B2(X,y) je omezend}
je co-NP-tiplna. Naproti tomu dusledek 4.4 tikd, ze pro kazdé pg plati
Ap, € P,

kde

Ap, = {(X,y) : matice X mé < py sloupcu

a mnozina Ba(X,y) je omezend}.

Tvrzeni dusledku 4.4 také muzeme formulovat tak, ze problém je rozhod-
nutelny v polynomialnim ¢ase v pripadé, kdy pocet regresnich parametru je
pevny a pocet pozorovani roste pres vSechny meze.

Silnéjsi formulace specidlniho piipadu II. Snadno se nahlédne, ze
muzeme vyslovit i silnéjsi formulaci: staci totiz, aby pocet regresnich pa-
rametru p nerostl vzhledem k poc¢tu pozorovéni n prili§ rychle. Je-li totiz
p = O(logn), pak pro jisté pevné k jest 2 ~ n* a vypocetni ¢as (8) ziska
polynomiélni tvar

2

nk . (polynomidln{ ¢as pro linedrni programovéni)

4.7 Jesté jeden specialni pripad: intervaly jen v pozo-
rovani vysvétlované proménné

Nyn{ se soustiedime na pifpad, kdy X = X =: X. Data tedy maji tvar
(X, y). Rozhodovén{ o omezenosti mnoziny Bs je nyni trividlni — staci zjistit,
zdali X mé plnou sloupcovou hodnost.

Nadéle predpokladejme, ze matice ,X méa plnou sloupcovou hodnost.

O mnoziné By se v tomto piipadé d4 Tici leccos zajimavého. Mnozinu By nyni
muzeme popsat ve tvaru

By(X,y) = {(X"X)"' Xy :y e y}.

Odtud obdrzime zajimavou geometrickou charakteristiku: mnozina By vznik-
ne zobrazenim n-dimenzionalniho boxu y do prostoru parametri pii linear-
nim zobrazeni

vis Gu, kde G:=(XTX)'xT (9)

Muzeme neformdlné fici, ze mnozina Bs je obraz , krychle® vysoké dimenze
(totiz dimenze n = pocet pozorovani) v prostoru nizké dimenze (totiz v pro-
storu parametru) pii linedrnim zobrazeni (9). To specidlné znamena:

Pozorovani 4.1. Mnozina B2(X,y) je omezeny konvexni polyedr v prostoru
parametri. O
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PO

Obrézek 4: Priklady zonotopu Z1 = {s} +nr g1; Z2 = {s} +m 91 +n192;
Zy={s}+m g1 +m g2 +m g3; Za = {s} +m g1+ 92+ g3+ g4

Presnéjsi geometricka charakterizace mnoziny By (X, y) [3, 4]. Zo-
notopy jsou specialni konvexni polyedry, jejichz konstrukei struéné popiseme.
Minkowského soucet mnoziny A s vektorem g je definovén jako mnozina

A+pmg:={a+Xrg: ac A xe[-1,1]}.
Nech> je dan

e vektor s € RP, zvany posunuti;
e systém vektoru gi, ..., gn, zvanych generdtory.

Zonotop urceny posunulim s a generdtory gi, ..., g, je pak mnozina

{s} +m g1+ - +01 G

viz téz obrazek 4.
Zonotopy maji fadu pozoruhodnych strukturalnich vlastnosti; z nejvyz-
namnéjsich uved'me jen to, ze jsou stiedové symetrické.

Véta 4.4. MnoZina B2(X,y) je zonotop v prostoru parametri uréeny posu-
nutim s = Gy° a generdtory

gl:yq,AGu izlw"an)
kde G; je i-ty sloupec matice G z (9). O

Tésna intervalova obadlka. Spocitat tésnou intervalovou obéalku zo-
notopu je snadné: stac¢i vyhodnotit vyraz Gy pomoci tzv. intervalové aritme-
tiky [13, 14]. Je definovéna pfirozené: pro dva intervaly w = [u, U] a v = [v, 7]
jest

utv=[u+uvu+
v,

7], (10)
w-v=min{u-v,u 0,0 0,0 -V}, max{u-v,u-0,u-v,w-0}f. (11)
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To specidlné znamend, ze tésnou obdlku mnoziny Ba(X,y) lze zkonstruovat
v polynomialnim case.

K zonotoptm lze konstruovat také (vice ¢i méné) tésné elipsoidové obélky,
viz [1].

5 Obalka pro mnozinu hodnot odhadu regresnich para-
metra

Vime jiz, ze rozhodnout, zda By je omezend mnozina, je co-INP-uplny
problém. Tim spiSe plati, ze najit nejtésnéjsi moznou intervalovou obalku
Bs je také vypocetné tézky problém. Podobny negativni vysledek mame pro
kazdou Lj-normu.

Véta 5.1 ([9]). Pro libovolnou Ly-normu jsou ndsledujici problémy NP-
tézke:

e nalézt intervalovou obdlku mnozZiny By s danou relativni ¢i absolutni
chybou,
e rozhodnout zda By je neomezend. O

Piestoze véta 1ikd, ze (pokud P # NP) neexistuje algoritmus, ktery by
v polynomidlnim ¢ase nasel vZdy tésnou obédlku By, neznamend to jesté, ze
neexistuji metody, které by pro vétsinu vstupnich dat nespocitaly rozumné
tésnou obalku.

5.1 Obalka pro B

Piipomenme, ze B2(X,y) je mnozinou viech fesen{ soustavy norméalnich
rovnic
XTXb= X"y,

kdyz X probihd X ay probiha y. Pokud spocitdme M := X* X, m := X'y
pomoci intervalové aritmetiky (10), (11), pak kazdé b € Ba(X,y) je zéroven
FeSenim soustavy

Mx=m projistée M € M, m € m.

Naopak implikace neplati, protoze vypoctem intervalovou aritmetikou jsme
ztratili informaci o zdvislosti matice X (jako kdyby tfi instance matice X
v soustaveé byly najednou nezévislé). Zde se jednd o standardni soustavu inter-
valovych linearnich rovnic. Vime sice jiz, ze najit tésnou obélku je vypocetné
tézké i pro tento ptripad, nicméné existuje celd fada metod, které v kratkém
Case spocitaji vétsinou dostatené tésnou obélku, viz [3].

Jinou moznosti (viz [3]) je pFepsat normdlni rovnice do tvaru

(x 1)©-6) 2
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kde X € X a y € y. Je-li (b, c) Teseni této soustavy, pak b Fesi puvodni sou-
stavu normélnich rovnic; a naopak, kazdé reSeni soustavy normélnich rov-
nic jde rozsifit o slozku ¢, abychom dostali Teseni soustavy (12). Soustava
(12) opét predstavuje intervalové linedrni rovnice a obédlku mnoziny reSenf
muzeme najit néjakou standardni metodou. Tato soustava je vétsi, ma rozmeér
(n + p) x (n 4 p) oproti puvodnimu p x p. D4 se dokdzat, ze jeji mnozina
feSeni je podmnozinou mnoziny feseni puvodni intervalové soustavy, a tudiz
vypocitand obdlka bude vzdy tésnéjsi (nebo alespon stejné tésnd).

5.2 Obalka pro B; a By

Pti odhadu pomoci Ly.-normy je tieba fesit optimalizac¢ni problém
ming ege || X' — yl|co. To vede na tilohu linedrniho programovéani

mint za omezeni Xb —y <te, —Xb +y <te, t>0. (13)

A podobné, vypocet hodnoty Li-estimatoru mingy egre || X0 — ylj1 vede na
linedrni program

mineTw za omezen{ X' — y<w, —Xb +y<w, w>0. (14)
Obé tlohy muzeme zapsat jednotné jako
minctu  za omezeni Au < d (15)

pro jistou matici A € R"*® a vektory d € R",¢c € R®. Pokud nas zajima
mnozina By (resp. Be) véech odhadu v Ly (resp. Lo) normé, pak nds to
vede pfimo na tfidu linearnich programu

(15), Ac A, ded, (16)

kde A € IR"™®, d € IR" jsou intervalova matice a intervalovy vektor sesta-
vené z puvodnich dat. TFidé tloh (16) se Fikd intervalové linedrni progra-
movdni a jejimu studiu se vénuji napf. publikace [6, 7].

5.2.1 Bazicka stabilita Pfipomenme, Zze bdze linedarniho programu (15)
je indexovd mnozina B C {1,...,r} velikosti s takovd, ze Ffadky matice A
indexované mnozinou B jsou linedrné nezavislé. Pro jednoduchost budeme
symbolem Ap znacit podmatici A sestavenou z fadku indexovanych B. Béze
B je pripustnd, pokud linearni soustava

ABU — dB, ANU S dN

mé feseni, kde N := {1,...,n}\ B znaci nebazické indexy. V tomto ptipadé
je feseni soustavy u = A;ld 5 jednozna¢né a odpovidd vrcholu odpovidajici
konvexni polyedrické mnoziny.
Rikdme, ze intervalovy linedrni program (16) je bazicky stabilni, pokud
existuje baze B, kterd je optimdlni bézi tlohy (15) pro kazdé A € A, d € d.
Nejprve pesimistickd zprava.
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Véta 5.2 ([9]). Rozhodnout, zda (16) je bazicky stabilni pro danou bdzi B,
je co-NP-tézky problém. O

Plati dokonce silnéjsi tvrzeni, ze co-INP-tézké je rozhodovat o bazické
stabilité nejen pro obecny intervalovy linearni program, nybrz i pro specidlni
linedrn{ programy (13) a (14). Na druhou stranu ovSem existujf silné posta-
cujici podminky zarucujici bazickou stabilitu, viz [8].
niho programu (16), pak mnozina vsech optimalnich fesen{ je rovna mnoziné
feSeni intervalové soustavy rovnic

ABu:dB, ABEAB, dp € dp.

Tudiz muzeme pouzit fadu metod na nalezeni obalky mnoziny feseni. Pokud
vime navic, ze proménné u jsou nezaporné, pak dle dusledku 4.1 je mnozina
feseni pfimo rovna konvexni polyedrické mnoziné popsané nerovnostmi

Apu < dp, Agu>dg, u>0.

Specidlni piipad: matice X je neintervalova [9]. Je-li matice X
neintervalova, je i matice A neintervalova. Bazicka stabilita pak pro bazi B
nastava pravé tehdy, kdyz plati dvé podminky

e B je optimdlni baze pro néjaké A € A, d € d,
o (AyAph)dp <dy.

V tomto pripadé je bazickd stabilita rozhodnutelnd v polynomialnim case
(a také velmi rychle v praktickém slova smyslu). Prvni podminku ovéiime
jednoduse volbou libovolnych hodnot z intervalti (napf. sttedu). V druhé
podmince vyhodnotime (A Az')dp pomoci intervalové aritmetiky (10), (11)
a otestujeme, zda horni kraj je mensi nebo roven dolnimu kraji intervalového
vektoru dy .

6 Residualni hodnoty linearnich regresnich modelt s in-
tervalovymi daty

Vyjdéme opét z linedrniho regresniho model y = X3 + ¢ a predpo-
klddejme, ze pozorovand data (X, y) probihaji dané intervaly (X, y). Budeme
se zabyvat otazkou, jakych hodnot muze nabyvat residudlni soucet ¢tvercu.
Analogickou otdzku si polozme i v piipadé, uzijeme-li namisto Lo-estimétoru
argming ||y — Xb||2 estimator argming ||y — X b||x s jinou normou ||+ ||. Omezime
se zde na pripad s k=1 a k = oo.

Pfesnéji: pro danou Ly-normu || - || definujme

By o= goin  min ly — Xy,

Ry := i — Xbl|g.
k X&éﬁéygﬁgl\y 12
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Piipomenme, ze (neformélné) muzeme prijmout tuto definici: problém A
je NP-téezkyj, jestlize plati: je-li problém A feSitelny v polynomidlnim case,
pak P = NP.

6.1 Obecny pripad

Ukazuje se, ze obecné je vypocet hodnot R, i Ry, algoritmicky obtizny, a
to v pripadé vsech norem Ly, Lo, L.

Véta 6.1 ([9]). (a) Spoéitat hodnotu Ry je NP-tézky problém pro libovolné
ke {l1,2, co}.

(b) Spocitat hodnotu Ry, je NP-tézky problém pro libovolné k € {1,2, co}.

O

Podobneé jako v castech 4.5 — 4.7, i zde negativni vysledek véty 6.1 podava
motivaci ke zkoumani specidlnich pripadu. Podavd také motivaci ke studiu
tésnych hornich a dolnich mezi pro R, a Ry, viz [9].

6.2 Specialni pripady

Specidlni piipad I: prostor parametri je omezen na nezaporny
orthant [9]. Piedpoklddejme, ze a priori vime, Ze regresni parametry jsou
nezdporné (napiiklad proto, ze zdporné hodnoty nemaji fyzikdlni ¢i ekono-
micky smysl). Pak ziska definice statistik R, a Ry, tvar

R = i i —Xb

By = Join  min ly Il

-+ .

R, = — Xb||g.
b el i lly — X0l

Ukazuje se, ze predpoklad nezapornosti situaci ¢astecné zlepsi.

Véta 6.2. (a) Spocitat hodnotu EZ je NP-tézky problém pro libovolné k €
{1,2,00}.

(b) Spocitat hodnotu R; lze v polynomidlnim case pro kazdé k € {1,2,00}.

O

Specidlni ptipad II: pocet regresnich parametru je pevny [9].
Nyni prozkoumame tiidu modelu, kde prostorem parametru je RP, kde p < pg
a po je pevné zvolend konstanta. Ukazuje se, ze v tomto ptipadeé je situace

vvvvvv

Véta 6.3. Nechs> pg je pevné. Omezime-li se na tridu modelu s nanejvys po
regresnimi parametry, pak plati ndsledujici tvrzend.

(a) Spocitat hodnotu Ry je NP-tézkyj problém.
(b) Spocitat hodnoty Ry a Ry lze v polynomidlnim case.
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(¢) Spocitat hodnoty R, lze v polynomidlnim case pro kazdé k € {1,2,00}.
O

Tvrzen{ véty 6.3(b) je ovSem tieba ¢ist opatrné: prokazuji jej totiz algo-
ritmy, jejichz vypocetni ¢as muze dosahovat
(4n)Po! x (polynomidlni ¢as na linedrni programovan).
To jen ukazuje, ze vyraz ,,polynomidlni ¢as“ nemusi nutné znamenat ,,oprav-
du rychly algoritmus®, zejména je-li py velké.
Analogicky, tvrzen{ (c) prokazuji algoritmy, jejichz vypocetni ¢as ¢inf

2P0 x (polynomiélni ¢as na linedrni programovani)
v ptipadé Ly a L,-normy a
2P0 x (polynomidlni ¢as na konvexni kvadratické programovani)

v pfipadé Lo-normy.

Specialni pripad III: matice X je neintervalova [9]. Nyn{ vySetiime
pifpad X = X; intervaly se tedy vyskytuji jen ve vektoru y. Pfipomenme, ze
v tomto ptipadé z ¢asti 4.7 vime, ze mnozina B je zonotop v prostoru para-
metru. Pocet regresnich parametru je obecny (tj. nepredpokldddme omezent
na < pg regresnich parametru).

Véta 6.4. Nech> X = X. Pak plati ndsledujici turzen.

(a) Spocitat hodnotu Ry je NP-tézkij problém.

(b) Spocitat hodnoty Ry a Reo lze v polynomidlnim case.

(c) Spoéitat hodnoty Ry, lze v polynomidlnim case pro kazdé k € {1,2,00}.
O

Poznamenejme, ze pro libovolné k € NU {oo} se hodnota R, da spocitat
pomoci optimalizaéni tlohy

R, = min{||lw[[x : Xb -7 <w, —Xb+y <w, w>0}.

Pro k € {1,00} se tloha jednoduse zredukuje na tlohu linedrniho progra-
movani a pro k = 2 zase na konvexni kvadraticky program. Ve vSech tirech
piipadech tedy umime R, vypocitat nejen polynomidlné (tedy: teoreticky
,rychle®); ale i ,rychle® z praktického hlediska.

Specialni pfipad IV: matice X je neintervalova a pocet regre-
snich parametru je pevny [9]. Je zfejmé, Ze pozitivni vysledky véty
(6.4) zistavaji v platnosti: hodnoty Ry, Reo, Ry, Ry, R, lze vyéislit v po-
lynomialnim case. Nicméné ukazuje se, ze ani pfedpoklad na omezeni poctu
regresnich parametrii neumozni spocitat hodnotu Ry efektivné.

Véta 6.5. Nech> X = X a nech> je po pevné. Spocitat hodnotu Ro v modelu,
ktery md nanejuys pg regresnich parametru, je NP-tézky problém. O

Shrnuti. Vysledky vét 6.1, 6.2, 6.3, 6.4 a 6.5 prehledné shrnuje tabulka 1.
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véta 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5
P obecné obecné pevné obecné pevné
X intervalové intervalové intervalové realné realné
Y intervalové intervalové intervalové intervalové intervalové
I3 obecné nezaporné obecné obecné obecné

R, NPH NPH P P P
R, NPH P P P P
Ry NPH NPH NPH NPH NPH
R, NPH P P P P

Roo NPH NPH P P P

R NPH P P P P

Tabulka 1: Piehled vysledku ¢édsti 6.1 a 6.2 podle [9]. Symbol NPH znaci
NP-tézky problém, symbol P znaci problém fesitelny v polynomidlnim case.

7 Slozitost vypoctu nékterych statistik nad intervalovy-
mi daty

Na zavér ukazme jesté nékolik piikladu slozitostnich vysledku, které maji
vyznam v analyze intervalovych dat. Omezime se tentokrdt jen na jedno-
rozmérnd intervalovd data

T = [21)51])' sy Ly = [£n7fn]

Pujde ndm zejména o to ukazat, ze i pfi analyze takto jednoduchych dat je
fada problému algoritmicky obtizna — a tim spiSe jsou analogické problémy

Nech> S je néjaka statistika. Z algebraického pohledu je S prosté funkci
dat x1,...,x,; pak piseme S(z1,...,x,). Je zfejmé, ze plati:

(a) nahlizime-li na data x1,...,z, jako na pevné konstanty, je
S(x1,...,z,) pevnd hodnota,

(b) nahlizime-li na data x1,...,x, jako na ndhodné veli¢iny, je
S(x1,...,z,) ndhodnd veli¢ina;

(¢) nahlizime-li na data z1, ..., 2, jako na intervaly, je S(z1,...,z,) inter-
val (za predpokladu spojitosti S).

Zabyvejme se nyni bodem (c) a polozme si otdzku, jak je z algoritmického
pohledu snadné ¢ obtizné vycislit hodnoty

(T1,...,xn) =sup{S(z1,...,2n) : 71 ET1,...,Typ € Ty},

(£1,..., @) =Inf{S(21,...,2,) 1 21 EX1,...,Tpn € Tp}.

Hodnotam S a S fikdme horni hodnota statistiky S a dolni hodnota statistiky
S.
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7.1 Obecny pripad
Prvni vysledek je negativniho typu.

Véta 7.1 ([2, 12]).  (a) Hodnotu S nelze vycislit algoritmicky.
(b) Hodnotu S nelze vyéislit algoritmicky. O

Negativni vysledek véty 7.1 je dusledkem toho, ze jsme statistiku defi-
novali jako obecnou funkci dat. Tvrzeni véty (a) je tieba rozumeét takto:
neexistuje zadny algoritmus, ktery na vstup obdrzi formuli pro statistiku S
(feknéme: zapsanou jako elementérn{ funkei) a ¢islo € > 0 a spocte raciondlni
¢islo §*, které se od hodnoty S lisi nanejvys od e. (Tato opatrnd formulace
je nezbytnd z toho duvodu, aby nevznikl problém s vyc¢islovanim odmocnin
a dalsich iraciondlnich ¢isel.) A analogicky je tfeba rozumét tvrzeni (b).

7.2 Konkrétni statistiky

Negativni vysledek véty 7.1 ovsem neznamenad, Ze situace je nutné Spatna
v piipadé konkrétnich statistik. Vezmeme-li za ptiklad vybérovy prumeér

-1 n
n= n 21:1 L,
je ztejmé, ze jeho horni a dolni hodnotu lze vycislit v polynomidlnim case
snadno:
— 1 n N 1 n
u(mla"'awn)zgzizlxia E(wla"'va):EZizlzi'
Nésledujici véty ukazuji, ze uz pro zékladni, ¢asto uzivané statistiky situ-
ace takto snadna neni.
Rozptyl. Uvazme nyni vybérovy rozptyl

— 1 n . 1 n 1 n 2
o2 = —] Zi:1(zi 7#)2 — — Zi:l (1'1 — Ezj—lxj> .

Véta 7.2 ([5]). (a) Hodnotu E(:Bl, .oy ) lze wycislit v polynomidlnim
case. o
(b) Viypocet hodnoty o?(x1,...,x,) je NP-tézky problém. O

Tvrzeni véty 7.2(a) plyne z toho, ze vypocet dolni hodnoty rozptylu lze
vyjadrit jako konvexni kvadraticky program

2
mm{—n_1 21:1 <xiﬁzj_1zj> 1T €T, , Ty Eﬂ?n}-

Alespon neformélné nahlédnéme tvrzeni (b), bys tento ndhled nend duka-
zem INP-tézkosti. Nekonvexni optimaliza¢ni problém

2
1 n 1 n
max{nlzi—l (wi_gzj_lxj) T Ewl,...,wnEmn}
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ma tu vlastnost, ze optima se nabyva v nékterém vrcholu krychle @1 x - - - X a,,;
problém je algoritmicky obtizny z toho duvodu, Ze je tfeba obecné prozkou-
mat v8ech 2" vrcholu. (Tvrzeni véty 7.2(b) ukazuje, ze nelze ocekédvat exis-
tenci néjaké vyrazné rychlejsi algoritmické metody, nez je pravé popsand
metoda hrubé sily.) Viz také [20].

Vsimneéme si, ze véta 6.5 je dusledkem vety 7.2(b).

Vypocet rozptylu, je-li stfedni hodnota znama. Je pozoruhodné
si v8imnout, ze situace s vypoctem horni hodnoty vybérového rozptylu je
odlisna v piipadé, kdy je stfedni hodnota p znamd. Pak pracujeme se statis-
tikou

2
O—Z zndmé E Z(xl - ‘U,) : (]‘7>
i=1
Pozorovani 7.1. Hodnotu O’Z mame (L1, - -, L) lze vycislit v polynomidinim
case. O

Dokonce je metoda jejtho vypoctu velice jednoducha: staci totiz vyraz
(17) vyhodnotit pomoci intervalové aritmetiky (10), (11).
t-statistika. Uvazme t-statistiku ve tvaru

— lal

Pro ni plati nésledujici véta.

Véta 7.3 ([9]). (a) Vypocet hodnoty t(x1,...,x,) je NP-tézky problém.
(b) Hodnotu t(x1,...,xy,) lze vycislit v polynomidinim case. O

F-statistika. Uvazme F-statistiku ve tvaru
2
n/2 n/2
Ziz/l (wl - nL/Q Zjil wj)
5
n 1 n
Zi:1+(n/2) (wi e Zj:1+(n/2) xj)

Plati nasledujici véta.

F =

Véta 7.4 ([9]). (a) Vypocet hodnoty F(x1,...,xy) je NP-tézky problém.
(b) Vijpocet hodnoty F(xy,. .. x,) je NP-tézkyj problém. O
Neni prekvapujici, ze tvrzeni vét 7.3(a), 7.4(a) a 7.4(b) lze prokdzat jako
dusledky véty 7.2(b). Zatimco v piipadeé vét 7.4(a) a 7.4(b) je dikaz snadny,
dukaz véty 7.3(a) je obtizny.
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RESUSCITACE MOMENTOVE METODY
Zden&k Fabian, Ustav informatiky AV CR, Praha

Klicova slova: skérova funkce, charakteristiky rozdéleni, charakteristiky dat

Abstrakt: V ¢lanku definuji skérovou funkei rozdéleni (s libovolnym inter-
valovym nosi¢em), vysvétluji jeji vztah k verzim publikovanym v pfedchéze-
jicich sbornicich ROBUST a doporucuji jeji pouziti v (obecné) metodé mo-
ment.

Abstrakt: A score function of distribution (with arbitrary interval support)
is introduced, its relation to versions presented on the past ROBUST schools
are explained and its use in (a general) moment method is recommended.

1 Uvod

Bud X C R otevieny interval a x = (z1, ..., &, ) ndhodny vybér z rozdéleni F.
Piedpoklddame Ze F je ¢lenem parametrické rodiny {Fy,0 € ©} kde © C R,,,,
s nosifem X a hustotami f(z;0). Ulohu nalézt na zékladé x takové 6 € O,
aby Fj co nejlépe aproximovala F' fesi (m.j.) tradi¢ni metody: momentova
metoda a metoda maximéalni vérohodnosti.

a) Bud S ”sikovnd” funkce. Pro k € N, k-ty moment ndhodné veli¢iny
S(X) je hodnota

ES*(X) = /X S*(2)f(x) dz. 1)

Odhad # momentovou metodou spociva v feSeni rovnic
L~ o k
— E S¥(x;60) = ES¥(0), k=1,...,m, (2)
n
i=1

predstavujicich kone¢nou aproximaci parametrického tvaru vzorce (1) na za-
kladé pozorovaného x. Ve vzorcich se odedavna pouziva funkce S(z;60) = «,
coz mé za nésledek, ze pro fadu rozdéleni integraly (1) nekonverguji a me-
todu nelze pouzit. Coz je skoda, protoze kromé odhadu parametra poskytuje
nazorné charakteristiky dat: vybérové momenty.

Metoda maximalni vérohodnosti zavadi obecné vektorovou (Fisherovu)
skérovou funkci

)= 2105 L(0) Q

jejiz slozky jsou parcialni skéry pro jednotlivé parametry. Pro odhady para-
metrl mame rovnice

U

1 n
gZng(mi;Q):0 k=1,...m
i=1
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poskytujici odhady v dobtfe znamém smyslu optimalni.
Prekvapivé, pro rozdéleni s nosi¢em R a hustotou tvaru f(z — p), kde p
je parametrem polohy, plati ze

Uu(w—u)=(ilogf(w—u):—xES(w—u), (4)

a to znamena, Ze (Fisherovu) skérovou funkci pro parametr p miZzeme najit
v tomto pfipadé i derivovanim podle proménné.
Polozime-li na pravé strané (4) u = 0, mame na R funkci

f'(x)
f(z)

S(a) = - (5)

vvvvvv

parametr, kterou Hampel [13] a Jureckovd [15] nazyvaji skérovou funkci roz-
déleni F'. Za skérovou funkei rozdéleni Fy(x) pak mtizeme povazovat funkci

1
f(x;0)

a pouzit ji v (2), momenty (1) pak budou existovat, budou ¢asto vyjadieny
jako jednoduché funkce parametrii a ES?(0) bude Fisherova infomace roz-
déleni F(x;0) [7]. Zobecnéni (6) zahrnuje i rozdéleni bez parametru polohy,
jako je F' s hustotou

S(x;0) = —

d
%f(ﬂﬁe) (6)

1 P
B(p,q) (1+ ev)rta

fx;p,q) =

:E— v . 7’ 7’
a skérovou funkei rozdéleni S(z;p, ) = L5 Pro vSechna unimodélni roz-

déleni s nosiéem R pak FeSeni 2* rovnice S(z;6) = 0 pfedstavuje jeho péknou
centralni charakteristiku: méd.

Bohuzel, funkce (5) ztraci smysl pro rozdéleni s nosicem X # R, stadi
uvazit exponencialni ¢ rovnomérné rozdéleni. Zobecnéni (5) po rozdéleni s
obecnym intervalovym nosi¢em uvadim v nasledujici kapitole.

2 Skorova funkce spojitého rozdéleni

Zobecnéni (5) pro rozdéleni s nosi¢em X = (0, 00) je

Ditvodem je, Ze pro rozdéleni s hustotou f(z/7) = Lh(z/7) je

Ur(as7) = +-logl Th(x/7)] =

i[ _gh’(w/T)]
T2 T h(z/7)"
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7057 = Ty aslr e = 1= S

Polozime-li 1
S(z;T) = =T(x;7), (8)
T

je S(x) = S(=x;1) identické s (Fisherovou) skérovou funkei pro 7 = 1.

Veli¢inu v lomené zavorce vzorce (7) jsem si vysvétlil nasledovné: Piedsta-
vime-li si, ze F' je transformované rozdéleni F'(z) = G(logx), kde ” prototyp”
G ma nosi¢ R, je to hustota délenad Jacobianem té inverzni transfromace. Pro
libovolny interval X to zobecnime nasledovné:

Definice 1. Bud F' s nosiCem X a spojité diferencovatelnou hustotou
f(x), bud n : X — R spojité rostouci zobrazeni a G(y) = F(n~!(y)) unimo-

délni. Polozme B )
T()= - ( i) 0

)
S(a) = o/ (=) (a) (10)
je n—skdr rozdéleni F'.

Definice 2. Skérova funkce rozdéleni F' je jeho matematicky nejjedno-
dussi n—skor.
Posledni definice vypada sice vagné, ale neni. Nejjednodussi n—skér bude

vysledkem (virtudlni) transfrormace, jejiz Jacobian je soucasti vzorce pro
transformovanou hustotu

f@) = g(n(@)n'(z). (11)
Pak totiz podle (9)

5(@) = =1/ 55 7 9(0(a)

Rozdéleni s nosicem R maji zpravidla skérovou funkei (6). Ale nemusi.
Rozdéleni s hustotou

1 esinhflw
f(‘r) = \/(1 + 1}’2) (1 + esinhflx)2 (12)
je vhodné povazovat za transformované pomoci n(x) = sinh™! z, protoze

0 (z) = \/(1]:‘1’£U2). Skérové funkce rozdéleni je pak

sinh~ 'z
—1
S(z) =<

6sinh_1 T 4]
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(prototyp rozdéleni F' m4 ziejmé hustotu g(y) = e¥/(1 + e¥)?).

Vzorce pro hustoty rozdéleni s nosi¢em X = (0,00) vét§inou obsahuji
¢len 1/x (ktery lze pfipadné snadno zavést, viz exponencidlni rozdéleni s
hustotou f(z) = Lze~*). Na obr.1 jsou znazornény hustoty a skérové funkce
dvou rozdéleni s timto nosi¢em (pfislusné vzorce viz Tabulka I).

0.

0.4]

0.3

0.2]

0.1

obr. 1. Hustoty a skérové funkce rozdéleni: vlevo Weibullova (7 = 5), vpravo
log-logistického (7 = 1) pro rizné c (skérova funkce pro ¢ = 4 je Kovanicova funkce
h, viz kap. 3).

Pro jiné nosice uz S tak jednoduse uréit nelze, tak na X = (1, 00) jsou
nejméné dvé ”sikovné” transformace, n(z) = log(z — 1) a n(z) = loglogx.
Tteba piislusné n-skéry Paretova rozdéleni s hustotou f(x;c) = ¢/zt! jsou

1 d c+1

Ti(z;¢) = —m%[(f— Df(x)] =c— o

tedy z* = <t a S(z;c) = ¢(1/2* —1/z), a

1 d

Tr(w;c) = " (@) de

[x"logx] = clogx — 1,

kdy 2* = e!/¢a Sy(x;¢) = e 1/¢(clogz—1), coz je (Fisherova) skérova funkce
pro c¢ . Zde je asi nutno dat pfednost omezené inferenéni funkci S (z;¢).
Vzorce pro hustoty rozdéleni s nosi¢em v podobé konec¢ného intervalu
mohou obsahovat fadu rtznych Jacobiant, tak v ptipadé X = (0,1) kromé
n(z) =log %, 1'(z) = ﬁ kterou obsahuje vzorec pro hustotu beta roz-

déleni (Tabulka I), i t¥eba n(z) = —log(—logx), n'(z) = @. Rozdéleni s
nosi¢em X = (—m/2,7/2) je ¢asto vyhodné povazovat za virtudlné transfor-

mované funkci 7(x) = tanh ™! (x), 7/ (z) = 1/ cos® = (obr. 2).
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Hustoty Skérové funkce

obr. 2. Hustoty a skérové funkce rozdéleni s nosi¢em (—m/2,7/2).
1 f(x) = e "/k, 2 f(z) = /K, 3 f(z) = o=t 3t

mcos2 x
2 w/2—x

— 7\" 1 —llog T+
41@) = VS emmeame - T

3 Pruvodce po dZungli mych ¢lanka z minulych RO-
BUSTu

Pro ucastniky skol ROBUST a c¢tenafe minulych sbornikd praci ROBUST
pripojuji par poznamek.

V soupisu literatury na konci ¢lanku uvadim hlavné prace, které byly
otistény ve sbornicich ROBUST a Informaé¢nim Bulletinu CSS. Tyto prace ve
vSech pripadech pfedchazely rozsifenym anglickym verzim, které byly, casto
se znacnym zpozdénim, publikovany v mezinarodnich ¢asopisech.

Hledat skérovou funkei rozdéleni s nosicem X = (0,00) mé napadlo po
roz§ifrovani” Kovanicovy t.zv. gnostické teorie [16] zpracovani dat "bez po-
moci statistiky”. Kovanic odhaduje ”datovy parametr”, feknéme 9, jako pri-
mér hodnot jisté inferen¢ni funkce h(z;Jd), odvozené spolu s funkei, kterou
jsem detekoval jako nenormovanou hustotu rozdéleni log-logistického typu na
X = (0,00) . Na jiné rozdéleni v8ak jeho postup odvozeni inferenéni funkce
nelze aplikovat.

Funkce T'(z), (9), libovolného rozdéleni s intervalovym nosi¢em, odvozené
od skérové funce rozdéleni s nosi¢em R (”prototypu”) byla zavedena v [1] pod
nézvem geometrickd funkce rozdéleni. V [2]-[5] ji fikdm core funkce (vzniklo
jako 7vnitfek score funkce”), v [6] ji fikdm t-skér (z transformation-based
score). Skérovou funkei rozdéleni (10) jsem pfedstavil v [4] pod ndzvem John-
prednaskach jsem ji fikal skalarni skér nebo skalarni skérova funkce. Vsechna
tato (nepfili§ smyslnd) pojmenovani byla vedena snahou vSe vyjasnit (odlisit
novou funkei od skérovych funkei klasické a robustni statistiky) a docilila
ovsem pravého opaku. K soucasnému terminu, ktery je jisté nejvhodnéjsi, meé
privedla prednaska [15] prof. Jureckové.

Definice skérové funkce rozdéleni jako nejjednodussiho n—skdru je nova.
Uz v [2] sice fikdm, "Ze obecné lze za core funkci rozdéleni F' povazovat
ten nejjednodussi smysluplny popis rozdéleni pomoci funkce obsahujici ¢len
—f'/f, o ktery si matematicky tvar hustoty fekne”, ale ne¢ta pozorné starsi
ro¢niky ROBUSTu, byl jsem pak veden mylnym tsilim o jedno-jednoznaény
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vztah mezi f a S (s cilem uspofddat pravdépodobnostni modely podle cho-
vani skérovych funkci rozdéleni) tak, Ze jsem fixoval virtudlni transformaci
inspirovanou Johnsonem [14] (odtud Johnsontiv skdr) jako

T if X=R
n(x) = log((mx:?l)) if X =(a,0) (13)
logm if X =(a,b).

N

co nejjednodussi, a jeji momenty v rovnicich (1) byly vyjadfeny jednoduchymi
funkcemi parametra. To je samoziejmé mozné jen kdyz si S a F' ”padnou do
noty”.

4 Momenty

Momenty (1), kde S je skérové funkce rozdéleni F', nazveme skdérové mo-
menty. Oproti momenttim nahodné veli¢iny X, skérové momenty existuji.
Za obvyklého predpokladu ET?(X) < oo existuje i ET*(X), dikaz viz [2],
a 7' (z*) v (10) je konstanta. Dodejme, ze dilezitd, pfedstavuje zobecnéni
vztahu (8) pro obecnd rozdéleni.

hodnotu rozdéleni F' (je to "obraz médu jeho prototypu”). ES? je Fisherova
informace rozdéleni F' [3], jeji reciprokou hodnotu

w? =1/ES?

kterou zde nazveme s-variance (v [5] a [6] ” Johnsonova disperze”), je vhodné
mira variability rozdéleni [5]. To naznacuji i hustoty s jednotkovou variabili-
tou w? = 1 na obr. 3.

Weibull beta-prime
05 05

0.4 0.4

0.3 0.3

02 0.2

0.1 0.1

GO 2 4 6 8 10 c0 2 4 6 8 10

Obr. 3. Hustoty Weibullovych a beta-prime (neboli beta II) rozdéleni (viz Ta-

ES? je jistou mirou nesymetrie rozdéleni (na X = (0, co) mirou odchylky
od zékladniho nesymetrického tvaru) a FS* charakterizuje ”plochost” (opak
Spicatosti): polozime-li 75 = ES*/(ES?)?, pro rozdéleni s hustotou f(x) ~
e /4 je 42 = 10.9, pro normalni 42 = 3, pro logistické 45 = 1.8 a pro
Laplaceovo v, = 1.
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My

anci nékterych zndmych rozdéleni v Tabulce I. Pismenem m v tabulce ozna-
¢uji stfedni hodnotu, kterd, jak je patrné, pro nékterd rozdéleni (s t&zkym
koncem) existuje jen v omezeném oboru parametru. To plati i pro log-log.
(log-logistické) rozdéleni, vzorec se mi do tabulky nevesel.

Vv

r f(z) S(x) m T w?
X e FE-D T 7
lognorm. \/2%956 3 In?(2)° ¢ In(Z)e 7(65)1/2 r 72/
Weibull | £(2)ce” (2" () —1) T+ 7 r2/e
Frichet | E(Gye 0 IiT(2)) mi-h) ¢ e
(z/7)° > (z/7T)°—1 372
IOg‘].Og- % ((z/7)e+1)2 i(I/T)CJrl T o
gamma o) g tem ™ L (z—a*) 2 2 o
L r —a* (p+q+1)
beta II B ey 2% :chrxl % % p(p qg
Pato | o/ S0-%) g e
2P~ (1—a)*7! _ . _p_ palpta+l)
beta W (p -+ q)CL' p o P (rq)®

5 Metoda skérovych momentu

5.1. Estimétor dany rovnicemi (2), v nichz S znadi skérovou funkei rozdéleni
F, je specielni forma M —estimatoru s inferenc¢ni funkeci

U (2;0) = [S(x;0), S*(z,0) — ES?(0), ..., S™(x;0) — ES™(0)].

Pokud jsou S a ES? spojité diferencovatelné podle jednotlivych parametr,
jsou skérové momentové odhady na zakladé obecnych vét robustni statis-
tiky konzistentni a asymptoticky normalni s kovarianéni matici odvozenou
v [9]. Skdrové momenty jsou ¢asto jednoduché funkce parametri a momen-
tové rovnice jsou zejména v pripadé vice parametri mnohem jednodussi nez
rovnice (3). Odhady nejsou eficientni, ale zato pfi omezené S robustni pro
vSechny parametry. Radu piikladi obsahuji prace [1] (zde jim fikdm ” geome-
trické momenty”), [3] (”core momenty”), [6] ("zobecnéné momenty”) a [12],
ve vzorcich zde vystupuje T misto S, coz je ale vzhledem k (10) jedno.

5.2. z* rozdéleni s jednim parametrem (nékdy i se dvéma) lze ¢asto jed-
noduse vyjadiit jako z*(0). Prvni z rovnic (2) pak ma tvar

n

ZS(SL‘Z‘;JL‘*) =0

=1

a jejifeSeni ¥, vybérovou typickou hodnotu, lze nazvat skérovym primeérem.

v ’ v @ p— T ’
Tak pro rozdéleni s nosicem R, hustotou g(z) = %e‘“e 7e" a skérovou
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funkei rozdéleni S(x) = ve* — « je * = log(a/7y) a skérovy pramér je

z* = log (;i&) .
i=1

Podle [3], skérovy primér normélniho, gamma a beta rozdéleni je aritmeticky
prumér, lognormalniho geometricky primér, Paretova a Fréchetova harmo-
nicky primér a Weibullova (pro pevné c) #* = ( 3" 2¢)1/¢. Rozdéleni vsech
skérovych priamért je asymptoticky normélni s asymptotickym rozptylem [11]

o2, = ES?/[52-S(z;2*)]?. Obecnou metodou je ovem odhadnout 6 a polozit

#* = z*(0,). Podobné lze najit vybérovou s-varianci jako &% = w?(6,,), jinou
moznosti je spocist

A L (14)

Z;L:l S2(x4;0n)

5.3. Rozdéleni s neomezenou sérovou funkci rozdéleni je mozno pouzit i v
ptipadé kontaminovanych dat, oSetfime-li ji metodami, které nabizi robustni
statistika. Protoze je S jedina funkce i v pfipadé vektorového parametru, je
situace principialné jednoduché.

UvaZzujme Weibullovo rozdéleni s hustotou fy (Tabulka I) s neomezenou
skérovou funkci rozdéleni pro x — co. Zvolme za inferenéni funkci ”useknuty

t-skor” (2/7)
) _ z/T)°—1 kdyz x <w
W(zim, ) = { q kdyz x> (15)

kde r = (v/7)¢ — 1. 8 = (7, ¢) odhadneme z rovnic
n i B l n ) i B )
Do) =0 3 veat) = BV)

kde vp = ¥ — EV. Polozime-li
V=179 +Twyg = ’7'0(1 + 7’/00)

kde r je "ladici” konstanta a 7, wg jsou néjaké pocatecni odhady, napt.
median a MADN(z) (to ale bohuzel neni u rozdéleni na polopfimce vzdycky
vhodnd volba), lze odvodit rovnice

1 n ~c
s — n Zi:l €Ly
l—ew
1 n. ~2c
2¢ n dic1 I

2[1 — (w+1)e~v]

kde w = (14 r/co)® a ¢y = 70 /wo.
Pfi simulacich jsem generoval kontaminované Weibullovo rozdéleni jako

fe(a",w) = (1 = ) fw (2", w) + efw(z” + k,w) (16)
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kde € = 0.1. Primérné hodnoty a standardni odchylky téchto ”huberizova-
nych” odhadi s rostoucim k a pro nékolik hodnot ”ladici” konstanty r jsou
znazornény na obr. 4. Zatimco maximéalné vérohodné ML a jejich standardni
odchylky (nevyznadeno) rostou linedrné s rostoucim k, "huberizované” od-

Vv

odmocniné z s-variance nekontaminovaného souboru.

Weibull(3,2)
4. B “

4

3.8

3.6

3.4]

k k

obr. 4. Zavislost maximalné vérohodnych a ”huberizovanych” (s rtiznou
hodnotou ”ladici” konstanty) odhadi z* a w Weibullova rozdéleni na rostouci
kontaminaci.

6 Charakteristiky dat

Obecné lze samoziejmé vyjadrit vybérovou typickou hodnotu a vybérovou
s-varianci pomoci odhadnutého 6, t.j. #* = 2*(0,) a &* = w?(#,) (jinou
moznosti je spocist @2 podle (14). Tak je mozné pievést odhady parametrt

riznym zpusobem parametrizovanych rozdéleni na spoleény jmenovatel.
7 Zaveér

Domnivam se, ze takto ozivend momentovd metoda by mohla fungovat v
situacich, kdy mame dobrou predstavu o modelu odlisném od normalniho a
ocekavame, Zze data budou zna¢né kontaminovana.
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TESTOVANI NORMALITY ZE ZAOKROUHLENYCH
DAT

Michal Friesl

Klicovd slova: Test dobré shody, normalni rozdéleni, seskupena data.

Abstrakt: Stojime pfed ukolem provést test dobré shody s normalnim
rozd€lenim na zékladé pozorovani seskupenych do intervalt — pozorovana
jsou napr. zaokrouhlena data, v nasem pripadé celociselnd. Rozdéleni muze
mit maly rozptyl (smérodatnou odchylku srovnatelnou s §if{ intervaltt), rozsah
vybéru mize byt maly a pozorovani cenzorovana. Pomoci simulaci zvazime
pouziti variant Kolmogorovova-Smirnovova testu a chi-kvadrat testu dobré
shody a navrhneme randomizovanou variantu.

Abstract: We face a task to test the goodness of fit with the normal distri-
bution based on observations grouped into intervals — we observe rounded
data, in our case integer. Distribution may have a small dispersion (standard
deviation comparable to the width of intervals), the sample size may be
small and data censored. Using simulations, we consider appropriateness of
variants of Kolmogorov-Smirnov test and the chi-square test of goodness of
fit and propose a randomized variant.

1. Uvod

Uvazujme nahodny vybér Xi,..., X, ze spojitého rozdéleni s distribucni
funkci F', pozorujeme vsak jen data seskupend do intervalti. Konkrétné po-
zorujeme zaokrouhlené hodnoty X¢,. ..,Xg, pracujeme tedy s nadhodnym
vibérem z diskretizovaného rozdéleni F¢. Zaokrouhlenim minime v nasem
pripadé zaokrouhleni na cela ¢isla, vysledky pro jiny nez jednotkovy krok
diskretizace by se dostaly pfenasobenim pfislusnou konstantou.

Budeme se zabyvat testovanim dobré shody s normalnim rozdélenim ze

zaokrouhlenych a pfipadné i cenzorovanych dat. Chceme testovat hypotézu
Hy: F = N(po, 03), resp. Hj: F € {N(u,0?), p € R,0 > 0},

a to s ohledem na situace, kdy $ifka intervali neni zanedbatelnd vzhledem
k rozptylu a zaroven kdy rozsah vybéru m miZze byt maly. Uvedme dva
konkrétni priklady takovych dat z prostiedi Zapadoceské univerzity.

Priklad 1. Data ze studentského hodnoceni kvality vyuky. Studenti u kaz-
dého predmétu posuzuji tii az pét otazek, a to tak, ze vyjadiuji miru souhlasu
s predlozenymi tvrzenim, kterymi jsou napi. predndska byla srozumitelnd Ci
cvicent bylo vedeno dobfe. Zaznamenané hodnoty jsou z mnoziny {0,...,5},
kde 0 znaéi naprosty nesouhlas a 5 naprosty souhlas. Ukolem je u kazdého
predmétu zjistit, zda rozloZeni ¢islenych odpovédi u jednotlivych tvrzeni
je normalni. Pozorovanou hodnotu chapeme jako zaokrouhlenou hodnotu
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skuteéné miry souhlasu studenta (zaokrouhluje se na celd ¢isla). V piipa-
dech, kdy student chce souhlasit vice nez naprosto (nebo silnéji nez naprosto
nesouhlasi) dostdvame jen hodnotu cenzorovanou — pétkou zprava (nebo 0
zleva). Vezméme data z ankety za zimni semestr 2011/2012 dostupna z [3] a
omezme se jen na 2361 tvrzeni, kde odpovédélo aspon 15 studentt, viz obr. 1.
Pocet respondentt byl v priméru 41, u poloviny tvrzeni byl mensi nez 27,

Rozdéleni poc¢tt odpoveédi Rozdéleni smérod. odchylek
I | | 1 I I I |
| |
1 T L 1 T
0,06 08 i 0,08 08 T
0,6 - U 0,6 - .
0,4 i 0,06 - 04| |
0,04 0,2 i 0,2 .
0 [ 0,04 - 0 1 1 I
0.02 20 40 60 80 3
: 7 0,02 - ‘ || 4
0 0 i IIIIIII.III +

20 40 60 80 100 0 1 3

OBRAZEK 1. Rozdéleni poctl respondentti a smérodatnych
odchylek hodnoceni u otazek jednotlivych pfedméti. V ma-
lém obrazku kumulované relativni ¢etnosti.

prameérné hodnoceni 4,05. Smérodatna odchylka odpovédi u jednoho tvrzeni
vychézi v praméru 0,95, u 50 % tvrzeni vysla mensi nez 0,85.

Piiklad 2. Data ze vstupniho testu znalosti studentti 1. ro¢niku z matema-
tiky. Jde o test, ktery je pofadan od roku 2006,/2007. Student formou vybéru
ze 4 az 5 odpovédi fesi 10 jednoduchych prikladi ze stfedoskolské matematiky.
Vysledkem je pocet spravné zodpovézenych otazek, tedy celé ¢islo mezi 0 a 10
(které povazujeme za aproximaci spojité miry znalosti studenta). U vysledki
z roku 2011/2012 (zékladni udaje viz [5]) pozorujeme v zavislosti na fakulté
¢i oboru smérodatné odchylky kolem 1,9, primér je kolem 4 az 6 bodu.

Pfi Gvahach o moZnostech testovani normality se omezime jen na dva
typy testi: chi-kvadrat test dobré shody a Kolmogoroviv-Smirnovav test.
V ¢asti 2 nejprve pfipomeneme nékterd fakta o diskretizovaném rozdéleni
a odhadech parametrt. V casti 3 se budeme vénovat necenzorovanym pozo-
rovanim, pomoci simulaci vySetfime pouzitelnost testti a navrhneme rando-
mizovanou variantu Kolmogorovova-Smirnovova testu. V ¢asti 4 pak uvazime
i cenzorovana data a uvedeme souhrnné vysledky u vyse zminénych priklada.

2. Diskretizované normalni rozdéleni

Uvazme rozdéleni veliciny X9, kterd vznikne celoéiselnym zaokrouhlenim
hodnot veli¢iny s normalnim rozdélenim N(u, 02). Tvar diskretizovaného roz-
déleni X7 zavisi nejen na parametru o, ale i na stfedni hodnoté s (hlavné
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OBRAZEK 2. Vychyleni odhadti o (relativné k o) v zavislosti
na o pri n = 20 a n = 100.

pfi mensich o). Se zaokrouhlenim se zméni i momenty, tj. stfedni hodnota a
smérodatné odchylka veliciny X ¢ jiz nejsou rovny parametriim x a o. Zatimco
u stfedni hodnoty je odchylka od p relativné mald, u smérodatné odchylky
miize byt rozdil oproti o vétsi. Pii vétsich o se odchylky zmensuji.

Pri testovani shody budeme potfebovat odhadnout parametry u, o z dis-
kretizovanych dat. Vybérové momenty z puvodnich spojitych dat jsou nedo-
stupné a vybérové momenty ziskané ze zaokrouhlenych dat konverguji k mo-
menttm diskretizovaného rozdéleni, budou tedy i limitné rtizné od hledanych
parametri. Asymptoticky nestranné odhady ziskdme nékterym z obecnych
pristupt, at uz metodu maximdalni vérohodnosti (s pouzitim vérohodnosti
funkce diskretizované veli¢iny), ¢i metodou minimélniho chi-kvadrét, resp.
modifikovanou metodou miniméalniho chi-kvadrat. Pfi téchto pristupech jsou
odhady fesenim soustavy rovnic a prakticky je lze najit pouze numericky.

Mizeme se také uchylit k nékterému jednoduchému pfistupu, napf. od-
hadnout parametry p,o jako odhad parametri regresni primky prolozené
metodou nejmensich ¢tverctt body kvantilového grafu. V pfipadé, ze by data
nebyla cenzorovana, nabizi se také jednoduSe vyjit z vybérovych momentt
z diskrétnich dat a v pripadé vybérové smérodatné odchylky ji ,,opravit“. Tim
myslime nikoli odeéist 1/12 diskretiza¢niho kroku jako je tomu u Sheppardovy
korekce odhadu rozptylu porizeného z diskretizovanych dat, ale zvolit za
odhad takové o, pii kterém je teoretickd smérodatna odchylka veli¢iny X¢
rovna pozorované. Obr. 2 ilustruje stfedni hodnoty odchylky diskutovanjch
odhadi od skute¢ného o v zavislosti na o € (0,4;5). Pfi kazdé hodnoté o
bylo pro 4 = 0,0,25,0,5 simulovano 2000krat a stfedni hodnota odchylek
odhadnuta vybérovym primérem. Vynesena jsou pro kazdé o nejmensi a
nejvétsi vychyleni. Analogickym zpusobem vznikly i dalsi grafy v textu.

3. Testovani z necenzorovanych dat

Tradi¢nim testem pro seskupend data je Pearsoniv chi-kvadrat test dobré
shody. U rozd€leni s malym rozptylem vsSak pfi dané Sifce t¥idy narazime
na problém s malym poctem tiid. K testu hypotézy H{, kdy odhadujeme
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2 parametry rozdéleni, potiebujeme pozorovani aspon ve 4 tiidach. Toto
ale napt. pii 20 (resp. 100) pozorovanich z N(u,o?) se ¢ = 0,6 nebude
v zévislosti na p splnéno s pravdépodobnosti 20-80 % (resp. az 30 %), pti
o = 0,8 ve 20-30% pripadti. Pokud se pozorovana data nachdzeji nejvyse
ve dvou sousednich tfidach, ziejmé mohou pfesné odpovidat normélnimu
rozdéleni s néjakym malym rozptylem a vhodnou stiedni hodnotou. V tomto
ptipadé proto hypotézu H{ nezamitneme. Stejné postupujeme, kdyz pocet
t¥id je 3 a pocet stupnu volnosti vychazi 0.

K tomu pfistupuje problém, ze test pracuje s asymptotickou hladinou
vyznamnosti pii n — oo. PTi malém rozsahu vybéru tak pouzivana kritéria,
deklarujici piijatelnost asymptotiky prostrednictvim dostateénych ocekava-
nych ¢etnosti, ztistanou ¢asto i po sdruzeni t¥id nenaplnéna. Skutec¢nd hladina
vyznamnosti tak muze byt odlisna (kfivka CH v obr. 3).

Kolmogorovuv-Smirnovuv test pro spojita rozdéleni vychazi ze vzdalenosti
mezi teoretickou distribuéni funkci Fy (za platnosti nulové hypotézy) a em-
pirickou distribu¢ni funkci F;,, a pracuje s testovou statistikou

KS= sup |Fy(z)— F,(z)| = max |Fo(X()) — Fu(X()E)|,

—oo<x <00 1<isn

kde X(;) jsou poradkové statistiky. Jinym zptisobem poméiuji odliSnost mezi
F,, a Fy test Craméruv-von Misestv, Andersentiv-Darlingtiv a dalsi, my se
ale omezime na test Kolmogoroviv-Smirnoviv. V zakladni varianté pfi testu
jednoduché hypotézy H, rozdéleni statistiky K.S za platnosti Hy nezavisi
na Fjy, z limitniho rozdéleni procesu /n(F,, — Fp) vyplyne kritickd hodnota
pro velké rozsahy vybéru a i v pfipadé mensich rozsahd vybéru jsou kritické
hodnoty tabelovany. Pfi testu slozené hypotézy H| se v pfedpisu pro K.S
misto neznamého konkrétniho tvaru Fy pouzije distribuéni funkce rozdéleni
s parametry rovnymi odhadim. Tim se zméni rozdéleni K S, ale napf. kdyz
Slo o parametry méfitka ¢i polohy a kdyz se pouziji odhady invariantni ke
zméné méritka ¢i polohy, kritické hodnoty sice budou pro rizné typy rozdéleni
a rizné odhady rizné, ale nezavislé na parametrech rozdéleni (detailnégji viz
[1]). To umoziiuje testovat sloZenou hypotézu, pro obvykla rozdéleni jsou
kritické hodnoty tohoto Lillieforsova testu tabelovany.

V pripadé zaokrouhlenych dat empirickou distribu¢ni funkci F;, ptuvod-
niho spojitého rozdéleni nezname, muzeme ale pocitat s empirickou distribu-
¢éni funkci F¢ uréenou z pozorovanych diskrétnich hodnot. Kolmogorovova-
Smirnovova, statistika K S? sestavena za pomoci této distribuéni funkce vsak
muze vykazovat odliSné chovani nez statistika K.S ze spojitého pripadu.
Zapiseme-li

(1) KS'=F% - Fy=(F!—F,) + (F, — F) = D, + E,,,

kde |D,,| se ¥idi binomickym rozdélenim

|Dn(2)| = | Fi(2) = F(x)| ~ %Bi(n,p(x)), p(z) = |F(z) - F()],
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OBRAZEK 3. Skute¢né hladiny vyznamnosti testt H{, jako
funkce o p¥i nominalni hladiné 5% a pfi n = 20 a n = 100.

a F, odpovida rozdilu ze spojitého pripadu. Asymptoticky pii n — oo pak
pri pevné sifce diskretizace rozhodne D,,; pokud by se diskretizace s rostou-
cim n zjemiiovala tak, ze §ifky intervalt by byly fadové mensi nez n~1/2,
limitni rozdéleni by odpovidalo pfipadu spojitému; limitni rozdéleni pii Sifce
fadové stejné jako n~'/2 je odvozeno v [4]. Alternativou k tomuto postupu
je neporovnavat hodnoty distribu¢ni funkce Fy v bodech pozorovani s F,,
ktera tam mé skok 1/n, ale s praumeérem limity F,, zleva a zprava v daném
bodé. Dosahneme tak sice snizeni pfislusné statistiky, ale limitné rozdéleni ze
spojitého pripadu odpovidat nebude.

Dalsi moznosti je Kolmogoroviv-Smirnoviav test pro diskrétni rozdéleni
(v grafech zna¢eno KSD), ktery vyuZziva toho, Ze ve skuteénosti zndme pfi-
rustky £}, pfes intervaly, jejichz krajni body d; definovaly zaokrouhlené hod-
noty. Tato diskrétni verze Kolmogorovova-Smirnovova testu pak porovnava
F, a Fy v krajnich bodech intervalui, tj. kumulované relativni Cetnosti a
pravdépodobnosti tfid. V nasem pfipadé zaokrouhlovani na celé ¢isla tedy

KSD = sup| Fu(d) — Fo(dgs))| = max| Fy (X % %) — Fo( X + %) I

J

Oproti verzi pro spojitd rozdéleni probihd porovnani empirické a teoretické
distribu¢ni funkce v méné bodech, proto kritické hodnoty testu budou nutné
jiné. Na rozdil od spojitého pripadu se budou bohuzel lisit pro rtzna rozdéleni
Fy (a jeho parametry) a pro kazdé déleni. Urcenim kritické hodnoty ¢i sily
tohoto testu se vénuje napf. [2]. Aplikovat tento pfistup pro test slozené
hypotézy H|, by znamenalo dosadit do (1) misto nezndmgch parametrt jejich
odhady a napf. naivné pouzit kritickou hodnotu odpovidajici testu jednodu-
ché hypotézy s hypotetickou hodnotou parametru rovnou hodnoté odhadnuté
z dat. Takto ale nelze ocekavat dodrzeni stanovené hladiny vyznamnosti.

Jako alternativu navrhujeme randomizovany test (v grafu KSR), ktery
hypotézu Hj bude pii danych pozorovanich zamitat s pravdépodobnosti

(2) P(KS(Xy,...,X,) > KSuit | X{, ..., X3),

kde pravdépodobnost se mysli za platnosti Hy a K Sy je tradiéni kriticka
hodnota Kolmogorova-Smirnovova testu pro spojitd rozdéleni pii zvolené
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OBRAZEK 4. Sila testt hypotézy H| na hladiné vyznam-
nosti 5 % proti alternativim Laplaceovo (nahofe) a useknuté
normélni (dole) jako funkce parametru o, teckované KS ze
spojitych dat. Pii n = 20 (vlevo) a n = 100 (vpravo).

hladiné vyznamnosti. Jak by se (podminénd) pravdépodobnost (2) spocetla,
neni potifeba zkoumat, protoze pri praktické realizaci testu pouze potie-
bujeme s pravdépodobnosti (2) na zdkladé danych pozorovani vygenerovat
rozhodnuti o zamitnuti nebo nezamitnuti hypotézy Hy. Jelikoz zndme pocty
pozorovani v jednotlivych intervalech, mizeme v kazdém dle rozdéleni Fj
dogenerovat prislusny pocet konkrétnich hodnot a na dogenerovana pozo-
rovani (kterd za Hy tvoil ndhodny vybér z Fy) aplikovat statistiku K.S ze
spojitého pripadu. Tudiz tento test presné dosdhne predem zvolené hladiny
vyznamnosti.

V pfipadé slozené hypotézy H{, uz situace neni takto pfizniva. Misto para-
metra v predpisu K .S muzeme pouzit odpovidajici odhady a na misté kritické
hodnoty v (2) Lillieforsovu kritickou hodnotu, avSak neumime vyse uvedenym
postupem bez znalosti skute¢nych hodnot parametri dogenerovat ndhodny
vybér z Fy. Presto, nabizi se prislusny pocet hodnot v kazdém intervalu
rozprostiit do tohoto intervalu nikoli podle rozdéleni Fy, které nezname, ale
podle rozdéleni, kde misto skuteénych hodnot parametri pouzijeme jejich
odhady spoc¢tené nékterou metodou z pozorovanych hodnot diskretizovaného
rozdéleni. Zde miZeme jen doufat, Ze skuteénd hladina vyznamnosti bude
blizkd nominalni.

Obrazek 3 zachycuje chovani testt za platnosti nulové hypotézy na zakladé
5000 simulaci, ve vsech pfipadech se parametry odhadovaly modifikovanou
metodou minimalniho chi-kvadrat. Zkoumali jsme silu proti nékterym alter-
nativim. Na obr. 4 vidime silu test normality (2000 simulaci), kdyz data
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OBRAZEK 5. Skute¢né hladiny vyznamnosti test z cenzo-
rovanych dat (nomindlni 5 %) pfi n = 20 a n = 100.

pochézeji ve skuteénosti z Laplaceova rozdéleni s EX = pa E|X —pu| =0
a useknutého norméalntho max(p, N(u, 02)). Analogické rozdily mezi testy lze
pozorovat, kdyz pochézeji napf. ze smési normélnich rozdéleni ¢i z t-rozdéleni.

Zkonstruovat nerandomizovanou verzi testu KSR miuZzeme napt. tak, ze
zamitneme Hy pii danych pozorovanich, kdyz E(KS | X¢, ..., X9) > Epi.
Podminénou stfedni hodnotu na levé strané, stejné jako kritickou hodnotu
Exrit pro ni, by bylo potieba odhadnout napt. simulacemi. Podobné bychom
mohli zamitnout Hy, kdyz podminény kvantil statistiky K'S pfi danych po-
zorovanich prekrodi kritickou hodnotu rozdéleni tohoto kvantilu.

4. Cenzorovana data

V prikladech uvedenych v ivodu byla pozorovana zaokrouhlend data s tim,
ze v krajnich tfidach byla zahrnuta i pozorovani se skute¢nymi hodnotami
vét§imi (v pravé krajni t¥id€) i mensimi (v levé t¥id&). Tj. pozorovéani jsou
cenzorovana zprava (levym krajnim bodem nejvyssi t¥idy) a zleva (pravym
krajnim bodem nejnizsi t¥idy) a cenzorujici veli€iny jsou nendhodné. V pfi-
padé chi-kvadrat testu zadny podstatny problém navic nevznika, cenzorovana
data prispivaji do krajnich tfid a pfi testu slozené hypotézy je jen nutno
prislusné upravit odhady parametru.

U Kolmogorovova-Smirnovova testu a jeho variant muZzeme postupovat
tak, ze porovname empirickou a teoretickou distribu¢ni funkci jen v casti
defini¢cniho oboru — bez krajt urcenych cenzorujicimi velicinami. Je tfeba
vzit ale v Gvahu, ze uz v pripadé Kolmogorovova-Smirnovova testu bude
kritickd hodnota zaviset na cenzorujicich veli¢inach, pro kazdou cenzoru-
jici hodnotu by tedy bylo tfeba vytvofit tabulky (nebo kritickou hodnotu
ur¢it simulacné). U nastinénych variant pak pfistupuje jesté zavislost na
parametrech skute¢ného rozdéleni. Na ukézku v obr. 5 uvadime skutecné
dosazené hladiny vyznamnosti (zjisténé z 2000 simulaci) pro model ankety,
kdy pracujeme se zaokrouhlenymi pozorovanimi ndhodného vybéru z N(u, 02)
cenzorovaného zleva 0 zprava 5. Pouzita byla u = 3,5,3,75,...,4,5
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Nakonec porovnejme vysledky testovani na skuteénych datech. Testovani
probihalo na hladiné vyznamnosti 5% a pouzit byl chi-kvadrét test a ran-
domizovany Kolmogoroviv-Smirnoviv test, vzdy jednou s odhadem oceka-
vanych cetnosti resp. parametrti rozdéleni na zékladé odhadu maximélni
vérohodnosti a jednou dle modifikované metody miniméalniho chi-kvadrat.

Na datech z ptikladu 1 byla testovana normalita u 241 otazek o predmétech
jedné fakulty. Chi-kvadarat test zamitl normalitu v 45 p¥ipadech (19 %),
randomizovany test ve 21, resp. 7 pripadech. Neshoda mezi zavéry nékterych
testti nastala u 40 otézek, z ¢ehoz ve 20 pripadech bylo rozhodnuti tésné,
resp. ve 21 se odliSoval vysledek jednoho z testl (z provedené ¢tvetice).

V prikladu 2 pfi testu normality po fakultach vedly vSechny testy vzdy
ke stejnému rozhodnuti. Timto rozhodnutim bylo v pfipadé fakult s vétsim
poétem tcastnikt (170-650) zamitnuti normality, u fakult s mensim poctem
(20-60) se normalita nezamitla. Dale byl proveden test normality u 24 stu-
dijnich programt, k zamitnuti normality doslo u 6 az 8 oborti, v zavislosti na
pouzitém testu. Neshoda mezi testy se projevila u 7 obort, z nich u 3 bylo
rozhodnuti té€sné a u dalsich 2 vysel odlisné 1 test.

5. Zavér

Pro pozorovani s danymi specifickymi vlastnostmi neni chi-kvadrat test dobré
shody pfi tak malém rozsahu vybéru vhodny a i pfi vétsim rozsahu mize mit
v pripadé mensSich ¢ vyssi nez stanovenou pravdépodobnost chyby prvniho
druhu. S tim je tfeba pocitat pfi pohledu na jeho nékdy zdanlivé vyssi
silu. U navrzené randomizované varianty Kolmogorovova-Smirnovova testu
skutecnd hladina vyznamnosti odpovida stanovené feknéme uz od o = 0,6,
jeho sila se priblizi sile testu ze spojitych pozorovani az pfi vétsim rozptylu.
V pripadé necenzorovanych dat lze jako odhad smérodatné odchylky pouzit
vypocetné jednoduchou metodu ,opravy“ vybérové smérodatné odchylky
pofizené z diskretizovanych pozorovani.
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REGIONALNI ANALYZA SRAZKOVYCH EXTREMU
V SIMULACICH REGIONALNICH KLIMATICKYCH
MODELU

Martin Hanel (1,2), T. Adri Buishand (3)

Abstrakt: Clanek informuje o metodice a vysledcich analyzy srazkovych ex-
trému a jejich zmén v simulacich regionélnich klimatickych modelt. Stru¢né
je popsan statisticky model vychazejici z klasické regionalni frekvenéni ana-
lyzy, ktery je upraven za ucelem vyuziti v nestacionarnich podminkéach. Tento
model byl aplikovan pii analyze simulovanych srazkovych extrémi pro Nizo-
zemi, povodi Ryna a Ceskou republiku. Hlavnim cilem predstavenych ana-
lyz bylo zejména posouzeni schopnosti regionalnich klimatickych modeli si-
mulovat srazkové extrémy a vyhodnoceni zmén téchto extrémi v mozném
budoucim klimatu. Denni srazkové extrémy jsou v simulacich regionalnich
klimatickych modeli relativné dobie reprezentovany, naopak charakteristiky
hodinovych srazkovych extrémi v simulacich se vyrazné 1isi od charakteristik
odvozenych z pozorovanych dat. Regionélni klimatické modely projektuji pro
druhou polovinu jedenadvacatého stoleti obecné spiSe zvySovani srazkovych
extrému, nicméné v pripadé vicedennich srazkovych extrémii maze dochazet
ke stagnaci nebo poklesu, zejména v zimnim obdobi. Vysledky pro jednotlivé
simulace se nicméné pomérné znacné lisi.

Klicovd slova: srazkové extrémy; regionani frekvenéni analyza; zména klimatu

Abstract: The present paper brings information on development and ap-
plication of non-stationary index-flood model for precipitation extremes in
regional climate model simulations. The model has been applied for the as-
sessment of precipitaion extremes in Netherlands, Rhine basin and the Czech
Republic. The objective of these analyses was to evaluate the skill of the
climate models in simulating precipitation extremes and assessment of chan-
ges of these extremes. It turned out that daily precipitation extremes are
reasonably well reproduced by in the climate model simulations, however ex-
tremes for shorter (hour) and longer (10 days and more) durations deviate
from the observed precipitation extremes. Regional climate model indicate
increase of daily and subdaily precipitation extremes, for multi-day precipi-
tation extremes, however, the increase is weak, some models even indicate
a decrease.

Keywords: precipitation extremes; regional frequency analysis; climate change

1. Uvod

Srazky jsou kliGovym faktorem ovliviiujicim vyskyt extrémnich hydrologic-
kych jevi. Studiu jejich zmén v podminkach klimatické zmény se proto v po-
slednich letech vénuje zna¢né pozornost. Dle simulaci klimatickych modelu
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lezi Ceska republika v oblasti vykazujici jen minimalni zmény priimérnych
roCnich srédzkovych thrnt. Nicméné s velkou pravdépodobnosti se daji oce-
kévat zmény sezonniho rozlozeni srazek (viz napi. [14]), jenZ miize do zna¢né
miry ovlivnit hydrologickou bilanci i pii stagnaci ro¢nich primérnych srazek.
Pro extrémni hydrologické jevy, zejména povodné, jsou vSak spiSe nez zmény
prumérnych srazkovych thrnt podstatnéjsi zmény srazkovych extrémi. Tyto
zmény mohou byt ¢asto zna¢né odligné od zmén primeérnych thrni [3, 1].

Detekovat systematické zmény v rozdéleni srazkovych extrémi pro jednu
stanici (vypocetni bod klimatického modelu) je velmi obtiZzné, zejména kvuli
znacné prirozené variabilité klimatického systému. Navic extrémy jsou ze své
podstaty jevy nevyskytujici se ¢asto, tj. pro odhady charakteristik srazkovych
extrému je k dispozici pouze omezeny pocet pozorovani, coZ vede k znacné
nejistoté odhada. Tyto nejistoty je mozno snizit pouzitim metod regionalni
analyzy, jez pfedpoklada, Ze nejvice nejisté parametry rozdéleni extrémnich
hodnot jsou v definovanych homogennich oblastech konstantni (viz napf.
[10]).

V predkladaném piispévku prezentujeme vysledky analyzy extrémnich sré-
zek a jejich zmén dle simulaci regionalnich klimatickych modelt provedenych
v ramci evropského projektu ENSEMBLES [9]. Cilem této analyzy byla jed-
nak validace srazkovych extrému v klimatickych modelech pro kontrolni ob-
dobi (1961-1990), jednak vyhodnoceni zmén kvantili extrémnich srazek (do
50ti leté srazky) mezi kontrolnim a scénafovym obdobim (2070-2099). Za tce-
lem této analyzy byl vyvinut statisticky model umoziiujici regionélni analyzu
srazkovych extrému v pfipadé nestaciondrnich dat [8]. Statisticky model je
struéné popsan v nasledujici kapitole. Dale predkladame piehled prezentova-
nych pfipadovych studif spolu s pouzitymi daty. Nasleduje prehled vysledki
t¥i pfipadovych studii demonstrujici vyuziti statistického modelu a shrnujici
hlavni poznatky o reprezentaci srazkovych extrémi v simulacich regionalnich
klimatickych modeli a jejich zménach v mozném budoucim klimatu.

2. Statisticky model

K analyze srazkovych extrémii je vyuZit nestacionarni regionalni model [§].
Predpokladem modelu je, Ze srazkové extrémy v kazdém vypocetnim bodé re-
gionalntho klimatického modelu pfedem definované oblasti mohou byt normo-
vany tak, ze rozdéleni téchto normovanych srazkovych extrému je v dané ob-
lasti stejné. Normovaci faktor, ktery je uréen pro jednotlivé regionalni klima-
tické modely (RCM) vypocetni body, je zpravidla oznacovan ,index-flood*,
stejné jako tato metoda[10]. Pro srazkové extrémy v piipadé pozorovanych
srazek i srazek simulovanych regionalnim klimatickym modelem je ¢asto uva-
zovano GEV rozdéleni [12, 11, 2, 4], které ma t¥i parametry (¢ - parametr
polohy, a - parametr méfitka, r - parametr tvaru) a kombinuje t¥i limitn{
rozdéleni extrémii (Gumbelovo, Fréchetovo a obracené Weibullovo). Pouzité
predpoklady implikuji, Ze parametr k a koeficient v = «/€ jsou v uvazované
oblasti konstantni.
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OBRAZEK 1. Lokalizace jednotlivych piipadovych studii -
Ceska republika (zelend), povodi Ryna (modie) a Nizozemf
(oranZova). Vypocetni sit spoleénd pro vétsinu regionalnich
klimatickych modeli z projektu ENSEMBLES je zobrazena
Sedou barvou v pozadi.

Jako normovaci faktor byva ¢asto pouzit priumér nebo median rozdéleni
extrému na jednotlivém vypocetnim bodé/stanici, nicméné v pfipadé nesta-
cionarniho modelu je vyhodné normovat rozdéleni extrémi pomoci GEV pa-
rametru . Nestacionarni regionalni model je pak definovan tak, ze parametry
~ a k jsou v ploSe konstantni, ale méni se v ¢ase (s trendem spole¢nym pro
celou oblast) a parametr & je riizny pro jednotlivé vypocetni body, ale v ¢ase
se méni s trendem spole¢nym pro celou oblast. VSechny parametry jsou pak
vztaZeny k ukazateli ¢asu, napf. roku, teploté (rostouci v dusledku globalni
zmény klimatu), atp. Parametry jsou odhadnuty metodou maximalni véro-
hodnosti a umoziuji odvozeni odhadt libovolnych kvantilti rozdéleni extrém-
nich srazek a jejich zmén. K posouzeni nejistot odhadu parametri je vyuzit
bootstrap. Dalsi podrobnosti, testovani modelu apod. viz [8].

Zpravidla neni mozné najit oblasti, které by byly homogenni pro vSechny
RCM simulace, ro¢éni obdobi a Casové agregace srazkovych extrému. Volba
homogennich oblasti je tedy vzdy do jisté miry subjektivni a homogenita ob-
lasti muze byt v jednotlivych pfipadech porusena. Nicméné je znamo, Ze poru-
Seni predpokladii homogenity oblasti nevede k zasadnim chybam v odhadech
kvantili srazkovych extrému ani v piipadé odhadt jejich zmén. V aplikacich
zmihovanych v tomto piispévku byly homogenni oblasti definovany zpravidla
na zékladé map parametru v a zmén parametrt v a £ pro jednotlivé simulace,
ro¢ni obdobi, pripadné Casové agregace.

3. Vybrané studie

V této kapitole predkladame vysledky tif pFipadovych studii (viz Obrazek 1):
validace hodinovych a dennich ro¢nich srazkovych extrémi pro Nizozemi [5],
vyhodnoceni zmén ldennich letnich a 5dennich zimnich srazkovych extrému
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TABULKA 1. Pfehled simulaci regionalnich klimatickych
modelu pouzitych v jednotlivych studiich.

akronym model Nizozemi povodi Ryna Ceské republika
ridici model ECHAMS5

RACMO_ EH5 RACMO2.1 X X X
REMO _EH5 REMO5.7 X X X
RCA_EH5 RCA3.0 X X X
RegCM _EH5 RegCM3 X X
HIR EH5 HIRHAMS5 X X
¥idici model HadCM3Q0, HadCM3Q3, HadCM3Q16
HadRM_ QO HadRM3.0 X X X
CLM_ QO CLM2.4.6 X X
HadRM_ Q3 HadRM3.0 X X
RCA Q3 RCA3.0 X X X
HadRM Q16 HadRM3.0 X X
RCA Q16 RCA3.0 X X X
fidici model ARPEGE4.5

HIR _ARP HIRHAMS5 X X X
CNRM_ARP CNRM-RM4.5 X

CNRM5 ARP CNRM-RM5.1 X

fidici model BCM2.0
HIR BCM HIRHAM2 X
RCA BCM RCA3.0 X X
fidici model CGCM3.1
CRCM_CCC CRCM4.2.1 X
Fizeno reanalyzou ERA-40

RACMO_ E40 RACMO2.1 X

REMO _E40 REMO5.7 X

HadRM _E40 HadRM3.0 X

HIR E40 HIRHAMS5 X

RCA_ E40 RCA3.0 X

pro povodi Ryna [6] a odhad zmén sezonnich srazkovych extrémi pro rizné
casové agregace pro Ceskou republiku [7].

Pro v8echny pfipadové studie byly vyuZzity simulace regionalnich klima-
tickych modela z projektu ENSEMBLES (viz Tab. 1). Regionalni klimatické
modely byly Fizeny riznymi simulacemi globalnich klimatickych modela dle
emisniho scénare SRES A1B (v ramci rodiny SRES scénaii jde o scénafr pred-
pokladajici zhruba primérné zvySovani emisi sklenikovych plynil), pfipadné
reanalyzou pozorovaného klimatu ERA-40. Vétsina simulaci byla provedena
na stejné vypocetni siti a vSechny simulace maji rozliSeni 25 km x 25 km.

Pro v8echny uvedené simulace byly k dispozici denni fady srazek pro ob-
dobi 1961-2099 (vé&tsina simulaci zaéina jiz 1950). Pro simulace pouzité k va-
lidaci hodinovych srazkovych extrémi jsou dostupné i denni maxima hodino-
vych srazek. Pro jednotlivé simulace regionalnich klimatickych modelid byla
extrahovana maxima pro relevantni vypodetni body: pro validaci simulaci
pro Nizozemi ro¢ni hodinové a denni, pro povodi Ryna ldenni letni a 5denni
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OBRAZEK 2. Odhady parametria GEV modelu pro hodinova
(a-c) a denni (d-f) ro¢ni srdzkova maxima v Nizozemi pro
kontrolni obdobi. Prazdné boxy odpovidaji simulacim fize-
nym globalnim klimatickym modelem, ¢ervené pak simulace
Fizené reanalyzou ERA-40. V pozadi je odhad parametra
z radarovych dat. Nejistota byla odhadnuta pomoci boot-
strap resamplingu, indikovan je 5, 25, 50, 75 a 95% kvantil
rozdéleni.
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zimni a v pfipadé Ceské republiky 1, 3, 5, 7, 10, 15, 30denni srazkova maxima
pro vSechna ro¢ni obdobi.

3.1. Validace hodinovych srazkovych extrémi v RCM simula-
cich

Pro tzemi Nizozemi jsou k dispozici odhady parametra GEV rozdéleni ro¢-
nich srazkovych extrémii pochézejici z radarovych dat pro riizné ¢asové agre-
gace a ruzné velké plochy [13]. Tyto odhady pro hodinova a denni srazkova
maxima pro plochu 25 km x 25 km bylo mozno pifimo porovnat s odhady pa-
rametri nestacionarniho GEV modelu zaloZenymi na simulacich regionalnich
klimatickych modeli. Vysledky udava Obézek 2.



OBRAZEK 3. Zmény ldennich letnich (vlevo) a 5dennich
zimnich (vpravo) v simulacich regionalnich klimatickych mo-
delit pro povodi Ryna. Sedé je vyznacena obélka (5-95 %)
z 500 bootstrap sampla.

Parametry rozdéleni hodinovych maxim v simulacich regionalnich klima-
tickych modela se zna¢né lisi od parametrii maxim odvozenych z radarovych
dat (na obrazku vyznaceny Sedou barvou v pozadi). Ve vétsing simulaci je
rozdéleni hodinovych srazkovych extrémi posunuto k nizs§fm hodnotam (Ob-
razek 2a), nicméné toto posunuti je u ¢asti modeltt kompenzovano vyrazné
t8z8im pravym chvostem (parametry v a k, viz Obrézek 2b-c). Pro v&tSinu
modelt jsou tedy kvantily do cca 10leté hodinové srazky podhodnoceny a nad
tuto dobu opakovani nadhodnoceny, s tim Ze chyba se s rostouci dobou opa-
kovani zvétsuje.

Jednodenni maxima jsou ve vétSiné simulaci naopak reprezentovany vice-
méné adekvatné. Vétsina simulaci rozdéleni extrému posunuje mirné k nizsim
hodnotam(viz Obréazek 2d), nicméné tento posun je ¢asteéné kompenzovan
vyssi variabilitou extrému (Obréazek 2e). Obecné jsou kvantily dennich sraz-
kovych extrémii pro delsi doby opakovani (napt. 50 let) spiSe nadhodnoceny,
nicméné rozdily od odhadt z radarovych dat jsou podstatné mensi nez v pii-
padé hodinovych dat.

Zaroven je mozno konstatovat, Ze charakter srdzkovych extrémi je do
zna¢né miry urcen regionalnim klimatickym modelem, tj. simulace Fizené
reanalyzou ERA-40 se vyznamné neli§i od simulaci fizenych globalnim Kkli-
matickym modelem.

3.2. Zmény srazkovych extrému v simulacich regionalnich kli-
matickych modeld pro povodi Ryna

Pro povodi Ryna (viz Obrazek 1) byly analyzovany ldenni letni a 5denni
zimni srdzkové extrémy v 15 simulacich regionélnich klimatickych model.
Vicedenni zimni extrémy byly vyhodnoceny zejména proto, Ze zimni povodné
v této oblasti jsou zpusobeny spiSe vicedennimi srazkami.



51

Zmény letnich srazkovych extrému jsou ovlivnény zejména zvySovanim re-
lativni variability extrémd (parametr 7), jenZ je patrné pro vétsinu simulaci.
Ostatni parametry spiSe stagnuji. Vysledkem je stagnace kvantili srazkovych
extrému pro kratsi doby opakovani (napt. 2 roky) a rist srazkovych extrémi
s prodluzovanim doby opakovani az o 20% pro 50letou srazku (viz Obra-
zek 3). Rozdily v odhadech zmén dle jednotlivych simulaci jsou pro 50letou
srazku fadové + 15 %, nicméné zmény jsou v souboru modeli konzistentni,
tj. stagnace kvantili pro kratsi doby opakovani a jejich rust s prodluzujici se
dobou opakovani miizeme konstatovat pro témeér vsechny modely.

Zmeény bdennich zimnich srazkovych extrémi jsou ovlivnény zejména po-
sunem celého rozdéleni k vyssim hodnotam (rist parametru £) a poklesem
relativni variability extrémi a odlehéovani pravého chvostu rozdéleni (pokles
parametr v a k). To vede k rastu kvantilii srazkovych extrémi pro kratsi
doby opakovani a jejich stagnaci, pro nékteré simulace i k poklesu pro dobu
opakovani 50 let (viz Obrazek 3). Rozdily mezi jednotlivymi simulacemi jsou
radové podobné rozdilu pro letni extrémy. Nicméné charakter zmén je v sou-
boru modeld méné konzistentni.

Dale jsme analyzovali nakolik poruseni pfedpokladii o homogenité oblasti
ovliviiuje vysledny odhad zmén kvantili rozdéleni srazkovych extrémi. K to-
muto tcelu byl upraven statisticky model tak, aby umoziioval prostorovou
variabilitu parametru v, tedy relativni variabilita srazkovych extrému se méni
v ploSe oblasti. To vedlo k podstatnému zlepSeni testt homogenity oblasti,
nicméné vysledné zmény kvantili srazkovych extrémua byly témér identické
jako vysledky vychazejici z ptivodniho modelu.

3.3. Vyhodnoceni systematickych chyb a projektovanych zmén
1 az 30dennich srazkovych extrémi pro Ceskou republiku

Pro Ceskou republiku byla provedena rozsahlé studie zamérena na validaci
a vyhodnoceni zmén 1 az 30dennich srazkovych extrému pro vSechna roéni
obdobi. Pro porovnani s pozorovanymi srazkovymi extrémy byla vyuzita da-
tova sada pozorovani interpolovanych na vypodetni sit regionélnich klimatic-
kych modela [15]. V dalsim textu diskutujeme prameérné systematické chyby
a zmény ze souboru klimatickych modeli. Vysledky pro jednotlivé modely
jsou do jisté miry odligné.

Pro podzimni, zimni a jarni srazkové extrémy plati, Ze 1épe jsou simulovany
extrémy pro kratsi (denni) agregace (viz Obrazek 4). S prodluzovanim agre-
gace az na 30 dnf roste systematicka chyba, zejména pro nizsi doby opakovani
(aZ na 10 - 20 %). Paradoxné, extrémné&jsi udalosti jsou simulovany lépe, coz
je zpusobeno nadhodnocenim polohy rozdéleni, které je pro vyssi kvantily
kompenzovano leh¢im chvostem rozdéleni. Naproti tomu letni extrémy jsou
podhodnoceny (cca 10 - 15 %), pFi¢em? systematicka chyba je mirné nizsi pro
delsf agregace. JelikoZ ro¢ni extrémy (zejména pro vyssi doby opakovani) jsou
z velké Casti tvoreny extrémy letnimi, systematickd chyba v ro¢nich srézko-
vych extrémech je do zna¢né miry srovnatelna s letnim obdobim, nicméné
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OBRAZEK 4. Primérna systematicka chyba v kvantilech roz-
déleni sezénnich a ro¢nich srazkovych maxim pro Ceskou
republiku v obdobi 1961-1990 (nahofe). Primérna zména
kvantild rozdéleni sezénnich a ro¢nich srazkovych maxim pro
Ceskou republiku mezi obdobimi 2070-2099 a 1961-1990
(dole).

pro nizsi doby opakovani (2 roky) je podhodnoceni obecné o cca 10 % nizsi
neZ pro vyssi doby opakovani (50 let).

Pro v8echna ro¢ni obdobi projektuji klimatické modely zvySeni srazkovych
extrému. Pro vicedenni extrémy je toto zvySeni podobné pro vSechna ro¢ni
obdobi (Fadoveé 10-20 %). V 1été a na podzim je patrny vySsi rist srazkovych
extrému pro kratsi agregace, v 1été navic srazkové extrémy pro kratsi doby
opakovani rostou podstatné méné nez pro delsi doby opakovéani (o cca 10 %).
Obecné nejvyssi rist modely projektuji pro podzimni obdobi (az 30% pro
1denni 50letou srazku). Zmény ro¢nich extrémi jsou kombinaci zmén pod-
zimnich a letnich extrémi s vyssim, cca 20% ristem pro kratké agregace,
cca 10% rustem pro dlouhé agregace a s malym rozdilem ve zménach pro
rizné doby opakovani. P¥i¢iny zmén srazkovych extrému v letnim a zimnim
obdobi jsou podobné jako v piipadé povodi Ryna, tedy v zimé zejména po-
sun rozdéleni k vyssim hodnotdm a v letnim obdobf{ rist relativni variability
extrémai.
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4. Zavér

Cilem tohoto p¥ispévku nebylo podat vyéerpavajici informace o provedenych,
vySe zminénych analyzach, ale spiSe demonstrovat moznosti vyuziti statistic-
kého modelovani srazkovych extrémi pro validaci klimatickych modeli a su-
marizaci systematickych chyb i projektovanych zmén. Pouzity statisticky mo-
del poskytuje tuto sumarizaci pfirozené ve formé odchylek/zmén parametra
GEV modelu a tim zaroven zprostifedkovava vhled do jejich podstaty. Regi-
onalni pfistup navic omezuje vliv pfirozené variability srazkovych extrémii
a umoznuje odhadovat parametry jejich rozdéleni s vétsi presnosti.

Regionalni klimatické modely nejsou zcela schopny reprezentovat kratko-
dobé (hodinové) srazkové extrémy a i simulace vicedennich extrému vétsinou
vykazuji podstatné systematické chyby (kromé léta jsou extrémy nadhod-
noceny). Denni srazkové extrémy jsou zachyceny relativné vérné. Nicméné
v porovnani s chybou simulovanych primérnych srazek, ktera se pohybuje
béhem podzimu-jara v rozmezi 20-40 %, je chyba srazkovych extrémi zpra-
vidla nizsi.

V podminkich zmény klimatu regionalni klimatické modely obecné pro-
jektuji spise rust srdzkovych extrémi, nicméné v zimmim obdobi pro nékteré
oblasti indikuji stagnaci ¢i pokles vicedennich srazkovych maxim. Prestoze
se absolutni hodnoty zmén mezi jednotlivymi modely lisi, jejich podstata je
¢asto obdobné. Neurcitost scénaiti zmén srazkovych extrémi ve stfedni EV-
ropé je presto pomérné velkd, zejména pokud se vezmou do tvahy i dalsi
faktory, na které jsme se v predlozené praci nezaméfili (napf. rizné scé-
nare budouciho vyvoje koncentraci sklenikovych plynt a lidské spole¢nosti
obecné).

Prestoze v poslednich cca deseti letech byla provedena cela fada analyz
extrémnich srazek v simulacich klimatickych modelt, nelze tvrdit, Ze by pro-
blematika byla uzaviena - jednak dochazi k dalsimu vyvoji a zlepSovani klima-
tickych modelu (vyssi rozliSeni, lepsi zachyceni orografie, lepsi reprezentace
procesti vedoucich ke vzniku srazek) a realizaci novych simulaci klimatickych
modelt (v soufasnosti zejména v souvislosti s pfipravovanou patou hodnotici
zpravou Mezivladniho panelu pro klimatickou zménu) - jednak i po teoretické
strance je problematika (prostorového) modelovan{ nestacionarnich extrému
stale ziva, prikladem miZe byt rychly vyvoj POT (peak over threshold) pii-
stupil k nestacionarnim prostorovym extrémutim, dalsim aktualnim tématem
je napfiklad vyuziti neparametrickych modeld trendu, piipadné adaptace
alternativnich metod regionalni frekven¢ni analyzy (napf. ROI - region-of-
influence) pro nestacionarni podminky.
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SIMULTANNE TESTOVANIE STREDNEJ HODNOTY
A VARIANCIE NORMALNEHO ROZDELENIA

Martina Chvostekova

Kliéové slovd: Test, oblast spolahlivosti, silofunkcia.

Abstrakt: V prispevku sa zaoberdame simultannym testovanim strednej hod-
noty a variancie jednorozmerného normalneho rozdelenia. Navrhnuty je test
Hy : (1,0%) = (po,08) proti Hy : (u,0%) # (po,03). Silu nového testu sme
porovnavali so silami zndmych presnych testov, konkrétne s Moodovym tes-
tom (Mood, 1950) a s testom pomerom vierohodnosti (Choudhari-Kundu—
Misra, 2001). Porovnané si aj velkosti oblasti spolahlivosti zdroveii pre oba
parametre prisluchajice k uvazovanym testom.

Abstract: We deal with the simultaneous testing of the mean and the va-
riance of a univariate normal distribution. The test of null hypothesis Hy :
(1, 02) = (o, 03) against the alternative Hy : (1, 0%) # (uo, o) is suggested.
The power function of the presented test is compared with the power func-
tions of the known exact tests, concrete with the Mood test (Mood, 1950)
and with the likelihood ratio test (Choudhari-Kundu-Misra, 2001). We also
determined the sizes of the confidence regions corresponding to the tests.

1. Uvod

Simultdnne testovanie parametrov normélneho rozdelenia N (i, 0?) je priro-
dzenou nadstavbou testov pre parametre normalneho rozdelenia nachidzajui-
cich sa v kazdej zédkladnej knihe o Statistike. Nech © oznacuje parametricky
priestor, teda © = {0 = (u,0?) : —00 < pu < 00,02 > 0}. Uloha testovat

Ho : (u,0%) = (o, 03) € ©9 proti Hy : (1,0%) € © — Qg = Oy,

nie je novd, uz vsak Kendall a Sturat (1961) ukézali, Ze neexistuje rovnomerne
najsilnejsi test.

Statistické testovanie parametrov je silne prepojené s intervalovymi od-
hadmi a d4 sa povedat, 7e kazdému testu odpovedd oblast spolahlivosti
a naopak (Casella a Berger, 1990). Nech a, o € (0,1) oznacuje hladinu
vyznamnosti testu. Pod presnou 100(1 — a))%-nou oblastou spolahlivosti z4-
roven pre oba parametre normalneho rozdelenia rozumieme taki mnozinu
R, pre ktord plati P((u,0%) € R) = 1 — . Presnt 100(1 — a)%-nti oblast
spolahlivosti ako prvy skonstruoval Mood (1950). V literatire mozno néjst
mnoZstvo oblasti spolahlivosti, aviak s pribliZzne 1 — « spolahlivostou (pozri
napr. Meeker a Escobar 1995, Arnold a Shavelle 1998).

Presnym testom (velkosti a) budeme rozumiet test, pre ktory plati rov-
nost P(Hy nezamietame|(u,0%) = (p0,03)) = 1 — . Navrhli sme test Hy :
(,02%) = (po,08) proti Hy : (1,02) # (1o, 03) a porovnali ho so zndmymi
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presnymi testmi, konkrétne s testom pomerom vierohodnosti (Choudhari—
Kundu-Misra, 2001) a s Moodovym testom (Mood, 1950) prisluchajicim k
Moodovej presne oblasti spolahlivosti pre parametre (u,0?). Zaujimala nés
sila jednotlivych testov a velkosti oblasti spolahlivosti odpovedajicich k tes-
tom.

2. Testy, silofunkcie, oblasti spolahlivosti

Majme ndhodny vyber X = (X3, Xo, ..., X,,) rozsahu n z normalneho rozde-
lenia s nezndmou strednou hodnotou p a s nezndmou varianciou o?. Ozna¢me
v 1 n . , . 2 1 n SN2 .

X > iy X vyberovy priemer a S* = > i1 (Xi—X)? vyberovy rozp-

—n - n—1
tyl. Ndhodné premenné X, S? st nezavislé a nech v = n — 1, potom plati

X — S2
(1) Y, = B~ N0,1), Y= "2 2,
g

o2

kde x? oznacuje chi-kvadrat rozdelenie s v stupitami volnosti. Pri zostaven{
vhodného testu sa staci obmedzit na vyuzitie postacujicich statistik. Vieme,
7e (X, S?) je postacujica statistika pre (i, 02). Navyse rozdelenie ndhodnych
premennych Y7, Y5 nezavisi od nezndmych parametrov, ¢o vyuzijeme pri sta-
noveni presnych kritickych hodnot v odvodenych testoch.

Uvazujme teraz asymptotické rozdelenie 1/2x2 ~ N(y/2v — 1,1) (Fisher,
1928) a nech k = v/2v — 1. Pre navrhnutu testovaciu Statistiku Hy proti Hy
v tvare

2
~ (X = po)? 2052
(2) G = 2 + p k

za platnosti nulovej hypotézy plati G ~ x3. Teda test zamietnit H, ak
G > x3(1—a) ain4¢ nezamietniit proti alternative Hj je len priblizne velkosti
«. Invertovanim presnej distribu¢nej funkcie ndhodnej premennej G mozeme
viak vypoéitat presné hodnoty kvantilov, ozn. g, (1 — «), pre ktoré plati

l1—a=PG<gn(l—a)=
=P <Y12+ (@—@2 < gn(1 —a)) =
- /OOO Py> (gn(l —a) — (\/ﬂ* k>2> fy, (z)d,

kde Y ~ x7, Py2(-) oznacuje distribuéni Y a fy,(-) oznacuje hustotu
nahodnej premennej Y. Oblast spolahlivosti pre (u,0?) skonstruovand na
zéklade presného testu pomocou statistiky G ma tvar

2
n(X — pu)? 2052
(Uzu) +< i —k) < gn(1—a)

R =< (u,0%):
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Obsah oblasti R je dany

n

ma _ _ _ 2
obsah = 2/ mgn(1 — ) ~ (V20 — ky/m) dm| x S3,

2v
(k£ Vgn(1—a))?

Nech (u1,0%) € O, silofunkcia navrhnutého testu je vyjadrend vztahom

B(,uha'%):
2
n(X £ pu — 242 2052 g2
—1_p ( M; 10) ;—!— / - ;—k <g(l-a)| =
01 ) 01 0p

2
o0 o2 o

=1- / Py, | gn(1 — a)—g — <\/2x — k0> Iy, (x)dzx,
0 07 01

kde mq,mg =

kde Y3 = n(X — po)/o? méa chi-kvadrdt rozdelenie s 1 stupiiom volnosti a
s parametrom necentrality n(u; — po)?/o%.

Moodov presny test na hladine vyznamnosti o nezamietne Hy proti Hj,
ak

X _ 2

'U_O*‘O'ﬁéu(l—‘;) A 30) € <3 - an +0),
kde u(l — a1/2) je (1 — aq/2)-kvantil standardného normélneho rozdele-
nia, x2(d) je d-kvantil chi-kvadréat rozdelenia s v stupiiami volnosti a plati
1—a=(1-a)(l—a),d>0.Z Bonferroni nerovnosti vyplyva, ze oblast
spolahlivosti pre (i, 02) skonstruovand mnozinovym stéin 100(1 — ;) %-ného
intervalu spolahlivosti pre strednti hodnotu a 100(1 — as)%-ného intervalu
spolahlivosti pre varianciu je presne 1 — o spolahliva. V najjednoduchsom
pripade moézeme predpokladat 1 — a; = 1 — s = /1 — a. Hodnoty a1, as
viak mozeme volit s ohladom na velkost prisluchajiicej oblasti spolahlivosti
pre (u,0?). Pre rozne velkosti vyberov n, hladiny vyznammnosti o si uve-
dené optimalne hodnoty o, as,d na dosiahnutie minimélnej plochy oblasti
spolahlivosti ako aj vztah na vypocet obsahu uvedené v Arnold a Shavelle
(1998). Tvar silofunkcie je odvodeny v Choudhari-Kundu-Misra (2001).

Presny test pomerom vierohodnosti (LRT) nezamietne Hy proti H; na

hladine vyznamnosti «, ak plati

n(X —po)?  vS? 05?2

kde d, (1 — a) je (1 — a)-kvantil rozdelenia testovacej statistiky A\. V Choud-
hari-Kundu-Misra (2001) je prezentovany vzfah pre silofunkciu testu a pre
vybrané hodnoty n, 1 — « su kvantily vypocitané invertovanim distribucne;j
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funkcie A uvedené v prilozenych tabulkich. Obsah oblasti spolahlivosti pri-
sluchajicej k LRT je dany vzfahom

obsah = [2/\/ydn(i—oz) +yln (U> —1dy] x 83,
Y

kde hranice integrovania urc¢ené definicnym oborom integrovaného vyrazu st
numericky pocitané.
V literatire sa uvadza aj Wilksov test (Wilks, 1962), ktory na hladine
vyznamnosti « nezamieta Hy ak
v 2 2
(4) Al U <3 a).
90 90

Tento test vSak nie je vhodné pouzif pri alterantive Hy, ale pri Hf : p #
po V o2 > of uz no. Silofunkcia testu je dand vzfahom

n(X £y —po)?0?  wS?o?
Bty =1 P (ML P < a)) -
01 0o 03 00

:1_/000131/3 (Xn(l—a)gj—x) fya (z)d

Silu Wilksovho testu porovname v néasledujicej ¢asti so silou upraveného
Moodovho test, t.j. modifikovany Moodov test na hladine vyznamnosti o
nezamietne Hy proti Hy, ak plati

X —u o vS?
| 0|f< ( ?1) A —2§X12}(170z2).
)

Odvodenie vypoétu silofunkcie testu je analogické k odvodeniu vypoctov pre
povodny tvar Moodovho testu, preto ho tu nebudeme uvéadzat. Obsahy ob-
last{ spolahlivosti prisluchajice k Wilksovmu a modifikovanému Moodovmu
testu vzhladom na neohrani¢ent mnozinu hodnét o nebudeme porovnivat.

Poznamenajme, ze test pomerom vierohodnosti obsahuje v sebe Wilksov

test a teda zrejme testovacia Statistika v tvare L = % nln ( o ) je
0 0

vhodn4 na testovanie Hy proti Hi* : pu # po V 02 < 03, pricom presné kvan-
tily pre uvedeny test mozu byt dopoéitané opif invertovanim distribuénej
funkcie L. Navrhnuty test Hy proti HY* vSak nebudeme numericky analyzo-
vat. V nasledujicej ¢asti porovname presné testy Ho proti H; a presné testy
Hy proti H velkosti a.

3. Numerické vysledky

V tejto ¢asti sa zameriame na porovnanie sil testov a oblasti spolahlivosti
odpovedajucich k uvedenym presnym testom. Vzijomne najprv porovname
testy pre Ho : ju = pig A 02 = 03 proti Hy : u # po V 02 # 03 a to navrhnuty
test (novy), Moodov test (Mood) a test pomerom vierohodnosti (LRT). Pre
testovanie Ho : pp = po A 02 = o proti Hf : u # po V 02 > o2 budeme



ol — 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
novy  0.0301 0.0368  0.0584  0.0992  0.1642
0.8 | LRT  0.0642 0.0704  0.0903 0.1273 0.1856
Mood 0.0824 0.0849  0.0942 0.1144  0.1521
Mood* 0.0613  0.0671  0.0868  0.1255 0.1893

0.0365  0.0437 0.0667 0.1088  0.1739
0.9 0.0533  0.0596 0.0795 0.1163  0.1734
0.0616 0.0650 0.0766 0.1005  0.1422
0.0524  0.0593 0.0817 0.1238 0.1900

0.0500 0.0578 0.0824 0.1261  0.1915
1.0 0.0500  0.0565 0.0771 0.1145  0.1715
0.0500  0.0542 0.0679 0.0949  0.1396
0.0500  0.0578 0.0823  0.1269 0.1943

0.0708 0.0792 0.1052 0.1502 0.2157
1.1 0.0531  0.0601 0.0817 0.1201 0.1775
0.0447  0.0495 0.0651 0.0945  0.1415
0.0517  0.0601 0.0863 0.1324  0.2005

0.0987 0.1075 0.1343 0.1801 0.2451
1.2 0.0624  0.0697 0.0924 0.1319  0.1898
0.0440  0.0494 0.0665 0.0979  0.1465
0.0561  0.0650 0.0923 0.1394  0.2075

TABULKA 1. Sily presnych testov Hy proti alternative H; pre
n =10 a a = 0.05.

porovnavat modifikovany Moodov test (mMood) a Wilksov test (Wilks). Si-
lofunkcie testov zavisia na hodnotdch (uo — p1)? a 0%/02. Bez straty na
vSeobecnosti vo vipoctoch predpokladdme pg = 0, 03 = 1. V tabulkich
1-2 st hodnoty sily testov pre kombindcie hodnot p; = {0,0.1,0.2,0.3,0.4},
0? = {0.8,0.9,1,1.1,1.2} pri zvolenom o = 0.05 a n = {10,30}. Pre kazdu
dvojicu (p1,0?) je uvedend Stvorica é&isel, pricom prvé &islo je sila navr-
hnutého testu, druhé &islo je sila testu pomeru vierohodnosti, tretie ¢islo je
sila Moodovho testu. Hodnoty a1, aa, § boli zvolené tak, aby Moodova oblast
spolahlivosti mala minimalny obsah. Konkrétne a; = 0.0117, as = 0.0388,
6 = 0.0384 pre n = 10, a; = 0.0190, ag = 0.0316, 6 = 0.0293 pre n = 30. V
stfpci p1 = 0 s odliSené hodnoty, kde je sila navrhnutého testu a Moodovho
testu mensia ako «.. Dopocitali sme optiméalne hodnoty aq, aso, d tak, aby silo-
funkcia pre Moodov test neklesla pod zvolend hodnotu «, pri¢om bola rovna
prave a jedine v pu; = 0 pre o = 1. Konkrétne a1 = 0.0279, as = 0.0227,
0 = 0.0227 pre n = 10, oy = 0.0227, az = 0.0279, 6 = 0.0209 pre n = 30. Silo-
funkcia Moodovho testu s takto stanovenymi hodnotami o, as, § je oznacend
ako Mood* a je udavana ako stvrta hodnota. Zvyraznena je najvécsia sila
pre kazdd kombinéciu (p1,0?). Vidime, Ze pre hodnoty o? = {1.0,1.1,1.2}
dosahuje navrhnuty test najvyssie hodnoty avsak pre o7 = {0.8,0.9} pre
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ot L] m— 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
novy  0.0616  0.0852  0.1662 0.3194  0.5291
0.8 | LRT  0.1007 0.1248 0.2052 0.3529 0.5518
Mood 0.1310 0.1433 0.1945 0.3129  0.5016
Mood*  0.1047  0.1196  0.1791  0.3110  0.5121

0.0441 0.0666 0.1437  0.2899  0.4931
0.9 0.0613 0.0834 0.1586 0.3001 0.4969
0.0734 0.0892 0.1491  0.2765  0.4697
0.0617 0.0800 0.1476  0.2861  0.4880

0.0500  0.0735 0.1516 0.2945 0.4890
1.0 0.0500 0.0722 0.1467  0.2848  0.4759
0.0500 0.0684 0.1342  0.2653  0.4564
0.0500 0.0708 0.1434  0.2832  0.4800

0.0783 0.1037 0.1846 0.3248 0.5085
1.1 0.0605 0.0842 0.1609  0.2974  0.4809
0.0475 0.0679 0.1373  0.2687  0.4542
0.0603 0.0827 0.1576  0.2953  0.4835

0.1295 0.1564 0.2386 0.3741 0.5444
1.2 0.0920 0.1174 0.1966  0.3309  0.5049
0.0614 0.0830 0.1541  0.2832  0.4607
0.0907 0.1138 0.1885  0.3208  0.4975

TABULKA 2. Sily presnych testov Hy proti alternative H; pre
n =30 a a=0.05.

n=10 n=30

OBR. 1. Hranice oblasti spolahlivosti pre (u,c?) prisluchajice
k presnym testom Ho proti H; vykreslené pre a = 0.05 a n =
{10, 30}.

niektoré p; je sila testu mensia ako zvolend a a podobny jav pozorujeme
aj pre Moodov test. Pre kombindcie (0,0.8),(0.1,0.8),(0.0,0.9),(0.1,0.9) je
najsilnejsi Moodov test avSak pri kombindcii pu; = {0.0,0.1} s hodnotami
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a=0.10 a=0.05 a=0.01

n =10 n =30 n =10 n =30 n =10 n =30

novy 5.1218 0.8801 8.8844 1.2236 32.5699 2.2175
LRT 3.2079 0.7819 4.8910 1.0668 10.9590 1.8329
Mood 3.2702 0.8087 5.1747 1.1256 13.4743 2.2458
Mood* 3.8056 0.8332 5.8177 1.1587 14.2137 2.2778

TABULKA 3. Obsahy oblasti spolahlivosti pre (u,o?) prislu-
chajice k presnym testom Ho proti Hi pre o = {0.10,0.05,0.01}
an = {10,30}.

0? = {1.1,1.2} je sila testu nizsia ako o = 0.05. Silnejsi spomedzi testov,
pre ktoré sila neklesla pod hodnotu « je test pomerom vierohodnosti. Na
obr. 1 st vykreslené hranice oblasti spolahlivosti prisluchajiice k uvazovanym
testom Hy proti H; pre zvolené o = 0.05 a n = {10,30}. V tabulke 3
su uvedené obsahy jednotlivych oblasti pre kombinacie vybranych hodnot
n = {10,30} a a = {0.1,0.05,0.01}. Pre kazdd kombindciu je zvyraznend
najnizsia hodnota. Vzhladom na volbu ai,as,d je zrejme, Ze obsah Mo-
odovej oblasti je vidy mensi ako oblast skonstruovanid Mood* testom. Pre
vietky kombindcie m4 oblast skonstruovand LRT testom najnizsi obsah.
Vzhladom na numerické porovonanie presnych testov odpordiéame na tes-
tovanie Hy proti H; pouzif test pomerom vierohodnosti. V tabulke 4-5

ol p— 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Wilks  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0005
0.2 | mMood  0.0000 0.0002 0.0185 0.2507 0.7709
0.0000 0.0000 0.0001 0.0026 0.0281
0.4 0.0005 0.0067 0.0700 0.3172 0.7001
0.0007 0.0014 0.0062 0.0295 0.1133
0.6 0.0047 0.0219 0.1143 0.3491 0.6658
0.0112 0.0161 0.0374 0.0973 0.2280
0.8 0.0180 0.0447 0.1519 0.3709 0.6461
0.0500 0.0619 0.1045 0.1946 0.3453
1.0 0.0500 0.0823 0.1943 0.3959 0.6384
0.1230 0.1408 0.1983 0.3027 0.4523
1.2 0.1069 0.1411 0.2501 0.4315 0.6438

TABULKA 4. Sily presnych testov Ho proti alternative H; pre
n =10 a a = 0.05.

st sily Wilksovho testu a modifikovaného Moodovho testu pre kombindcie
hodnét p; = {0.0,0.2,0.4,0.6,0.8} a o7 = {0.2,0.4,0.6,0.8,1.0,1.2}. Pre
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ol m— 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Wilks 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001

0.2 | mMood  0.0000 0.0041 0.4223 0.9879 1.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0324

0.4 0.0003 0.0307 0.4449 0.9445 0.9996
0.0000 0.0001 0.0014 0.0245 0.2049

0.6 0.0033 0.0633 0.4549 0.9034 0.9967
0.0038 0.0073 0.0320 0.1467 0.4495

0.8 0.0125 0.0945 0.4618 0.8703 0.9907
0.0500 0.0702 0.1549 0.3576 0.6577

1.0 0.0500 0.1434 0.4800 0.8476 0.9828
0.1929 0.2318 0.3588 0.5719 0.7994

1.2 0.1620 0.2522 0.5369 0.8443 0.9761

TABULKA 5. Sily presnych testov Ho proti alternative H; pre
n =30 a a=0.05.

mMood boli pouzité hodnoty a;i,as,d rovnaké ako pre Mood*. Pre kazdu
kombindciu (p1,0%) je zvyraznena najviicsia sila. Vzhladom na vysledné sily
testov odportucame na testovanie Hy proti Hi upraveny tvar Moodovho testu.
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Abstract: Implementation of information and communication technologies
in Public Administration called e-Government aims at increasing effectiveness
of Public Administration and reducing public budgetary expenditure. One
of the implemented e-Government tools is the record management system,
which has been used by some municipalities since 2004. These systems provide
statistical data, which describe formal communication between municipalities
and other subjects. The paper deals with the basic analysis of three time
series samples for incoming and outgoing communication separately. The data
come from municipalities with extended powers that are authorities with
the widest range of delegated power at the level of local government and
thus with the widest spectrum of providing agendas through both local and
delegated power. In the paper we analyze the time evolution of the overall
communications and by using the chosen model we isolate trend and seasonal
components.

Abstrakt: Implementace informaénich a komunika¢nich technologii ve ve-
fejné spravé oznaCovand jako e-Government mé za cil zvySovani vykonu
vefejné spravy a snizovani vydaju verejnych rozpocti. Jednim ze zavadénych
néstroju jsou elektronické systémy spisové sluzby, které nékteré obce vyzivaji
jiz od roku 2004. Tyto systémy poskytuji statisticka data informujici o for-
mélni komunikaci obci s okolim. V ramci piispévku se zabyvame zdkladni
analyzou ti{ vzorku ¢asovych fad pfichozi a odchozi komunikace obci s roz-
§ifenou pusobnosti, které na trovni tizemni samospravy predstavuji organy
s nejsirsim spektrem vykonu agend v prenesené i mistni ptisobnosti. Priméarné
analyzujeme casovy vyvoj celkové komunikace a pomoci zvoleného modelu
izolujeme trend a sezoénni slozku.

1. Uvod

Verejna sprava v evropskych zemich funguje na zakladé zdkona a v jeho
mezich. Je to zakotveno v tstavédch jednotlivych evropskych statu. I vefejna
sprava, jakkoliv je vystavena na formalizovanych a viceméné nemeénnych
pravidlech, musi reflektovat rozvoj informaéni spolecnosti, ktery probihd jiz
nékolik desetileti. Vyuziti vypocetni techniky ve vefejné spravé, oznacované
jako e-Government, ma mnoho cili, zejména sméfovanych ke zvysovéni efek-
tivity vykonu vefejné spravy a snizovani vydaju vefejnych rozpoctu na spravu
jako takovou. S ohledem na to mnoho evropskych stéti, véetné Ceské repub-
liky, zaradilo e-Government do svého balicku reakei na ekonomickou krizi [7].
Odhlédneme-li od zminénych cila, ma zavadéni informacnich a komunikaénich
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technologii jesté jeden vyrazny dusledek. Verejna sprava zacind produkovat
déle statisticky zpracovatelnd data o své vlastni ¢innosti.

Ptestoze organy vetrejné moci smi vykondvat pouze to, co jim uklada zakon,
neexistuje v Ceské republice celkovy prehled o viech agendéch a Ginnostech,
které jsou na jednotlivych tirovnich vefejné spravy a jednotlivymi organy
vykonavany. Tzv. mapa vefejné spravy se buduje teprve nyni, a to v ramci
zavadeéni zékladnich registru verejné spravy, jako jednoho ze stézejnich pilita
celého e-Governmentu [6].

Data, ktera jsou jiz zminénym vedlejsim produktem e-Governmentu, vy-
chézeji z elektronizace jednotlivych procesu a jsou proto pomeérné presnymi
podklady o skuteéném fungovani vefejné spravy. Samoziejmé, ze pied zve-
fejnénim nebo poskytnutim ke zpracovani musi byt tato data s ohledem na
ochranu osobnosti vychazejici z ob¢anského zdkoniku a ochranou osobnich,
obzvlasté pak citlivych, idaju podloZzenou zékonem o ochrané osobnich idaju
patfiénym zpusobem anonymizovana. Na druhou stranu jsou-li produktem
vefejné spravy, jsou vefejné dostupnd. Je napi. vefejné zndmo, ze datovou
schranku mélo k 1. za¥f 2012 zifzeno 24 534 fyzickych osob!, ale jiz nemuze
byt automaticky zverejnéno jméno kazdého obcana, ktery si o ziizeni datové
schranky pozadal. Uvedena data jsou tedy vhodnd ke statistickému zpra-
covani.

Velmi vyznamnym zdrojem statistickych dat vypovidajicich o ¢innosti jed-
notlivych instituci verejné spravy jsou elektronické systémy spisové sluzby.
Povinnost jejich plného provozu maji sice jednotlivé drady az od 1. ¢ervence
2012, nicméné z hlediska ptislusného zédkona o archivnictvi a spisové sluzbé je
elektronicky zpusob vedeni spisové sluzby preferovanym zpusobem od 1. ¢er-
vence 2009 a dalsimi pradvnimi predpisy umoznény (v rdmci diskreéni pravo-
moci) minimélné od roku 2000. Jako jedny z prvnich implementovaly tento
nastroj organy dzemnich samospravnych celkt. Diky tomu mame v soucas-
né dobé k dispozici jiz relativné dlouhé casové rady dat, které vypovidaji
zejména o komunikaci jednotlivych orgdnt s okolim. Domnivdme se déle,
ze zmapovani tohoto vyvoje lze vyuzit jednak pro porozuméni jednotlivym
vlivim a trendum, a jednak v ramci zpétné vazby ovliviiujici dalsi proces
reformy vefejné spravy, a to nejen prostiedky informac¢nich a komunikacnich
technologii.

Zkoumanim statistickych dat poskytovanych elektronickymi systémy spi-
sovych sluzeb implementovanych organy tizemnich samospravnych celk jsme
se jiz zabyvali v roce 2009 [3], avSak neslo o ¢asové vyvojové fady, ale o stati-
stické stanoveni rozlozeni zpusobu komunikace v obdobi tésné pired zave-
denim informacniho systému datovych schranek, které dalo pomérné jasné
predikce néslednych uspor a umoznilo téz zhodnoceni hospodarnosti zave-
denf{ tohoto vyznamného ndstroje ¢eského e-Governmentu [4]. Déle jsme jiz
publikovali ptipadovou studii vyvoje komunikace jedné obce ukazujici vztah
zpusobu komunikace a modelu financovani, pficemz jsme v uvedené piipadové

1Zdroj: <http://www.datoveschranky.info>. Citace 1. z4F{ 2012.
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studii dosli k zavéru, ze finan¢ni motivace neni pro obcany rozhodujicim
kritériem volby komunika¢niho kanélu [5]. V tomto piispévku analyzujeme
vyvoj celkové komunikace u tii vybranych obci.

2. Data

Elektronické spisové sluzby eviduji veskerou formalni komunikaci organua ve-
fejné moci s okolim. Ta se skladd ze dvou sméru; komunikace piichozi ¢i
vstupni a komunikace odchozi ¢i vystupni. Vstupni komunikace je po pravni
strénce uréena podminkami pro podani viéi orgdnim vefejné moci. Vystupni
komunikace je urcovana pravidly pro dorucovani organy vefejné moci. Pro
oba sméry je vyuzivdno stejnych komunika¢nich kandli (zpusobu komuni-
kace), ale pfislusnd legislativni pravidla jsou rozdilna. Zptusoby podani voli
ten, kdo podéni ¢ini zcela svobodné z urcené nabidky moznosti, zatim co
pfi doruéovani je volba pifslusného kandlu uréena bud piedchozi svobodnou
volbou soukromopravniho subjektu, nebo pomérné presné danymi pravidly.
Proto je vhodné oba sméry komunikace zkoumat oddélené.

O kazdém podéni a o kazdém doruceni se zaznamendvaji pravnimi predpisy
dané udaje, a proto jsou vyslednd data poskytovana jednotlivymi organy
vefejné moci v obdobné struktufe, piestoze jednotlivé organy si mohou v rdm-
ci svych pravomoci vybrat dodavatele konkrétniho softwarového feseni?. Data
z téchto systému nejsou poskytovdna automaticky, ale pouze na vyzadéni
v ramci zddosti podle zdkona o svobodném ptistupu k informacim. Z tohoto
duavodu bylo v vodni ¢asti vyzkumu zvoleno pouze nékolik organt, konkrétné
obci s rozsifenou pusobnosti, které na trovni izemni samospravy predstavuji
organy s nejsirsim spektrem vykonu agend v pfenesené i mistni ptisobnosti.
Zvolili jsme tii zéstupce jednotlivych velikostnich kategorii v této oblasti®,
konkrétné obec A, kterd ma priblizné 5 tis. obyvatel a ziskand ¢asova rada
ma rozsah od 1. 12. 2004 do 29. 4. 2011. Obec B ma priblizné 14 tis. obyvatel
a jeji casova Tfada je nejdelsi a zachycuje data od 1. 1. 2004 do 28. 2. 2012.
Obec C ma necelych 24 tis. obyvatel a ¢asovéa fada ma rozsah od 1. 2. 2007
do 31. 3. 2011.

Vyslednd data jsou k dispozici v nasledujici struktufe udaju: datum, zpisob
komunikace; zvlast pro piichozi a odchozi smér komunikace. Zptsob komu-
nikace neni z hlediska zapisovanych udaju plosné standardizované kédovanym
udajem, a proto je tieba jej pred statistickym zpracovanim upravit prislusnym
procesem prekédovani.

3. Metody

7 charakteru zkoumanych dat lze predpoklad jejich nezavislost, a to v kazdé
fadé, tj. zvlast pro prichozi, zvlast pro odchozi komunikaci. Mezi vstupni

2U vetsich zakazek je tento vybér samozfejmé realizovén prostfednictvim vybérovych
tizeni.
3Pocty obyvatel vychézeji ze zdroje [2] a jsou platné k 31.12.2010.
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a vystupni komunikaci jiz lze ocekdvat vzdjemnou zavislost, avSak ta neni
predmétem této analyzy.

Pii zkoumani ¢asovych fad komunikace, v nichz jsou ¢asové okamziky
udalosti dany datem, se objevuje problém diskontinuit danych vikendy, stat-
nimi svatky a jinymi dny, kdy tfady ani nepfijimaji zasilky, ani je neposilaji.
Zavedeni elektronické komunikace sice otevielo elektronické podatelny pro
piijem podéani v rezimu 7x 24, avSak u orgdnu uzemnich samospravnych celku
se moznosti u¢init takto podani v dny, kdy turad neni otevien, vyuzivaji jen
velmi vzécné, tj. jde o jednotky podani rotné ve srovnani s desitkami az
stovkami podani béhem pracovnich dni. Proto jsme souhrnné data za jed-
notlivé meésice znormovali na 20 pracovnich dni vztahem

20
1 Yt = — > qd;

kde gq je pocet podéni ve dni d, m; je skuteény pocet pracovnich dni mésice
t.

Pro analyzu takto ziskanych ¢asovych fad Y,” resp. YU predstavujici
celkovy objem piichozi resp. odchozi komunikace jsme pouzili aditivni dekom-
pozici (viz napf. [1]), na zékladé které muzeme ziskat jednotlivé slozky casové
tfady. Konkrétné

(2) Y, =T, + Sz + Ey,

kde T} je trend, Sz; je sezénni slozka a F; je rezidualni slozka. Rezidudlni
slozka je predstavovana bilym Sumem.

Pro vyjadreni trendu jsme pouzili metodu centrovanych klouzavych pru-
méru se stejnymi vdhami (s roénim vyhlazenim), tedy

1 t+p—1
T, = % yt7p+2‘ Z Yi +Yttp | » pro m = 2p.
i=t—p+1

Nésledné, po trendovém ocisténi, tj. a; = y; — Ty, jsme sezénni slozku (s ro¢ni
periodou) spocetli prumérovanim pro kazdy ¢asovy okamzik pies celou caso-
vou fadu, tj.

I] = ; Zra/(ifl)'rrhkjﬁ J= 17 <y T,
i=1

kde r je pocet let. Nasledné jsme ziskané hodnoty centrovali odec¢tenim jejich
aritmetického pruméru, tj.

S =17 - %ZI;‘,
i=1

kde kde t odpovida j-tému mésici v roce.

Rezidualni slozku jsme testovali, zda skutecné pfedstavuje bily Sum, tj.
zda E; jsou nezavislé, stejné rozdélené nahodné velic¢iny, a to pomoci testu
zalozeného na znaménkéch diferenci, viz [1] str. 322, a déle na nulovou st¥edni
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rok 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011

A | medidn 1245 | 1960 | 1850 | 1689 | 1594 | 1561
prumeér 1331 | 1991 | 2181 | 1730 | 1644 | 1579
smér. odchylka 214 | 197 | 1376 | 227 | 159 | 184

B | medidn 1736 | 1965 | 2251 | 2478 | 2523 | 2369 | 2444 | 2523
prumeér 1659 | 1980 | 2218 | 2422 | 2542 | 2403 | 2398 | 2618
smér. odchylka | 312 | 210 | 249 | 318 | 295 | 272 | 253 | 260

C | median 5682 | 4990 | 4658 | 4659
prumeér 5578 | 5126 | 4670 | 4637
smér. odchylka 443 | 566 | 363 | 520

TABULKA 1. Zéakladni charakteristiky mésicnich souhrnu
pro piichozi komunikaci.

rok 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011

A | medidn 1979 | 2086 | 2293 | 2067 | 1886 | 2015
prumeér 2077 | 2134 | 2587 | 2146 | 1845 | 1944
smér. odchylka 347 | 257 | 1050 | 379 | 224 | 226

B | medidn 3225 | 3788 | 3502 | 2999 | 2892 | 2817 | 2951 | 3077
prumeér 3269 | 3815 | 3797 | 3058 | 2832 | 2875 | 3007 | 3043
smér. odchylka | 385 | 660 | 649 | 681 | 489 | 290 | 360 | 358

C | median 4840 | 4488 | 3410 | 4507
prumeér 4868 | 4509 | 3439 | 4552
smér. odchylka 828 | 664 | 274 | 504

TABULKA 2. Zakladni charakteristiky mési¢nich souhrnu
pro odchozi komunikaci.

hodnotu. Piipadnou normalitu bilého sumu jsme testovali Shapiro-Wilkoxo-
novym testem.

4. Numerické vysledky

Zakladni charakteristiky mésiénich souhrnti pfepoctenych dle vzorce (1) jsou
pro piichozi komunikaci v Tab. 1, pro odchozi v Tab. 2. Ve vSech ptipadech
je smérodatna odchylka pomérné velka. Odlehla pozorovani v ptipadé obce
A v roce 2007 pro oba sméry komunikace jsme pro dalsi analyzu nahradili
prumérnymi hodnotami.

Vysledky trendové a sezénni slozky modelu (2) jsou pro obce A, B a C
zv14st pro pFichozi a odchozi komunikaci zndzornény v grafech na Obr. 1.

Podle provedenych testu se ukazuje, ze uvedeny model dobie popisuje
naméfend data. Rezidudlni slozka pro pfichozi komunikaci obce A a od-
chozi obce B je bily Sum, ve vSech ostatnich ptipadech se jedna dokonce
o Gasusovsky bily sum. Znamena to, ze se v datech jiz nevyskytuje dalsi cyk-
lickd slozka, kterd by méla periodu (vyrazné) kratsi, nez délka jednotlivych
casovych tad. Z grafického zndzornéni se zd4, ze v nékterych piipadech zde
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OBRAZEK 1. V grafech je zachycen prubéh piichozi (levy
sloupec) resp. odchozi (pravy sloupec) korespondence pro
jednotlivé obce. Data jsou znazornéna souvislou kiivkou,
trend casové fady tucénou kiivkou a preruSovand kiivka
znézornuje trend spolu se sezénni slozkou.

mohou byt cyklické slozky delsi (zejména v odchoz{ korespondenci) s periodou
odpovidajici délce uvedenych casovych fad. Tyto slozky nés model neposti-
huje a s ohledem na vyraznou proménlivost ¢eského pravniho prostiedi by
byly i pomérné obtizné interpretovatelné.

Celkové se v trendech neprojevuji v uvedeném obdobi néjaké vyrazné
poklesy ¢i narusty celkového objemu komunikace. Pro obec A muZzeme sle-
dovat mezi lety 2005 a 2006 narust piichozi posty, ktery muze byt zpusoben
procesem uceni se vyuziti elektronického nastroje, tedy nikoliv skuteénym
narustem objemu komunikace, a poté nasleduje pozvolny pokles. V piipadé
odchoz{ komunikace je trend téméf konstantni. Pro obec B je patrny pozvolny
narust piichozi komunikace, v ptipadé odchozi komunikace je trend promén-
livy, nicméné zacatek a konec sledované casové fady je na stejné trovni.
Pfichozi komunikace do obce C mé klesajici tendenci, kdezto u mnozstvi
odchozi komunikace pozorujeme zietelnou vinu s minimem v poloviné roku
20009.
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Nyni se budeme vénovat sezénni slozce modelu (2). Subjekty v rdmci
naseho malého vzorku ti{ obci III. typu, které tvori 1,5 % obcf III. typu,
¢inf nejvice podéani vuci orgdnum vefejné moci na zac¢atku roku, nejméné pak
v prubéhu meésicu spadajicich do obdobi letnich prazdnin a také na konci
roku. Pro prosinec neni tento propad ovlivnén obecné malym pocCtem pra-
covnich dni tohoto mésice, protoze vliv konkrétntho poc¢tu pracovnich dni
v daném meésici byl odstranén prepoc¢tem pomoci vztahu (1). U odchozi posty
nelze néjaké zobecnéni na urcita ro¢ni obdobi ¢ ur¢ité meésice napii¢ zkou-
manym vzorkem urcit. I to je ale také zajimavy vysledek, ktery ukazuje, ze
procesy probihajici na obcich maji riznorodé doby trvani, diky ¢emuz sezénni
slozka odchozi komunikace nekopiruje sezonni slozku ptichozi komunikace.

5. Zaveér

Provedena analyza casovych fad piichozi a odchozi komunikace vybranych
obci ITI. typu ukazuje vyrazné sezénni vlivy, které u prichozi komunikace maji
navic obdobny prubéh pro vSechny tfi zkoumané obce, a pomérné nevyrazny
nebo proménlivy trend. Provedend analyza je prvnim krokem ve vyzkumu
statistickych dat poskytovanych elektronickymi systémy spisovych sluzeb im-
plementovanych obcemi v CR. Na tuto analyzu hodldme navézat vyzkumem
jednotlivych strukturnich slozek komunikace, které se s ¢asem méni velmi
vyraznym zpusobem.
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Abstract: The paper quantifies the role of factors associated with the growth
(or decline) of micro and small businesses in European economies. The
growth is related to employment and value added in enterprises as well as
to ten institutional variables. We test the data for consistency of behavioral
patterns in various countries and gradually remove outlying observations,
quite a unique approach in panel data analysis that can lead to erroneous
conclusions when using the classical estimators. In the first part of this paper
we outline a highly robust method of estimation based on fixed effects and
least trimmed squares (LTS). In its second part we apply this method on
the panel data of 28 countries in 2002—2008 testing for the hypothesis that
micro and small businesses in Europe use different strategies for their growth.
We run a series of econometric tests where we regress employment and to-
tal net production in micro and small businesses on three economic factors:
gross capital returns, labor cost gaps in small relative to large enterprises and
GDP per capita. In addition, we test the role of 10 institutional factors in
the growth of family businesses.

Abstrakt: Clianek hodnoti faktory které ovliviiuji rist malych rodinnych
podniku v evropské ekonomice. Tento rust souvisi se zaméstnanosti a ptida-
nou hodnotou v podnicich, stejné jako s instituciondlnimi proménnymi. Tes-
tujeme chovéni ruznych evropskych zemi a nésledné detekujeme odlehld po-
zorovani. Ptitomnost téchto pozorovani muze vést k chybnym zavérum,
pokud jsou pro odhad dat pouzity klasické pfistupy. V prvni ¢asti ¢lanku
popisujeme robustni metodu odhadu zalozenou na odhadu pomoci fixnich
efekti a nejmensich useknutych ¢tvercich (LTS). V druhé édsti ¢lanku tuto
metodu aplikujeme na data popisujici 28 zemi v letech 2002-2008 a tes-
tujeme hypotézu, ze rust mikro a malych rodinnych podniku je zalozen na
ruznych strategiich. V sérii ekonometrickych test vyjadiujeme zaméstnanost
a pridanou hodnotu v mikro a malych podnicich jako funkci tii ekonomickych
veli¢in: hrubd kapitdlova navratnost, relativni mzdové naklady a HDP na
osobu. Déle do modelu vstupuji nékteré z 10 ruznych instituciondlnich
proménnych.
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1. Introduction

As a consequenc of worldwide financial and economic crisis, there is a uni-
versally rising renewed interest in the performance of small and family busi-
nesses. Unique data on micro and small businesses in different countries do
not represent a homogeneous pattern of behavior in firms that differ not only
in sizes but also in institutional setups that also change in time. Thus mixing
together of firms subject to different incentives could potentially lead to be-
havioral pattenrs that are not compatible. In this research we have tested the
potential for such a heterogeneity in the behavior of small family businesses
in various countries that could be even reflected in separating the original
panel data into two subpopulations that are not compatible in their reaction
to entrepreneurial stimuli. Hence, we have concentrated in our analysis on
the techniques of robust estimation.

One of our innovation is the use ff robust estimations of the parameters
in panel data models. In this paper in section 2 we describe and apply a
robust version of the classical within-group estimators on data of two groups
of family businesses. We transform the data by the subtraction of country-
specific median. Then a robust Least Trimmed Squares estimator is applied
on centered data. We decided to apply this method on economic data relating
to family businesses grouped by company size. In section 3 we describe the
role of family businesses in present economies. In section 4 we apply robust
version of the within-group estimator on data for 28 European countries in
2002-2008 and we examine how employment and net production in family
businesses depend on the measure of gross capital returns per value added
and the relative gap between labor costs in small (or micro) and large enter-
prises. Additional explanatory variables include the GDP per capita and ten
institutional variables. Section 5 concludes.

2. Robust Estimators and Robust Estimation of Panel Data
Models

Outliers can be generated when the reporters mix up two or more subpopu-
lations of data that represent agents whose behavior is mutually inconsistent.
An example of this can be the case when the analysts presume that micro
businesses (such as self-employed persons) and businesses up to 50 employees
follow identical strategies for their growth in all studied countries. These
kinds of inconsistency in carrying out observations are our main concern.
Small family businesses are subject to specific circumstances that increase
the uncertainty and inconsistency of their reported data. Firstly, their ac-
countancy need not always be done by professionals and thus more open to
errors and omissions. Secondly, their true production, employment and costs
can be rigged due to much easier tax evasion. Thirdly, reporting to statistical
offices is irregular. Thus a robust technique of setimation is a necessary and
adequate approach in order to avoid the trap of data bias. Robust methods
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date back to the history of statistics and the first basis for a theory of ro-
bust estimation was formed in the 1960’s. Huber (1964) introduced a flexible
class of M-estimators. However, robust estimation has not been the standard
technique of analysis in this kind of panel data. Thus we will describe first
our approach to data processing where the central issue rests in outliers. It is
preferable to use such estimators of regression coefficients which are directly
scale- and regression-equivariant as LMS or LTS estimator. Since LMS is
only ¢/n-consistent, it is not asymptotically normal and not easy to evalu-
ate, we will focus on the second applicable 50% breakdown point estimator —
the least trimmed squares (LTS, Rousseeuw, 1983 and Rousseeuw and Leroy
(1987).

Unfortunately, econometrics is limited to a scant amount of literature de-
scribing robust methods for panel data. This paper is an attempt at con-
tributing to these techniques by focusing on the simple fixed effects panel
data model of small businesses. We will try to find a robust alternative to
the Within-Group estimator® which can be affected by the presence of outly-
ing observations. Thus we will describe a high breakdown point estimator for
the fixed effects panel data model based on LTS as an estimation procedure,
which is less sensitive to the presence of aberrant observations.

We consider the following form of the fixed effects linear panel data model:

(1) yi =i +ayB+eq i=1,....N t=1,...T

where i denotes the cross-section dimension (number of countries) and ¢
denotes the time-series dimension (number of years). x;; is a column vector
of explanatory variables with dimension K x 1 while 3 is a K x 1 vector of
regression parameters. «; denotes the unobservable time-invariant individual
fixed effects and ¢;; denotes the error terms or disturbance terms, uncorre-
lated through time and through cross-sections.

The idea underlying Within-Group estimator is to center the series by
mean when applying the within transformation and then transformed data
are estimated by OLS. In order to get a robust version of this estimator we
have to center the time series (in both the dependent and the explanatory
variables) robustly and then a robust regression will be applied to the centered
data. The difference between these two approaches is that the time-series
must be centered by removing the median instead of mean because the mean
is largely distorted by outliers since the median is known to be min-max
robust (Huber, 1981). We will get:

Uit = Yir — meds(Yit)
) O) _ o G) )
(2) Lt Lt medy (")

3

LSince our panel contain all countries of interenst, the fixed effects model is more
appropriate than a random effects models for our dataset.
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where 1 < i < N,1<t<Tandl < j <K. xg) denotes the j-th
explanatory variable measured at time ¢ in the i-th time-series. We can run
a robust estimator (and regress g;; on Z;; to identify the outliers). For this
purpose we will apply the LTS estimator on centered data. LTS estimator is

defined as 37s which minimizes the sum of the smallest & squared residuals:

h

Burs = argmin} [(Gx — #5)%);,

k=1

where

[ — #:8)°]1 < [Tk — #8)%]2 < - [0k — 8] < - < [Tk — #18)%InT

are ordered squared residuals (Rousseeuw, 1983). The value 1 < h < NT
is a trimming value. As mentioned before, this estimator has a breakdown
point attaining 50%. A default choice can be h = [3NT'/4] or h = [ANT/5],
making it possible to cope with up to 25% of outliers (or 20%, respectively).
The LTS estimator in its basic version is regression, scale and affine equivari-
ant. However, due to the nonlinearity of the centering transformation by the
median Brrg is only scale equivariant (Bramati and Croux, 2004). We can
use this algorithm directly: centering the data by median, using least trimmed
squares and discovering the outliers. However, it can also be employed in a
different way by using outliers only as a diagnostic tool to recognize a ”suspi-
cious” behavior of an agent (Michalikovd and Galeotti, 2010). In this paper
we will identify the outliers in centered model, separate them and then use
the LTS on the rest of data. This technique makes it possible to recognize
outliers which are not able to be detected by eye or by means of traditional
regression diagnostics. Once we have separated the observations (considered
to be outliers), we can monitor if this subpopulation of data is subject to
certain systemic regularity. Secondly, we may be watching if the removal
of outliers brings some improvement in the estimated regression model. We
may monitor the stability of estimated regression coefficients in the case of
increasing h. Last but not least, we wonder if p-values of estimated regressors
are improving as the outliers are dropped out from the model.

3. The Factors of Growth of Family Businesses

In the early 1990s, family-led enterprising was supposed to get a new boost
as the pro-market forces triumphed. This was an error in judgement. Au-
thentic small-scale family businesses were often squeezed out of the space
for rapid development by surviving, former state-owned enterprises which
were converted to corporations owned formally by thousands of petty stock-
owners and a thin class of insiders with dominant stakes (Benacek, 2006).
The parallel opening-up of globalisation offered new windows of opportunity
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to large enterprises dominated by managers. In the late 1990s the flood-
gates to expansionary monetary policy opened up and government debt grew.
These bubbles finally burst, which drove the economiesinto a lasting reces-
sion. Rising taxes, as a consequence of interventions, discriminated against
small family business. The expectation is that the turnaround in the present
recession should come from an increase in domestic aggregate spending and
employment in SME dominated by family businesses, which in almost every
country have been the main source of employment and job creation, but not
the engine of spending dynamics. The main objective of this paper is to
address the following question: which economic and institutional factors are
associated with the development and growth of family businesses?

A firm is considered to be a family business if a member of one or more
families is its controlling owner, implying a managerial commitment toward
the business’ overall performance. The main strength of a family business
is the direct accountability and enforcement of property rights, without re-
course to moral hazard and asset stripping. It also results in high wage
flexibility. Micro and small businesses (i.e. MB and SB) cover 98.7% of all
EU enterprises. In addition, approximately 50% of MB in the EU are formed
by the self-employed. Therefore, in this paper we will use micro and small
businesses as proxies of small family businesses. We will thus distinguish
between two types of FB: those ranging in size from self-employed individ-
uals to enterprises with 10 employees (i.e. MB) and enterprises with 10 to
50 employees (i.e. SB). We will measure the growth of MB and SB by their
employment figures or, alternatively, by their net output. The following theo-
retical assumptions will be used as guidelines for hypotheses in our empirical
tests:

a) The objective function of entrepreneurs is profit maximization. The
maximization of gross capital returns per value added (KR/VA), where cap-
ital K is defined by reducing total labor compensation (W) from the net
income of enterprises (VA)?, is still a plausible criterion because it represents
a social efficiency of capital allocated among businesses of various scales.
We could set up a hypothesis that countries with higher KR/VA in any
group of FB could also see the stronger development of FB. If the space for
K = VA — W increases (e.g. as a result of innovation or lower transaction
costs), it will induce the entrepreneurs to expand their employment in order
to bolster the sales and net output. This will result in an increase of labor
income W and a raise in the wage rates per labor W/L. Nevertheless, is such
a behavioral hypothesis valid for both employment and net production in
reality? A very high KR/VA may also imply a shortage of capital (under-
capitalization and/or too expensive capital). Then high capital returns could
act as an impediment to FB growth, i.e. KR/VA could be negatively related
to growth in employment.

2Net income (i-e. the value added) of enterprises is defined as difference between sales
S and material inputs M.
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b) FB development is not autonomous in isolation within their own SME
categories because what also matters is an FB’s relative performance vis-a-
vis large businesses (LB). Small FB compete with LB for limited nationally
available economic resources. The competition lies in costs and relative pro-
ductivities. Thus the cost competition between FB and LB will depend on
how well FB are able to depress wages, thus creating a wage gap relative to
LB in order to gain a cost advantage once the prices of products are given.
We will test whether (lower) wages per worker in FB related to (higher) wages
per worker in LB are associated with higher growth in FB.

¢) Another hypothesis about the determining factors of growth in FB that
we will test concerns the degree of general economic development represented
by GDP per capita.

d) Contemporary economics stresses the importance of institutions, as ad-
ministrative bodiesdefining the 'rules of the game’ or incentives whose pur-
pose is to reduce uncertainties and transaction costs in business interaction.
National institutions are important factors that may have both positive and
negative impacts on businesses of different sizes.

Thus three economic indicators related to internal rates of gross capital
returns (K Rpp/V Arp), relative wages rates (Wrp/Lrp)/(Wrp/LLg), and
GDP per capita, plus ten institutional indicators are selected as causal factors
related to the growth of FB, i.e. the MB and SB.

4. Results of Econometric Tests

In this chapter we will test empirically the extent to which the growth in
FB in 28 European countries was influenced during 2002—-2008 by the three
above-described economic factors and by political institutions. Sources of
the data are: Small Business Act Factsheets (Eurostat and DG Enterprises
and Industry); GDP statistics of the World Bank; Database on the Economic
Freedoms (The Heritage Foundation). The robust version of the fixed effect
panel data model will be used for the estimation of coefficients.

Dependet variables

LEB: Employment in FB = {MB,SB} quantified by the number of
workers in country 7 and year t.

VAEB: The value of net output (i.e. the value added) in MB or SB in
country ¢ and year ¢.

Economic explanatory variables:

(KR/V A)EB: Gross capital returns in analyzed businesses per value added

LCEB JLCEB: Relative rates of full labour costs (LC' = W/L), i.e. total
labor compensation per worker in FB divided by similar compensation in LB

GDP;;/PC;: GDP per capita in purchasing power parity.

Institutional explanatory variables:
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Regul;;: Business freedom (regulation) index

Tradey: Trade freedom (trade barriers) index

Monet;;: Monetary freedom (inflation and price control) index
Govern;: Freedom from government (public spending) index
Fiscaly: Fiscal freedom (taxation) index

PropR;;: Property rights index

Invest;;: Investment freedom (capital controls) index
Financy: Financial freedom (private banking security) index
Corrupt;:: Freedom from corruption (perception) index
Labour;;: Labor freedom index

N.B.: Institutional variables are the proxies of economic ”freedoms” rang-
ing in their values (0, 100). The higher the percentage index, the more liberal
and pro-market the local institutional arrangement.

The selection of 28 countries of Europe is highly representative, cover-
ing nearly all of the EU and potential accession countries (see Table 1). The
first two explanatory variables are relevant for decision-making in enterprises.
Reasons for having a high share of gross capital returns on the value added
can be: a) Increasing labor productivity without compensating workers at
a proportionally higher wage rate — that would imply high profits; b) De-
creasing the marginal product of labor by overstaffing, which is reflected in
disproportionally lower average wages in the enterprise. That would imply a
high cost of capital that burdens the firm; ¢) Hiring and paying labor outside
official contracts, which slashes total labor costs.

For different reasons that drive KR/VA upward, we cannot be sure whether
this variable is related to FB growth negatively or positively.

The second variable LCTB /LCLE tests the relevance of low (reported)
wages and of the gap in FB wage rates trailing behind LB. What matters is
whether higher labor cost gap in FB is a driver or a retarder of FB growth.
Once again we cannot be sure a priori about the nature of its sign. The third
variable points to a general trend in development and is our only macroeco-
nomic indicator. We should expect its sign to be positive.

ALL Advanced Europe (14) + Emerging Europe (14)
Advanced Austria, Denmark, Finland, France, Germany, Greece,
Europe (14) | Ireland, Ttaly, Netherlands, Norway, Portugal,

Spain, Sweden, United Kingdom

Emerging Albania, Bulgaria, Croatia, Cyprus, Czech Republic,
Europe (14) | Estonia, Hungary, Latvia, Lithuania, Malta,

Poland, Romania, Slovakia, Slovenia

TABLE 1. List of countries included in the analysis

The test of our robust regression analyses consist of four models related
to micro and small enterprises, whose specifications are as follows:
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LYPISB - — o (KR/VA)NPISE 4 ay,LC)P/SB jpclaree 4
+ a3GDP;/PCi+ a,(INSTITS ) 4 4
VAYPISE = p(KR/VA)YPSP 4 g Lal PSP jLelire 4

+ B3GDPy/PCi + Bo(INSTITY 2) + 4

where ¢ = 1,...,28 are countries, t = 2002, ...,2008 are the observed
years, x = {4,5,...,13} indicates the respective number of institutional vari-
able 4 through 13.

In Tables 2 and 3 we report the results of four regressions specified above?®.
In each regression we included three economic explanatory variables plus
some relevant institutional explanatory variables. These variables were cho-
sen according to the level of significance in individual models. The non-
significant institutional variables were dropped from the model. In the first
column for each regression we report results of fixed effects model, which
was estimated by OLS from the data centered by median. In the following
columns, we report the results of Least Trimmed Squares regression, applied
on the data centered by median, with regard to different choice of h.

With regard to the results of our estimation in Tables 2 and 3, our first
general observation is that parameters are mostly significant. In all four
cases, the coefficient of determination (Adj.R?) has been increasing and thus
quality of model improved. If we focus on the signs of parameters, only in one
case — in that of the coefficient of KR/VA in model 4 — the sign is unstable.
Such a counter-intuitive reversal in sign could be, hypothetically, a result of
multicolinearity, but variance inflation factor (VIF)?* refuted that possibility.

In four models we use altogether 11 different variables. All three economic
variables prove their clear dominance. The role of institutional factors seems
to be only subsidiary, which is an unexpected finding of high importance. It
signals that small family businesses are deeply dependent on market perfor-
mance and policies are not so important in changing their strategic behavior.
Variables KR/VA and LC have negative signs in models 1 and 2. This implies
that job creation in small FB is conjoined with low pretentions to both cap-
ital returns and wage requirements. Thus saving on machines and prudent
wage policy are traditional recipes for high employment in FB. There is also
an important proviso to be added: a sustained or even widening gap in labor
costs relative to large enterprises combined with lower capital endowments is
a knife-edge enterprise strategy for gaining competitiveness in the short term
that calls for low costs and prudence in expenditures on the one hand. A
crucial piece of information is added by the third economic variable: rising
GDP per capita enhances the employment in both types of FB. We can see
that FB were the leading drivers of job creation throughout Europe during

3All estimates were obtained by Stata and Matlab
4Variance inflation factor (VIF) is common way for detecting multicollinearity. VIF is
computed from the covariance matrix of parameter estimates (O’Brien, 2007).
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Dep. variables LMB (Model 1)
h% - 95% 85% 75%
(KR/VA)MB -0.080* -0.329%**  _0.210%***  0.009
(0.043) (0.053) (0.047) (0.017)
LCMB/LCEB | -0.346%  -0.398%%%  -0.318%xx  _0.157%**
(0.062) (0.051) (0.039) (0.025)
GDP;;/PCit 0.509%**  0.419%%%  0.405%**  0.377***
(0.039) (0.029) (0.021) (0.018)
MONET 0.003%* 0.0003 -0.001* -0.003%**
(0.001) (0.001) (0.001) (0.001)
FINANC 0.001%* 0.002%%*  0.0006%*  0.0004**
(0.001) (0.001) (0.0003)  (0.002)
Number of obs. | 196 187 167 147
Adj. R? 0.525 0.603 0.700 0.772
Dep. variables L3B (Model 2)
h% - 95% 85% 75%
(KR/VA)SE -0.164%**  -0.157***  -0.166***  -0.005
(0.021) (0.015) (0.010) (0.051)
LCSB/LCEB | -0.330%**  -0.167** -0.016%**  0.016
(0.091) (0.074) (0.054) (0.049)
GDP;;/PCit 0.541%%%  0.496%%*  0.407***  0.423%%*
(0.035) (0.026) (0.003) (0.017)
FINANC 0.001%* 0.001** 0.001%* 0.001
(0.001) (0.0004) (0.0003)  (0.001)
LABOR -0.001 -0.001 -0.002%*  -0.001%**
(0.001) (0.001) (0.001) (0.0004)
Number of obs. | 196 187 167 147
Adj. R? 0.634 0.748 0.751 0.837

TABLE 2. Robust fixed effects regressions - models 1 and
2. Notes: The value for h% denotes how many observations
were included into data set. * significant at 10%; ** signif-
icant at 5 %; *** significant at 1 %. Standard errors are in
brackets. Dependent variables and GDP per capita are in
logarithms.

the observed period. The conditions for job expansion in micro business are
also in the prudent monetary policy (that sustains low inflation) and in the
existence of efficient financial services.

The three most powerful findings occurred in models 3 and 4 (Table 3)
explaining the mechanism of growth in net production in MB and SB. Firstly,
our models point to the existence of a trade-off between employment and out-
put expansion because the signs for the first two economic variables reversed
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Dep. variables VAMB (Model 3)

h% - 95% 85% 75%
(KR/VA)ME 0.301%%+  0.299%++  0.277***  (0.503++*
(0.072)  (0.064)  (0.044)  (0.073)
LCMB/LCEE | 0.448+++  0.376++*  0.388%x+  0.575%*
(0.103)  (0.087)  (0.061)  (0.063)

GDP;; /[PCy 1.736%xx  1.552%xx  1.404%**  1.528%xx
(0.067) (0.060)  (0.045)  (0.036)
MONET 0.004**  -0.001 -0.002  -0.003**
(0.002) (0.002)  (0.002)  (0.001)
CORRUPT 0.005%**  0.003**  0.001 0.001
(0.001) (0.001)  (0.001)  (0.001)
Number of obs. | 196 187 167 147
Adj. R? 0.823 0.825 0.880 0.938
Dep. variables VASE (Model 4)
h% - 95% 85% 75%
(KR/VA)SE -0.105%**  0.052 0.456%**  (.452%xx

(0.032)  (0.148)  (0.128)  (0.098)
LCSB/LCEE ] 0.631%++  0.408+%+  0.410%+  0.478%
(0.138)  (0.129)  (0.108)  (0.083)

GDP;;/PCy 1.737++x  1.576%++  1.507*+*  1.386G***
(0.054) (0.045) (0.038) (0.033)
GOVERNMENT | 0.002* 0.002** 0.001 -0.0001
(0.001) (0.001) (0.001) (0.001)
INVEST 0.001 0.001 0.0003 0.0007**
(0.001)  (0.005)  (0.0001)  (0.0003)
Number of obs. | 196 187 167 147
Adj. R? 0.866 0.877 0.909 0.934

TABLE 3. Robust fixed effects regressions - models 3 and
4. Notes: The value for h% denotes how many observa-
tions were included into data set. * significant at 10%; **
significant at 5 %; *** significant at 1 %. Standard errors
are in brackets. Fixed effects are not reported. Dependent
variables and GDP per capita are in logarithms.

from negative to positive. Secondly, the coefficients for GDP per capita in-
creased approximately three-fold in their value, pointing to a high elasticity
of FB output growth to aggregate demand. Thirdly, the results in Table 3
imply that value added VA is more sensitive to low labour costs LC (and
with it to labour efficiency) than to high capital returns (capital efficiency).
Therefore, by consolitating these results, we can draw an implication that
increasing aggregate demand is driving production (and therefore probably
also the profits) in FB more than its employment.
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The growth in net output in FB is underpinned by high gross capital
gains per value added. High GDP per capita is a crucial catalyst for such
development accompanied by low corruption in the case of model 3.

Finally we will focus on observations which have been dropped out from the
model. There are six countries that are generating the majority of outliers:
Albania, Croatia, Greece, Latvia, Romania and Slovakia. With the exception
of Greece they belong to countries of emerging post-Communist Europe that
in the past had problems with macroeconomic stability and EU accession.
These countries differ in their high growth of employment. Thus job creation
in FB during 2002-2008 was faster in these emerging countries compared
to other countries. In the case of value added this growth was even more
significant.

5. Conclusion

In this paper we have analyzed the factors that were instrumental for growth
in two types of small firms in 28 European countries. It has been revealed
that growth related to employment and to net production was conditioned by
very different internal incentives. As has been found, schemes (or incentives)
targeting high employment can be in conflict with schemes concentrating on
the growth in value added.

We have also tested the stability of behavioral patterns in FB throughout
Europe. For that purpose we applied a robust methodology for fixed effect
panel data models which allowed us to estimate a model where data were
contaminated by outliers. Based on data for 28 European countries in 2002—
2008 we ran a series of econometric tests in which we analyzed how two
groups of businesses with up to 50 employees evolved over time by quantifying
their growth in employment and net production. We regressed these two
alternative indicators of development to a measure of gross capital returns
per a unit of value added and to the relative gap between labor costs in small
and large enterprises . In addition, we tested the role of GDP per capita and
the significance of several institutional variables.

Our tests concluded with the finding that our three economic explanatory
variables were highly statistically significant. With rising A(the number of
deleted observations) results have been generally improving as the residual
sum of squares was decreasing and the explanatory power of the model was
gaining in strength. We can conclude from the results of four regressions
that job creation in micro and small family businesses depends on a low
pretention on capital returns. However, narrowing the gap in labor costs in
family businesses relative to large corporations is negatively correlated with
employment. In sharp contrast with this, both these economic variables are
positively connected with the value added in micro and small business. The
higher the gross capital gains per value added and the higher the relative
labor costs in FB, the higher their growth in net production is.
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Rising GDP per capita enhances both employment and value added in
FB, even though the impact on the net output is markedly more intensive.
We have also discovered that some less developed post-Communist countries
(particularly Albania, Romania, Croatia, Latvia and Slovakia) were subject
to highly different behavior of family businesses related to growth.

As a final point for discussion, our results imply that after all, hard eco-
nomic fundamentals (factor costs, labour efficiency and the aggregate de-
mand) are much more important for the development of small family busi-
nesses than soft institutional factors. This is in sharp contrast to the perfor-
mance of large businesses, whose activities are found to be strongly influenced
by policies and vertical transfers at the level of public administration, as was
observed by Alfaro et al. (2008) or Benacek et al. (2011).
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REGRESE V MODELECH OPRAV

Petr Novak

Kli¢ovd slova: Analyza spolehlivosti, modely oprav.

Abstrakt: Pii provozu systému, ktery podléha opotfebeni, je nasi snahou
odhadnout rozdéleni doby do selhani pro optimalizaci planovani udrzby. Po-
moci vhodnych modelt chceme popsat zavislost tohoto rozdéleni na piipad-
nych regresorech. Bézné pouzivané modely analyzy pieziti, jako je Coxuv
model nebo model zrychleného ¢asu, je potieba prizpusobit systému s opra-
vami. Napiiklad lze modelovat zavislost na pfedchozich opravach a casové
proménnych kovaridtach odpovidajicich stavu systému. V piispévku takové
modely popisujeme a predvadime vyuziti na datech z praxe.

1. Uvod - modelovani zivotnosti jednoho zatizeni

Studujeme data o historii zafizeni, které podléha opotiebeni. Kdyz se porou-
ché, je nutné provést opravu. Poruchdm se snazime piedchézet preventivni
udrzbou. Oznacéime T, ..., T), ¢asy zdsahu (oprav nebo tdrzeb), Ay, ..., A,, in-
dikétor zda v j-tém case byla provedena oprava, X (t) vysvétlujici proménnd.
Chceme rozumny popis vlivu oprav, udrzby a regresoru na zivotnost.

Zavedeme Citaci procesy oprav a udrzeb

n n

No(t) = I(T; <t,A; = 1), M(t) =Y I(Tj < t,A; =0).
Jj=1 j=1

Oznacime rizikovou funkei

At) = lim P(No(t +h) = Ne(t) 2 LH(2))/h

kde H(t) znaci historii udalosti do ¢asu t. Dale méjme kumulativn{ rizikovou
funkei A(t) = fg A(s)ds a f(t) a S(t) prislusnou hustotu a funkci preziti.
Ptedpokladejme, ze oprava sice vrati prvek jen do stavu tésné pied poruchou,
ale mé vliv na rizikovou funkci. Rizikovou funkei vhodné parametrizujeme
a parametry chceme odhadnout metodou maximalni vérohodnosti. Vérohod-
nost lze prepsat jako

L — ﬁ ( f(Tji) )Aj ( S(13) )1_Aj — ﬁ)\(T-_)AJ' -S(Ty)
o \S(T-1) S(Tj-1) : / "

Jj=1

a log-vérohodnost ma pak tvar

n Ty
1= Ajlog\(T;) — / A(t)dt.
j=1 0
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Coxuv model

V Coxové modelu puisobi regresory multiplikativné na rizikovou funkei. Pied-
pokladame, ze kazda oprava ¢i udrzba multiplikativné snizi nebo zvysi riziko,
stejné tak pripadné regresory. Uvazujeme rizikovou funkei ve tvaru (Percy &
Alkali 2005):

A(t) = )\O(t)eM-(t)erN.(t)UJrXT(t)ﬂ = No(t)(eP) Mo (D) (7 )Ne (1) ()X (1),

Jako vysvétlujici proménnou X (t) je mozné pouzit napf. ndro¢nost posledni
opravy. Pokud se hodnoty kovaridty méni jen v ¢asech uddlosti, je mozné
snadno dosadit do logaritmické vérohodnosti a pii parametrickém zakladnim
riziku maximalizovat.

Model zrychleného ¢asu

Muzeme také predpokladat, ze kazdd oprava ¢i udrzba a regresory zpusobi, ze
virtudlni ¢as zacéne plynout pomaleji nebo rychleji (Accelerated Failure Time
model, AFT). Vyuzijeme transformaci ¢asu (Lin & Ying, 1995):

t
t—>/ M+ Ne (X gs —: (1, B),
0

kde jsme oznacili 8 = (p, o, 8). Rizikovd fukce pak méa tvar
A(E) = Xo(h(t, B))eMe (Dot N (7t X705,
Pokud zékladni rizikova funkce bude konstantni, oba modely splyvaji.

2. Inference pii vice pozorovanich

Mame-li k dispozici data o n nezavislych zafizenich, pracujeme se sdruzenou
vérohodnosti. Mtzeme bud'to parametrizovat zékladni riziko a postupovat
jako vyse, nebo odhadnout zékladni riziko neparametricky. Mé&jme A, (t), T;;,
Aij, j = 1,..n; a X;(t) rizikovou funkci, ¢asy udalosti, indikdtory oprav
a hodnoty regresoru i-tého prvku. Oznacime

Nij(t) = A I(Ty; < 1), My(t) = (1= Ag)I(Ty; < 1),

Yij(t) = I(Tij—1 <t <Ty).

Pomoci e oznacime soucet pres prislusny index. Dostaneme log-vérohodnost
= / (log Ai(£7)dN; (t) — Yy (t))\i(t_)dt),
— Jo
ij

kde v rizikové funkci A; budou obsazeny pocty oprav a udrzeb N;e a Mj,.
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Coxtv model semiparametricky

Oznacime X ;(t) = (N;o(t), Mie(t), X;(t)). Pak je pro Coxtiv model vérohod-
nost a skére

I= Z /OOO ((10g Mo(t7) + X7 (t7)B)dNi;(t) — Vi (t)eXf(f)f’Ao(t-)dt) :

Z/ (X7 )ans (1) - Yy XT ()X IBang())

Skére zdvisi na nezndmé kumulované zakladn{ rizikové funkei Ag(¢t). Tu mu-
zeme nahradit Nelson-Aalenovym odhadem

¢ dNee($)
0 Dy eXTETIBY;(s)

Po dosazeni ziskame skore ve tvaru
o X, ()X T EBY, (¢
:Z/ Xi(t7) - 2oy Xl ) A dN; (1)
ij 0 2 eXIEIBY (1)

a pro nalezeni odhadt parametru fesime rovnice U(3) = 0.

AO(t, :3) =

AFT model semiparametricky

Pro kazdy prvek mdme transformaci ¢asu h; (¢, 3). Zavedeme transformované
procesy

N:j(tvﬂ) :Aij ( ( zg»ﬁ) <t) M;;’(tvﬂ) = (1_Ai ) ( ( 7,j7/6) <t)
Yi;(t ﬁ) = I(h‘(Tu—lﬁ) <t < hi( zja;B)) X7, ﬁ) ( (t 5))

Ying, 1995)
UB) =X [ X8 (AN (t.8) - Vit B)dAa()

a dosadit odhad kumulované zakladni rizikové funkce

A _ " dNL(s,8)
AO(th) - ZZJ Y*(t /6)

LX)
Z/( ‘ I )dN”‘“"’)'

Protoze skére nenf spojité v 3, odhadneme parametry minimalizaci |U(3)]|.

Ziskame
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3. Modelovani provozu cerpadla

Zkoumédme data o provozu ropnych ¢erpadel za nékolik let (Kobbacy, 1997
oprav a o narocnosti kazdého zasahu v c¢lovékohodinach. Zde zkusime para-
metricky modelovat zivotnosti pifi ruznych zékladnich rizikovych funkcich.
U péti pump jsou k dispozici jen ¢asy oprav a udrzeb, zde pouzijeme semipara-
metrické metody a porovnavame s vysledky pfi pouziti parametrizovaného
zékladniho rizika.

Parametrické modelovani provozu ¢erpadla

Méme k dispozici casy oprav, udrzeb a naroc¢nosti praci a podle metod
z odstavce 1 odhadujeme parametry p, o a 8 v Coxové i AFT modelu.
Zkusime maximalizovat vérohodnost pro exponencidlni, Weibullovo Ag(t) =
a1 gamma f(t) o< t2te~ M, useknuté Gumbelovo A\o(t) = Aa® a log-
normalni zakladni rozdéleni pro oba popsané modely.

Model Ao log - lik | e e’ ef A a
Exp. -213.8 | 1.407 0.980 1.0066 0.0015 —
Cox Weibull | -213.5 | 1.266 0.924 1.0064 0.0017  1.672
Gamma | -213.8 | 1.405 0.918 1.0066 0.0016  1.027
Gumbel | -210.2 | 0.701 0.745 1.0063 0.0006  1.010
LN -214.8 | 1.541 0.913 1.0069 [p=6.3 6=1.66
AFT  Weibull | -212.7 | 1.278 0.918 1.0061 0.0014  1.639
Gamma | -213.8 | 1.418 0.916 1.0066 0.0014  0.918
Gumbel | -210.2 | 1.318 0.877 1.0050 0.0005  1.001
LN -218.1 | 1.300 1.050 1.0070 j=5.25 &=0.89
TABULKA 1. Hodnota logaritmické vérohodnosti a odhadu
parametru pii parametrickém modelovani Zivotnosti z dat
o jednom cerpadlu

Porovnanim hodnoty vérohodnosti v tabulce 1 zjistime, ze je zde nejvyssi
zaroveii pro Coxuv i AFT model s useknutym Gumbelovym rozdélenim.
C;Lsové naro¢nost opravy zvysuje riziko respektive zrychluje ¢as, protoze
e? > 1. Kazd4 ¢lovékohodina zésahu zpiisobi nartist rizika ¢i zrychleni éasu
o zhruba 0.5 — 0.7%. Oprava samotnd mé vliv pozitivni (e < 1), jen u AFT
modelu s lognormalnim zakladnim rozdélenim je to naopak, ale tento ptipad

cvvs

rozdéleni v Coxové modelu vyhodnocuji, Ze idrzba ma vliv negativni (e >

).
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Semiparametrické modelovani provozu ¢erpadla

Pro pét zafizeni mame jen ¢asy oprav a udrzeb. Udaj 0 narocnosti opravy
nebyl k dispozici u vSech, takze budeme odhadovat jen regresni parame-
try p a o. Zkusili jsme aplikovat Coxuv i AFT model, jak parametricky se
stejnymi zakladnimi rozdélenimi jako vyse, tak semiparametricky. V paramet-
rickém postupu maximalizujeme vérohodnost, pfi semiparametrickém dosa-
dime odhad kumulované zékladni rizikové funkce a fesime rovnice U(5) = 0.

Model Ao log - lik | e e’ A a
Exp. -880.3 | 0.985 1.016 0.016 —

Cox Weibull -880.2 | 0.976 1.016 0.014 1.063
Gamma -880.1 | 0.988 1.016 0.015 0.811
Gumbel -880.3 | 0.994 1.016 0.016 0.999
LN -894.4 | 1.090 1.016 4=3.22 6=0.89

AFT  Weibull -880.2 | 0.980 1.015 0.014 1.038
Gamma -880.1 | 0.988 1.016 0.015 0.812
Gumbel | -875.1 | 1.022 1.036 0.013 0.999

LN -879.5 | 1.284 1.158 [4=2.67 6=1.56
Cox neparam. — 1.043 1.020 — —
AFT  neparam. — 1.028 1.084 — —

TABULKA 2. Hodnota logaritmické vérohodnosti a odhadua
parametru pii modelovani Zivotnosti z dat o péti ruznych
cerpadlech

V tabulce 2 vidime, ze ve vS8ech piipadech oprava zvysi riziko ¢i zrychli
plynuti éasu (e > 1). Z parametrickych modeli m4 nejvyssi logaritmickou
vérohodnost Gumbelovo rozdéleni v AFT modelu. U tohoto piipadu, stejné
jako pfi lognormanim zakladnim rozdéleni a u neparametrickych modelu, ma
udrzba také negativni vliv, jinak ma vliv pozitivni. Na obrazku 1 jsou znéa-
zornény odhady kumulované zakladni rizikové funkce, ¢as pro AFT model je
v transformované skale.

4. Zavér

Zkoumali jsme metody pro modelovani vlivu udrzby a oprav na zivotnost
sledovaného zafizeni. V Coxové modelu pusobi regresory vyjadiujici pocet
a miru zdsahu a piislusné parametry multiplikativné na rizikovou funkci,
v AFT modelu pfimo na rychlost plynuti vnitintho ¢asu. Pfi parametrizaci
zékladniho rizika ndm pro ziskéani odhadu sta¢i tdaje o jednom zafizeni.
Pokud méme informace o vice zafizenich, je mozné zakladni riziko odhadnout
neparametricky. Dalsim pfedmetem zkoumdani by mohlo byt testovani, zda je
mozné neparametricky odhad nahradit vhodnou parametrizovanou zékladni
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OBRAZEK 1. Odhad kumulované zdkladni rizikové funkce
v semiparametrickém Coxové a AFT modelu

rizikovou funkci. Také je mozné prozkoumat jiné transformace pro model
zrychleného casu.

Literatura

[1] Kobbacy K.A.H., Fawzi B.B., Percy D.F., Ascher H.E. (1997) A full history propor-
tional hazards model for preventive maintenance scheduling. Quality and Reliability
Engineering Intl. 13, 187 —198.

[2] Lin D.Y., Ying Z. (1995) Semiparametric inference for the accelerated life model with
time-dependent covariates. Journal od Statistical Planning and Inference 44, 47 -63.

[3] Percy D.F., Alkali B.M. (2005) Generalized proportional intensities models for re-

patrable systems. IMA Journal of Management Mathematics 17, 171 —-185.

Percy D.F., Alkali B.M. (2007) Scheduling preventive maintenance for oil pumps using

generalized proportional intensities models. International Transactions of Operational

Research 14, 547 —563.

4

Podékovdni: Tato prace byla podporovéna granty SVV 261315/2012 a MSMT
CR 1MO06047.

Adresa: MFF UK, KPMS, Sokolovskd 83, 186 75 Praha 8 — Karlin
E-mail: novakp@karlin.mff.cuni.cz



ROBUST’2012 © JCMF 2012

ESTIMATING DISTRIBUTION OF NEURONAL RE-
SPONSE LATENCY

Zbynék Pawlas

Keywords: asymptotic properties, deconvolution, empirical distribution func-
tion, nonparametric estimation, response latency

Abstract: A problem of inferring the distribution given a sample from the
distribution of minimum with an independent random variable is considered.
It is motivated by a neural coding model that describes neuronal response
to an external stimulus. The aim is to estimate the unknown distribution of
response latency. A natural nonparametric estimator of the complementary
distribution function is given as a ratio of two empirical survival functions.
The asymptotic properties of this estimator are investigated. The estimator
need not to be a valid complementary distribution function. Therefore, its
modification is proposed. The comparison of the finite sample performance
of the estimators is carried out by a simulation study.

Abstrakt: Je uvazovan problém odhadu rozdéleni na zakladé vybéru
z rozdéleni daného minimem s nezavislou ndhodnou veli¢inu. Motivaci pro
tento problém je model neuronového kédovani, ktery popisuje reakci neuronu
na vngjsi stimulus. Cilem je odhadnout neznamé rozdéleni latence odezvy
neuronu. Pfirozeny neparametricky odhad funkce pteziti je ddn podilem dvou
empirickych funkei pfeziti. Jsou zkoumany asymptotické vlastnosti tohoto
odhadu. Odhad nemusi byt platnd doplikova distribuéni funkce, proto je
navrzena vhodnd modifikace. Pomoci simula¢ni studie je provedeno srovnani
kvality ruznych odhadi.

1. Introduction

Let X be a non-negative random variable with distribution function F' and
Y be a non-negative random variable with distribution function G. Assume
that X and Y are independent, then Z = min(X,Y") has distribution function

H(t)=1—-(1-F@#)(1-G(t), t=>0.

Our aim is to estimate the distribution function F based on independent
random samples from the populations with distribution functions G and H.

This problem is related to the deconvolution problem that can be described
as follows. Let Z = X 4+ Y be the sum of two independent random variables
X and Y. If X has distribution function F' and Y has distribution function
G, then the distribution function H of Z is equal to the convolution of the
functions F' and G. The distribution of interest is that of X. The function
G is usually assumed to be known or at least can be estimated. The aim
is to estimate F' based on a sample from H. A comprehensive overview of
deconvolution problems can be found in [2].
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The motivation for our study comes from neurophysiology. Neurons gen-
erate action potentials (more simply called spikes). Since both the shape
and the amplitude of the spike are believed to carry minimal information,
the main focus in neural coding is devoted to the timing of spikes (so called
temporal coding). We consider a single neuron. The spikes that are fired at
the presence of spontaneous activity are assumed to form a homogeneous se-
quence and will be refered to as spontaneous spikes. At a given moment, the
stimulation period starts. At least a single evoked spike (usually a sequence)
is generated as the reaction of a neuron to the stimulus. Response latency
is defined as the time elapsed from stimulus onset to the occurence of a first
evoked spike. In practice, we are able to measure first spike latency, that is
the time to the occurence of a first spike after stimulus. This spike can be ei-
ther spontaneous or evoked. However, we are not able to distinguish whether
it was caused by spontaneous activity or by the response to the stimulus. It
means that we observe the minimum Z (first spike latency) of time X (re-
sponse latency) to the first evoked spike and time Y (spontaneous latency) to
the first spontaneous spike after stimulus. We are interested in the estimation
of response latency distribution. It will be based on the recordings obtained
from repeated stimulations under identical conditions. For more details on
this scenario, see [3] and [5].

If we ignored the effect of Y (presence of spontaneous activity) and approx-
imated the distribution of X by the distribution of Z = min(X,Y’) which can
be directly estimated from data, then we would overestimate F' (obviously,
H(t) > F(t)). This procedure may be reasonable only if the probability that
Y < X is small. It is intuitively clear that larger values of EY/EX mean
smaller chance that ¥ < X. A particular example of interest is when the
random variables are exponentially distributed. If X has exponential distri-
bution with intensity Ar and Y has exponential distribution with intensity
A, then Z has distribution function H(t) = 1 — exp{—(Ar + Ag)t}, i.e. it
has exponential distribution with intensity Ag = Ap + Ag. We will write
shortly X ~ Exp(Ar), Y ~ Exp(Ag), and Z ~ Exp(Ag). It is not difficult
to see that P(Y < X) is a function EY/EX = Ap/Ag, namely

e 1
CAr+A¢ 14+ EY/EX

P(Y < X)
Hence, the probability that the first spike after stimulus onset is spontaneous
equals to

¢ EY
PY<X)=PZ=Y)= Ny EZ
and can be estimated from data. This may indicate whether the effect of
spontaneous spikes can be neglected.
In Section 2 we define a nonparametric estimator of F' that corrects the
influence of Y on the observed minimum Z. We study the asymptotic proper-
ties as the number of observations increases. It is shown that the estimator is
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asymptotically unbiased, asymptotically consistent, and asymptotically nor-
mal. The proposed estimator need not to be a valid distribution function. It
is not necessarily either monotone or positive. Therefore, its modification is
introduced in Section 3. In particular cases we determine the probabilities
that the properties of distribution function are violated. Section 4 concludes
with a simulation study comparing the performance of the considered esti-
mators.

2. Asymptotic properties

Let us consider two independent random samples X;,..., X, and Y3,...,Y,
such that the X; have distribution function F' and the Y; have distribution
function G. We suppose that the information contained in these random sam-
ples is available only through parallel minima Z; = min(X;,Y;), i = 1,.
Therefore, the Z; are iid random variables with distribution function H. Our
aim is to estimate F'. This resembles a classical problem of random censoring.
The difference is that the indicators of censoring are unknown. Instead we
have a random sample Y7, .. .,Y,, with distribution function G, that is inde-
pendent of both {X;} and {Y;}. In our motivating neurophysiology example,
the Z; are first spike latencies measured from n repeated stimulation trials
and the Y; are obtained from the recordings during spontaneous activity of
a neuron. If spontaneous spikes form a homogeneous Poisson process, then
the times between two consecutive spikes (so called interspike intervals) have
exponential distribution and can be used as the observations 371, e Y,, that
are equal in distribution to Y.

We can estimate G and H by the corresponding empirical distribution
functions

1 «— I
_mg Hn(t)_ngl{Zlgt}, t>0,

respectively. Denote by ¢ = sup{t € R : G(t) < 1} the right endpoint of G.
Since

1—H(t)
Ft)=1— ———= t
() 1_G(t)7 <7a,
a natural estimator of F' is
1_Hn(t)
Fomt)=1— ——~—.
) =1- 1= gme

The right-hand side is well defined for t < max;—1,... m f’i, otherwise we put
Fom(t) =1, ie.

1—H,(t)
1—Gn(t)
The function F, ,,(t) is piecewise constant and has jumps in the points
Yi,...,Y,, and Z1,...,Z,. Note that the jumps may be negative, it means

(1) Fom(t)=1— 1{Gnm(t) <1}, t>0.
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FIGURE 1. The bias of F, ,,(t) as the function of t for
X ~ Exp(l) and Y ~ Exp(Ag). Left: m = 25 and
A¢ € {1,1/2,1/4}. Right: m € {25,50,100} and Aq = 1/3.
The bias does not depend on n.

that F}, ., does not have to be a distribution function. In the case n = m we
will use short notation F,, = F,, ,. If G is assumed to be known (corresponds
to the limiting case m — o0), then we have

1 — H,(t)

(2) Fooo(t) =1~ TG0

t<71g,
which is an unbiased estimator of F'(t). B
It will be useful to work with the survival functions. If G = 1 — G and

H =1— H, then the empirical survival functions
B 1 m ~ B 1 n
G (t) = — Y, >t}, H,(t)=— 1{Z;, >t}, t>0,
0= AT 1) )= 3 17> 1)
are unbiased estimators of G(t) and H(t), respectively. Moreover, by rewrit-

ing (1),

o8 P, ) 1 1G(t) > 0}, 10,

is an estimator of F(t) = 1 — F(t). For t < max;—1__m Y, it is a ratio of two
empirical survival functions. Obviously, this is not an unbiased estimator,
but it is asymptotically unbiased. Figure 1 shows the bias EF,, ,,,(t) — F(t)
as the function of ¢ for exponentially distributed generic random variables X
and Y.

Theorem 1. For anyt < 7¢ and any integer n, we have

_ m—0o0 4

EF, (1) "=3° F(t).

)
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Proof. Using independence of {Z;} and {V;}, we get

_ - HGpn(t) >0} —  ~m(m) A .
EFnm(t) = ]EHn(t)ET(t) =H(t) kz::l ?<k)G(t)kG(t) k

Corollary 1 in [6] gives the asymptotic expansion of the sum. Consequently,

®) EFom(t) = F(t) <1 " nfch) n o(#)) |

Next, we express the asymptotic variance.

Theorem 2. Assume that there exists finite and positive \ such that m/n —
A asm — oco. Then

mvar Fy, (1) "= @ (AH(t) + F(t)G(t))

for any t < 7¢.
Proof. The independence of {Z;} and {Y;} yields

1{@1,1@) > 0}

EF, .(t)* = EH,(t)’E (1)

m

_ (lH(t)H(t) + H(t)2) 3 Z—j (’;’;‘) GG F.

n
k=1

The sum can be expressed by Corollary 1 in [6] as

> (1) ewro = g (1+ 2 + OG-

k=1

Combining this with (3), we obtain

F®)H(t)  F(t)G(t) 1 1
nG(t) + mG(t) mn m2

(4) var Fy, (1) =
O

Since H(t) > F(t) and 0 < G(t) < 1, the asymptotic variance is always
larger or equal to AF(t)F(t). If 0 < F(t) < 1, then this lower bound is
attained if and only if G(t) = 0. In this case the Y; do not influence the
observations, all observed minima Z; are equal to X;.

As a consequence of (3) and (4), the estimator F}, ,,, is L?-consistent. By
the strong law of large numbers, it is also strongly consistent.

Theorem 3. The estimator F, ,,(t) is both L?-consistent and strongly con-
sistent estimator of F(t) for any t < 7¢.
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Proof. From (3) and (4) we see that

- _ 2 F@OH() Gt)F(t)? 1 1
B (Fun(®)~ F6)” = S + Sz + 0 +0()
as both m and n go to co.
The strong law of large numbers implies
H,t) =3 H(t) as., and Gp,(t) = G(t) as.
Therefore,
Fpm(®) "25F F(t) as.,

i.e. F,, m(t) is strongly consistent estimator of F(t). O

In the remainder of this section we consider the case n = m and study
weak convergence of the empirical process given by

(5)  Yalt) = Vi (Balt) = F(1) = Vi (F(t) = Fa(t) . t€ [0.0],
where 0 < § < 7¢ is a fixed constant.

Theorem 4. The empirical process (5) converges weakly in the Skorohod
space D0, 0] to the zero mean Gaussian process {Y (t),t € [0, 3]} with covari-
ance function

EY (s)Y () = gEngH(s M)+ G

where s At = min(s,t) and sVt = max(s,t).

F(s)F(t), s,te]0,d],

Proof. We can rewrite Y, (t) as

which, by the Slutsky lemma, has the same weak limit in the Skorohod space
DJ0, 4] as
Vi

(6) 0} [F(t)(G(t) — Gn(t)) + Hu(t) — H(t)], t€]0,4].

It is well-known that the process v/n (G, (t) — G(t)) converges weakly in the
space D[0,6] to a Brownian bridge W2 (t) which is given by the covariance
function EW2(s)Wa(t) = G(s A t) — G(s)G(t), see Theorem 14.3 in [1].
Similarly, v/n (H,(t) — H(t)) converges weakly in D[0, 4] to W5 (¢) with co-
variance function EW Y (s)W§(t) = H(s At) — H(s)H(t). Therefore, using
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independence of G,, and H,,, the weak limit of (6) (and consequently also of
{Yalt).t € 0,0]}) is

1 F(t)
Y(t) = =—WY(t) — ==Wa(t), tel0,d],
(1) = WD) — G e, el
where Wg and W5 are independent Brownian bridges. O

In particular, F,,(t) is asymptotically normal for any ¢ < 7¢.

3. Violation of distribution function properties

The disadvantage of the estimator Fj, ,, is that it is not necessarily monotone
and may take negative values (see Figure 2 left). Therefore, the following
modification
. 1—infgs F,
Fu() = 1 - L2 ezt Fon)
1 —infs>0 Fpm(s)

t>0,

was introduced in [3]. In the case n = m we write shortly I:"n = Fn,m. Figure
2 shows the estimates F,(t) and F,(t) computed from n = 25 observations
of exponentially distributed Z; and m = 25 observations of exponentially
distributed Y;. Both estimators have jumps at the same points.

In the case of known G, the estimator F), o, given by (2), still may be
non-monotone and may attain negative values (see Figure 2 right). If G
is increasing, then F, o is decreasing on the intervals (Z(;y, Z(;4+1)), where
Z1y < -+ < Z(y) is the order statistics of Z1,. .., Z,. We define the modified
estimator

- 1 —infesy Fry oo
Froelt) = 1 - -2 Pl

- t>0
1—infeso Fuools)

which is already non-decreasing and non-negative function of ¢.

If Gn(t) =k/m, k=0,...,m—1,and H,(t) =1/n, 1 =0,...,n, then
F,(t) = (Im —kn)/m(n — k). Hence, the distribution of F), ,, is given by the
probabilities

P(Fn,m(t) = j) = Z P(Gm(t) = k/m)]P)(Hn(t) = l/n)

k,l:j:;’?;fg)
- ¥ (Z)G(t)ké(t)mk(?)H(t)lfI(t)”l
k,l:j: Ilm—kn

m(n—k)

for j € Q.
We can ask for the probability that the estimator is negative. Let

Pam(t) =P(Fum(t) <0), t>0.
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F(t)

F(©)
0.4

FIGURE 2. The estimators obtained from realizations of Z;,
Y;, i =1,...,25, where Z; ~ Exp(4/3) and Y; ~ Exp(1/3).
Left: the estimates F,(t) (solid line) and F, () (dashed line).
Right: the estimates Fj, o (solid line) and Fn,oo (dashed
line). For comparison, also theoretical distribution function
F (bold) is shown in both cases.

Obviously,
Pon(t) =P (Hu(t) < Gp(t))

> (’:) GHEG(H)™* <7>H(t)lH(t)"_l.

kl:l/n<k/m

Figure 3 shows P, ,(t) as the function of ¢ for exponentially distributed ran-
dom variables. Let ¢,, be such ¢ at which the maximum of P, ,(t) is attained.
For n = 25, X ~ Exp(1), and Y ~ Exp(Ag) the values of ¢, are becom-
ing larger with increasing EY/EX, see Figure 3 left. Specifically, we have
tos = 0.0289 for A\ = 1, to5 = 0.0328 for A\¢ = 1/2, and te5 = 0.0358 for
Ag = 1/4. For X ~ Exp(1) and Y ~ Exp(1/3) with increasing n the values
of t,, decrease while the maximal probabilities slowly increase, see Figure 3
I‘lght In particular, we get P25725(t25) = 009201, P50)50(t50) = 009214, and
P100,100(t100) = 0.09220.
In the case of known G, the probability

Proo(t) =P (Fnoolt) <0) =P (Hu(t) <G(t) = Y (’Z) H(t)' H(t)

I<nG(t)

is shown in Figure 4 as the function of ¢ for exponential distribution of X
and Y. For 0 < ¢t < min—1,.. ,Z;, Hy(t) = 0 while G(¢) > 0, this causes
Fp 00(t) < 0. Therefore, P, o(t) is close to 1 for small ¢.

Further, we consider the probability that the monotonicity is violated. Let

Qnm(ti,t2) =P (Fpm(t) > Fom(t2)), t1 <to.
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For t1 < to we see that F,, ,,(t1) > Fi,m(t2) if and only if

(7)

1—H,(t1)
1— H,(t2)

1—Gn(t)
1= Gn(t2)

Let us denote

n m

NH(s,t) = Zl{Zk € (s,t]} and N%(s,t) = Zl{f’k € (s,t}.

k=1 k=1

Then (7) becomes

NH(tl, OO)
NH(tQ, OO)

NG(tl, OO)
NG(tQ, OO)
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FIGURE 5. Probability that F,(t) > F,(1) as the function
of t for X ~ Exp(1) and Y ~ Exp(Ag). Left: n = 25 and
A¢ € {1,1/2,1/4}. Right: n € {25,50,100} and Ag = 1/3.

which is equivalent to

NH(ty,t)  NC(ty,ts)
NH(tg,OO) NG(tQ,OO).

The joint distribution of (N (t1,t2), N (t2,00)) is multinomial with pa-
rameters n, H(ty) — H(t;) and H(tz). Similarly, the joint distribution of
(NC(t,t2), N9 (tz,00)) is multinomial with parameters m, G(t2) — G(t1)
and G(t2). Hence, Q. (t1,t2) can be determined numerically.

We present the graphs of @y, (¢, 1) in the case of exponential distributions
with intensities \p = 1 and Ag. In Figure 5 we take n = 25 and various values
of Ag (left) and Ag = 1/3 and several values of n (right). Let t,, be the point
at which the function @, (¢, 1) attains its maximum. It is becoming larger
for larger values of EY/EX, see Figure 5 left. Specifically, to5 = 0.895 for
Mg = 1, tas = 0.910 for \g = 1/2, and to5 = 0.912 for A\ = 1/4. If
A = 1/3, then with larger n both ¢, and @, n(tn,1) are becoming larger.
The maximal probabilities are Q25725(t25) = 01908, Q50)50(t50) = 01922,

and Q100,100(t100) = 0.1924.

4. Simulation study

We performed a comparative simulation study of the estimators using R

[4]. We simulated exponentially distributed random variables Yi,..., Y, and

Zi,..., 2y, and calculated the following estimators of F: F), ., Fn7m, Fr 00

I:"moo, and H,,. The last three estimators require only Z1,...,Z,. For F},

and Fn,oo we assume knowledge of G(t) = 1 — e~ ¢ > 0. The quality of

each estimator, say Fn, was assessed by the Kolmogorov-Smirnov distance
dxs(Fn, F) = sup | E, (t) — F(t)|

t>0



99

10
N o >
S o
b
+ <>/
o
< @
g o g <>/
§ 0 ® § @ o/
B +\O o a
a o — a °©
o \ o O——o0 o /
+ < <
Te— p ~
o
a T § o o o o o
o i + + T + +
T T T T T T T T T T T T
25 50 75 100 125 150 25 50 75 100 125 150
n=m n=m

FIGURE 6. The sample means of Kolmogorov-Smirnov dis-
tances (left) and Cramér-von Mises statistics (right) com-
puted from 10000 simulation experiments with generic ran-
dom variables X ~ Exp(1) and Y ~ Exp(1/3). The follow-
ing estimators are considered: F, ., (circles), F, o (crosses),
and H,, (diamonds) for several choices of n = m.

and Cramér-von Mises statistics
deem (B, F) = n / (B(t) — F(£))* f(£) dt,
0

where f(t) = F'(t) = Ape=*F!, ¢t > 0, is the density function corresponding
to the distribution function F. We always took Ap = 1.

For each choice of m, n, and Ag we generated 10000 simulation experi-
ments. The sample means (over 10000 trials) of dks and dcym are shown
in Figure 6 and Figure 7. Figure 6 presents the dependence on n = m for
Ac = 1/3 (or equivalently, EY/EX = 3) while in Figure 7 we have the
dependence on EY/EX = Ap/Ag for n = m = 50.

Not surprisingly, simulations reveal that knowledge of G always improves
the estimation. Of course, with misspecified G we would get worse results.
We do not show the results for modified estimators Fnﬁm and an because
they are quite similar to those for Fj, ,, and an, respectively. In all cases
modified estimators lead to slightly smaller dkg and slightly larger dcyn. We
also investigated the estimator H,, which simply takes the observed minima
Z; and does not try to correct the influence of spontaneous latency (random
variable with distribution function G). It performs particularly poorly for
larger sample size n = m and smaller EY/EX.

References

[1] Billingsley P. (1999) Convergence of Probability Measures, 2nd edition, John Wiley &
Sons, New York.

[2] Meister A. (2009) Deconvolution Problems in Nonparametric Statistics, Springer-
Verlag, Berlin.



[5) o
n
«)' wn
(] <, Q
g 8 _ o
8 © . 8 o
N
S~ 2 \o\o
9 Fo=——p—, F——e——g=— ¢
° N \ \ T \ \ \ T T \
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
EY/EX EY/EX

FI1GURE 7. The sample means of Kolmogorov-Smirnov dis-
tances (left) and Cramér-von Mises statistics (right) com-
puted from 10000 simulation experiments with generic ran-
dom variables X ~ Exp(1) and Y ~ Exp(Ag). The estima-
tors are based on samples of sizes n = 50 and m = 50. We
consider F,, ., (circles), F}, o (crosses), and H,, (diamonds)
for several choices of \g.

[3] Pawlas Z., Klebanov L. B., Benes V., Prokesovd M., Popeldf J. and Lansky P. (2010)
First-spike latency in the presence of spontaneous activity, Neural Computation 22,
1675—-1697.

[4] R Development Core Team (2012) R: A language and environment for statisti-
cal computing. R Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria. URL:
http://www.R-project.org.

[5] Tamborrino M., Ditlevsen S. and Lansky P. (2012) Identification of noisy response
latency, Physical Review E 86, 021128.

[6] Wuyungaowa and Wang T. (2008) Asymptotic expansions for inverse moments of bi-
nomial and negative binomial, Statistics and Probability Letters 78, 3018 —3022.

Address: Charles University, Faculty of Mathematics and Physics, Depart-
ment of Probability and Mathematical Statistics, Sokolovska 83, 186 75 Praha
8 — Karlin

E-mail: pawlas@karlin.mff.cuni.cz



ROBUST’2012 © JCMF 2012

METODY ODHADU EXTREMNICH SRAZEK A JE-
JICH APLIKACE V CR
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maximalni srazka; regionalni frekvenéni analyza

Abstrakt:

Piispévek shrnuje koncepce a metodické postupy, na jejichz zékladé byla
fesena problematika odhadu pravdépodobnosti extrémnich srazek a navrho-
vych hodnot v CR v neddvném obdobi. Tyto préce byly inspirovany jak
vyskytem nékolika mimoiadnych srazkovych udalosti provazenych povodnémi
s rozsahlymi materidlnimi Skodami, tak pokroky v oblasti statistického mode-
lovani extrému. Metody, které predstavujeme, 1ze rozdélit do dvou hlavnich
celkt: metody odhadu tzv. pravdépodobné maximalni{ srazky a metody odha-
du névrhovych srazek na zakladé ruznych alternativ regiondlni frekvenéni
analyzy. Zavérem uvadime nékteré oteviené otazky a mozné sméry vyzkumu
do budoucna.

The paper summarizes concepts and methods applied in estimation of pro-
babilities of extreme precipitation amounts and design precipitation in the
Czech Republic in the recent past. This work was motivated by the occurrence
of several extraordinary precipitation events that resulted in floods with enor-
mous material damages, but also by advances in the field of statistical mo-
delling of extremes. The methods that we introduce are split in two main
parts: methods for estimation of probable maximum precipitation and me-
thods for estimation of design precipitation using different variants of the
regional frequency analysis. In the concluding section several open issues and
possible directions of follow-up research and improvements are outlined.

1. Uvod

Extrémni srazkové jevy jsou provazeny velkymi dopady na lidskou spole¢nost
i prirodni prostfedi a proto je odhadovani pravdépodobnostnich rozdéleni vy-
sokych srazkovych dhrniti na zdkladé pozorovanych dat nebo jejich zmén v
simulacich klimatickych modeli vénovana znaéna pozornost. V podminkach
stfedni Evropy jsou hlavnim negativnim projevem srdzkovych extrému (déle
SE) povodné. Ty mohou postihovat rozsdhld dzemi a trvat mnoho dni (napi.
povodné v ervenci 1997 na Moravé a ve Slezsku a v srpnu 2002 v Cechéch
— v obou ptipadech se jednalo o nejvétsi plosné rozsahlé povodné na daném
uzemi piinejmensim od poédtku 20. stoleti), nebo relativné mensi povodi s
rychlejsim nastupem i ndslednym poklesem prutoku (tzv. bleskové povodneé,
napi. v ¢ervenci 1998 v podhuii Orlickych hor nebo v ¢ervnu a ¢ervenci 2009
na vice mistech CR). Pro ilustraci dopadu lze uvést, ze napt. béhem povodné
v ¢ervenci 1997 zahynulo 49 osob, bylo zni¢eno pres 2000 domu (dalsich vice
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nez 5000 se stalo dlouhodobé neobyvatelnymi) a celkové skody byly odhad-
nuty na 63 mld. K¢, coz je vice nez dvojnésobek stavajictho statniho rozpoctu
na VaV.

7 vyse uvedeného je rovnéz ziejmé, ze SE mohou mit vice pfi¢in a pro-
jevu. Muze se jednat o prostorové rozsidhlé intenzivni srazky trvajici nékolik
dni (Obr. 1 vlevo), nebo prostorové i ¢asové mnohem omezenégjsi srazkové
udélosti (Obr. 1 vpravo). Z meteorologického hlediska souvisi prvni typ s
atmosférickymi frontami a oblaénymi pasy spojenymi s tlakovymi nizemi,
zatimco druhy s obla¢nosti konvekéniho puvodu, kterd s frontami nemusi
(ale muze) souviset. Tato typologie je navic velmi schematickd a oba zdkladni
Ltypy SE se mohou prolinat. Prostorova proménlivost srazkovych thrnu je
zejména v pripadé velkoprostorovych udalosti urcéena jak konkrétnim charak-
terem poli zejména tlaku a vlhkosti v atmosfére, tak i orografii a konfiguraci
terénu vuci prevladajicimu proudéni.

Obr. 1: Priklady prostorového rozloZeni srazkovijch thrni souvisejicich s povod-
novymi situacemi — kombinovand srdaZkomérnd a radarovd data. Vlevo: 3-denni
srazkové dhrny 11.-13. 8. 2002 (velkoméritkové povodné v C’echa’ch). Vpravo: 1-
denni srdzkové idhrny 24. 6. 2009 (bleskovd povoderi na Novojicinsku). Zdroj dat:
CHMU (P. Novdk, M. Sdlek).

V souvislosti se zménou klimatu (kterd uz je ¢asto oznacovana za ,probiha-
jicf“, nikoli ,budouci®) 1ze navic na zdkladé teoretickych tvah (Trenberth a
kol. [1]) i modelovych simulaci (napf. Hanel a Buishand [2], Kysely a kol.
[3]) pfedpoklddat castéjsi a intenzivnéjsi SE v teplejsim klimatu, v dasledku
obecné zesileného hydrologického cyklu. Je proto pfirozené, ze odhady prav-
dépodobnosti pozorovanych SE (jakd je perioda opakovéani daného srdzkového
thrnu), odhady ndvrhovych hodnot SE (odpovidajicich zvolené n-letosti) a
jejich zmén do mozné budoucnosti (reprezentované ruznymi odhady vyvoje
spole¢nosti) jsou tématy, kterd maji vyznam i mimo akademickou rovinu.

Pod pojmem ,navrhova srazka“ se rozumi srazkovy uhrn za dany ¢asovy
interval (od minut pfes hodiny po dny) odpovidajici urcité periodé opakovan{
(n-letosti), napt. 50 let (¢astd v ,teoretickych“ pracich) nebo 150 let (vyuziva-
nd pro navrhy vodohospodaiskych staveb [4]). Ndvrhové srazky se pouzivaji
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pro tucely planovani, vystavby, provozu apod. ve vodnim hospodafstvi a
stavebnictvi [5]. Ke stanoveni ndvrhovych srdzek se aplikuje Sirokd paleta
nastroju matematické statistiky s ruznou komplexnosti, od jednoduchych
modelu (napf. lokdln{ odhad ndvrhové hodnoty na zdkladé prolozeni zv-
olené distribué¢ni funkce — nejcastéji Gumbelova rozdéleni nebo zobecnéného
rozdéleni extrémnich hodnot GEV — vybérovym souborem tvoifenym napf.
rotnimi maximy) az po pokro¢ilé matematické modely (ruzné modely re-
gionalni frekvenéni analyzy zohlediiujici prostorovou strukturu vybérovych
soubort nebo trendy v dusledku klimatické zmény, Khaliq a kol. [6]; kaskddo-
vé modely skdlovani intenzit srdzek, Veneziano a kol. [7]; prostorové mnoho-
rozmérné modely extrému, Davison a kol. [8] atd.). Prezentace takto kom-
plexniho metodického piehledu pfesahuje ramec tohoto ptrispévku, jehoz zabér
omezime na neddvné aplikace uvedenych metod na odhady extrémnich srazek
na tzemi CR. Tyto préce byly limitovany rovnéz dostupnymi vybérovymi
soubory reprezentujicimi pozorovand data, ve vSech piipadech se jednalo o
analyzy dennich nebo vicedennich SE. Analyza kratkodobych SE (tj. thrnu
za dobu kratsi nez 24 hodin) pomoci jinych nez ,jednoduchych“ modela (viz
vyse) se zacind fesit teprve v soucasné dobe.

Prispévek vznikl se zdmérem shrnout koncepce a metodické postupy, na
jejichz zéklade byla Fesena problematika odhadu extrémnich srazek v CR v
nedavném obdobi, a uvést nékteré moznosti budouciho vyvoje v této oblasti.
Metody, které budou dale predstaveny, 1ze rozdélit do dvou hlavnich tem-
atickych celki: prvni tvoii metody odhadu tzv. pravdépodobné maximélni
srazky (€dst 2.1), druhym okruhem je odhad ndvrhovych srédzek na zdkladée
ruznych alternativ regiondln{ frekvenéni analyzy (st 2.2). V ¢dsti 3 uvddime
nékteré oteviené otazky a mozné sméry vyzkumu do budoucna.

2. Piehled metod a vybranych vysledka

2.1. Pravdépodobna maximalni srazka

Navrhové hodnoty hydrologickych proménnych pro dimenzovani vodohos-
podéiskych staveb v CR byly az do konce 20. stoleti odhadovény na zskladé
navrhové srazky odpovidajici dobé opakovéani 150 let. Mimotadné povodnové
udélosti v roce 1997 (povodi Odry a Moravy) a 2002 (povodi Labe) jasné
ukézaly potfebu revidovat bézné pouzivané metodické postupy, mj. proto,
ze 150-leté navrhové hodnoty byly na mnoha mistech vyrazné piekroceny,
piedeviim u 2- az 5-dennich thrni (Rezacovd a kol. [9]). Jednou z otézek,
kterd byla po povodnich 1997 v souvislosti s problematikou extrémnich povod-
novych situaci fesena, byl odhad tzv. pravdépodobné maximaln{ srazky (prob-
able mazimum precipitation, PMP) na tizemi CR.

Podle manualu Svétové meteorologické organizace (WMO [10]) je PMP
definovana jako maximalni fyzikalné mozny thrn atmosférickych srazek pro
oblast dané velikosti v dané geografické poloze, v daném obdobi roku a za
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dany ¢asovy interval (napi. 1 hodina, 1 den, 5 dni). Pro odhad PMP existuje
vice metod, které jsou vesmés zatizeny urcitymi subjektivnimi volbami a nelze
definovat univerzalné platny ,standardni“ zpusob vypocétu PMP (WMO [10],
Casas a kol. [11]).

Pro bodovy odhad PMP na tizemi CR se aplikovaly dvé metody v zévislosti
na ¢asovém intervalu srazek. PMP pro dobu kratsi nez 1 den byly urcovany
na zékladé tzv. modelu srazek (storm model; napi. Collier a Hardaker [12]).
Tento postup je zalozeny na fyzikdlni parametrizaci srazkovych procesu (vliv
energie dostupné v piizemni vrstvé, vliv orografie na vznik vzestupnych
pohybt, vliv konvergence) a ndsledné objektivni maximalizaci jejich slozek
(Rezécové a kol. [9]). Odhady PMP pro intervaly 1 den a delsi byly naproti
tomu ziskdny pomoci statistickych postupt, které doporucuje WMO [10].
Na zakladé tohoto piistupu je PMP pro danou lokalitu a trvani ¢t vyjadiena
vztahem

PMP(t) = X(t) + K(t)o(t)

kde X (o) je stfedn{ hodnota (smérodatnd odchylka) maximélnich ro¢nich
(piip. sezénnich) thrnu v dané lokalité a K je tzv. parametr extrémnosti,
pro jehoz odhad obsahuje manudl WMO [10] doporucené postupy. Puvodni
metodika WMO byla modifikovdna zohlednénifm klimatickych podminek CR
pro urceni parametru K a pomoci korekci pro odlehlé hodnoty ve vybérovych
souborech (Rezdcova a kol. [4]), coz nutné vnasi do odhadit PMP uréitou
miru subjektivity.

Aplikaci vyse uvedenych postupu byly ziskdny bodové odhady PMP v siti
s horizontdlnim krokem 1 km, kterd pokryva tizem{ CR (Rezééové a kol.
[9]). Bodové odhady PMP (Obr. 2) vSak neni mozné piimo vyuzit napf.
pro dimenzovani vodohospodafskych staveb, je nezbytné je transformovat
na plosné hodnoty. Bodové uhrny srazek se obecné konvertuji na plosné
uhrny prostfednictvim tzv. plosného redukéniho faktoru (area reduction fac-
tor, ARF), ktery krome trvani ¢ zavis{ i na plose uvazovaného tizemi S, resp.
pravdépodobnosti piekroceni (Sivapalan a Bloschl [13]). V pifipadé extrému
jako je PMP se uvazuje maximalni hodnota plosného redukéniho faktoru
ARFx, kterd je funkci plochy a trvéani:

PMP(S,t) = PMP(t) x ARFx(S, 1)

Pro urcenf hodnot ARFx byla v préci Rezacové a kol. [4] vyuzita radarova
méfeni odrazivosti pole srdzek (snimky v kroku 10-minut, rozliseni 2x2 km,
256x256 pixeld, obdobi 1996-2001). Jednotlivé kroky analyzy, od transfor-
mace maximalni hodnoty odrazivosti na srazkové intenzity, pfes analyzu
2D pole pixelt s cilem urcit hodnoty ARF(S;t) az po konstrukei obalové
kiivky pro ziskané hodnoty ARF(S,t) jsou podrobné popsané v [4]. Vysledkem
analyzy radarovych meéfeni bylo analytické a grafické vyjddieni zdvislosti
maximalni hodnoty plosného redukéniho faktoru ARFx na plose tzemi a
trvani srazek (Obr. 3).
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Obr. 2: Prostorové rozloZeni bodoviych odhadu denni pravdépodobné mazimdlni
srdzky (PMP, v mm) ziskané interpolaci hodnot PMP na srdzkomérngjch stanicich
v CR (pFevzato z Rezdéovd a kol. [4]).
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Obr. 3: Zdvislost mazimdini hodnoty plosného redukéniho faktoru (ARFx) na plose
tdzemd. Krivky odpovidaji riizngm trodnim srdzek (prevzato z Rezdcovd a kol. [4]).
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Vysledkem vysSe uvedeného postupu bylo kvantitativni vyhodnoceni 1-
az 5-dennich srazkovych uhrnu, které vedly k povodnim v letech 1997 a
2002, vyjadiené v procentech plosnych hodnot PMP na povodich 3. stupné
pokryvajicich tizemi CR, (Rezacova a kol. [4]).

2.2. Regionalni frekvenéni analyza

Cilem frekvenéni{ analyzy srazkovych thrnu je odhadnout ¢etnosti (pravde-
podobnosti) srdzkovych dhrnu za dany ¢asovy interval (zde se zabyvéme 1-
dennimi a vicedennimi thrny) na uréité stanici nebo tizemi. V piipadé metody
blokovych maxim, na kterou se v tomto piehledu omezujeme, jde u frekvenéni
analyzy o prolozeni zvolené distribu¢ni funkce (DF) souborem ro¢nich nebo
sezénnich maxim (u metody peaks-over-threshold souborem nadprahovych
hodnot) a odhad parametru této DF. Z plné uréené DF lze stanovit kvantily
rozdéleni (tj. ndvrhové srdzky odpovidajici danému kvantilu, resp. n-letosti)
a pravdépodobnosti srdzkovych thrnu (obvykle néds zajimé oblast pravého
chvostu rozdéleni, tj. vysoké ithrny, malé pravdépodobnosti prekroceni, velké
doby opakovén{). Univerzalni ,standardni“ realizace vyse uvedeného pos-
tupu vsSak neexistuje a v literatufe lze najit mnoho alternativ frekvenéni
analyzy, lisicich se napi. v konstrukci vybérového souboru (lokdlni/regionalni
data), volbé DF, metodé odhadu parametri DF, metodé stanoveni neuréitosti
odhadnutych kvantili a ndvrhovych hodnot atd. (napf. Gadl [14]).

Tradi¢ni variantou frekvenéni analyzy je lokdlni ptistup, kdy vybérovy
soubor tvoii pouze idaje z mista pozorovani. V pripadé srazkovych dat, pro
ktera je délka dostupnych fad na konkrétnich stanicich typicky jen nékolik
desetileti (zatimco tikolem frekvenéni analyzy je odhadnout kvantily rozdéleni
odpovidajici i vyrazné vyssi n-letosti), je tato metoda ve velké mife zatizena
vybérovou proménlivosti pramenici z velké prostorové proménlivosti SE. Na-
priklad srazkova udalost, kterd vyvolala bleskovou povoden na Odie na No-
vojicinsku 24. 6. 2009 (10 obéti na zivotech, velké materidlni skody), byla
charakteristicka velmi malym prostorovym rozsahem pti¢inné srazkové uda-
losti (Obr. 1 vpravo) — stanice Bélotin zaznamenala denni dhrn 123,8 mm (z
toho 114 mm béhem 3 hodin), ¢imz byl prekonédn predchozi maximdlni denni
thrn z r. 1967 téméf o 50 mm, zatimco na nékterych stanicich ve vzdalenosti
pouhych 50 km byly srdzkové ihrny do 1 mm (Kysely a kol. [15]). Jedn4 se
pritom o oblast, kterd neni vyrazné exponovana z hlediska orografie a kde
je prostorova proménlivost statistickych charakteristik SE dana pfedevsim
vybérovymi efekty.

Na rozdil od lokalnich metod je regionalni piistup zaloZen na soucasné
analyze vybérovych souboru z vice stanic. Zakladnim pozadavkem regionédlni
frekvenéni analyzy je to, aby stanice tvorily homogenni region, tj. normovana
rozdeéleni ¢etnosti byla pro cely region (vSech N stanic) totoznd. V praxi se
vyzaduje dostatecna podobnost empirickych DF, ktera se posuzuje pomoci
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test regiondln{ homogenity zalozenych na L-momentech (ekvivalenty kon-
venénich modelt zalozené na poiddkovych statistikdch a Siroce pouzivané v
regiondlni frekvenéni analyze), napt. tzv. H-testu (Hosking a Wallis [16])
nebo X10-testu (Lu a Stedinger [17]). Pii splnéni piedpokladu regiondlni
homogenity plati vztah

Q:(n) = pign), i=1,...,N,

kde Qi(n) je ndvrhovd hodnota odpovidajici dobé opakovani n na stanici ¢,
q(n) je bezrozmérna regiondlni kvantilovd funkce (rustovéd kiivka), kterd je
spoletna pro vsechny stanice v regionu, a u; je indexova hodnota pro stanici
i, kterou je nejcastéji prumeér vybérového souboru. ,Klasickou®“ koncepci re-
giondln{ frekvenén{ analyzy podle Hoskinga a Wallise [16], kterd je zalozend
na pevné vymezenych regionech, se pokusili pro izemi{ CR adaptovat Kysely
a Picek [18]. Na zdkladé tehdy dostupnych dat ze 78 srdzkomérnych stanic
(1961-2000) byly vymezeny 2 vétsi a 2 mensi homogenni regiony pro ro¢ni
maxima 1- az 7-dennich srazkovych dhrnt, byly odhadnuty regionalni rastové
kiivky a ndavrhové hodnoty pro vybrané n-letosti spolu s ptislusnymi inter-
valy spolehlivosti. Frekvenc¢ni analyza poukazala na zvlastnost regionu severni
Moravy a Slezska (oblast Jesenik a Moravskoslezskych Beskyd), kde jednak
z testu dobré shody vychazelo jako vhodnéjsi zobecnéné logistické rozdéleni
misto ,standardniho“ GEV rozdéleni, které bylo plné vyhovujici v ostatnich
regionech, jednak testy na hodnotu indexu chvostu rozdéleni (Jureckovd a
Picek [19]) naznacily, ze vicedenn{ tihrny srazek zde mohou mit rozdéleni s
natolik tézkymi chvosty, ze pro né L-momenty neexistuji a celd frekvenéni
analyza potom muze byt nekorektni a odhady vychylené.

Po ziskan{ tdaji z dalsich srdzkomérnych stanic v CR (celkem 209) a
doplnéni dat do r. 2007 (celkem 9573 stanicnich let ve srovnani s 3120 v
puvodni analyze) byla vyse uvedend regionalizace revidovdna v Kysely a kol.
[15]. Ukézalo se, ze oba vétsi regiony z puvodni regionalizace se staly hetero-
gennimi a bylo tfeba je ddle rozdélit na 3, resp. 2 mensi (la—c, 2a—b; Obr. 4).
Redefinice byla nutnd i pro oblast severnich Cech. Jednim ze zdvéra prace
[15] proto bylo, Ze na orograficky ¢lenitém tzemi, jakym je CR, je obt{zné
vymezit homogenni regiony, které jsou robustni napf. vicéi doplnéni dat o
nové pozorovani (jedinym regionem z puvodni analyzy, ktery si zachoval ho-
mogenitu, byl vyse diskutovany region severni Moravy a Slezska).
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Obr. 4: Homogenni regiony pro regiondlni frekvenéni analjzu v CR — revidované
vymezend pro 209 stanic (prevzato z Kysely a kol. [15]).

Pokus o redukci subjektivnich rozhodnuti pti vytvafeni homogennich re-
gionu se pfitom stal jiz dfive motivaci pro rozvoj alternativniho zptisobu
regiondlni frekven¢ni analyzy, v némz regiony nejsou fixni, ale definuji se
flexibilnim zpusobem. Metoda oblasti vlivu (region of influence, ROI; Burn
[20]; Castellarin a kol. [21]) se vyznacuje tim, ze pro kazdou analyzovanou
stanici je identifikovan vlastni homogenni region, ktery se skladd z urcitého
poc¢tu dostateé¢né podobnych stanic. Metoda byla navrzena pro hydrolog-
ickd data (prutoky), prace Gadl a kol. [22] a Gadl a Kysely [23] patfily k
prvnim pokusum ji modifikovat pro srdzkovéa data. Podobnost stanic se po-
suzuje na zakladé vhodné zvoleného souboru stani¢nich atributi, u kterych se
predpokladd, ze mohou mit vliv na pravdépodobnostni rozdéleni SE; mohou
jimi byt klimatologické, hydrologické, geografické nebo jiné charakteristiky,
resp. jejich ruzné kombinace (Castellarin a kol. [21]; Gadl a kol. [22]; Gadl a
Kysely [23]; Zrinji a Burn [24]). Proces odhadu kvantili na zékladé metody

I se sklddd z ndsledujicich kroku: (i) na zdkladé vybranych stani¢nich
atributu se definuje mira podobnosti mezi stanicemi; (i) pomoci regiondlniho
testu homogenity se hledd oblast vlivu pro analyzovanou stanici; (iii) pro
kazdou stanici v oblasti vlivu se definuje regionalni véhovy koeficient (RWC)
a (iv) parametry DF pro analyzovanou stanici se uréi jako vézeny prumér
odpovidajicich parametru z jednotlivych stanic v oblasti vlivu, pfi¢emz vdha-
mi jsou hodnoty RWC (Gadl a Kysely [23]). Postup se opakuje pro vsechny
studované stanice.
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Obr. 5 znazornuje zédkladni rozdil mezi regionalni frekvenéni analyzou na
zékladé pevné vymezenych a flexibilnich regionu. Nezdvisle na tom, kterd
stanice je predmétem zdjmu v ramci daného regionu, zustava v Hosking-
Wallisové metodé slozeni regionu, resp. prislusné hodnoty RWC neménné
(Obr. 5 nahote). Na rozdil od toho mé v metodé ROI kazda stanice odlisné
slozeni homogenniho regiénu a vdhové koeficienty RWC nejsou jednotkové,
ale proménné (z&visi na mife podobnosti s analyzovanou stanici; Obr. 5 up-
rostied a dole). (Pozndmka: RWC na Obr. 5 jsou zndzornény za predpokladu,
ze velikost vybérového souboru, tj. délka pozorovani, je na vSech stanicich
stejné. Tento faktor se rovnéz bere do ivahy pii regionalnim vazeni, a tak v
piipadé rozdilnych hodnot n na ruznych stanicich regionu by ani na Obr. 5
nahoie nebyly vSechny hodnoty RWC jednotkové.)

Obr. 5: Slozeni homogennich regiont a odpovidajici regiondlni vihové koeficienty
(RWC) pro 2 wvybrané stanice (Protivanov, Svratouch) pro regiondini frekvencnd
analyzu roénich maxim 1-dennich srazkovych dhrnu, zaloZenou na pevné vymeze-
nych regionech — metoda Hoskinga a Wallise (HW, nahote), resp. flexibilnich re-
gionech — metoda oblasti vlivu (ROIcli na zdkladé klimatologickych charakteristik,
uprostred; ROIgeo2 na zdkladé geografické vzddlenosti stanic, dole).

Gaal a Kysely [23] se pomoci Monte Carlo simulaci pokusili identifikovat
kombinace klimatologickych a geografickych atributti v definici miry podob-
nosti stanic (u metody ROI), které vedou k nejlepsim vysledkim (podle
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stFedni kvadratické chyby rustovych kiivek pro vysoké kvantily) v relativné
husté staniéni siti v CR (jedna stanice pripadala na tzemfi piiblizné 20 x 20
km). Podle jejich vysledku hraje pro roéni maxima 1-dennich thrna nejvyz-
namné&jsi roli v uré¢ovani podobnosti rozdéleni pravdépodobnosti geograficka
vzdélenost mezi stanicemi, pro roéni maxima 5-dennich thrnu (které jsou
casto povazovany za zastupné ukazatele velkoméritkovych povodni, zejména v
simulacich z klimatickych modela) vychézi jako mirné lepsi mira podobnosti,
v niz kromé vzdélenosti vystupuji (s mensi vahou) vybrané klimatologické
charakteristiky (napf. prumérny rocni thrn srazek, podil srdzek v letnim a
zimnim obdobi). Tento zavér je v souladu se skute¢nosti, ze vicedenni extrémy
maji silnéjsi vazbu na typické ,vzory“ rezimu srézek v oblasti stfedni Evropy
nez jednodenni.

Vyse zminovand préce [15] se zaméfila na komplexni srovnéni ruznych vari-
ant frekvenéni analyzy: dva regiondlni piistupy (metoda oblasti vlivu s flex-
ibilnimi regiony a Hosking-Wallisova metoda s pevné vymezenymi regiony)
byly pomoci Monte Carlo simulaci porovnany mezi sebou a s lokdlnim odha-
dem. Jako nejvyhodnéjsi regiondlni model byla vyhodnocena varianta metody

I, v niz se podobnost stanic definuje na zakladé geografické vzdalenosti.
Rozdily mezi jednotlivymi regionalnimi metodami jsou pfitom velmi malé
ve srovnani s rozdilem jakékoli regiondlni metody vuci lokdlnimu odhadu
vysokych kvantilt, ktery je zatizen mnohem vétsi stiedni kvadratickou chy-
bou. Regiondlni metody vyrazné redukuji rozptyl odhadu parametri DF a
vyslednych kvantila, ktery prameni z ndhodné vybérové proménlivosti (Obr.
6).

Prednosti regiondln{ frekvenéni analyzy ilustrovali Kysely a kol. [15] na
ptikladu odhadu doby opakovani vyse zminéné srazkové udalosti z 24. 6. 2009,
kterd vyvolala bleskovou povoden na Novoji¢insku. Odhad doby opakovani
denniho srazkového tthrnu 123,8 mm na stanici Bélotin na zakladé lokalniho
pristupu je nerealny, zatizeny extrémni neurcitosti a zdsadnim zpusobem
zavisi na tom, zda uvazovand udalost je nebo neni zahrnuta do lokalniho
vybérového souboru (Tab. 1; odpovidd odhadum ,pred“ a ,po“ uddlosti,
kterd predstavuje vyrazné odlehlou hodnotu vuéi historickym dattum). Napro-
ti tomu regionédlni metody se shoduji na Ffadovém odhadu doby opakovani
(nékolik set let) a jeji neurcitosti. Robustnost regionédlnich metod doklad4 i
skutecnost, ze odhady se jen mélo zméni pii zahrnuti uvazované mimoiadné
uddlosti do analyzy (Tab. 1).

Datovy soubor At-site HW Igeo2 Thyb
1961-2007 45110 483 657 695
(605 — 2,12x10%) | (359 — 920) | (458 — 1340) | (392 — 1568)
1961-2007 + 283 353 419 415
uhrn z 24.6.09 (85 — 69730) (275 — 641) | (333 —864) | (279 —944)

Tab. 1: Odhady periody opakovdni a 90% intervalu spolehlivosti (v zdvorce) mimo-
7ddné srdzkové uddlosti (denni dhrn 123,8 mm) z 24. 6. 2009 na stanici Bélotin, na
zdkladé 4 frekvencnich modeli a 2 rizngch datovych soubori (bez/s rokem 2009):
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at-site = lokdln? analyza, HW = regiondlni analyza podle Hosking- Wallisovy metody
(pevné vymezené regiony), ROIgeo2 = metoda oblasti vlivu, kde mirou podobnosti je
skutecnd geografickd vzdalenost mezi stanicemi, a ROIhyb = metoda oblasti vlivu,
kde mirou podobnosti je kombinace geografickiych a klimatologickyjch stanicnich atri-
buti.

Obr. 6: Ndvrhové hodnoty roénich mazxim 1-dennich uhrni srdzek s dobou opakovd-
ni 50 let a prislusné 90% intervaly spolehlivosti pro stanice z oblasti Jeseniki
a Moravskoslezskych Beskyd (severovychodni Morava) na zdkladé 4 frekvenénich
modelu: at-site = lokdini analyza, HW = regiondini analjza na zdkladé Hosking-
Wallisovy metody (pevné vymezené regiony), ROIgeo2 = metoda oblasti vlivu, kde
mirou podobnosti je geografickd vzddlenost mezi stanicemi, a ROIhyb = metoda
oblasti vlivu, kde mirou podobnosti je kombinace geografickych a klimatologickych
stani¢nich atributd (podrobnosti v [15]).

3. Zavér

7 vyse uvedeného je ziejmé, ze metody odhadu pravdépodobné maximalni
srazky (PMP) a odhadu ndvrhovych srézek (frekvenéni analyza) vychdzeji z
odlisnych a do urcité miry nekompatibilnich vychodisek a piistupu. Zatimco
v piipadé PMP je cilem odhad ,neptekrocitelné* hodnoty pro srazkovy tthrn
daného trvani, frekvenéni analyza ,,pouze* ptipisuje libovolnému srazkovému
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dhrnu pravdépodobnost piekroceni (a jeji neuréitost). Protoze jsou pro roz-
déleni srazkovych extrému (SE) typické tézké chvosty (napt. Katz a kol. [25]),
dochéazi pfitom k paradoxni situaci, ze libovolné vysokému thrnu (i teoret-
icky zjevné nerealistickému) je pfipsdna nenulovd pravdépodobnost. Jedna
se v8ak spiSe o akademicky problém, protoze nenulové pravdépodobnosti ne-
realisticky vysokych dhrntu nemaji prakticky vyznam a jsou zanedbatelné,
z hlediska modelu vsak uzite¢né. Uréitou nevyhodou metod odhadu PMP
je vétsi ovlivnéni subjektivnimi volbami pfi jejim vypoctu ve srovnani s
frekvenéni analyzou, a dédle skutecnost, ze vysledkem je ,pouze“ jedna hod-
nota (pro dany ¢asovy interval a lokalitu nebo tzemi), zatimco frekvenéni
analyza poskytuje informaci o celém pravdépodobnostnim rozdéleni. Oba
vySe popsané piistupy jsou vsak v praxi uzite¢né a mohou se doplnovat.

Jak ilustruji vyse uvedené piiklady, u frekvenéni analyzy SE je regiondlni
piistup t¥eba jednoznaéné upfednostiiovat na tikor lokdlniho (ktery vsak do-
sud naopak jednoznacné pievladd v klimatologické i hydrologické praxi).
Plati to bez ohledu na to, ze volba mezi dvéma zakladnimi alternativami
regiondlni frekvenéni analyzy, tj. mezi koncepci pevné vymezenych regionu
a flexibilnich seskupeni stanic, nemusi byt trivialni. Vysledky simula¢nich
experimentu kazdopadné ukazuji jen malé rozdily ve statistickych charakter-
istikdch simulovanych kvantili mezi témito dvéma pristupy, srovname-li je
s (velkym) zlep$enim vuci lokdlnimu piistupu (Gadl a Kysely [23]; Kysely a
kol. [15]). Vybér nejvhodnéjsiho modelu regiondlni analyzy muze byt ovlivnén
dostupnou siti srazkomérnych stanic nebo ,,pfipravenosti* pevné vymezenych
regionu — podminku homogenity je pro novéa data tfeba testovat a zkuSenost
ukazuje, ze homogenita regiont m4 tendenci se po doplnéni dat o nové stanice
nebo roky méfen{ zménit, coz vyzaduje predefinovani regionu nebo alespon
prefazeni stanic do jiného regionu a nové testovani homogenity.

Domnivame se, ze v ptripadé srovnatelné kvality téchto dvou regionélnich
pristupu hovori tii zdsadni argumenty ve prospéch metody oblasti vlivu
(ROI): (1) vytvafeni flexibilnich regiont vyzaduje mnohem mensi subjektivni
zésahy do analyzy nez byva obvyklé v procesu formovani pevné vymezenych
regiont, (2) metodu ROI lze pomérné snadno implementovat v pfipadé nut-
nosti opakovéni stejné analyzy pro velky pocet datovych souboru, napf. u
simulac{ klimatickych modelt (viz Kysely a kol. [3]), a to na rozdil od metody
pevné vymezenych regionu, kde by homogenitu regiont bylo tfeba testovat (s
pomérné velkou pravdépodobnosti negativnich vysledku a potieby redefinice
regionil) pro kazdou simulaci zvlast, pfip. i pro rizna ¢asova obdobi, a (3)
v metodé ROI se nevyskytuje problém se skokovymi zménami odhadnutych
kvantili rozdéleni (ndvrhovych hodnot), ktery se objevuje na hranicich pevné
definovanych regiont.

Vzhledem ke své flexibilité a moznosti implementace ve velkych databazich
bez nutnosti subjektivnich zdsahti je metoda ROI v soucasné dobé aplikovana
i na odhad jedno- a vicedennich navrhovych srdzek v CR v databazi Ceského
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hydrometeorologického tistavu (vSechny srazkomeérné stanice s alespon 20 lety
méfeni) a byla pouzita i k odhadum rozdéleni SE ve vystupech regiondlnich
klimatickych modeltt nad Evropou (v tomto pfipadé se jednd o vypocetné
pomérné naro¢nou ulohu, protoze regionélni frekvenéni analyza je aplikovana
v siti fadove nékolika desitek tisic uzlovych bodu a ve velkém poctu takovych
simulaci, zvlast pro jednotlivd roéni obdobi, riizné éasové horizonty a doby
trvani SE).

Navzdory uvedenym pokrokum v oblasti vyvoje a aplikaci pokrocilejsich
metod odhadu pravdépodobnosti SE ziustava mnoho otdzek nedofesenych a
otevienych dalsimu vyzkumu. Potfebu a moznosti dalsi prace vidime zejména
v téchto smérech:

e aplikace vyse uvedenych metod na krétkodobé SE (pro agregace <
24 hod) — limitovéna kvalitou a délkou dostupnych dat, databdze
kombinujici data z ombrografu (vétsinou do r. 2000) a automatickych
stanic je v soucasné dobé pripravovana ke zpracovani

e vyvoj metod regiondlni frekvenéni analyzy zahrnujicich zavislost stu-
dované proménné na ¢ase nebo obecné kovaridtdch (viz piispévek
Hanel a Buishand v tomto éisle) — nevyhodou metod zalozenych na
L-momentech je obtiznost takového zobecnéni

e adaptace metod regionalni frekvenéni analyzy pro pristup peaks-over-
threshold (POT), ktery vyuzivd vSechna nezavisla prekroceni zvolené
prahové hodnoty, nikoli ro¢ni nebo sezénni maxima

e vyvoj metod zaloZeny na jiném piistupu nez jsou metody POT nebo
blokova maxima, tj. napf. bayesovsky pristup

e vyvoj a aplikace metod pro odhady SE v datech z klimatickych
modelu — tyto metody by mély umoznovat jak prostorové ,shlazeni“
(redukei Sumu), tak zahrnuti zavislosti SE na case, piip. dalsich
proménnych (vzhledem k mozné piitomnosti trendu nebo jinych za-
vislosti v datech)

e vyvoj metod viceslozkovych rozdéleni extrému, s vyuzitim pro srazky
rozdélené podle puvodu na pievazné velkoprostorové (vrstevnaté) a
konvekéni; toto rozdéleni muze alespon ¢asteéné reprezentovat ruzné
fyzikdlni mechanismy vedouci ke SE (napt. Willems [26])

e modely extrému vyuzivajici kombinace stani¢nich méteni (bodové
charakteristiky, relativné dlouhé fady) a radarovych, ptip. satelitnich
dat (plosné charakteristiky, relativné krétké rady)

e vyvoj regionalnich metod pro statistické modelovani zavislosti mezi
ruznymi charakteristikami srazkovych udélosti (trvéni srdzkové uda-
losti, celkovy thrn, prumérnd a/nebo maximélni intenzita), prede-
v§im pomoci kopuli (napf. Zhang [27])

e vyvoj prostorovych mnohorozmérnych modeli SE, na nichz v posled-
nich letech pracuje zejména skupina kolem prof. Davisona z EPFL
Lausanne (napf. [8])
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e vyvoj metod pro odhad chyby (neurcitosti) odhadt, kombinujici chy-
by vychazejici z vybérové proménlivosti, pouzitého statistického mod-
elu a neurcitosti v dusledku scénaia zmény klimatu

e redefinice pojmu n-letosti pro data obsahujici trend nebo v piipadech,
kdy lze trend predpokladat do budoucnosti, a to zejména s ohledem
na praktické aplikace.

Z vyse uvedeného je ziejmé, ze navzdory pokroku v poslednich letech
zustdvd mnoho otézek nezodpovézenych a k jejich feSeni je interakce kli-
matologti, hydrologu a statistiki nezbytnym predpokladem. Stejné dulezité
je pokouset se o prenos téchto poznatku do klimatologické a hydrologické
praxe, aby mohli odbornici i vefejnost (a v prvni fadé ti, kdo se zabyvaji napf.
ndvrhem protipovodiovych opatfen{) asponn o malo vic duvéfrovat tvrzenim,
ze ,byla piekro¢ena n-letd srazka“ (nebo prutok). Maximalistickym pFénim
autoru tohoto piispévku pak je, aby byl spolu s odhadem n-letosti auto-
maticky spojen i pokus o odhad chyby — rozpéti intervalu spolehlivosti ob-
vykle spolehlivé prozradi, zda byla k odhadu pouzita lokdlni nebo regionalni
metoda, a muze odradit od publikace nékterych podle naseho nézoru ne-
dostateéné podlozenych vysledku vychazejicich z lokalni metody odhadu,
s nimiz se lze stdle pomérné bézné setkat (napi. pii hodnoceni neddvnych
povodni).
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A LOWER BOUND FOR THE MIXTURE PARAME-
TER IN THE BINARY MIXTURE MODEL AND ITS
ESTIMATOR

Bobosharif K. Shokirov
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pirical stochastic process

Abstract: With a sample X7,..., X, of size n drawn from a distribution
function H(z;0) represented as a mixture of two distribution functions F'(z)
and G(z), where one of them is unknown, the paper discusses an approach
to estimate the mixture parameter 6. By utilizing the behavior of the family
of random variables {0} (z), € [0, 1], n =1,2,...}, a number of properties
of the estimator of the parameter 6 are derived. In particular, it is shown
that this family of random variables contains an unbiased estimator of the
mixture parameter. Based on approach and results of [3], an inequality which
bounds the mixture parameter from below is obtained. The lower bound
of the inequality is estimated, which serves as an estimator of the mixture
parameter.

Abstrakt: Pomoci vybéru Xy,..., X, z distribu¢ni funkce H(z, 0), ktery je
reprezentovan jako smés dvou distribuénich funkel F(z) a G(x), kde jeden
z nich je neznamy, tento ¢lanek studuje postup k odhadu mixujictho para-
metru 6. Jsou odvozeny nektere vlastnosti parametru 6 na zaklade chovani
rodiny ndhodnych proménnych {0 (x), z € [0, 1], n = 1,2,...}. Zejména, je-
li prokazano, ze tato rodina ndhodnych veli¢in obsahuje nestranny odhad
mixujiciho parametru. Na zdkladé piistupu a vysledcich [3], se ziskd nerov-
nost, kterd omezuje mixujicitho parametru. Dostano odhad dolni mez tato
nerovnosti, ktery slouzi jako odhad mixujictho parametru.

1. The problem

Let X1,..., X, be a sample of size n drawn from a distribution function (d.f.)
H(x;0) of the form
(1) H(z;0)=0F(xz)+ (1 - 0)G(z), (6¢€(0,1)).

In representation (1) F(z) is a known d.f., while d.f. G(z) and a parameter
6 € [0,1] are unknown. This is a binary (or two-component) mixture model
with one unknown component and our aim is to estimate 8, which we call a
mixture parameter. Throughout of the paper we use notations H(x;0), H(x)
and Hy(x) interchangeably just to emphasize that d.f. H(x) depends on the
proportions of the components in the mixture; # should not be interpreted
as an unknown parameter from a parametric family of d.f.’s H(x; ).

This model appears in many contexts. In the problem of multiple hypo-
theses testing, such as testing differentially expressed genes the p-values of
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the test statistics, assuming that they are independent, under the null hy-
potheses are distributed uniformly on the interval [0, 1], while under the
alternative their distribution is unknown ([2, 5]). In terms of the model (1)
F(z) is a uniform distribution. In such settings the aim would be estimating
the proportion of false null hypotheses 6 (and d.f. G(x) ). An efficient estima-
tor of 6 is important once we want to control the multiple error rates, such
as the false discovery rate (FDR) (see [1]).

In contrast to the usual classical mixture problem, where the mixture con-
sists of a combination of two or more, mainly specified or partially specified
distributions, the mixture in the right-hand side of (1) contains an unknown
component and hence suggested classical methods cannot be applied here.
Instead, the approach proposed in [3] to a binary survival model seems to be
more promising to drive an inequality for the mixture parameter and estimate
its lower bound.

In the classical mixture problem (partially) specified components could be
already considered as a certain type of restrictions imposed on the family
of distributions that together with other restrictions and assumptions ma-
kes the problem well-defined, in particular, identifiable. Basically, it is the
identifiability of the mixture models which allows one to estimate the mix-
ture parameter. Proceeding from this principle, basically, means that it is
impossible to estimate the mixture parameter in the model (1) without the
model being indentifiable. Indentifiability of this model previously was consi-
dered in [7]. To be able to derive certain properties of the parameter 6, model
(1) was studied under certain assumptions, which could be summarized as
following: estimate parameter 6 in the model

(2) H(z;0)=0F(z)+(1-60)G(z), =x€l0,1], (8€(0,1)),

where F'(z) is a known d.f., while d.f. G(x) is unknown, both F(x) and G(x)
are continuous and satisfies the following conditions

(3) G(z) > F(x), Vre(0, 1)
and
(4) S C [0, 1—90], forsome & >0,

where S¢ denotes the support of d.f. G(x).

Model (2) is, basically, transformed into interval [0, 1] model (1), meaning
that S, the support of d.f. F'(z) tansformed into the compact set [0, 1] and
condition (3) guarantees that S to be a proper subset of Sp: Sg C Sp.
Indeed, let 29 € [0, 1] be such that G(z9) = 1. Due to monotonicity and
condition (3) it follows that ¢ < 1, that is, d.f. G(x) reaches its maximum
before the end of the interval [0, 1]. This shows that the support of d.f. G(z)
is a proper subset of the interval [0, 1].

Although in such setting model (1) becomes well-defined, conditions (3-4)
still cannot guarantee its identifiability. However, it seems that even without
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ensuring identifiability, one can deal with the problem of estimating the pa-
rameter § in the model (1), in particular, one can derive certain bounds for
the mixture paprameter. Based on the idea, approach and results of [3], we
derive an inequality, which bounds the mixture parameter from below, and
estimate its lower bound which, basically, is the estimator of parameter 6.
It should be noted that among others, issues that bring up similar problems
were considered in [4, §].

2. Estimator of mixture parameter as an empirical stochastic
process

In this section we give some properties of the mixture parameter in (2) pre-
viously proved in [7].
Consider the family of random variables {6} (z), = € [0, 1]}, where

1—H,(x)

5) @) = Ty

Expression (5) is obtained from (2) under assumptions (3-4) with replacing
d.f. H(z) to H,(x), the empirical d.f., constructed by the sample X, ..., X,,.
The right-hand side of (5) represents, basically, an empirical stochastic pro-
cess. Based on knowledge on the behavior of this process, some properties of
the mixture parameter and its estimator was studied in [7]. Treated empiri-
cal process 6} (x) as a function of the random variable x in the interval [0, 1],
it was shown that the expected value of the process 6 (x) is a nondecrea-
sing function in Sr NS¢, the intersection of Sy and S, and is constant (or
“almost” constant) in Sp\S¢q, the complement of S to SF.
The following statement is true.

Theorem 1. Assume condition (3) holds. Let d.f.’s F(x) and G(x) are con-
tinuously differentiable and satisfy the relation

F'(x) G'(x)
(6) = Fl@) S 1-Ga)

Then the expected value of the process {07 (x), = € [0,1]} is monotonic non-
increasing on the interval [0, 1] with © and 0 <E[¢}(z)] <1, z € [0, 1].

Proof. Proof is given in [7].

Corollary 1. If condition (4) holds, then Vz € [1 — §,1] the expected value
of the family of random variables {0 (x), = € [0,1]} is an unbiased estimator
for 6: E[0%(x)] = 0.

Theorem 2. If conditions (3) and (4) hold, then the variance o*(z;0,n) of
the family of random variables {6} (x), = € [0, 1]} has the from
()1~ ()

(7) o?(x;0,n) = n(l— F(z))2
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Corollary 2. (a) If (4) holds, then

(8) 02(96;9,71):2<1_1F(x)—9), for 1-0<xz<1.
(b) If (8) holds, then
At = ey P TR * TR -
— ;[9<1i_ggi;>+i_gggr, for 0<x<1-4.

Theorem 3. Let conditions (3) and (4) are satisfied. Then if in addition to
(6), the condition

Fia) _ G'()

) 21—F(x)_1—G(x)

also holds, then the variance o*(x;0,n), defined by (7) is a monotonic non-
decreasing function of x for all x € [0,1].

Proof. Calculate derivative of

H(z)(1 - H(x))
2/, .. _
T O

with respect to x. We have

d o . _ 2.
. (a (x,@,n)) =o°(z;0,n) <

H'(z) H'(z) F'(x)
Hr) 1-H() 1- F(x)) '
For the expression in the brackets we get
H'(z)  H'(z) F'(x) B

Ao)  1-H@) 1= F@) = (1 + H(@) - F@) 1-H@)
From (6) it follows that

H@) _ Gl
1-H(z) ~ 1-G(x)
Since
14— > H@)+——>2
H(x) — H(x) =7
by virtue of (9) we have - (0%(x;6,n)) > 0. u

Due to Corollary 2 the variance of 6} (x) is increasing (non-decreasing) for
x € Sp\Sq regardless of the condition (9) but not in SFNSg. Therefore, con-
dition (9) guarantees o2(x;0,n) to be increasing (or at least non-decreasing)
on the whole interval [0, 1]. We suggest that for certain (fully specified) dis-
tributions this condition could be removed or at least replaced by a weaker
one.



2.1. The right border of the support of d.f. G(z)

Theorem 1 states that the expected value of the family of random variables
{0 (x),n=1,...,2 € [0, 1]} is non-increasing on the interval [0, 1] and Co-
rollary 1 shows that beyond the right border of S¢, which is assumed to be
less than 1, it is an unbiased estimator for the mixture parameter. But the
Corollary does not specify the right border of Sg. If 1 — §, the right border
of the support S¢ of the d.f. G(x) was known, then, intuitively, any values of
0% (x) for x > 1—0 could be taken as an (unbiased) estimator of §. Therefore,
it seems that finding (or estimating) the right border of S¢ should be an
essential step towards estimating of the mixture parameter. But how to find
or estimate 1 — §7

Here we propose an approach to find a point xg € (0, 1) that can serve as
estimator of the right border of Si and such that 6% (zo) = §. The algorithm
is as following.

1. Divide interval [0, 1] into m equal parts such that 0 < zy < x; <

<z, <1

2. Calculate the values of 07 (z) at the last points: Ty, Tim—1, Tm—2.

(i) I 0 (xy) = 05 (xm—1) and 07 (zym—2) > 0% (24m—1), then take the
point z,,,—1 as the right border of S¢g;
(i) If 0% (zyn) = 05 (zim—1) = 0 (xm—2) then calculate 07 (x,,—3);
(iti) If 0} (zm—1) = 05 (Tm—2) and 0 (z;—3) > 0 (zm—2), then take
the point x,,_o as the right border of Sg.

3. If 0% (x) > 05 (xm—1) or 0} (Tm—_2) > 0 (xm—_3) then we divide in-
terval [0, 1] into smaller parts and repeat steps 1-3. Repeat this
procedure until 6% (z,,) = 0% (2m—1) and 0% (zym—2) > 0% (xm-1) or
0% (Xm—1) = 05 (xm—2) and 0} (m—3) > 0} (zm—_2).

By this algorithm we obtain a point that can be accepted as the right
border of S¢, that is, we derive 8, the estimator of . Since for z > 1 —§
we have [0} (z)] = 0, then as a naive estimator of 6 could be taken any
values of 0%(x) for x > 1 — 6. But Theorem 2 shows that the variance of
0% (x) increases drastically as soon as x reaches the right border of S¢. Since
we would like the estimator of € to be as close as possible to the right border
of Sp, then as its estimator we can take a value 0% (z*), z* > 1 — § with
maximum admissible variance.

3. The lower bound of the mixture parameter estimator

In this section we derive an inequality for the mixture parameter that bounds

the mixture parameter from below and is expressed via the components of

the mixture model and the sample size. We obtain an estimator of the lower

bound of that inequality, which serves as an estimator of the mixture para-

meter in the model (2). The idea of this section takes its origin from [3].
For the further discussion, we need the following lemma.
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Lemma 1. Let X,, = {X1,...,X,} be a sample of size n drawn from d.f.
H(x). Then sample Y,, = {Y1,...,Y,} of size n drawn from the complemen-
tary cumulative distribution function (c.c.d.f.) (1 — H(z))/(1 — F(x)) could
be obtained from X,, by

y=H ' (im) , H(z)=1- H(2).

Proof. We have

H(z)=P{X > x}.
Therefore for every z € [0, 1]
1-H(z) P{X >uz} —
—F@) ~ 1-F() =P{Y >y} =H(y),

from which follows the statement of lemma.
Let us call X, the original sample and Y,, its transformed sample.

Theorem 4. Let X,, be the original sample and Y, be its transformed sample
and 1 < k <n. Assume the following conditions hold:

(10) G(z) > F(x), Vze(0,),
(11) Sg C [0, 1—-90], forsome §>0,
and

) Fla) _ Q)

1—F(z) — 1-G(x)
Assume that p(x) is a strictly decreasing function on the interval [0, 1] such
that ©(0) = —¢'(0) = 1 and satisfies the relation

d? 1— H(x)
1 — | [ —=])]| >0
1 i o ()| =0
Then for the mixture parameter in the model (2) the inequality
HX)-FX

F(X)(1 = ¢(YRe(y0)))

holds and the estimator of its lower bound, which serves as an estimator of
the mizture parameter 0 in the model (2), can be defined as

k
15 0 =maxq1l— 00
where Y is defined as
(16) max {Y1,...,Yx} <Y <min{Yiy1,..., Yo}, k<n,

yo € (0, Y), xg is such that H(yo) - F(xo) = H(xg) and
1 _ 1-— Hn($0>>
L (1=t
(%0) w? TR
H, (x) is the empirical d.f., constructed by the sample {X1,...,X,}.



Proof. Rewrite (2) it in the form

(17) 1—H(z) =0(1 - F(z)) + (1 - 0)(1 - G(x)),
where d.f’s F(x) and G(z) are defined on the interval [0, 1]. Assuming
F(x) # 1 for x € [0, 1], divide both sides of (17) by 1 — F(z). We obtain

1— H(zx) 1—-G(x)
(18) —F@) T TR
In fact the last assumption is satisfied by virtue of monotonicity of d.f. F(z

)
and conditions (10 - 11). Since Sg¢ = [0,1 — ¢] C [0, 1], therefore 1 — G(z)
vanishes earlier than 1 — F'(z) does, hence both ratios (1 — H(z))/(1 — F(z))
and (1-G(z))/(1— F(z)) have meaning Vz € [0, 1] and 0 < (1 - H(x))/(1—
F(z)) <1land 0 < (1-G(x))/(1 = F(z)) < 1. By virtue of conditions (10)
and (12) both of these ratios are monotonically decreasing in the interval
[0, 1] and represent complementary cumulative distribution functions (or
tail distribution or survival function): (1 — H(x))/(1 — F(z)) = Py {Y > z}
and (1 - G(x))/(1 - F(x)) =Pg{Y > «}.

From (13) it follows that f(z) = ¢! G:I;((i))) is a convex function.
Further denote

Riey - [0 = 10)
r—y

R(z,y) is a symmetric with respect to = and y function. If f(z) is convex
then R(z,y) is nondecreasing with x for fixed y and vise versa if R(z,y) is
nondecreasing then f(z) is a convex function. Simply speaking, convexity of
f(z) is equivalent to nondecreasing property of the function R(z,y). We have
a convex function f(x) and we need to show that the first part of our claim is
true, i.e. R(x,y) is nondecreasing with x for every fixed y. Take the derivative
of R(x,y) with respect to  and show that it is nonnegative. We have

dR(z,y) _ f'(@)(x —y) = (f(x) = f())

dx (x—y)?
if only f'(x)(xz —y) — (f(z) — f(y)) > 0. Therefore, we need to show that
if f(z) is convex then f(z) > f(y) + f'(y)(x — y) holds. (In fact the last

confirmation holds in both directions but in this particular case we need only
the first part of it.) From the convexity of f(x) it follows that for 0 < a <1

fletaly—2) <afly) + (1 -a)f(2) = af(y) —af(z) + f(z).

Rewrite the last expression in the form

f) > fo)+ L@y =) = fl@)

>0

«
But

_ _ h) —
i £ =) =) _ St Iy i,y
Therefore,
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This shows that R(z,y) is nondecreasing with x for fixed y, that is, for any
real x > z > 0 we have

R(z,y) < R(z,y)

or

f2) = fly) _ fla) ~ fly)

<
-y r—=y

Since f(0) = lim, o f(y) = ¢~ *(1) = 0, we have
1 _ — H(z) 1 ,/1-H(x)
() = )

(R) e ().

Applying ¢(z) to both sides of the last inequality we get

or

1— H(x) x _,(1—=H(z)
1 ——= < — P .
(19) 1- F(z) —‘p(z‘p (1—F(z)
Next denote
1, (1- H(x)
and
o 1 1 1-— G((E())
Ra(yo) = %90 (1—F($0) )
where yy corresponds to xg. By lemma 1 we can define such X that the
corresponding Y be from (16). Then from (19) we obtain
1-H(X) Y
2 — < =Y
and
1-G(X) (Y ( )>
21 — < — =¢(YR

Due to (10) Vz € (0, 1) we have

1— H(x) < 1-G(=)
1—F(z) = 1—-F(z)
From (20) and (21) it follows that

(23) e(Y Ra(yo)) < o(Y Ru(yo))-

Therefore, by virtue of the inequalities (23) and (22) from equation (18) we
obtain

(22)

1-H(X) B X)
X =0+ (1 ( X)) )e(Y Ra(yo)) <
<O+ (1= 0)p(YRu(yo)) = (Y Ru(yo)) +0(1 — o(Y Ru(yo)))-



From the last relation it follows that

1—H(X) YR

1-F(X) 90( H(yO))
1 — (Y Ru(Yo))

(24) 0>

which is equivalent to to (14).

Since (1 — H(x))/(1 — F(z)) = Pg{Y >y}, the ratio (1 — H(X))/(1 —
F(X)) could be consistently estimated by (n — k)/n, (see [3]). Hence the
estimator of the lower bound for 6 becomes

* = max - i
(25) On = {1 n[l — <P(YRn(y0))]70} ’

where Ry, (yo) is the empirical counterpart of Ry (yo). O
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FEKM ALGORITHM: A MODIFICATION

Marta Zambochoval

Abstract: This paper describes the modification of one of the designing
algorithms for clustering in large data sets — the algorithm FEKM (Fast and
Exact K-Means). This is one of the variants of the k-means algorithm to
process very large data sets that do not fit into memory. The effectiveness
of the algorithm is based on minimizing the number of passes through the
entire data set.

Just one pass through the entire data set suffices to become an exceptio-
nally good case. It is necessary to have the same number of passes through
the entire data set as the classical k-means algorithm in the worst case sce-
nario. The number of passages depends strongly on the initial selection of
the sample data. Therefore, ways to create an appropriate selection so that
the number of passes is minimized and preferably stable, are proposed in the
article.

Abstrakt: Piispévek se zabyva popisem modifikace algoritmu FEKM. Al-
goritmus FEKM (Fast and Exact K-Means) je jednou ze zndmych variant
algoritmu k-pramért umoznujici zpracovani velmi rozsahlych datovych sou-
bort.

Hlavni myslenkou algoritmu je prvotni vytvofeni pfiméfené velkého vy-
bérového souboru z puvodniho souboru dat. V ramci tohoto souboru jsou
vytvoreny shluky pomoci klasického algoritmu k-prumeéru. V jednotlivych ite-
racich v prubéhu shlukovani vybérového souboru jsou zaznamenavana vsech-
na centra a k nim pfedem definované popisné statistiky. Pomoci vSech téchto
center pak dochéazi k vytvafeni cilového shlukovani celého souboru pfi mi-
nimalnim poc¢tu prichodu celym datovym souborem.

Ve vyjimeéné piiznivém piipadu sta¢i pouze jeden pruchod celym da-
tovym souborem. V nejhorsim mozném piipadu je nutny stejny pocet prucho-
du jako u klasického algoritmu k-prumeéra. Maly pocet pruchodu celym sou-
borem potiebny k provedeni celého algoritmu tak, jak deklaruji jeho autofi,
byl v8ak potvrzen pouze ve vyjimeénych piipadech. Pocet pruchodu silné
zavisi na prvotnim vybérovém vzorku dat. Algoritmus FEKM tvoii vzorek
dat ndhodnym vybérem. Hlavni myslenkou navrhované modifikace je proto
vytvofeni vzorku dat nikoliv ndhodné, ale za pomoci jistych datovych struk-
tur (stromt). Vysledny vzorek pak lépe vypovidd o rozlozeni dat a ndsledné
se snizi potfebny pocet pruchodu celym datovym souborem.

Keywords: Clustering, large data set, sampling, algorithm fekm, trees.

Kli¢ovd slova: Shlukovani, velky soubor dat, vzorkovani, algoritmus
FEKM, stromy.
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1 Introduction

It is often necessary to process even very large data sets in a data analysis.
Processing these files is very difficult — first of due to the time demanded by
the processing, but also due to the fact that the data file does not fit into the
main memory. This problem is dealt with very differently by various authors
in the area of cluster analysis — by algorithmically small, almost cosmetic,
modifications to the fundamental changes. One possibility may be a sampling,
during which a representative sample set is selected from the whole data set,
which contains only such number of objects that can be clustered within a
reasonable time limit. A set of clusters is first created in this selected subset
of the objects. Then the remaining objects are assigned to already established
clusters. Another approach is to attempt to minimize the passage of the entire
dataset.

The FEKM algorithm (Fast and Exact K-Means) will first be examined in
detail in the article. After this, the test results of this algorithm from the test
data and the subsequent comparison of such with some selected algorithms
will be described. Finally a proposal for the pre-processing of the algorithm
FEKM and its influence on the behaviour of the algorithm will be set out.

2  Algorithm FEKM

The FEKM algorithm (Fast and Exact K-Means) was described by the au-
thors of the article listed in [1]. This is one of variants of the k-means algo-
rithm to process very large data sets that do not fit into memory. The main
idea of the algorithm is the initial creation of a reasonably large sample of
the original data set. The clusters are created using the traditional k-means
algorithm in this sample set. All the centres of individual clusters and their
descriptive statistics are logged into each iteration of the algorithm during
the clustering in the sample file. Then, the target clustering of the whole
set with a minimum number of passes through the entire data set is created
by means of the application of all of these centres. The data file, which is
essential for the clustering, is the input of the algorithm. The initial centres
and stopping criterion are input too as in the classical k-means algorithm.
The target distribution of the all objects in the clusters is the output of the
algorithm.

Firstly, a random sample data set is created by the application of random
sampling. The algorithm clusters the sample set by means of using classical
k-means methods in the first stage of this algorithm. In the second phase,
the algorithm passes through the entire data set. The centre that is closest
to the given object is found for each data object and each iteration which
is recorded in the first phase. Each data object is assigned to a particular
cluster by using its usage.

The second phase is to detect all objects that are suspected of changes
resulting in a clustering comparison with the clustering of sample. This pro-
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blem applies particularly to objects located at the edge of the clusters. It is
evident that the objects deep inside the clusters are unencumbered from this
perspective. Identified suspicious points are stored. If the object is not identi-
fied as a suspected boundary point, we can assume that this object by means
of the clustering of the entire file has been assigned to the same cluster to
which it is assigned by an additional assignment. We thereby calculate once
again the characteristics of this cluster in this case. The situation about the
stable and the boundary points is graphically illustrated in Figure 1.

Confidence Radius

Boundary Point
d-di < 345

=

d-di> 8+8.
Stable Point

Centres of Clusters

Obrézek 1: Stable and boundary points

In the third phase, the algorithm deals with suspect border objects that
were revealed and subsequently saved in the previous phase. At the begin-
ning of this phase, the algorithm recalculates the clusters for each of the
iterations from the first phase. It does this by virtue of the assumption that
we actually assigned all suspicious boundary objects to their nearest centre.
Recalculation is performed using the suspect boundary objects together with
the preserved statistics describing each cluster. Should a recalculated centre
that is distant from the original possess more than the pre-specified criti-
cal value, the algorithm returns to the second phase and once again passes
through the entire data set. The authors of the algorithm call this above
mentioned critical value as the confidence radius. It is evident that only one
passing through the entire data set suffices in the case of being exceptionally
and sufficiently good enough. It is necessary to possess the same number of
passes as the classical k-means algorithm in the worst case scenario.

The number of suspect boundary points should not exceed 20% of the
size of the entire data set. In addition, these points should fit into the RAM.
If any violation of these conditions has occurred during the algorithm, it
is necessary to reduce the individual confidence radiuses ratting by setting
a special parameter for the algorithm. This will have the effect of reducing
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the number of suspect boundary points. The authors in their paper [1] confir-
med the correctness and effectiveness of the proposed algorithm. The authors
further develop the algorithm and thus provide its further acceleration in the
article [2].

3 Description of data files

All programmed algorithms were tested on three data sets. The first two files
are available at [8]. The last file is a generated file.

IRIS file

150 objects

4 numeric variables (individual dimensions of the calyx and of the petals
of flowers)

3 clusters — three different kinds of genus iris
50 representatives of each kind

The exploratory analysis showed that one of the kinds differs conside-
rably in the described attributes.

The remaining two kinds differ only slightly, even values of their attri-
butes penetrate.

VOWEL file

528 objects
10 numeric variables
11 clusters — eleven monosyllabic words

The contents of the file refer to the pronunciation of vowels in British
English. Eight speakers (four men and four women) read 11 monosylla-
bic words six times, thereby producing different vowel pronunciations
(heed, hid, head, had, hard, hud, hod, hoard, hood, who'd, heard).
Thus, every word was spoken 48 times. It was recorded and converted
into sound with ten numeric values in each of these cases. Each record
is one object of the file.

GENER file

1,000,000 objects
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e 2 numerical variables
e 20 clusters

e The coordinates of objects in the individual clusters were generated as
random values belonging to a Gaussian distribution within the given
parameters. The parameters of the distribution in individual clusters
were again randomly generated as the values of the continuous uniform
distribution (the mean value p randomly from the interval (0, 10) and
the variance o from the interval (0, 3)).

4 The testing of algorithms

The algorithm FEKM was programmed in the MATLAB development en-
vironment. In the same environment the other algorithms were also progra-
mmed. These were selected algorithms, which either use different types of
sampling, or limit the number of passes through the entire data set. Both of
these principles are the basis of the algorithm FEKM. These selected algori-
thms and their implementations are comprehensively described in [7].

Dependence on the input parameters is the big disadvantage for most of
the tested algorithms (including FEKM). In addition, there is no universally
valid recommendation for setting the values of individual parameters.

The other disadvantage of the majority of tested algorithms is that sam-
pling provides poor-quality for the clustering. In particular, the quality of
the resulting clustering by means of using the algorithm FEKM depends
very much on the fabricated sample, ranging from very poor to excellent
quality. This behaviour bore similarity to the fact that the quality of cluste-
ring by using k-means algorithm is very strongly dependent on the choice of
initialization centres. This is described in detail in [6].

The algorithm FEKM had one special disadvantage according to the ex-
periments carried out. The authors declare a small number of passes by a
set needed to perform the algorithm. This small number was confirmed only
in exceptional cases. The number of passes depended strongly on the initial
selection of the sample data.

The algorithm FEKM is the only algorithm which uses a random sample
of data. The other above mentioned algorithms represent samples using cer-
tain data structures (trees). The resulting sample therefore provides a better
reflection of the distribution of the data. This fact gave rise to the idea that
it would actually be possible to combine the algorithm FEKM with any of
these other algorithms to achieve better results.

The algorithm BIRCH k-means was chosen from all of the examined al-
gorithms. The reason was the main principle of the both algorithms BIRCH -
amounting to one fundamental pass through the entire data file. The second
reason was the fact that the primary output of both BIRCH algorithms is
the set of the centres from the clusters. These centres can therefore also be
used directly as input for the algorithm FEKM. These two properties meet



131

both algorithms BIRCH. The last reason for our choice of algorithm was its
relative simplicity in comparison with the classical BIRCH algorithm.

5 BIRCH algorithm k-means

The paper denoted in [3] describes the clustering method, which is a variant
of algorithm k-means, and which is influenced by the algorithm BIRCH. The
algorithm BIRCH is described in detail in [4], [5]. This method gives the
special procedure prior to processing by using Lloyd’s algorithm. We thus
receive the distribution of objects into groups, which is useful for further
work, by means of applying this procedure.

The algorithm BIRCH k-means has two parameters — the allowed number
of objects in the cluster and the maximum allowable value of the “radius”
of the cluster (i.e. critical value of variability). This algorithm does not work
with CF-trees as is the case in the classical algorithm BIRCH.

Also the CF-characteristic of the classical procedure BIRCH is replaced
by another equivalent characteristic. The information contained in both cha-
racteristics is sufficient to calculate the centres of clusters, i.e. the distances
between clusters and the measure of the compactness of clusters. This in-
formation is necessary and suffices for the implementation of the algorithm.
It is true that the characteristic of the cluster that was given rise to by the
merger of two disjoint clusters is equal to the sum of the characteristics of
the original clusters.

The characteristic used in the algorithm BIRCH k-means is a triplet
(m,q,c), where m is the number of objects in the cluster, ¢ is the quality
of the cluster (calculated as the sum of squared distances of all objects of a
given cluster to the centre of the cluster) and ¢ is the centre of the cluster.
This characteristic is maintained for each cluster.

The algorithm works in three phases. The beginning of the first phase
contains a set of all the tracked objects and the set of clusters is empty. Then
in the cycle after this, the algorithm always selects an object from the set of
objects and tries to find the “nearest” cluster of a set of clusters, in which
the addition of an object does not exceed either the limit of the number of
elements in a cluster or the critical value of variability of the cluster. If no
such cluster is already in existence, it creates a new cluster that includes
only this object. The object is deleted from the set of all objects after the
successful inclusion of the object into the cluster. The cycle is performed until
contains empty sets of objects.

The centres of all clusters that have arisen in the first phase are clustered
in the second phase of the algorithm. This clustering can be performed using
any clustering method. In [3] a special variant of the method of the quadratic
k-means algorithm is used.

In the third phase, the original objects are classified into clusters. Each
object is assigned to the closest of the centres created in the second phase.
This phase is given in [3] as the final phase.
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In my experiments, however, I added a fourth phase, in which the division
into clusters arising from the first three phases is taken as the initial clustering
and running of the classical Lloyd’s algorithm. The results of clustering were
significantly improved by means of this. The disadvantage of this treatment,
however, is the increase in computational time.

6 Results of testing the modified FEKM algorithm

The insertion of the first phase of the algorithm BIRCH k-means prior to
the proper processing of the algorithm FEKM establishes a method, which
combines the advantages of both algorithms. The centres of the clusters gene-
rated in the first phase of algorithm BIRCH k-means were taken as a sample
data file, which is required as input to the algorithm FEKM. The number of
necessary passes through the entire data set was stabilized in comparison to
the algorithm FEKM. The core of the modification shows that the minimum
number of passes is two. There are cases where only a single passage through
the entire dataset sufficed in the original algorithm. On the other hand, there
have been cases where the sample was generated data “inappropriately” and
there was a very high number of passage data file. It has resulted in the
improvement of the quality of clustering compared to algorithm BIRCH k-
means. Unfortunately, this also gave rise to an extension of the processing
time (on average 2 — 3 times) compared to the BIRCH algorithm k-means.
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VYUZITI REGULACNICH DIAGRAMU

PRI TVORBE SYSTEMU INTELIGENTNICH
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JADERNYCH ELEKTRAREN
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OF SYSTEM OF INTELLIGENT ALARMS
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Abstrakt: Pii tvorbé systému inteligentnich alarmu v energetickém provozu
jadernych elektréren byl Fesen problém jak rychle a efektivné (on-line) odha-
lit zac¢inajici nestabilitu procesu popsaného cca 140 procesnimi charakteristi-
kami a varovat velin, ze bez zdsahu do systému dojde velice pravdépodobné
k mimoiddné udalosti. Ze statistickych pristupu klasické vicerozmérné sta-
tistické metody selhaly (pfedevsim proto, ze jsme v historickych datech ne-
byli schopni rozeznat, zda jsou zmény vyvolany zdsahem operédtora, nebo
zda k nim dochdzi samovolné). Proto bylo navrzeno vyuziti klasickych re-
gula¢nich diagramu pro sledovani stability procesu. Diky tomu, Ze mnoho
charakteristik je autokorelovanych nebo nestaciondrnich, byly vyhodnoceny
jako nejlepsi regulaéni diagramy diagramy rozpéti a klouzavého rozpéti, které
budou v budoucnu implementovany do softwarové aplikace.

Abstract: In creation of systems of intelligent alarms in energetic facility of
nuclear plants was solved a problem how fast and effectively (on-line) reveal
beginning instability of process described by about 140 process characteris-
tics and warn control centre that without intervention is highly probable
to occur an emergency event. From statistical approaches the multidimensi-
onal statistic methods have failed (mainly because we could not recognize
from historical data if changes are result of operator’s actions or they emerge
spontaneously). Therefore it has been proposed to use classic control chart
for monitoring of process’ stability. Thank to fact that many of the characte-
ristics are autocorrelated and non-stationary came out as best control chart
of range and moving range which will be in the future implemented into
software application.

Kli¢ovad slova: Regula¢ni diagram, SPC, x-bar R diagram, I-MR diagram
Keywords: Control Chart, Stability, SPC, x-bar R chart, I-MR chart
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1. Uvod

Pii tvorbé systému inteligentnich alarmu v energetickém provozu jadernych
elektraren byl fesen problém jak rychle a efektivné (real-time) odhalit zac¢ina-
jici nestabilitu procesu popsaného cca 140 procesnimi charakteristikami a va-
rovat velin, ze bez zdsahu do systému dojde velice pravdépodobné k udalosti.
Ze statistickych piistupt klasické vicerozmérné statistické metody selhaly
(pFedevsim proto, Ze jsme v historickych datech nebyli schopni rozeznat, zda
jsou zmény vyvoldny zdsahem operétora nebo zda k nim dochdzi samovolné).
Proto bylo navrzeno vyuziti klasickych regula¢nich diagramu pro sledovani
stability procesu. Procesni charakteristiky byly charakteristiky teploty, tlaku,
vysky hladiny, prutoku a vykonu apod. Protoze jde o duvérné informace, jsou
data transformovéna a veli¢iny oznaceny pouze typoveé.

2. Regulaéni diagramy

Regulaéni diagram mé obecné slouzit jako diagnosticky néstroj k posou-
zeni, zda se sledovany proces (pfedstavovany néjakou métrenou veli¢inou nebo
velicinami, které jej charakterizuji) chova tak, jak ocekdvdme, zvlaste pak,
nedoslo-li k nec¢ekané zméné procesu. Doslo-li k takové zméné, je tieba ji
interpretovat — vysvétlit a pfipadné pristoupit k néjakému zdsahu. Proces,
ve kterém neni tfeba pristupovat k zdsahtim, nazyvame stabilni a pozndme
ho tak, Ze se v ném vyskytuji pouze (pfirozené) nahodné pii¢iny kolisdni.
Téchto pricin je Siroka skéla a kazda prispiva ke zméné procesu jen nepatrneé.
Stabilni proces se chova v kazdém okamziku stejné, tudiz je predikovatelny.
Predikovatelné procesy jsou z hlediska nakladu na jakost levnéjsi nez procesy,
které se chovaji chaoticky. Kromé ndhodnych pfi¢in kolisani proces ovliviiuji i
vymezitelné ptriciny kolisani, pusobenim téchto pfi¢in jiz dochazi k zdsadnim
zméndm procesu (odlehlé hodnoty, posunuti procesu, undseni procesu).

2.1. Typy regulacnich diagramu

Pro spojita data vétsinou pouzivame jeden ze tii zdkladnich diagramu:

e [-MR diagram - individudlni hodnoty a klouzava rozpéti,
e Xbar—R diagram - aritmeticky prumeér a rozpéti,
e Xbar—S diagram - aritmeticky prumér a smérodatna odchylka.

Pro atributivni data pouzivame dle typu dat diagramy:

e np diagram pocet nestandardnich vyrobku v sériich stejného rozsahu,
p diagram podil nestandardnich vyrobku v sériich ruzného rozsahu,
¢ diagram pocet neshod na stejné velkych jednotkach,
u diagram pocet neshod na ruzné velkych jednotkéch.
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2.2. Testy vymezitelnych pfFicin

Abychom uré¢ili, zda je proces statisticky stabilni a tedy neni vhodné do
néj zasahovat, jsou zavedeny tzv. testy vymezitelnych pri¢in. Tyto testy hle-
daji takové seskupeni bodu (hodnot) v regulaénim digramu, kterd jsou mélo
pravdépodobnd. V dalsim byly vyuzity pfedevsim néasledujici testy:

- Test 1: 1 bod déle nez 3 smérodatné odchylky od stfedni hodnoty,
- Test 2: 9 bodu v fadé na stejné strané od stiedni hodnoty,

- Test 3: 6 bodu v fadé rostoucich resp. klesajicich,

Test 4: 14 bodu v tadé pravidelné kolisd nahoru dolu.

3. Aplikace regula¢nich diagramu na sledované procesni cha-
rakteristiky

V ruznych ¢asech, kdy lze dle operatoru proces povazovat za stabilni, jsme
vybrali interval o rozsahu 1000 hodnot a zaznamenévali jsme vSechny sle-
dované charakteristiky. Kazdou charakteristiku lze vykreslit v ¢ase pomoci
prubéhového diagramu (ilustrujeme na charakteristice ,vodni hladina“, viz
Obr. 1), toto zobrazeni neni piili§ ptehledné, proto pouzijeme regula¢ni dia-
gram Xbar-S (Obr. 2), kde velikost skupiny volime 10. Z tohoto regula¢niho
diagramu vidime, ze a¢ jsou data v globalnim pohledu nestabilni, smérodatné
odchylky pocitané z deseti nasledujicich hodnot jsou stabilni.

Podobné vysledky dostaneme i v okamziku, kdy je v datech patrny trend,
viz Obr. 3. V tomto piipadé Xbar-S diagram sice vykazuje odlehlé hodnoty,
ale riziko poplasného signalu lze omezit rozsifenim regula¢nich mezi pro da-
nou charakteristiku (napf. 4,5 ndsobek smérodatné odchylky).

Samoziejmé jsou zde i charakteristiky, pro které jsou regula¢ni diagramy,
zalozené na sledovani stability kratkodobé variability, nepouzitelné viz Obr. 4.

4. Mimoiadna udélost (porucha)

Pro dalsi vyhodnoceni byly vyuzity casové pribéhy sledovanych charakte-
ristik, u kterych doslo k mimoiddné udalosti. Pfedpoklddejme, ze mame
1801 sledovanych hodnot danych procesnich charakteristik ze dne, kdy doslo
k poruse. Déale bylo vyhodnoceno, ze po cca 307 hodnotich doslo k poruse
(asovy ramec pro dany piiklad neni podstatny). V tomto piipadé je i pouhym
okem vidét, ze vétsina charakteristik se zmeénila, viz Obr. 5. Nefesime co je
pficina a co dusledek. Vétsina charakteristik se zacala vyrazné ménit béhem
cca 5 hodnot (Water Surface, Output), nékteré charakteristiky reagovaly se
znaénym zpozdénim ( Value), jinde neni porucha z trendu patrnd (Level).

5. Vytvoreni alarmu

Nyni se pokusime vytvofit alarm, ktery by automaticky reagoval na zménu
v procesu. Pouzijeme data z pfedchozi kapitoly a vykopirujeme 201 az 315
hodnotu, tedy v datech by mélo dojit k poruse ve 107 hodnoté. Protoze
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OBRAZEK 1. Piiklad posuzované ¢asové fady dpecifického procesu.

OBRAZEK 2. Xbar-S regulaéni diagram procesu dle Obr. 1.

chceme reagovat na poruchu co nejdiive, nebudeme pracovat s regula¢nimi di-
agramy pro podskupiny, ale pouzijeme individualni hodnoty. Abychom ome-
zili riziko falesného alarmu, aktivovén je pouze test 1.

Jako nejvhodnéjsi nastroj pro detekci poruch se jevi diagram klouzavého
rozpéti (Moving Range). Tento diagram velice dobfe reagoval ve vétsiné
piipadu a nedochazelo u néj k falesnym alarmum, jako pii vyuziti diagramu
individuélnich hodnot, viz Obr. 6. Tento diagram je rovnéz nete¢ny k datam
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OBRAZEK 3. Xbar-S regulaéni diagram procesu vyka-
zujiciho trend.

OBRAZEK 4. Piiklad procesu kde Xbar-S regula¢ni diagram selze.

s trendovou slozkou, viz Obr. 7. Samoziejmé pokud se charakteristika pra-
videlné prepind mezi nékolika diskrétnimi stavy, je tento regulaéni diagram
nevhodny, viz Obr. 8.

Test 1, ktery je standardné formulovan: ,,1 bod ddle nez 3 smérodatné od-
chylky od stredni hodnoty“, zobecnime na .1 bod ddle nez K smérodatngjch
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OBRAZEK 5. Piiklady sledovanych procesnich charakteris-
tik pfed a po udalosti. Svisla ¢ara v grafech oddéluje data
pfed a po detekované zméné procesu.

odchylek od stiedni hodnoty“ a budeme hledat vhodné K pro ruzné charakte-
ristiky popisujici proces tak, abychom minimalizovali pravdépodobnost chyby
falesného alarmu i chybéjictho alarmu.

6. Zaveér

Klasické regulacni diagramy s modifikovanymi testy vymezitelnych pficin
jsou velice rychlym a efektivnim nastrojem vhodnym pro tvorbu systému
real-time inteligentnich alarmt v energetickém provozu jadernych elektraren.
Pro vétsinu sledovanych veli¢in jsou nejvhodnéjsi regulaéni diagramy zalozené
na sledovani stability kratkodobé variability, protoze nereaguji na dlouho-
dobé trendy, které se v datech vyskytuji a mohou byt napiiklad zpusobeny
cilenym zdsahem obsluhy nebo regulaéniho mechanismu. Alarmy zalozené
na uvedenych regula¢nich diagramech budou implementovany do softwarové
aplikace, kterd jiz nyni pomoci jinych mechanismt vyhodnocuje stabilitu sle-
dovanych procesu.
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gula¢niho diagramu v praxi nejenom na zakladé jeho matematicko-statisti-
ckych vlastnosti, ale téz s pfihlédnutim k ekonomické strance jeho nasazeni
v praxi. Pozornost je téz vénovana metoddm numerického feSeni problému
ekonomicko-statistické optimalizace regulacnich diagramau.

Abstract: The main objective of this thesis is the study of methods and al-
gorithms suitable for optimizing economic and statistical control chart. New
type of zone control chart is designed and its properties analyzed. Moreover,
the work focuses on the issue of selecting the appropriate control chart in
practice, which is based not only on its mathematical and statistical charac-
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1. Uvod

Ekonomicko-statisticka optimalizace spo¢iva v minimalizovani pfedpoklada-
nych ztrat za jednotku casu. Za urcitych podminek a z urcitého hlediska lze
povazovat vyrobni proces za proces obnovy, tedy proces pracujici v urc¢itych
cyklech zvanych cykly obnovy. O téchto cyklech predpokladame, ze jejich
délky jsou nezavislé nahodné veli¢iny se stejnym rozdélenim pravdépodobnos-
ti. Oznacme ocekavané naklady za cely cyklus v procesu jako C' a ocekavanou
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délku cyklu v procesu jako T', potom muzeme vyjadiit otekdvanou stiedni
ztrétu E(L) za jednotku ¢asu jako pomér E(C) ku E(T):

Vyrobni proces v praktickém provozu je spojen s fadou nakladovych polo-
zek, které urcuji jeho efektivitu. Nizka efektivita pouziti regulacnich dia-
gramu bohuzel casto vede k jejich odmiténi ze strany vedeni u firem. Cilem
ekonomicko-statistické optimalizace je nalézt takové parametry regulac¢nich
diagramu, které ztraty minimalizuji a pfinesou maximalni zisk, [6], [11], [17].

Prvni ekonomicko-statisticky model, ktery vychazel z Shewhartova re-
gula¢nfho diagramu, navrhl v roce 1956 A.J. Duncan [6]. V daném mo-
delu uvazoval naklady na inspekce, naklady na vadné produkty, nidklady na
vyhledani falesného signdlu, nédklady na vyhledani a odstranéni zjistitelné
priciny. Pfedpoklddame pfitom, ze zndme parametry, to je stfedni hodnotu
procesu dg, posun v procesu d a smérodatnou odchylku méfeni o. Mezi opti-
malizované proménné parametry patii rozsah vybéru n, délka intervalu mezi
inspekcemi h a §ifka regulaénich mezi k, viz [5], [6], [7], [8], [18], [20].

V tomto pfispévku uvedeme nejcastéji pouzivany rozsiteny ekonomicko-
statisticky model T. J. Lorenzena a L. C. Vance. Tento model pfedpoklada
standardni prubéh statistické regulace jakozto procesu obnovy. Jednotlivé
cykly obnovy zac¢inaji po¢atkem pozorovani procesu ktery je pod statistic-
kou kontrolou, detekci zmény zpusobené zjistitelnou pficinou, jeji opravou
a opétovnym uvedenim procesu do stavu pod statistickou kontrolou. Mo-
del nezahrnuje predpoklad provadéni preventivni tdrzby. Udrzba, kterd je
v praxi bézné provadéna, muze zmeénit parametry celého regula¢niho pro-
cesu. Zarovenn ma vliv na ekonomické dopady regulace — zpravidla pTinasi
uspory plynouci z mensi pravdépodobnosti béhu procesu mimo statistickou
kontrolu a tedy mensi pravdépodobnosti vyskytu nekvalitnich produktu.

2. Model Lorenzen-Vance

V roce 1986 T.J. Lorenzen a L.C. Vance navrhli rozsifeny ekonomicko-
statisticky model, ktery v sobé zahrnuje ndklady na vyhledani falesného
signalu, naklady na vyhleddni a odstranéni zjistitelné pric¢iny, naklady na
vadné produkty a nédklady na inspekce.

Délka cyklu 7" v tomto modelu je slozena z doby ve stavu pod statistickou
kontrolou 77, a doby mimo statistickou kontrolu To,:. Pro stfedni hodnoty
plati
1 + (1 —:)s Ty
A ARLy
kde prvni ¢len na pravé strané rovnice (2) vyjadiuje otekdvanou dobu do po-
ruchy béziciho procesu, A je intenzita vyskytu zjistitelné pric¢iny (poruchy).
Druhy ¢len prodluzuje dobu, kdy je proces pod statistickou kontrolou o in-
tervaly, ve kterych proces stoji a my detekujeme falesSny signal po dobu T7.

(2) E(Tln) =
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Parametr v, je indikdtorem béhu procesu: je roven jedné, pokud proces po
dobu detekce bézi a je roven nule v ptipadé, ze proces v prubéhu detekce
nebézi. Symbol ARLg oznacuje prumérny pocet inspekci které probéhnou
nez dojde k faleSsnému signalu, je-li proces pod statistickou kontrolou. Je
ARLy = 1, kde v = P(nastane signal | proces pod kontrolou).

Celkova doba, kdy je proces mimo statistickou kontrolu zahrnuje pét ¢asti:

(3) E(Tou)=h—v+h(ARLs = 1)+ Ty, + T, + T,

Prvni je doba, kterda ubéhne od posledni inspekce pred tim, nez nastane zjisti-
telnd piicina do okamziku vzniku této pficiny. Tato doba je rovna (h—v). v je
doba od vzniku zjistitelné pii¢iny do prvni nasledujici inspekce. Druhou ¢ast
tvoif doba, kterd signalizuje stav mimo statistickou kontrolu je h(ARLs —1).
Symbol ARLs oznacuje prumérny pocet inspekci které probéhnou nez dojde
k signalu v pfipadé, ze proces je mimo statistickou kontrolu s posunem cilové
hodnoty o do. Treti ¢dst obsahuje dobu potfebnou k zakresleni a vypoc¢tu
standardnich testi jednoho vysledku pfi inspekci (obsahujici n méfent), je-
li proces mimo statistickou kontrolu, kterou oznacime jako Tyy,. Ctvrtd a
pata ¢éast jsou reprezentovany dobou na vyhledani zjistitelné pric¢iny T, a do-
bou k odstranéni zjistitelné pticiny (odstranéni poruchy) v procesu, kterou
oznac¢ime jako T..

Stredni naklady na cyklus v tomto modelu jsou slozeny ze tii ¢asti:
— stfedni ndklady na na odbér vzorku za cyklus

Cs(% —v+Tgn + h(ARL5) +7.T. + 'YTTT)
h )
kde Cg jsou jednotkové ndklady na jednu inspekei,
— oc¢ekavané naklady na detekci a opravu zjistitelné pticiny
50y
~ ARLg
kde Cy jsou naklady na detekci falesného poplachu
a C,, naklady na detekci a opravu zjistitelné priciny,
— ocekavané néklady plynouci z nekvalitni vyroby za cyklus

C
E(Cq) = TI +Co ( — v+ Tyn + h(ARL;) +7.T. + %TT) )

E(Cs) =

E(Cp)

+ CZT)

kde C; jsou jednotkové ndklady (ztréta) z nekvalitni vyroby v dobé, kdy
je proces pod statistickou kontrolou, Cp jsou jednotkové ndklady (ztrata)
z nekvalitni vyroby v dobé, kdy je proces mimo statistickou kontrolu.
Celkovou ztratovou funkci lze potom vyjadfit jako:

B(L) = E(CQ) + E;(C;D)) + E(Cs).

Podrobnosti o tomto modelu lze nalézt naptiklad v [5], [1], [11], [12], [13].
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Optimalizace spo¢iva v nalezeni parametru n, h, k, pfi nichz ztratova funk-
ce nabyva svého minima. V tomto piipadeé je je tfeba pouzit nékterou z nume-
rickych metod pro hledani extrému funkce vice proménnych. K nalezeni op-
timdlnich parametra rozsahu vybéru m, dobu mezi inspekcemi h a $itkou re-
gula¢nich mezi k byly v literatufe publikovdny poc¢itacové programy napsané
v jazyce FORTRAN (viz [12], [13]). Nabizi se zde také Nelderova-Meadova
simplexovd metoda (viz [15]), snadno aplikovatelnd napiiklad v prostied{
Matlab.

4.9

Ztratova funkce
e
w e [$)] [} ~ [e]

b
N

4.1

OBRAZEK 1. Prubéh ztratové funkce v modelu Lorenzena-
Vance pfi hodnoté rozsahu vybéru n = 5.

3. Ekonomicko-statistické modely s tidrzbou

Zakladni ekonomicko-statisticky model s udrzbou se sklada ze tii scénaiu,
jak je vidét na 2. Prubéh procesu zaznamendvame do regulacnich diagramu,
z kterych zjistujeme, zda je proces pod statistickou kontrolou nebo neni. Po-
kud je ve stavu pod statistickou kontrolou, provedeme v planovaném Case
udrzbu procesu, kterd predchézi poruse v procesu a reaktivni udrzbé. Reak-
tivni udrzbu provadime tehdy, kdy regula¢ni diagram detekuje proces mimo
statistickou kontrolu. Po provedeni reaktivni nebo planované adrzby se pro-
ces vraci do stavu pod statistickou kontrolu, viz [5], [10]. Ve vSech tfech
scénéiich predpoklddame, ze zacindme ve stavu pod statistickou kontrolou,
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Detekovani procesu Reaktivni S,
. ™ , - [ 1

mimo kontrolu udrzba

Proces mimo| |
kontrolu
Monitorovani T T

pomoci | Nedetekovani procesu| | Reaktivni | | S,

RD mimo kontrolu udrzba

OBRAZEK 2. Zakladni ekonomicko-statisticky model s idrzbou.

inspekce provadime po h hodinach a po tudrzbé se proces vraci do stavu ,jako
novy“.

Ve scénéfi (S1) podle 3 predpokldddme, Ze v intervalu mezi j-tou a (j+1)-
ni inspekci dojde ke zjistitelné piic¢ing, ktera posune proces mimo statistickou
kontrolu. Po zakresleni vysledktu do regula¢niho diagramu, detekujeme zjis-
titelnou pficinu. Regula¢ni diagram signalizuje stav mimo statistickou kont-
rolu mezi (j 4 i)-tou inspekei. Zjistime, zda signél je opravnény. Pokud ano,
hledame zjistitelnou pric¢inu, kterd zpusobila posun v procesu. Po identifi-
kovéni zjistitelné pti¢iny provedeme reaktivni idrzbu, ktera vrati proces do
stavu pod statistickou kontrolu.

Zacatek Posledni Nastdva Inspekce Detekce Nalezeni Odstranéni
procesu inspekce  zjistitelnd i i-  zjisti-  zjistitelné zjistitelné
pod pred zjisti- pricina / telné priciny  piiciny
kontrolou telnou jistitel- priciny
pricinou nou pricinu
L | b
L
h 7 v (j+1) Reaktivni
inspekce udrzba
17y, Tout

OBRAZEK 3. Scénai (S;) (detekovani procesu mimo kontrolu).

Ve scénaii (Sz) podle 4 dojde k posunu procesu v intervalu mezi j-tou
a (j + 1)-ni inspekei, nicméné proces pokracuje, protoze regulacni diagram
nedetekoval posun v procesu, a tudiz nevyslal signdl, Ze je proces mimo sta-
tistickou kontrolu pfed pldnovanou ddrzbou. V (m, + 1)-nim intervalu by
méla zacit pldnovand preventivni idrzba nicméné, protoze je indikovan stav
mimo statistickou kontrolu bude provedena reaktivni udrzba, ktera odstrani
problém na zafizeni a uvede jej do stejného stavu jako planové preventivni
ddrzba.

Ve scénaii (S3) dle 5 zacindme ve stavu pod statistickou kontrolou a jsme
ve stavu pod statistickou kontrolou i pfed provedenim planované udrzby.
Plénovand udrzba se uskutecnuje v (m,, + 1)-nim vzorkovacim intervalu, tato
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Zacétek Posledni Nastava Inspekece Nalezeni  Odstranéni
procesu inspekce  zjistitelna signali- zjistitelné zjistitelné
pod pred zjisti- pricina zujicl priciny priciny
kontrolou telnou zjistitel-

pricinou nou pricinu
L | 3

h .
i v my, m, + 1
inspekce Reaktivni
T Tout tdrzba

OBRAZEK 4. Scénaf (Sz) (nedetekovani procesu mimo kontrolu).

udrzba zabrani poruse v procesu. Planovana udrzba je méné nédkladna nez
reaktivni udrzba, protoze pripravné prace mohou byt provedeny za béhu pro-
cesu pred zahajenim této adrzby.

Zacatek
procesu
pod
kontrolou
0—‘—$—$—/I/—$—$—T—0
1 2 my, my + 1
inspekce Planovana
Trn udrzba

OBRAZEK 5. Scénar (S3) (proces pod kontrolou pied
pldnovanou tudrzbou).

Ekonomicko-statisticka analyza
Vychézime ze vzorce (1) pomoci néhoz spo¢itame ztratovou funkei za hodinu
V procesu.

Ocekavanou délku cyklu vyjadiime jako soucet vsech dob cyklu vynasobe-
nych pravdépodobnostmi jednotlivych scénéiu, kterd je dana vztahem:

E(T) = E[T|51]P(S1) + E[T|S2]P(S2) + E[T|S5]P(S3).

Podobné, ocekdvané naklady za cyklus jsou souctem ocekavanych nédkladu
z jednotlivych scénait, které nasobime pravdépodobnostmi jednotlivych scé-
nafru. Muzeme je vyjadiit nasledovneé:
E(C) = E[C|Si]P(81) + E[C|S:]P(S2) + E[C|S5] P(Ss).

Proces za¢ina ve stavu pod statistickou kontrolou s mechanismem poruchy,
které ma Weibullovo rozdéleni s hustotou f(t) = A\ ptP~le= (A" kde X, p,t >
0 a distribuén{ funkei, kterou oznac¢ime F(t). Pravdépodobnosti jednotlivych
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scénéaiu vyjadiime témito vztahy:

P[S1] = F(mph)P(signal | stav mimo kontrolu),
P[S;] = F((mp+1)h) — F(mph)P(signél | stav mimo kontrolu),
P[S3] = 1—F((mp+1)h).

Ve scénéri (S1) predpokldddme detekei zjistitelné piiciny, kterd posune
proces do stavu mimo statistickou kontrolu, po které nasleduje provedeni re-
aktivni adrzby. V dobé pod statistickou kontrolou pocitame se stiedni dobou
do poruchy a poctem zjisténych falesnych signalua, které vyjaddiime pomoci
useknutého Weibullova rozdéleni na intervalu (0, (m, + 1)h) s hustotou:

N ptP—Le=(A1)"

Tr (4. —
frrtmy +1) = 1 — e—(A(mp+D)h)?’

0<t< (my+1)h.

Oznacme jesté E(Ty,,) = Omph tfIT (t;my + 1)dt.

Celkovéa ocekavand doba ze scénéfe (Sy), kterd je ddna souctem doby pod
statistickou kontrolou a doby mimo statistickou kontrolu ze scénéie (Sy), je:

E[T|8] = E[Tin|S1] + E[Tout| S:1].
Vezmeme-li do tivahy moznost zastaveni procesu v dobach identifikace fales-
nych signala (viz (2)), dostdvéme:
Sy
ARLy’

kde s je pocet inspekci, které probéhnou, kdyz je proces pod statistickou
kontrolou ve scénaii (Sy).

ETout|S1] = hARLs — v + Ty, + T, + Tk,

E[Tin|81] = E(Tmp) + (1 - 'YZ)

kde v = 3+ SOt ih) £T7 (8 my + 1),
1=0

Celkové ocekdvané néklady ze scénafe (Sp) jsou souctem ocekavanych
nakladt ze ztraty kvality, ocekdvanych nédkladu na vzorkovani a ocekdvanych
nakladd na vyhledani falesného signalu a idrzbu:

E[C|81] = E[CQ|81] + E[Cs|81] + E[CD|81]

Ocekdvané néklady ze ztraty kvality ve scéndii (Sp) jsou:
E[CQ|81] = C]E(Tmp) + Co|hARLs — v + Tgn + 'Ysz + 'YRTR .

Ocekavané ndklady na vzorkovani ve scénéfi (Sy) jsou:
E(Tw,) + h(ARLs) — v + Tyn + .12 + yrTR

E[CS |Sl] = Cs A
Ocekavané naklady na vyhledani falesného signalu a udrzbu jsou:
C
E[CD|81] = + Ch.

~ ARLg
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Ve scénéii (S2) predpokldddme, Ze zjistitelnd piicina neni detekovéna a
proces je mimo statistickou kontrolu, provadime reaktivni adrzbu.

Celkové ocekdvand doba ze scénéfe (Sq), kterd je ddna souc¢tem doby pod
statistickou kontrolou a doby mimo statistickou kontrolu ze scénafe (Sz), je:

E[T|S5] = E[Tin|Sa] + E[Tout|Ss],

STf

E[T;n|S2]) = E(Tm,+1) + (1 — %)ma

E[Tout|52] - (mp + ].)h, — E(Tmerl) + TR-

kde E(Tr,41) = " 4£77 (t:my, + 1)dt.

Celkové otekdvané néklady ze scénaie (Sz) jsou souctem ocekavanych
nékladu ze ztraty kvality, ocekdavanych ndkladu na vzorkovéani a o¢ekavanych
nakladd na vyhledani falesného signalu a idrzbu:

E[C|S,] = E[Cq|S2] + E[Cs|S2] + E[Cp|Sa].

Ocekdvané néklady ze ztraty kvality ve scéndii (Sz) jsou:

(mp+1)h
E[CQ|52] = C]E(Tmerl) + Co [(mp + ].)h — / tf(t)dt +vYrTR]|-
0

Ocekdvané ndklady na vzorkovéni ve scéndii (Sz) jsou:
E[Cs|S2] = m,Cs.
Ocekavané naklady na vyhledani falesného signalu a provedeni reaktivni
udrzby ve scénéii (Sa) jsou:
sCy
E[Cp|S2] = —— + Ckg.
CplSal = FRps T Cn

Ve scénéii (S3) predpokladdme stav pod statistickou kontrolou, provedeme
pouze planovanou udrzbu, ktera predchdzi zjistitelné pri¢iné. Dobu potiebnou
pro realizaci planované idrzby budeme dale oznacovat symbolem Tp. Celkova
otekdvand doba ve scénéfi (Ss) je:

myT
E[T|Ss] = Dh+ (1 - LS L Ty,
[715] = (my + Db + (1= 12) 57 + T

Celkové ocekavané naklady ze scénéfe (S3) jsou souctem ocekavanych nékla-
du ze ztraty kvality, ocekdavanych ndkladu na vzorkovani a ocekdavanych nakla-
du na vyhledédni falesného signalu a udrzbu:

E[C|S3] = E[Cq|Ss] + E[Cs|Ss] + E[Cp|Ss].

Ocekdvané ndklady ze ztrdty kvality ve scéndii (Ss) jsou (vp je indikétor
béhu procesu v prubéhu pldnované udrzby):

E[Cq|S3] = Cr[(mp + 1)h + vpTp).
Ocekdvané ndklady na vzorkovéni ve scéndii (S3) jsou:
E[Cs|S3] = mpCs.
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Ocekavané ndklady na pldnovanou tdrzbu ve scénaii (Ss) jsou:

C
E[Cpl|Ss] = Z;TLJ; +Cp.

Priklad: Uvazujme proces fizeny Shewhartovym regula¢nim diagramem pro
stiedni hodnotu. Predpokladdme posunuti ve stiedni hodnoté § = 2, pravdeé-
podobnost doby vzniku do poruchy ma Weibullovo rozdéleni s parametrem
meéfitka A = 0.05 a tvaru p = 1. Mezi znamé parametry, které se tykaji
niékladi jsou: néklady za hodinu procesu ve stavu mimo statistickou kontrolu
Co = 100 K¢, néklady za hodinu procesu ve stavu pod statistickou kontrolou
Cr = 0 K¢, néklady na faledny signal €'y = 5 K¢, naklady na vyhledani a
odstranéni zjistitelné pticiny C., = 25 K¢, nédklady na provedeni reaktivni
adrzby Cr = 50 K¢, naklady na provedeni planované udrzby Cp = 75 K¢,
naklady zavislé na odebirani poctu vzorku a zakresleni vybérového bodu
do regula¢niho digramu Cy = 1.0 K& a ndklady, které nezavisi na poctu
odbéru vzorku Cr = 5 K¢. Predpokldddame, ze zndme dobu potiebnou
k zakresleni a vypoc¢tu standardnich testt jednoho vysledku pii inspekei, je-li
proces mimo statistickou kontrolu 7y, = 0.05 h, dobu k nalezeni zjistitelné
piiciny T, = 2 h, dobu na vyhledan{ falesného signdlu 7y = 1 h, doba
na vyhledani zjistitelné piic¢iny T, = 1 h, dobu k provedeni reaktivni adrzby
Tr = 3 h a dobu k provedeni planované udrzby Tp = 8 h. Pokracuje-li proces
béhem vyhledavani zjistitelné pficiny, reaktivni idrzby a planované didrzby
stanovime parametr v, = yg = vp = 1. Déle predpokladdme pocet vzorku
pied pldnovanou udrzbou m, = 300.

Prubéh ztratové funkce pro hodnotu rozsahu vybéru m = 5 je na obrazku
6. Minimalni hodnoty ztratové funkce L = 36.6120 je dosazeno pii dobé mezi
inspekcemi h = 2 a sifkou regulaénich mezi £k = 1.24. Optimalizace zde
byla provedena pomoci Nelderovy-Meadovy simplexové metody v prostiedi
Matlab.

Ztratova funkce

//
i
055
06 085 07 075 08" 085 0o gog ° "

K

OBRAZEK 6. Prubéh ztratové funkce pro zdkladni
ekonomicko-statisticky model s udrzbou pro hodnotu
rozsahu vybéru m = 5.



150

Tento vysledek je ovSsem piikladem toho, ze samotnd ekonomickéd opti-
malizace nevede vzdy k nejlepsim vysledkum. V daném piipadé nizka hod-
nota §itky regula¢nich mezi k vedla k nepfijatelné nizké hodnoté ARLy =
4.6517, tedy k velmi ¢etnym falesnym signalum. V tomto piipadé je potieba
provést statisticko-ekonomickou optimalizaci. Nejprve uréime optimalni hod-
notu sifky regulacnich mezi kg pro pozadovanou minimélni hodnotu ARLyg.
Potom opét provedeme ekonomickou optimalizaci pro tuto optimélni hodnotu
§itky regulac¢nich mezi k. V naSem piikladu jsme dostali $itku regula¢nich
mezi kg = 3.024 pro pozadovanou hodnotu ARLy = 400.

Ztratova funkee

OBRAZEK 7. Prubéh ztratové funkce pro zdkladni
ekonomicko-statisticky model s udrzbou pro hodnotu
§itky regula¢nich mezi k = 3.024.

Naslednou ekonomicko-statistickou optimalizaci jsme ziskali hodnotu ztra-
tové funkce L = 31.3277, kterd je zobrazena na 7, pfi rozsahu vybéru m = 11
a dobou mezi inspekcemi h = 2.4 pii hodnoté ARLy = 400.8716.

4. Zaveér

V piispévku byl popsan model pro ekonomicko-statistickou optimalizaci sta-
tistické regulace procesu s idrzbou. Tento model je rozsifenim obvykle pouzi-
vaného modelu Lorenzena-Vance. Optimaliza¢ni algoritmus je zaloZen na sim-
plexové Nelderové-Meadové metodé a byl naprogramovéan v prostiedi Matlab.
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MATICE VZTAHU A VYZNAMNOSTI PARAMETRU
PROCESU V MRM, JEJI TVORBA, STRUKTURA,
ANALYZA, VYZNAM Z HLEDISKA KONKRETIZA-
CE VAZEB A VZTAHU
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RELATIONS CONCRETIZATION POINT OF VIEW

Radim Flegl
Adresa: ISQ PRAHA, s.r.0., Pechldtova 19, 150 00 Praha 5; flegl.radim@isq.cz

Abstrakt: Prispévek pojednava o podstaté a zakladnich principech metody
rela¢nich matic, jakozto vhodné metody pro hodnoceni parametru procesu a
objektu v oblasti vyroby, sluzeb, vefejné a stdatni spravy. Autor v piispévku
vysvétluje doporucenou strukturu rela¢nich matic, uvadi jejich vyznam a
moznosti vyuziti pro zkouméni vztaht mezi parametry a pozadavky procestu a
objektu. Autor se dale zabyva i doporuc¢enym postupem pro tvorbu rela¢nich
matic, zpusoby jejich vypoctu a moznostmi analyz.

Abstract: The contribution deals with basis and basic principles of Relation
Matrix Method as an appropriate method for process and objects parame-
ters evaluation in the field of production providing services and public and
state administration. Author explains recommended structure of relation ma-
trices, their importance and possibilities of utilization in analysis of relati-
ons between parameters and requirements of processes and objects. Author
follows up recommended procedure for relation matrices creation, ways of
enumeration and analysis possibilities.

Klicovd slova: Kvantifikace, management procesu, management projekti

Keywords: Quantification, process management, project management

1. Uvod

Pro vlastni implementaci metody MRM je vyuzivan metodicky postup uve-
deny v prispévku ,, Vyznam a moznosti vyuziti MRM ve vyrobé, sluzbéach,
vefejné a statni spravé® Ing. O. Kréle, PhD., CSc., zvefejnéném v tomto
buletinu. Cilem tohoto piispévku je ukézat, jakym zpusobem je tento po-
stup v praxi napliovan a jaké skytd metoda MRM moznosti pro analyzu

zkoumanych objektu zajmu.
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OBRAZEK 1. Schema MRM

2. Postup pro sestaveni a vypocet relacnich matic

2.1. Krok 1 - Identifikace internalit, externalit a pozadavkua

Cilem této etapy je identifikovat a kvantifikovat hlavni vlivy (internality a
externality) na plnéni pozadavku kladenych na MRM (napf. zaddni{ projektu,
ocekdvané ¢i jiz dosazené vysledky projektu atp.).
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Piipravna faze této etapy zahrnuje:

o identifikaci hlavnich pozadavki na OMRM (zadéni projektu),

o identifikaci faktort, které ovliviiuji vystupy OMRM ve smyslu plnéni
pozadavku na néj kladenych,

e kategorizaci na internality a externality.

V této fazi je vyhodné vyuziti metody brainstormingu. Vystupem féze je:

(1) seznam pozadavki na OMRM,
(2) seznam internalit,
(3) seznam externalit.

2.2. Krok 2 - Kvantifikace vztahu internalit a externalit uvnitr
skupin mezi sebou

Cilem této etapy je identifikovat a kvantifikovat vztahy jednotlivych interna-
lit, resp. externalit uvniti skupiny mezi sebou. To ndm umoziuje internality
(resp. externality) sdruzit do skupin a omezit tak jejich pocet.

V dalsi fazi je sestrojen maticovy diagram typu ,L*“ do kterého jsou
zanaSeny vazby mezi jednotlivymi internalitami, resp. externalitami. Hodno-
ceni provadi expertni skupina, experti provadéji hodnoceni opét samostatné
jako v predchozi etapé a vysledek je agregovéan prumérovanim.

Experti hodnoti vztah mezi jednotlivymi internalitami, resp. externali-
tami. Pro své hodnoceni pouzivaji 2 proménné:

e silu vztahu internalit (ST), resp. externalit (SE) a

e kompozitni korekéni koeficient vztahu internalit (K T), resp. externa-
lit (KE).

Vysledné bodové hodnoceni intenzity vztahu (II), resp. (IE) vznikne
soucinem sily a vztahu mezi internalitami, resp. externalitami a pfisluSnym
korekénim koeficientem:

IIZ']' = SI” 'Klij, TESP. IEZ] :SEZ] KEZJ
kde:

i, j ... ¢isla internalit, resp. externalit,

1I;; ... intenzita vztahu i-té a j-té internality,

IE;; ... intenzita vztahu i-té a j-té externality,

SI;; ... sila vztahu i-té a j-té internality,

SE;; ... sila vztahu i-té a j-té externality,
K1I;; ... kompozitni korekéni koeficient vztahu i-té a j-té internality,
K FE;; ... kompozitni korekéni koeficient vztahu i-té a j-té externality,
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Kompozitni korekéni koeficienty vztahu internalit, resp. externalit mohou
byt konstruovany ruznymi zpusoby dle charakteru feseného problému. Nej-
jednodussi je vyuziti 2 zakladnich proménnych, obdobné jako u ostatnich
korekénich koeficientt:

(1) Korekéni koeficient vztahu internalit resp. externalit dle charakteru

OMRM (KIC, resp. K EC),
(2) Korekéni koeficient stavu OMRM vztahu internalit resp. externalit

dle stavu OMRM (KIS, resp. KES).
Kompozitni koeficient je zkonstruovan jako aritmeticky prumér obou koe-

ficientu:

_ KEC;; + KES;;

KIC;; + KIS;;
KIij:M' KEy;

2 ’ 2
Internality
— o~ ) E
— ] —
Iy
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I3
s
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OBRAZEK 2. Relaéni matice vztahu internalit mezi sebou

Nésledné se provadi vyhodnoceni tabulek s cilem, pokud se vyskytnou
internality se silnou vazbou na jiné internality (resp. pokud se vyskytnou
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Externality
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OBRAZEK 3. Relaéni matice vztahu externalit mezi sebou

externality se silnou vazbou na jiné externality), provést slouceni téchto in-
ternalit, resp. externalit, coz snizi celkovy pocet internalit, resp. externalit a
hlavni analyza MRM se stane piehledné;jsi.

Urceni, které faktory a jakym zpusobem lze slouéit neni jen matematicka
zalezitost, ale vyzaduje 1 fizenou diskusi experti. Pii slucovéni faktora do
skupin je k prehlednému znazornéni vhodné pouzit afinitni diagram.

2.3. Krok 3 - Kvantifikace vztahu internalit a externalit

Cilem této etapy je identifikovat a kvantifikovat vztahy jednotlivych internalit
a externalit.
Féze navazuje etapu kvantifikace vlivii na plnéni pozadavku na OMRM,

ve které byly:

(1) identifikovény internality,

(2) identifikovany externality,

(3) stanoveno hodnoceni anticipované urovné externalit a internalit (fak-

toru) na zdkladé:



157

e vypoctu z tzv. tvrdych dat,
e expertniho hodnoceni.

V dalsi fazi je sestrojen maticovy diagram typu ,L*“ do kterého jsou
zandseny vazby mezi jednotlivymi internalitami a externalitami. Hodnoceni
provadi expertni skupina, experti provadéji hodnoceni opét samostatné jako
v pfedchozi etapé a vysledek je agregovan prumérovanim. Hodnoceni vychézi
jak z vypoctu z tzv. tvrdych dat, tak i vlastnich usudku jednotlivych experti.

Experti hodnoti vztah mezi jednotlivymi internalitami a externalitami.
Pro své hodnoceni pouzivaji 2 proménné:

e silu vztahu (SF) a
e kompozitni korekén{ koeficient vztahu internalit a externalit (KF).

Vysledné bodové hodnoceni intenzity vztahu k-té internality a 1-té exter-
nality (I Fy;) vznikne sou¢inem sily vztahu mezi internalitou a externalitou a
kompozitnim korekénim koeficientem k-té internality a 1-té externality:

kde:
k ... Cislo internality,
l ... Cislo externality,
IFy,; ... intenzita vztahu k-té internality a 1-té externality,
SFi ... sila vztahu k-té internality a I-té externality,
KFy, ... kompozitni korekéni koeficient k-té internality a 1-té externality.

Kompozitni korekéni koeficient vztahu internalit a externalit muze byt
konstruovan ruznymi zpusoby dle charakteru feseného problému. Nejjed-
nodussi je vyuziti 2 zdkladnich proménnych, obdobné jako u ostatnich ko-
rekcnich koeficient:

(1) Korekéni koeficient vztahu internalit a externalit dle charakteru
OMRM (KFC(C),

(2) Korekéni koeficient stavu OMRM vztahu internalit a externalit dle
stavu OMRM (K F'S).

Kompozitni koeficient je potom zkonstruovan jako aritmeticky prumér
obou koeficient:

KFCij + KFS;;
2
Sumace intenzit vztahu jednotlivych internalit prondsobené anticipovany-
mi drovnémi internalit ndm po znormovani davaji vysledné priority jednot-
livych internalit:

KFy; =
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OBRAZEK 4. Rela¢ni matice vztahu externalit mezi sebou

> (IFy-UI)
PIF, = —=1 -100[%]

Z Z (IFy - UIL)

k=11=1

kde:

k .. ¢islo internality,

l .. Cislo externality,

m .. poCet internalit (vnitinich faktoru),

n .. poCet externalit (vnéjsich faktoru),

IFy,; ... intenzita vztahu k-té internality a 1-té externality,
Ul .. anticipovand troven k-té internality,

PIF; ... priorita l-té internality vzhledem k externalitdm.

Sumace intenzit vztahu jednotlivych externalit pronasobené anticipovany-
mi drovnémi externalit ndm po znormovéani davaji vysledné priority jednot-
livych externalit:
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m
Z IFy, - UE)
PEF = =L - 100[%)
(IFy -UE))
1=1 k=1
kde:

k .. Cislo internality,
l .. Cislo externality,
m .. pocet internalit (vnitinich faktoru),
n ... pocet externalit (vnéjsich faktort),
IFy,; .. intenzita vztahu k-té internality a l-té externality,
UE, ... anticipovand troven 1-té externality,
PEF; .. priorita l-té externality vzhledem k internalitam.

Stanoveni priorit ndm z hlediska praktického fizeni projektu umozinuje:

e Soustredit se na zlepsovani internalit, které maji silné vazby na ex-
ternality (a jsou proto dulezité).

e Identifikovat externality, které maji silné vazby na internality (a po-
tFeba je proto sledovat).

2.4. Krok 4 — Hodnoceni trovné faktord a pozadavki

Soucasti expertniho hodnoceni je hodnoceni anticipované drovné faktoru
(internalit a externalit) a intenzity pozadavku na OMRM. Logika tohoto
pristupu vychézi z toho, ze:

e Faktory (internality ¢i externality), které ocekdvame, ze budou pro-
blematické (napi. mdme zkuSenosti z predchozich projektu, existujf
urcité indicie, ze zde hrozi problém apod.), je potieba v hodnoceni
zduraznit.

e Je tfeba zohlednit i intenzitu jednotlivych pozadavki na OMRM
—nékteré pozadavky muze zadavatel chapat jako zdsadni, jiné spise
doplikové. Zasadni pozadavky je potieba v hodnoceni zduraznit.

2.5. Krok 5 — Hodnoceni vztahi mezi faktory a pozadavky

Experti hodnoti vztah mezi jednotlivymi faktory a pozadavky na MRM. Pro
své hodnoceni pouzivaji:
e silu vztahu (SP), kterd reprezentuje funkéni vazbu mezi faktory a
pozadavky a
e kompozitni korekéni koeficient vztahu faktoru a pozadavku (KP).
Vysledné bodové hodnoceni intenzity vztahu i-tého faktoru a j-tého
pozadavku (IP;;) vznikne sou¢inem sily vztahu mezi pozadavkem a
faktorem a korekénim koeficientem:
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IP; = SP; - KP;j,

kde:
i ... ¢islo faktoru,
j ... ¢islo pozadavku,
IP;; ... intenzita vztahu i-tého faktoru a j-tého pozadavku,
SP;; ... sila vztahu i-tého faktoru a j-tého pozadavku,
KP;; ... kompozitni korekéni koeficient i-tého faktoru a j-tého pozadavku.

Kompozitni korekéni koeficient vztahu faktoru a pozadavka muze byt kon-
struovdn riznymi zptusoby dle charakteru feseného problému. Nejjednodussi
je vyuziti 2 zakladnich proménnych:

(1) Korekéni koeficient vztahu faktort a pozadavku dle charakteru
OMRM (K PC),

(2) Korekéni koeficient vztahu faktort a pozadavku dle stavu OMRM
(KPS).

Oba koeficienty nabyvaji hodnoty 1-5. Kompozitni koeficient je potom
zkonstruovan jako aritmeticky prumér obou koeficientt:

_ KPC;; + KPS;;
o 2

KP;

Charakterem OMRM muze byt napi. projekt, investice, produkt, podnik,
instituce, hodnoceni prvku systému atp. Hodnota korekéniho koeficientu cha-
rakteru OMRM 5 se pridéli, pokud je vztah vyznamny s ohledem na charakter
OMRM, hodnota 1 se pridéli, pokud vztah vzhledem k charakteru OMRM je
nevyznamny. Zkoumany vztah mize byt kupt. velmi vyznamny u rozsédhlych
projekti, méné vyznamny u malych projektu a nevyznamny u hodnoceni
produkti.

Stavem OMRM muze byt napf. faze projektu (ndvrh, piiprava, realizace,
vyhodnocovéni). Hodnota korekéniho koeficientu stavu OMRM 5 se pridéli,
pokud je vztah vyznamny s ohledem na stav OMRM, hodnota 1 se pridéli,
pokud vztah vzhledem ke stavu OMRM je nevyznamny. Zkoumany vztah
muze byt kupf. velmi vyznamny v defini¢ni fazi projektu, méné ve fazi rea-
lizace a nevyznamny ve fazi vyhodnoceni projektu.

2.6. Krok 6 - Sestaveni a vypocet hlavni relaéni matice

V dalsi fazi je sestrojen maticovy diagram typu ,,L“, do kterého jsou zanaseny
vazby mezi jednotlivymi faktory (internality a externality) a pozadavky na
OMRM. Hodnoceni provadi expertni skupina, experti provadéji hodnoceni
samostatné (na rozdil od predchozi tymové faze) a vysledek je agregovin
prumeérovanim.
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Sumace intenzit vztaht jednotlivych faktoru (internalit a externalit) pro-
nasobené anticipovanymi trovnémi faktorii ndm po znormovéni dévaji vy-
sledné priority jednotlivych faktoru:

i (IP; - UF)

Jj=1

PFP; = —

+m p
Z Z IP; - UF;)

-100[%]

kde:
i .. ¢islo faktoru (externality ¢i internality),
j .. ¢islo pozadavku,
m ... pocet internalit (vnitinich faktoru),
n ... potet externalit (vnéjsich faktorn),
P ... potet pozadavki,
IP;; ... intenzita vztahu i-tého faktoru a j-tého pozadavku,
UF; ... anticipovand iroven i-tého faktoru,

PFP; .. priorita i-tého faktoru vzhledem k pozadavkum.
Sumace intenzit vztahu jednotlivych pozadavku prondsobené anticipo-

vanymi Urovnémi intenzit pozadavku ndm po znormovani davaji vysledné
priority jednotlivych pozadavku:

n+m
> (IP;-UP)
1=1

PPP; = =1 - 100[%)]
SN -vm)
j=1 i=1
kde:
) .. ¢islo faktoru (externality ¢i internality),
7 .. ¢islo pozadavku,
m ... pocet internalit (vnitinich faktoru),
n ... pocet externalit (vnéjsich faktoru),
P ... potet pozadavki,
1P;; ... intenzita vztahu i-tého faktoru a j-tého pozadavku,
UP; ... anticipovand troven j-tého pozadavku,

PPP; .. priorita j-tého pozadavku vzhledem k faktortim.
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OBRAZEK 5. Rela¢n{ matice vztahu faktoru (internalit a ex-
ternalit) a pozadavku na OMRM

2.7. Krok 7 — Vyhodnoceni hlavni relaéni matice

Smyslem hlavni rela¢ni matice je stanoveni vyznamu jednotlivych faktoru
(internalit a externalit) a pozadavku z hlediska sily jejich vazeb, otekdvané
drovneé plnéni faktoru a intenzity pozadavku.
Stanoveni priorit ndm z hlediska praktického fizeni projektu umozinuje:
e Soustredit se na zlepSovan internalit, které maji silné vazby na pozadavky|
na OMRM (a jsou proto vyznamné), dle stanovené drovné zévaznosti.
e Soustredit se na zlepSovani internalit, které maji §patnou droven a
mohou se tedy stat pro projekt ohrozujicimi, dle stanovené urovné
zavaznosti.
o Identifikovat, analyzovat a kvantifikovat pozadavky na OMRM, které
maji silné vazby na faktory (a jsou proto vyznamné).
o Identifikovat, analyzovat a kvantifikovat pozadavky na OMRM, které
budou obtizné splnitelné z divodu jejich vysoké intenzity.
Vhodné grafické zndzornéni vystupt z kvantifikace v.OMRM nésledné
umoznuje rychlou orientaci v feSené problematice a rozhodovani o dalsim
postupu praci ¢i ptijeti rozhodnuti.
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2.8. Krok 8 - Hodnoceni prvki OMRM dle klicovych faktora

Dalsim nezbytnym krokem metody MRM je hodnoceni kvality prvkia OMRM
dle klicovych faktoru. Klicovymi faktory chdpeme internality a externality,
které byly v predchozich etapéch identifikovany a vyhodnoceny jako pro
¢innost OMRM vyznamné.

Tato etapa umoznuje podrobngjsi pohled na strukturu OMRM z hlediska
vyse uvedenych faktoru. Z praktického hlediska nam tato analyza miZze po-
moci hodnotit uspésnost jednotlivych prvka systému, napf. organizacnich
jednotek, tj. ttvart, pracovist, pracovnich tymu atp. a porovnavat je mezi
sebou.

Hodnoceni prvki OMRM podle stanovenych faktoru se provadi podle
nasledujici stupnice.

Tab. ¢é. 1 - Klasifikacni stupnice hodnoceni neshod

Hodnotici stupnice prvkii OMRM

1 |Shoda s pozadavky — splnéni pozadavkti na OMRM.

2 |Mén¢ zavazna neshoda — neshoda komplikujici realizaci ¢innosti, neohrozujici funkei
OMRM.

3 | Vyznamnéjsi neshoda — neshoda zptsobujici snizeni schopnosti funkce OMRM.

4 | Vyznamna (kritickd) neshoda — neshoda ptimo ohrozujici funkci OMRM.

Pro tucely kvantitativniho hodnoceni lze u kazdého z realizovanych prvku
OMRM vypocitat ukazatel hodnoceni HA podle nasledujiciho vztahu:

HAZ’LUe -HAe + w; HAZ[%]

kde:
We ... vaha neshod typu externality, napt. w. = 0, 666,
w; ... vaha neshod typu internality, napt. w; = 0, 333,
HA, ... diléf ukazatel hodnoceni externalit,
HA; ... diléf ukazatel hodnoceni internalit.

Py -0+Po - 1+Ps3-2+PFPy-3
HA, = (11— 20t Tear L T 2 Fea 19 ) 007
P.-3
kde:

P.. ... je celkovy pocet externalit, hodnocenych v ramci hodnoceni prvku
OMRM,

P,y ... pocet externalit, hodnocenych v ramci daného prvku stupném 1,

P.5 ... pocet externalit, hodnocenych v ramci daného prvku stupném 2,

P,.s3 ... pocet externalit, hodnocenych v ramci daného prvku stupném 3,

P.4 ... pocet externalit, hodnocenych v ramci daného prvku stupném 4.
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P -0+ Po-1+P3-2+Py-3
Pi. -3

HA; = (1 - ) - 100[%)]

kde:

P;. ... je celkovy pocet internalit, hodnocenych v rdmci hodnoceni prvki
OMRM,

P;; ... pocet internalit, hodnocenych v ramci daného prvku stupném 1,

P;5 ... pocet internalit, hodnocenych v ramci daného prvku stupném 2,

P;3 ... pocet internalit, hodnocenych v ramci daného prvku stupném 3,

P;4 ... pocet internalit, hodnocenych v ramci daného prvku stupném 4.

Hodnoceni zjisténi daného prvku OMRM ukazatelem HA charakterizuje
miru zpusobilosti (pFipravenosti) posuzovaného prvku k plnéni pozadavku na
OMRM.

OBRAZEK 6. Rdmec vyhodnocovaci tabulky pro hodnocen{
prvka OMRM



REQUEST 2012 © CstS 2013

POROVNANI OPERACNICH TECHNIK
POMOCI NEPARAMETRICKE
PREDIKTIVNI INFERENCE
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Abstrakt: Cilem tohoto ¢lanku je na jedné strané porovnéani dvou ruznych
operacnich technik a na strané druhé predstaveni relativné nové neparamet-
rické indukéni metody. Neparametricka prediktivni inference (NPI) je vhod-
nou alternativou ke standardnim metoddm vyuzivanych v analyze pfeziti,
jako jsou Kaplan-Meieruv odhad funkce pteziti a log-rank test, protoze umi
zachazet s daty, ktera obsahuji cenzorovand pozorovani. Data tohoto typu mo-
hou vzniknout z ruznych situaci, napf. méfenim casu preziti pacientu v me-
dicinskych studiich, zivotnosti mechanickych zaiizeni v industridlni spolehli-
vosti nebo délky ¢asového tiseku nezaméstnanosti v modelovani zaméstnanos-
ti. Mozné pole ptsobnosti je proto velmi sirové, NPI piistup muze byt vyuzit
napi. v medicing, inZenyrstvi, ekonomice, sociologii a pojistovnictvi.

Abstract: The goal of this article is to compare two different surgery tech-
niques on one hand and present relatively new nonparametric predictive infe-
rential method on the other hand. Nonparametric predictive inference (NPI)
is a proper alternative to the standard nonparametric approach in survival
analysis represented for example by the Kaplan-Meier estimator of survival
function or the log-rank test, because it can deal with data consisting of event
times and right-censoring times. This type of data may arise from various ty-
pes of situations: the survival times of patients in medical trials, the lifetimes
of machine components in industrial reliability or the duration of periods of
unemployment in duration modeling. The possible range of applications is
therefore quite wide, NPI could be used in medicine, engineering, economics,
sociology and insurance industry.

Kli¢ovd slova: neparametrickd prediktivni inference (NPI), dolni a horni
pravdépodobnost, analyza pfeziti, zprava cenzorovand medicinskéd data, po-
rovnani chirurgickych technik

Keywords: nonparametric predictive inference (NPI), lower and upper pro-
bability, survival analysis, right-censored medical survival data, comparison
of surgery techniques
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1. Uvod

Jednou z nejzdsadnéjsich otdzek, které vyvstavaji obecné u chirurgickych
zakroki s nékolika moznymi opera¢nimi technikami je, kterou z nich zvo-
lit, abychom pacientum po zakroku garantovali celkové delsi dobu doziti.
Béhem devadesatych let minulého stoleti stoupl v chirurgii vyrazné pomeér
minimélné invazivnich metod a laparoskopické techniky tak v nékterych ptipa-
dech ¢astecné, nebo dokonce zcela nahradily klasické oteviené operaéni tech-
niky. Kolorektalni operace karcinomu, které je vénovana analyza v tomto
¢lanku, neni vyjimkou. Mezi vSeobecné zndmé vyhody minimalné invazivnich
metod patii obvykle mensi opera¢ni stres pacienta, pfiznivéjsi pooperacéni
prubéh a kratsi doba hospitalizace po vykonu. Po takovém vyétu pozitiv se
zda byt zjevné, ze laparoskopické techniky generuji celkové delsi cas preziti,
na druhou stranu u nich ale existuje mnoho méné zndmych negativnich
faktori, které se mohou velkou mérou podilet na dmrtnosti pacientu (ri-
ziko protrzeni stifev u kapnoperitonea, del$i operacni ¢as a extrémni po-
zice pacientu pii zdkroku). Porovnéni morbidity a mortality u obou typu
operacnich technik je ¢asto publikovanym vysledkem mnoha medicinskych
studii. Naptiklad konsensus Evropské asociace endoskopickych chirurgt tvrdi,
ze rozdil v morbidité u laparoskopické a oteviené operace kolonu neexistuje
[1].

V tomto ¢lanku jsou analyzovana medicinskd, zprava cenzorovana data
844 pacientu, ktefi podstoupili kolektomii ve Fakultni nemocnici v Ostravé
v letech 2001 - 2009, za tucelem srovnani obou chirurgickych technik a zod-
povézeni otazky kterd opera¢ni technika je méné riskantni, jestli laparosko-
pickd nebo oteviena. Porovnani je provedeno pomoci nové pouzivané metody
neparametrické prediktivni inference (NPI), jejiz vysledky jsou konfrontovany
s klasickym pfistupem reprezentovanym Kaplan-Meierovym odhadem funkce
preziti a log-rank testem.

2. Neparametricka prediktivni inference

Neparametrickd prediktivni inference (NPI) pro zprava cenzorovand data,
predstavena Coolenem a Yanem [2], vychdzi z Berliner-Hillovy metody pro
neparametrickou analyzu pteziti [3]. Berliner a Hill vyuzili predpokladu A,
predstaveného Hillem [4] pro predikci pravdépodobnosti vyskytu budouciho
jednoho (nebo vice) pozorovéni na zdkladé n predchozich pozorovéni. Pied-
poklad A, je definovdn na principu de Finettiho zaménitelnosti posloup-
nosti nezavislych nahodnych kvantit a tvrdi ze pokud mame n uspofddanych
kvantit z(;) < w2y < ... < T(n), pak pravdépodobnost poradi nasledujici
nadhodné kvantity X, 1 vstupujici do studie je rovnomérné rozdélend mezi
hodnoty od 1 do n + 1 (P(Xpnt1(2@), 2i+1))) = 1/(n+1), proi =0,...,n,
kde gy = 0 a x(,,41) = 00). Jinymi slovy je stejné pravdépodobné, ze co se
tyka potadi sestaveného podle velikosti, bude dalsi pozorovand kvantita stejné
pravdépodobné prvni nejvétsi, druhd nejvetsi, ttet{ atd.. Predpoklad A,
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tak poskytuje ¢astecné specifikované prediktivni rozdéleni pravdépodobnosti
pro budouci pozorovéni, které je popsano pomoci pravdépodobnostnich hod-
not pfitazenych jednotlivym otevienym intervalim mezi pozorovanymi casy
udélosti. Tyto pravdépodobnostni hodnoty jsou omezeny na dany interval,
ale jejich rozlozeni v intervale neni blize specifikovano ani omezovano. Modifi-
kovany piedpoklad A, pro zprava cenzorovana data uréi v dalsfm textu pre-
diktivni pravdépodobnosti obdobnym zpusobem, proto je zavedeno oznaceni
pro tyto pravdépodobnostni hodnoty jako M-funkce.

Definice (M-funkce). Céstecnd specifikace rozdéleni pravdépodobnosti
redlné ndhodné kvantity T muze byt uréena pomoci pravdépodobnostnich
hodnot pfifazenych jednotlivym intervalum, bez dalsich omezeni kladenych
na rozdéleni pravdépodobnosti uvniti téchto intervalt. Pravdépodobnostni
hodnota pfifazend timto zpusobem intervalu (a,b) je oznacena jako hodnota
M-funkce pro kvantitu 7" na (a,b), ozn. My, p).

Ptedpoklad A,y bohuZzel nenf dostatetny k odvozeni klasickych piesnych
pravdépodobnosti splnujicich Kolmogorovy axiomy, coz je nutné u mnoha
zajimavych problému, na druhou stranu ale poskytuje dostatetné hranice pro
pravdépodobnosti pro vSechny problémy zahrnujici X,,11. Témito hranicemi
jsou dolni a horni pravdépodobnosti z teorie intervalové pravdépodobnosti
[5] a jako takové maji silné konsistenéni vlastnosti [6]. Doln{ a horni pravdé-
podobnost jsou oznaceny jako P a P a plati 0 < P(A4) < P(A) < 1.

NPI piistup je rdmcem pro statistickou teorii a metody, které vyuzivaji
dolni a horni pravdépodobnosti, zaloZzené na piedpokladu A(,) a obsahuje
také nekolik modifikaci A, které jsou vhodné pro rizné aplikace, napt. pro
Bernoulliho data, mulninomialni data, nebo pro zprava cenzorovana data.

2.1. Predpoklad zprava cenzorovaného A,

Aby se mohly u zprava cenzorovanych dat vzit v ivahu i informace obsazené
v cenzorovani, zevSeobecnili Coolen a Yan [2] Hillav pfedpoklad pro zprava
cenzorovand data na zprava cenzorované A, (ozn. rc-Ag,).

Definice (rc-A(,)). Ptedpoklddejme ndhodné cenzorovand data, kterd mo-
hou byt vysledkem experimentu, kde je mezi n nezavislymi pozorovanimi
m < n pozorovanych dmrti (1) < t) < ... < t(m); p (= n —m) zprava
cenzorovanych pozorovani ¢y < ¢y < ... < ¢p) a ze ve vybéru neexis-
tuji shody (nakldddni se shodami je diskutovdno Coolenem a Yanem [2]).
Nechf to) = 0 a t(41) = 00. Potom rc-A,, ¢dstecné specifikuje rozdélen{
pravdépodobnosti pro budouci pozorovani 7,1 pomoci M-funkce jako

1 fieq + 1

n+1
{T:C(T)<t(i)}

(1) M = Mr, ., (tu) tutn) =

~ 3

2T
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. 1 N,y +1
T )
(2) M, = MTn,+1(CEk)at(i+1)) = CES | | 5 )
Clk) ~ C(r)
{T:C(T)<nci }
(k)
kde i = 0,1,...,m;k = 1,2,...,p a 7, je pocet pacienti v riziku dmrt{

(tedy téch, ktefi jsou stale nazivu) tésné pred casem c,.).

Jestlize je souc¢in provadén pfes prazdnou mnozinu, je definovan jako roven
jedné. Jedna z n + 1 hodnot M-funkce, které ¢astecné specifikuji rozdéleni
pravdépodobnosti pro 7,41 podle re-A,,), je ptifazena ke kazdému z n pozo-
rovani na otevieném intervale od tohoto pozorovani do dalstho pozorovaného
¢asu imrt{ pacienta (nebo nekonecna) a pro otevieny interval (0,#(1)). Soucet
hodnot M-funkce pro T,,+1 na vSech intervalech je roven jedné a kazda hod-
nota M-funkce je z intervalu [0, 1]. Jestlize ve vybéru nejsou zadnd cen-
zorovand pozorovani, je rc-A(,) rovno Ag,). Implicitnim pfedpokladem pro
rc-A¢y,y je neinformativni cenzorovani [2].

Céstecné specifikované pravdépodobnostni rozdéleni pro T}, 1, zalozeno na
predpokladu rc-A,,), potom umoziiuje odvozeni dolnf a hornf pravdépodob-
nosti pro uddlosti tykajici se T),+1. Dolni pravdépodobnost pro P(T,,+1 € B)
je odvozena jako nejvétsi dolni hranice pro P(T,+1 € B), kterou ziskdme
sectenim vSech hodnot M-funkce pro T, 41 na intervalech nalezicich zcela do
intervalu B. Horni pravdépodobnost P(T,, 1 € B)) je odvozena jako nejmensi
horni hranice P(T,,4+1 € B) vznikla se¢tenim viech hodnot M-funkce z inter-
val, které maji s intervalem B neprézdny prunik.

Pfesné pravdépodobnosti pro Ty, 11 € (t(;),%(i+1)) mohou byt odvozeny
diky tomu, Ze intervaly na kterych jsou specifikovany hodnoty M -funkce
(zalozené na ptedpokladu rc-A¢y,)), jsou kazdy plné obsazeny v jediném in-
tervale (t(;),t(+1)), coz vede k

1 Ne,, +1
3) B = P(Tot1) € (ta), tirn) = " H 77% ;
C(r
{T!C(T)<t(i+1)} S
kde i = 0,1,...,m, i, je pocet pacientii v riziku imrt{ tésné pred casem

C(r) & soucin pies prazdnou mnozinu je definovdn jako roven jedné.

2.2. Horni a dolni funkce preziti

V této sekci se zamérime na funkci preziti, kterd udava v kazdém casovém
okamziku ¢t pravdépodobnost, ze ¢as preziti pacienta bude del3i nez ¢ (S(t) =
P(T,41 € (t,00))). Horni(S) a dolni (S) funkce preziti, zalozeny na rc-A,
jsou odvozeny [2], pro vSechna i = 0,1,...,m, ndsledovné

l;

(4) =D | Mz (G ) + ZMTRH (hyrtG+1)
j=i k=1
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pro v8echna t € (t(i), t(i-‘,—l))v kde CEk) S (t(i), t(i+1))7 k=1,...,1;

(5) Sp () =S(tan) + D, Mr,,(cly tis),

{k:cék)zt}

pro vechna t € (t(;), t(i41))-

Obé, dolni i horni funkce pfeziti jsou, stejné jako Kaplan-Meieruv odhad
funkce preziti, schodovité funkce. Jsou konstantni mezi jednotlivymi ¢asy po-
zorovani, zatimco horni funkce pfeziti klesa jen v kazdém pozorovaném cCase
umrti (cenzorovani mé vsak vliv na velikost poklesu), dolni funkce pfeziti
klesd v kazdém pozorovaném c¢ase udalosti (jak v case umrti, tak v case
cenzorovani). Dusledkem je zvySeni rozdilu mezi obéma funkcemi v kazdém
pozorovaném cenzorovaném case ¢, které trva az do dalsiho pozorovaného
Casu umrti, coz odpovida v teorii intervalové pravdépodobnosti ztraté infor-
maci. Horn{ funkce pravdépodobnosti je na intervalu [0,%(1)) rovna jedné a
na [t(,,),00) kladné konstanté, zatimco dolni funkce pteziti je za poslednim
pozorovanim nulova.

2.3. Neparametrické prediktivni porovnani dvou skupin paci-
entu

NPI pro porovnani dvou nezavislych skupin obsahujicich data o pteziti pa-
cientu, véetné zprava cenzorovanych pozorovani, byla predstavena Coolenem
a Yanem [7]. Ozna¢me dvé skupiny dat X a Y, porovnani je pak prove-
deno vypocitanim dolni a horni pravdépodobnosti pro udélost, ze budouci
pozorovani X,4+1 skupiny X je mensi nez budouci pozorovani Y, ;1 sku-
piny Y. Vypocet je zalozen na n, pozorovanich ze skupiny X a n, pozo-
rovanich ze skupiny Y a pfedpokladech re-A(,,) a rc-A¢,, ). Piedpokladejme,
ze mame ve skupiné X m, pozorovanych casii tmrti, oznacenych z;) <
) < ... < T(m,) @ Pz(= ng — my) zprava cenzorovanych pozorovani
Cla1) < C(2,2) < -+ v < Caz,p,)- Necht je ddle z(g) = 0,2 (y, +1) = 00 a oznacme
lz.; pocet zprava cenzorovanych pozorovani v intervale (z(,%(i+1)), Z(iy <
sz,l) < cz('zg) <... < Cém,lm,i) < Z(;41), tedy Ze soucet [, ; na vSech interva-
lech je roven p,. Analogickym zpusobem piedpoklddejme, ze ve skupiné Y
mdme m, pozorovanych ¢asu umrti, oznacenych y) < ye) < ... < Y(m,) @
py(= ny—my) zprava cenzorovanych pozorovani c(y,1) < ¢(y2) < ... < Cly,py)-
Necht je dale Y0) = 0,Y(m,+1) = 00 a ly,; potet zprava cenzorovanych pozo-
rovani v intervale (y(;),y¢+1)), Y() < Czy,l) < CZ%?) <...< ng,ly,j) < YG+1)
takZze je soucet I, ; na vSech intervalech roven p,. Potom jsou NPI dolni a
horni pravdépodobnosti pro udalost X,,+1 < Y, 41 definovany jako
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TABULKA 1. porovnani skupin

Skupina || Celkem | Umrti | Cenzorovani | Pomér cenz. [%)] |
Laparoskopicka 457 160 295 64,99
Oteviend 387 205 182 47,03
Celkem 844 365 477 56,75

P(Xp,+1 < Yn,41) =

My My lm,z
(6) SONTPE S {w <y b ME Y 1 {el <y} MK G
i=0 j=0 k=1

ﬁ(XnmJl‘l < Yny-i-l) =

Ul Ly,
M YR e <y MY > 1w < MY
i=0 j=0 1

kde M7 (M)"), M7, (M),,), P (P}") jsou dény popofadé vzorci (1), (2),
(3), a kde 1{E} je charakteristickd funkce definovand jako jedna jestlize
podminka FE nastane, nula jinak.

Vysledek P(X,, 11 < Yy, 1) > 0,5 je poté interpretovan jako silny dikaz
pro zaver X, 41 <Yy, 11 -

3. Vysledky

Z dat 844 pacientt byly zkonstruovéany, podle rovnic (4) a (5), modely dolni a
horni funkce pravdépodobnosti pro budouciho pacienta vstupujictho do studie
a to jak pro skupinu pacienti operovanych klasickou otevienou technikou, tak
pro skupinu pacient operovanych technikou laparoskopickou. Vysledky jsou
uvedeny na Obrazku 1, kde jsou rizné kiivky pfifazeny riznym operaénim
technikam.

Tabulka 1 obsahuje dodateéné informace o obou skupindch pacientu. Vi-
dime zde celkovy pocet pacienti, pozorovany pocet umrti pacientu, pocet
zprava cenzorovanych pozorovani a celkovy pomér téchto pozorovani ve studii
v jednotlivych skupinéch.

Porovnéani obou skupin bylo provedeno nejdiive pomoci NPI piistupu a
poté konfrontovano s vysledky ziskanymi klasickym log-rank testem. Jestlize
Ossgs a Lyss jsou dvé nahodné kvantity reprezentujici ¢as tmrti budouciho
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pacienta vstupujiciho do studie (oznaceno popotadé do oteviené a laparosko-
pické skupiny pacientii), porovnani NPI piistupem vede k dolnim a hornim
pravdépodobnostem:

(8) B(Oggg < L45g) = 0, 511 ﬁ(0388 < L458) = O, 626,

9) P(Lysg < O3gg) = 0,374 P(Lyss < Osgg) = 0,489,

coz muzeme v terminologii NPI pfistupu interpretovat jako silny dukaz pro
Osss < Lyss, tedy jako dukaz pro zaveér, ze celkovy ¢as preziti pacientu ope-
rovanych laparoskopickou technikou je vyrazné delsi nez celkovy Cas preziti
pacientu operovanych klasickou otevienou technikou. Vysledkem klasického
log-rank testu, za predpokladu nulové hypotézy, ze mezi danymi skupinami
neexistuje statisticky vyznamny rozdil v délce preziti pacientii, jsou hodnoty

x? = 8,024, p — value = 0, 005,
coz nas opraviuje k zdvéru, ze mezi danymi skupinami pacientu existuje
statisticky vyznamny rozdil v délce preziti na hladiné spolehlivosti 99 %.
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4. Zavér

Hlavni vyhodou vyuziti NPI pfistupu v analyze pfeziti je zpusob, jakym
zachdzi s cenzorovanymi informacemi.

Na rozdil od tradiéniho Kaplan-Meierova odhadu funkce preziti, NPI dolni
funkce preziti klesa také v kazdém case cenzorovaného pozorovéani a poskytuje
tak podstatné vice informaci o pozorovanych udalostech, zejména v pozdnim
case studie, jestlize je posledni ¢as pozorovani cenzorovany.

Na zdkladé vysledku obou neparametrickych ptistupt muzeme tvrdit, ze
laparoskopickd operacni technika p¥inasi ve srovnani s klasickou otevienou
technikou vyrazné delsi dobu pteziti pacientu. Tento zavér je v kontrastu
s konsensem Evropské asociace endoskopickych chirurgu [1], ale vysledky (8)
a (9) naprosto koresponduji s vysledky ziskanymi klasickym log-rank testem.
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Abstrakt: Piispévek je zaméfen na moznosti vyuziti metody bootstrap pfi
vypoctu intervalovych odhadu stfednich hodnot cen a mnozstvi, individual-
nich jednoduchych indext, individudlnich slozenych indext a souhrnnych in-
dext z pozorovanych hodnot mnozstevnich a cenovych znaku.

Abstract: The article is focused on the possibilities to use bootstrap me-
thod for calculation of the interval estimations of mean prices and quantities,
individual simple idexes, individual composite indexes, and general indexes
from the observed values of quantity and price variables.
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1. Uvod

Metoda bootstrapovych intervalovych odhadu je uzitetna, potiebujeme-li
urc¢it intervalové odhady parametru pozorované nahodné veli¢iny, resp. na-
hodného vektoru, nebo testovat statistické hypotézy o téchto parametrech,
ale:

e nezname nebo neodhadneme rozdéleni pravdépodobnosti dané velici-
ny, resp. vektoru,

e rozsah vybéruneni dostate¢né velky, abychom mohli aplikovat asymp-
totické odhady.

Od vydédni prvniho ¢ldnku [1] se metoda bootstrap velmi rozvinula [2], [3]
a nasla uplatnéni v mnoha oblastech aplikaci matematické statistiky. Jeji
zakladni postupy byly proto implementovany do néterych profesionalnich sta-
tistickych softwarovych produktu.

2. Princip metody bootstrap

Ze statistického souboru (z1,...z,) pozorovanych hodnot ndhodné veli¢iny
X vytvorime novy statisticky soubor (z7,...,z}) ndhodnym vybérem hod-
not x; s opakovadnim (s vracenim). Takto ziskany ndhodny vybér se nazyva
bootstrapovy vybér, resp. bootstrapovy soubor. Bootstrapovy vybér pak
B-krat opakujeme [2], [3]. Pocet vSech raznych bootstrapovych vybéru je

(")
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Obecny postup aplikace metody bootstrap:

) Ziskéni puvodniho statistického souboru.

) Vypocet statistik pro puvodni statisticky soubor.

) Vytvofen{ bootstrapovych vybért.

) Vypocet bootstrapovych statistik.

) Vypocet bootstrapovych intervalovych odhadt, resp. testovdni hy-
potéz.

(1
(2
(3
(4
(5

3. Bootstrapové odhady

Predpokladejme, ze chceme odhadnout parametr 6 pozorované nahodné veli-
¢iny (vektoru) X. Bootstrapovy odhad parametru 6 je zaloZen na téchto
krocich [2], [3]:
(1) Z pozorovanych hodnot (z1,...x,) ndhodného vybéru (Xi,...,X,)
vypocita-me odhad 6 parametru 0.

(2) Realizujeme B ndhodnych bootstrapovych vybéru («3,...,z})o roz-
sahu n z pozorovanych hodnot (x1,...z,). Obvykle pfitom volime
B> n.

(3) Z kazdého bootstrapového vybéru vypoéitdme odhad ébﬁj parame-
tru 6, j =1,...,B. Odtud ziskdame bootstrapovy odhad rozptylu

D (9)
o 1 B [ 1 B 2
200),= 51 (9@]‘ B 29’”’)
j=1 i=1
a bootstrapovy odhad smérodainé odchylky o (é)

5 () = /()

b b
Odhad 6 vypocteny z puvodniho statistického souboru (z1,...x,) je bo-
dovym odhadem parametru 6, ale muzeme jej dle potfeby také nahradit

aritmetickym priameérem
B
1 A
5 E Op,;.
=1

Pomoci bootstrapovych vybéru ziskdme bootstrapové intervalové odhady
se spolehlivosti 1 —a stfedni hodnoty, rozptylu a smérodatné odchylky nahod-
né veli¢iny X. NechAf Z je aritmeticky primér a s? je rozptyl ptivodniho
statis-tického souboru (z1,...2,), b, je aritmeticky prumeér a Sg,i je rozptyl
statis-tického souboru z j-tého bootstrapového vybéru, j = 1,..., B. Potom:
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(1) Bootstrapovy intervalovy odhad stiredni hodnoty E (X) se spo-
lehlivosti 1 — « je

s s
Tty 1o/ T — ty o) ),
< b,1 a/2\/m b,a/2m>
kde ¢, p je P-kvantil statistického souboru (tp.1,....,ts,B) & tp,; =
= i E 1, j=1,...,B.
sJ

(2) Bootstrapovy intervalovy odhad rozptylu D (X) se spolehli-

vosti 1 — o je
ns? . ns?
2 ) ’
Xb,1—a/2 Xba/2

kde xj p je P-kvantil statistického souboru (X,il, e x?,p) a x?,j =

2
nsbwj

%4 j=1,...,B.
(3) Bootstrapovy intervalovy odhad smérodatné odchylky o (X)
se spolehlivosti 1 — o obdrzime z bootstrapového odhadu D (X) po-
moci odmocniny.

Existuje fada dalsich zpusobu stanoveni intervalovych odhadu uvedenych
i jinych parametru zalozenych na bootstrapovych vybérech [2], [3]. Mimo po-
psanych oboustrannych intervalovych odhadu se pouzivaji dle potieby také
jednostranné bootstrapové intervalové odhady.

4. Bootstrapové odhady indextu

Indexy patii mezi pomérové kvantitativni statistické znaky a vyjadiuji zmé-
nu sledovaného kvantitativniho znaku nebo souboru znaku u jedné nebo
vice statistickych jednotek béhem néjakého casového intervalu nebo vlivem
néjakého faktoru [4], [5]. Indexy se obvykle konstruuji ve tvaru zlomku, kde
v Citateli je hodnota znaku ve srovnavaném, tzv. béZném obdobi, a ve jme-
novateli hodnota tohoto znaku v tzv. zdkladnim obdobq.

Porovnévané znaky (veliciny) délime na intenzitné, vyjadiujici cenu, in-
tenzitu apod., které znacime pismenem p a extenzitni, vyjadiujici mnozstvi,
objem, produkci apod., které zna¢ime pismenem q. V ekonomickych apli-
kacich se nejcastéji uzivaji [4], [5]:

e cenové indexy pro intenzitni znaky,
e mnozZstevni indexy pro extenzitni znaky,
e hodnotové indexy pro spojeni extenzitnich a intenzitnich znaku.

Individualni jednoduché indexy:

(1) Individudlni jednoduchy cenovy index I, = L.
(2) Individudln{ jednoduchy mnozstevni index I, = I .
(3) Individudlni jednoduchy hodnotovy index I, = LB = 1,1, .
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Individudalni slozené indexy:

1) Individualni sloze ly/ cenov y/ index (index pron énlivého sloze ll,,i 1dex
prﬁmérny’ch cen)

Zp(‘b) (i)
~ =
I _ b1 _ X,
prom.sloz. — — B - 7
Do Zp( ) ( ) Iq
=4
>y
(2) Individudln{ slozeny mnozstevni index I, = i 9O
9]
Zq(w) (0

(3) Individudlni slozeny hodnotovy index I, = T—5—
Z_ 2 Py
Souhrnné indexy:

Zq(l) ()
(1) Laspeyresiiv souhrnny index pro intenzitni velicinu I* = W .
Po
Zq(l) ()
(2) Laspeyresiiv souhrnny index pro extenzitni veli¢inu I p Z SPSES
%
> qm )
(3) Paascheho souhrnny index pro intenzitni veli¢inu Ip Z SPerSl
@
> oM
(4) Paascheho souhrnny index pro extenzitni veli¢inu I p Z SPSre
%
(5) Souhrnny hodnotovy index (index obratu, index ndklada)
= HOMO
I
h = Z el

(6) Fisheruv idedlnf index pro intenzitn{ velicinu I} = | /Il IF.

(7) Fisheruv idedlni index pro extenzitnf veli¢inu I} = | /IF IP.

Bootstrapové intervalové odhady se spolehlivosti 1 — « stfednich hod-
not, rozptylu a smérodatnych odchylek cen, mnozstvi, individudlnich jedno-

duchych index, individualnich slozenych indexu a souhrnnych indexa uréime
timto postupem:
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(1) Pozorovanim dvojic cen a mnozstvi u n statistickych jednotek ve dvou
ruznych ¢asovych obdobich nebo regionech ziskame ¢tyirozmérny sta-
tisticky soubor

Po1,---,Pon
qo1,---,4qon
Pi1,---5P1n
qi1s---5q1n

(2) Réadky étyirozmérného souboru z kroku 1 jsou jednorozmérné statis-
tické soubory cen a mnozstvi

(pol""7p0n)’(p11"'"pln)’(qol""’qon)’(qll""’qln)

a vypoctem individudlnich jednoduchych indext obdrzime jednoroz-
mérné statistické soubory individudlnich jednoduchych indexu:

Tpyy oo L) s gy o5 L) s (Tngs ooy Iy ) -

(3) Ze ¢tyfrozmérného souboru z kroku 1 provedeme B bootstrapovych
vybéru podle sloupct.

(4) Ze vsech bootstrapovych vybéru dostaneme analogickym zpusobem
jako v kroku 2 jednorozmérné bootstrapové vybéry cen, mnozstvi a
individuélnich jednoduchych indext. Z téchto bootstrapovych vybéru
a ¢tyfrozmérného souboru z kroku 1 vypocteme jednotlivé hodnoty
individualnich slozenych indexti a souhrnnych indexu.

(5) Bootstrapové vybéry pak zpracujeme zpusobem popsanym v oddilu
3.

4.1. Priklad

Statistickym Setfenfm u ndhodné vybranych 20 fidi¢t z Ceské republiky byly
zjistény meésiéni nakupy a ceny benzinu Natural 95 v kvétnu a zafi 2012.
Ziskané hodnoty jsou v levé ¢dsti tabulky 1 (jde o expertné simulovany sou-
bor) a v pravé ¢dsti této tabulky jsou vypoctené individudlni jednoduché
indexy.

Zakladni ¢iselné charakteristiky statistickych souboru z tabulky 1 jsou
v tabulce 2. Tabulka 3 obsahuje konfiden¢ni a bootstrapové intervalové od-
hady cen, mnozstvi a indexu se spolehlivosti 0,95. Pocet bootstrapovych
vybéru byl B = 500. Hodnoty uvedené v tabulkach 2 a 3 byly ziskany pomoci
statistického softwaru STATGRAPHICS Centurion XV.

7 cen a mnozstvi z tabulky 1 byly v EXCELU vypoc¢teny prumeérné ceny,
individualni slozené indexy a souhrnné indexy, které jsou uvedeny v tabulce 4.
Pro souhrnné indexy byla pouzita stejna data, coz odpovidéa napi. zohlednéni
vlivu typu (znacky) automobilu na spotiebu benzinu.
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Tabulka 1. Ceny (K¢/litr), mnozstvi (litr/mésic) a individudlni jednoduché

indexy

i |po |9 |p1 @ |1y I, I

1 |35,2]400 | 359|380 | 1,0199 | 0,9500 | 0,9689
2 | 35,2350 |36,2|350 | 1,0284 | 1,0000 | 1,0284
3 1356|350 | 35,6310 | 1,0000 | 0,8857 | 0,8857
4 13581320 | 36,5|290 |1,0196 | 0,9063 | 0,9240
5 1359|410 | 36,4 | 350 | 1,0139 | 0,8537 | 0,8655
6 |35,9|420 | 36,9 | 380 | 1,0279 | 0,9048 | 0,9300
7 |36,5|450 | 36,9 | 450 | 1,0110 | 1,0000 | 1,0110
8 36,6280 |37,1]|310 | 1,0137 | 1,1071 | 1,1223
9 1369|290 | 37,8250 | 1,0244 | 0,8621 | 0,8831
10 | 37,1 {240 |37,5| 190 | 1,0108 | 0,7917 | 0,8002
11 | 37,2190 | 37,9 | 200 | 1,0188 | 1,0526 | 1,0724
12 | 37,5200 |38,3| 180 | 1,0213 | 0,9000 | 0,9192
13 | 37,9280 | 37,5| 250 | 0,9894 | 0,8929 | 0,8834
14 | 38,3 | 150 | 38,6 | 200 | 1,0078 | 1,3333 | 1,3438
15 | 38,3180 | 38,9 | 220 | 1,0157 | 1,2222 | 1,2414
16 | 38,5 | 180 | 39,2 | 190 | 1,0182 | 1,0556 | 1,0747
17 | 38,9 | 210 | 39,4 | 250 | 1,0129 | 1,1905 | 1,2058
18 39,1160 |39,9 (170 | 1,0205 | 1,0625 | 1,0842
19 39,2130 | 39,5120 | 1,0077 | 0,9231 | 0,9301
20 | 39,5 | 210 | 40,2 | 200 | 1,0177 | 0,9524 | 0,9693

Tabulka 2: Zakladni ¢iselné charakteristiky
Po o P1 Q1 I, Iy In
Average 37,255 | 270,0 | 37,81 | 262,0 | 1,015 | 0,992 | 1,007
Median 37,15 |260,0 | 37,656 |250,0 | 1,017 |0,951 | 0,969

Stnd. deviation | 1,401 | 99,737 1,389 | 86,912 0,009 | 0,138 | 0,140
Var. coeff. (%) | 3,759 |36,94 | 3,673 | 33,17 | 0,906 | 13,94 | 13,93

Minimum 352 | 130,0 | 35,6 | 120,0 |0,99 0,792 | 0,800
Maximum 395 |450,0 | 40,2 | 450,0 | 1,028 | 1,333 | 1,344
Range 43 320,0 | 4,6 330,0 | 0,039 | 0,542 | 0,544

Stnd. skewness | 0,124 | 0,725 | 0,291 | 0,944 |-2,035 | 1,782 | 1,617
Stnd. kurtosis | -1,200 | -1,048 | -1,027 | -0,465 | 1,892 | 0,513 | 0,305

Tabulka 5 obsahuje bodové odhady prumérnych cen, individudlnich a souhrn-
nych indextu vypoétenych z bootstrapovych vybéru vytvorenych z puvodniho
souboru hodnot v tabulce 1. Jde o tzv. primdrni bootstrapové vybéry.

Tabulka 6 obsahuje konfidenéni a bootstrapové intervalové odhady se spo-
lehlivosti 0,95, vypoctené v softwaru STATGRAPHICS Centurion XV po-
moci tzv. sekunddrnich bootstrapovich vibéri ze souboru cen a indexu
ziskanych primarnim bootstrapem.
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Tabulka 3: Konfidené¢ni a bootstrapové intervalové odhady pruméra

Po do

Conlf. Intervals Mean | 36,5995 | 37,9105 | 223,322 | 316,678

Bootstrap Intervals | Mean | 36,67 37,87 228,0 315,0
P1 q1

Conf. Intervals Mean | 37,1601 | 38,4599 | 221,324 | 302,676

Bootstrap Intervals | Mean | 37,215 38,45 231,5 298.,0
I, I,

Conf. Intervals Mean | 1,01067 | 1,01929 | 0,92758 | 1,05708

Bootstrap Intervals | Mean | 1,0105 1,0186 0,9382 1,0513
1,

Conf. Intervals Mean | 0,94151 | 1,07283

Bootstrap Intervals | Mean | 0,95181 | 1,07761

Tabulka 4: Prumérné ceny, individualni slozené indexy a souhrnné indexy

Z_)O ﬁl Iprom.sloz Iq Ih
36844 | 37474 | 1,01711 | 0,97037 | 0,98697
F
Iy A I, Iy I I
1,01525 | 0,97211 1,01528 | 0,97214 | 1,01527 | 0,97213

Tabulka 5: Bodové odhady pramérnych cen, individualnich slozenych
indexu a souhrnnych indexu

ﬁO Z_)l Iprom.slozllq Ih
Average 36,962 | 37,504 | 1,0171 | 0,9690 | 0,9856
Median 36,906 | 37,581 | 1,0173 | 0,9704 | 0,9849
Stnd. deviation | 0,3350 | 0,3297 | 0,0022 | 0,0225 | 0,0228
Var. coeff. (%) | 0,906 0,877 0,219 2,321 2,313
Minimum 36,415 | 37,055 | 1,0120 | 0,9320 | 0,9467
Maximum 37,601 | 38,184 | 1,0211 | 1,0149 | 1,0330
Range 1,184 1,129 0,0090 | 0,0828 | 0,0863
Stnd. skewness | 0,4876 | 0,6167 | -0,6928 | 0,5822 | 0,6018
Stnd. kurtosis | -0,3233 | -0,3658 | 0,0339 | -0,4780 | -0,3341
T [iF (1P (1P I [IF
Average 1,0154 | 0,9705 | 1,0155 | 0,9706 | 1,0155 | 0,9706
Median 1,0156 | 0,9716 | 1,0154 | 0,9719 | 1,0155 | 0,9717
Stnd. deviation | 0,0022 | 0,0228 | 0,0021 | 0,0228 | 0,0022 | 0,0228
Var. coeff. (%) | 0,2165 | 2,3514 | 0,2075 | 2,3468 | 0,2119 | 2,3491
Minimum 1,0106 | 0,9332 | 1,0110 | 0,9333 | 1,0108 | 0,9333
Maximum 1,0189 | 1,0173 | 1,0190 | 1,0171 | 1,0110 | 1,0172
Range 0,0084 | 0,0841 | 0,0080 | 0,0838 | 0,0082 | 0,0840
Stnd. skewness | -0,4372 | 0,5621 | -0,2761 | 0,5517 | -0,3590 | 0,5569
Stnd. kurtosis | -0,2387 | -0,4453 | -0,2483 | -0,4596 | -0,2410 | -0,4525
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Tabulka 6: Konfidené¢ni a bootstrapové intervalové odhady prumérnych
cen, individudlnich slozenych indexu a souhrnnych indexu

Po b1
Conf. Intervals Mean | 36,809 | 37,114 | 37,444 | 37,744
Bootstrap Intervals | Mean | 36,823 37,092 37,461 37,717
Iprom.sloz Iq
Conf. Intervals Mean | 1,01610 | 1,01813 | 0,95873 | 0,97921
Bootstrap Intervals | Mean | 1,01614 | 1,01811 | 0,95781 | 0,97833
Ip,
Conf. Intervals Mean | 0,97517 | 0,99593
Bootstrap Intervals | Mean | 0,97616 | 0,99536
17 I
Conf. Intervals Mean | 1,01443 | 1,01643 | 0,96014 | 0,98091
Bootstrap Intervals | Mean | 1,01450 | 1,01628 | 0,96100 | 0,98021
I7 7
Conf. Intervals Mean | 1,01453 | 1,01645 | 0,96022 | 0,98095
Bootstrap Intervals | Mean | 1,01460 | 1,01633 | 0,96108 | 0,97994
7 Ir
Conf. Intervals Mean | 1,01448 | 1,01644 | 0,96018 | 0,98093
Bootstrap Intervals | Mean | 1,01449 | 1,01635 | 0,96149 | 0,97949

5. Zavér

Z tabulky 3 je vidét, ze intervalové odhady (ostatné jako vzdy) oproti bodo-
vym odhadim realizovanym ¢iselnymi charakteristikami z tabulky 2 vypovi-
daji daleko vice o stfednich hodnotéach, smérodatnych odchylkéch a medianech
cen mnozstvi i indext. Navic vypoctené bootstrapové intervaly stfednich
hodnot a smérodatnych odchylek jsou povétsinou mensi nez vypoctené kon-
fidencni intervaly tychz parametru, takze jsou pii stejné spolehlivosti 0,95
presnéjsi. Nezanedbatelnd je také skuteénost, ze bootstrapové intervaly neza-
visi na rozdélenich pravdépodobnosti pozorovanych cen a mnozstvi, takze
neni nutno verifikovat obvykly pozadavek, ze jde o normalni rozdéleni. Navic
predpoklad normalniho rozdéleni zejména cen asi neobstoji, protoze ceny sta-
novuji prodejci.

Bootstrapové intervalové odhady v tabulce 6 byly ziskany dvoustupiiovym
bootstrapem. Oprdvnénost vypoctu ,,klasickych“ intervalovych odhadu (kon-
fidené¢nich intervali), uvedenych také v tabulce 6, zdvisi na pfedpokladu,
ze soubory jednotlivych indexu ziskané ve druhém stupni bootstrapu (tj.
bootstrapu z primérniho bootstrapu) pochdz{ z normélnich rozdéleni pravde-
podobnosti. Hypotézy o shodé téchto rozdéleni s rozdélenim normélnim byly
uspésné testovany vice metodami na hladiné vyznamnosti 0,05.

Aplikace bootstrapovych odhadu v indexové analyze je dosti netradi¢ni.
Bohuzel ani konfidenéni intervalové odhady se v ekonomickém prizkumu moc
nepouzivaji nebo jejich pouziti nebyva seridzni a nejcastéji se pocitaji pouze
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bodové odhady stiednich cen a indext. Naopak bootstrapové intervalové
odhady umoziuji vyrovnat se s ndhodnosti pozorovanych cen a mnozstvi,
s problémem jejich rozdéleni pravdépodobnosti, s extrémné odchylenymi hod-
notami a také s neptilis velkymi rozsahy statistickych souboru.

Metoda bootstrap nachazi uplatnéni i v jinych oblastech matematické sta-
tistiky, napf. pii fitovani rozdélen{ pravdépodobnosti kategoridlni veliciny [6].
O jiném ptistupu k urceni intervalovych odhadu indexu ekonomickych uka-
zatell, a to z predem zadanych intervalovych odhadu cen a mnozZstvi, je
pojednéno v [7].

Podékovani: Clinek je soucésti fesenf projektu GACR P403/11/2 085 Kon-
strukce metod pro vicefaktorové méreni komplexni podnikové vykonnosti ve
vybraném odvétvi, vyzkumného tkolu AKADEMIE STING Podpora tizent
firem s vyuZitim kvantitativnich metod a grantového projektu TACR
TA02021449 Sytém inteligentnich alarmu v energetickém provozu jadernich
elektrdaren.
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Abstrakt: Pfi fizeni procesu je nasim cilem zvlddnuti variability procesu do
té miry, Ze na néj pusobi pouze inherentni slozky variability. K tomuto uc¢elu
se v praxi pouzivaji nejcastéji regula¢ni diagramy. Tento ptistup lze vyuzit
v oblasti vyroby, sluzeb i vefejné a statni spravy. Uvedeny piispévek pre-
zentuje pristup vyuzivajici nové navrzenou metodiku pro Komplexni ndvrh
regula¢niho diagramu. To vse s ohledem na konkrétni podminky s vyuzitim
soudobych modernich piistupu a znalosti z oblasti aplikované statistiky spolu
s praktickymi zkuSenostmi z fady prumyslovych provozi.

Abstract: Our goal in process control is mastering process variability to the
extent that it influences only inherent variability component. Most frequently
control charts are used for this purpose in practice. This approach can be
used in manufacturing, services and public and state administration. This
contribution presents an approach that uses a newly designed methodology
for complex design of Control chart.

Kli¢ovd slova: Rizeni procesu, metodika, SPC, regulaéni diagram

Keywords: Process control, methodology, SPC, control chart

1. Uvod

Od doby vzniku prvnich regulacnich diagramu do soucasnosti bylo vytvoreno
velké mnozstvi riznych pifstupt, modifikaci a rozsifeni. Rada teoretikil se
zabyvé pouzitim regula¢nich diagramu v nestandardnich podminkéch zamé-
fenych na konkrétni vyrobni procesy a vyuzivajicich modernich statistickych
metod. Tyto vysledky, bezesporu pfinosné, vSak nejsou v na$i podnikové
praxi vyuzivany, nebo pouze v omezené mife.

Podminky a predpoklady pro tyto nové metody jsou ¢asto pro praxi prilis
akademické a neni zcela ziejmé, jak je v praxi vyuzit. V literatufe lze nalézt
navody a postupy, jak tyto nové metody implementovat, avSak neexistuje
systematicka analyza, kterda by vyustila v ucelenou metodologii ndvrhu re-
gulactniho diagramu na potiebné teoretické urovni tak, aby byla relativné
snadno aplikovatelna v praktickém provozu. V literatufe jsou dosud obvykle
déna dil¢i feSeni nékterych ¢asti, jako je optimalizace parametru regulac¢nich
diagramii, navrhy ruznych typu regula¢nich diagramu pro specifické situace,
zaclenéni strategii idrzby do regula¢niho procesu a mnohé dalsi.
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Prezentovana metodika byla navrzena a feSena jako reakce na konkrétni
aktudlni pozadavky strojirenskych podniku, které pozaduji priukazné, jedno-
znacné a rychlé feseni vznikajicich problému za pomoci SW podpor a jen ne-
zbytné nutnych finanénich nakladi. Déle byla pozadovana garance dostatecné
védecko-teoretické irovné a metodické podpory pfi praktickém zavadéni noveé
navrzené metodiky i pro pracovniky, ktefi budou pro vyuzivani metod SPC
zaskoleni.

Nové formulovana metodika pro komplexni navrh regulaéniho diagramu
poskytuje cilovému uzivateli ndvod fesici v jednotlivych krocich etapy im-
plementace SPC. Nedilnou souc¢ésti je taktéz ovéfeni predpokladi pro uziti
konkrétnich metod. Tato etapa je v praxi bézné opomijena, coz vede ke zkres-
leni vysledku, demotivaci pracovniku reagujicich na zakladé planého signédlu
0 zméné nastaveni procesu a ekonomické ztraté. Zminéna ztrata vyplyva
z viceprace na procesu, ktery v statisticky nezvladnutém stavu produkuje
vyssi podil neshodnych jednotek.

Pokud zvolime metodu SPC s vyuzitim prezentované metodiky, bude navrh
regulacniho diagramu teoreticky spravny, s optimalizovanymi naklady na
provadéni statistické regulace a s problémové zamérenou SW podporou.

2. Popis navrzené metodiky

Névrh regulaéniho diagramu byl realizovan v nésledujicich krocich, jejichz po-
sloupnost je vnitini naplni prezentované metodiky. Tato metodika byla formu-
lovana na zakladeé kritické analyzy dosavadnich poznatkt a nézort zjisténych
pfi studiu literatury a dale na zakladé vlastnich zkuSenosti.

e Analyza vyrobniho procesu: tikolem je vymezeni cilové kvalita-
tivni veli¢iny, kvalitativnich znaku, jejich zavislosti, identifikovat jed-
notlivé vazby mezi proménnymi a z toho plynouci proménné pouzitel-
né pro fizeni. Pro tuto etapu je nutno znat podrobné vyrobni proces,
strojni zatizeni, materidl. Tento krok vyzaduje sou¢innost s vyrobnim
expertem.

e Stochasticka analyza: parametry a proménné ve vyrobnim pro-
cesu maji charakter nahodnych veli¢in, a pokud je sledujeme v case,
dostavame stochastické procesy. Pro jejich fizeni je potieba co nej-
podrobnéji poznat pravdépodobnostni charakteristiky a stochastické
zavislosti. Za timto ucelem je tieba provést dukladnou stochastic-
kou analyzu, kterou by v tomto piipadé mél provadeét statistik, nebo
alespon pracovnik znaly zdkladnich statistickych metod.

e Vybér regula¢nich diagramu: od 30. let minulého stoleti vznikla
celd fada riznych typu regulacnich diagramu aplikovatelnych na ruz-
né typy proménnych za ruznych pfedpokladu chovani sledovanych
velicin. Proto je dulezité na zdkladé predchozi stochastické analyzy
a analyzy vyrobniho procesu vybrat ten nejlepsi typ regula¢niho di-
agramu. Pfitom je tieba respektovat podminky, pro které byl tento
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regulacni diagram konstruovan a za kterych je schopen poskytovat
spravné vysledky.

e Vybér optimalni strategie tdrzby: regulaéni diagramy maji za
cil ochranit vyrobni proces pfed dusledky poruch, které se mohou
vyskytnout ndhodné v case. Témto poruchdm se da casto predejit
uc¢innou preventivni udrzbou a pravidelnymi opravami. Na druhou
stranu ddrzba byva casto ndkladnd a nelze ji provadét prili§ casto.
Pouziti regula¢nich diagramu ve spojitosti s optimalni strategii pre-
ventivni udrzby muze vyrazné zvysit efektivitu SPC.

e Ekonomicko statisticka optimalizace: pouziti regulacnich dia-
gramu zavisi na fadé parametri, jako je napiiklad doba mezi in-
spekcemi, rozsah vybéru pii inspekénim méfeni, stanoveni reakénich
mezi a dalsich. Tyto parametry jsou v soucasné dobé urcovany pie-
vazné expertnimi odhady, nebo traditnimi doporuc¢enimi. Vhodna
volba regula¢nich diagramu jesté nezarucuje jeho optimalni funkci
z hlediska ndkladu a statistickych vlastnosti (éetnost planych po-
placht, véasnost detekce poruch). Proto je tieba vybér regulacnich
diagramu doplnit o optimalizaci jeho parametru pro dany tucel.

e Pravidla pro aplikaci: vSechny predchozi kroky nebudou dostatec-
né ac¢inné, pokud nebudou pfesné urcéena zavazna pravidla a zajistény
vhodné podminky pro jejich realizaci. Zde pfichazi opét ke slovu
vyrobni expert, ktery znd podrobné moznosti vyrobniho procesu,
technické podminky, vybaveni a organizaci préce.

Nové navrzena metodika komplexniho navrhu regula¢niho diagramu spo-
¢iva v postupné dusledné aplikaci téchto Sesti krokt pii ndvrhu SPC, které
jsou zobrazeny na nasledujicim obrédzku 1, s durazem na pfedbéznou analyzu
vyrobniho procesu a na statisticko-ekonomickou optimalizaci zvoleného de-
tekéniho algoritmu. Zvlastni duraz je kladen na zajisténi technologicko-orga-
niza¢nich predpokladu pro tspésnou aplikaci ve vyrobé.

OBRAZEK 1. Postup pfi navrhu RD

Budou-li tyto kroky dodrzeny, bude zajisténo, ze sledovana velicina je
vhodné zvolena a popisuje charakteristiku majici hlavni vliv na pozadovanou
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vlastnost produktu. Pro tuto veli¢inu je dale nezbytné navrhnout vhodny
systém méfeni. Tim bude zajisténo, ze ziskand data z procesu budou do-
statetné presnd (pocet platnych desetinnych mist u kvantitativniho znaku
kvality) a chyba méfeni nebude vyznamné ovliviiovat variabilitu sledovaného
procesu.

Na zékladé takto ziskanych dat je mozné stanovit teoreticky spravny sto-
chasticky model, vy¢islit jeho pravdépodobnostni charakteristiky, které déle
vyuzivame k Fizeni procesu a provést vybér optimélniho typu regula¢niho
diagramu.

Za optimalni navrh regula¢niho diagramu povazujeme takovy, ktery je
teoreticky spravny (generuje pouze otekavané procento falesnych signéla) a
ekonomicky dnosny (pfiméfend frekvence inspekei s dostateénou technicky
nebo ekonomicky zduvodnitelnou velikost{ vzorku-podskupiny).

Nedilnou soucasti péce o proces je taktéz ddrzba, kterd ma synergicky
efekt na stabilitu procesu. Zde je nezbytné stanovit pfiméfenou miru preven-
tivnich a planovanych opatfeni tak, aby byl proces ochréanén pied disledky
fatélnich poruch s pfihlédnutim k ekonomickym hlediskum (néklady na ne-
kvalitu, ndklady na ddrzbu, potencidlni ztréta dobrého jména).

Pro tspésnost produkee je dulezita vyse ndkladu a technickd uroven, kterd
je podminéna konstrukei, technologii, systémem méteni, pouzitymi materidly,
prostiedim, lidskym ¢initelem atd.

V tésné ndvaznosti na statistické fizeni a vyuzivdni poznatki z analyz
vyrobniho procesu je proces minimalizace ztrat z nekvality. K tomuto cili
je proto nezbytné vyuzivat soucasnych modernich systému ddrzby TQM
(Total Quality Maintenance), které jsou provozné propracované a dostupné
véetné SW podpory. Cilem téchto systému je prioritné zabezpecit spolehli-
vost stroju a zafizeni, coz je deklarovano jako schopnost plnit trvale stanovené
pozadavky.

V nasledujici kapitole se budu blize vénovat bodu 3 citované metodiky, ve
kterém je volba metody regulace rozpracovana az na uroven rozhodovacich
stromu.

3. Metodicka schémata pro navrh regula¢niho
diagramu

Cilem téchto schémat je poskytnout vykonnym pracovnikum z praxe ovérené
a teoreticky podlozené postupy, vedouci ke korektni implementaci statis-
tickych nastroju pro fizeni a sledovani znaku kvality vyrobku ¢i procesu, tj.
aby se grafické a numerické vysledky statistické analyzy skutecné vztahovaly
k realné situaci, ktera panuje ve vyrobnim procesu.

Rozhodovaci schéma zobrazené na obrazku 1 je vénovano postupu pfi volbé
vhodného regulac¢niho diagramu podle typu znaku kvality. Tento znak kvality
muze byt jednorozmeérny, nebo vicerozmérny, u kterého déle vysetiujeme, zda
nelze snizit jeho dimenzi a transformovat ho na jednorozmérny znak.
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V dalsi etapé provadime autokorelacni analyzu, ktera oveéfi, zdali nejsou
jednotlivd méfeni jako ¢asova fada korelovana. V piipadé pozitivné zjisténé
korelace se pokousime nalézt jeji model a pomoci ného data ,,ocistit“. S takto
upravenymi daty (rezidui) lze jiz pracovat jako s nekorelovanymi. V piipade,
ze se nepodaii pro autokorelovand data nalézt model, zahrnuje se tato slozka
do inherentni variability procesu a zvolime néktery z regulacnich diagram,
ktery je robustni vuéci autokorelaci dat.

Metody SPC se déle déli podle typu znaku kvality na regulacni diagramy
pro spojitd ¢i atributivni data. Dal$im rozhodujicim faktorem je i velikost
podskupiny, kterd ma byt u spojitych dat konstantni. U atributivnich dat se
muze velikost podskupiny ménit.

Typ regula¢niho diagramu lze volit i s ohledem na pozadovanou rychlost
prumérné doby odezvy na zménu neboli zmenseni chyby 2. druhu. Pokud
se na regulacni diagram divame jako na sekvencni test, je vhodné zvlasteé
u procesu citlivych na zmény pouzit modernéjsi typy regula¢nich diagramu
jako jsou diagramy EWMA ¢ CUSUM.

Volba typu regula¢niho diagramu pro spojity znak je rozpracovana v sa-
mostatném schématu na obrazku 5. Na obrézku 6 je rozpracovana volba typu
regulac¢niho diagramu pro diskrétni znak.

4. Statisticka optimalizace

Soucésti prezentované metodiky jsou také nové navrzené a fesené postupy
statistické optimalizace vedouci k teoreticky spravnému a Gé¢innému navrhu
roz§itenych regulac¢nich mezi v pripadé, ze monitorovany proces je statisticky
zvladnut v ,,8irsim slova smyslu®, kdy se pripousti urcitd, procesu vlastni a
neodstranitelnd variabilita stfedni hodnoty a pfipadné i smérodatné odchylky.
Tato situace je demonstrovana na nasledujicim obrazku 1.

Dle miry statistického zvlddnuti procesu je navrzeno uziti nasledujictho
typu regula¢nich mezi pro vybérové prumeéry:

1) Shewhartiv proces — statisticky zvladdnuty v ,,uzsim slova
smyslu*

UCL = X 4 A3(n)s, LCL = X — As(n)s,
pro vypocet regulacnich mezi zalozeny na vybérové smérodatné odchylce.
UCL = X + Ay(n)R,LCL = X — Ay(n)R.

pro vypocet regula¢nich mezi zalozeny na vybérovém rozpéti. (Pozn.: Pii-
slusné koeficienty jsou tabelovdny v normé CSN ISO 8258) [3].

2) Proces se stiedni hodnotou meénici se v €ase, nebo proces se
stfedni hodnotou ménici se v ¢ase s inherentnim trendem
2.1 Rozsirené requlacni meze s vyuZitim celkové smérodatné odchylky oot
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OBRAZEK 2. Proces se stfedni{ hodnotou ménici se v case
s inherentnim trendem

Celkova smérodatnd odchylka o.y¢ se odhaduje ze vSech napozorovanych
hodnot v k podskupinach stejného rozsahu n na zakladé vztahu:

1 k n

1 2 2 Ko~ XF

i=1 j=1

Otot =

Pii znalosti stiedni hodnoty p a oo vypocCteme rozsitené regulacni meze
podle ptredpisu:

UCL =
LCL

+ A3(n)oiorCa(n),
— A (n)atot Cy (n)

2.2 Rozsirené regulacni meze s vyuzitim smeérodatné odchylky vybérovich
Prumery

X
X

Smérodatnou odchylku vybérovych priaméri s2 vypocteme podle vztahu:
1k
A2 2 — =2
0z =53 = HZ(xi*ZE) :
=1
Takto konstruované regulacni meze vypocteme podle predpisu:

UCL =T+ u1_aSz;

LCL =% — u1_a5z.

Za u1_, , kvantil normovaného normalniho rozdéleni je mozné dosadit hod-
notu
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Ul—o = 3, coz odpovida riziku planého poplachu a = 0,00135 pro kterou je
konstruovan puvodni Shewhartuv regula¢ni diagram.

2.8 Rozsirené requlacni meze s vyuZitim rozsirujici konstanty A

V pifpadé, ze aritmetické priméry podskupin X; nelze popsat jako rea-
lizace ndhodné veli¢iny, napf. jsou svazany linedrnim trendem, ¢i sezénnimi
systematickymi vlivy, ¢i vlivy plynoucimi ze zmény néstroju, je mozné pouzit
postup, ktery takovéto neodstranitelné vlivy bude respektovat. Puvodni She-
whartovy meze rozsitime o vhodné zvolenou konstantu A > 0 .

UCL =X 4 As(n)s + A,
LCL = X — As(n)s — A.

Rozsiteni ve formé pasu sitky 2A je voleno tak, aby tento pas popsal a
zohlednil mozné chovani nastaveni jednotlivych logickych podskupin v ma-
ximalni mife. Volba parametru A silné zavisi na povaze a znalostech vyrobni-
ho procesu.

Na obrézku 5 je zobrazen regulacni diagram pro vybérové pruméry se
zakreslenymi regulacnimi mezemi. Od stiedové ¢ary to jsou postupné meze
Shewhartovy; rozsitené spor; rozsitené A; rozsitené sz .

OBRAZEK 3. Regula¢ni diagram pro vybérové pruméry

Vypocet a zakresleni téchto rozsifenych regulacnich mezi neni dosud stan-
dardné implementovan ani v renomovanych statistickych SW, napf. v CR
roz§ifeném programu Minitab.
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4.1. Navrhovany postup pro pripad zamitnuti hypotézy
o normalité znaku kvality

V pripadé, ze dojde k zamitnuti hypotézy o normalité znaku kvality, avsak
rozdéleni znaku kvality je blizké normalnimu rozdéleni, je v praxi béznym
pristupem pouzit regulaéni diagramy pro vybérové prumeéry sledovaného zna-
ku kvality s odkazem na Centralni limitni vétu. Tento piistup ma vsak své
omezeni spocivajici ve velikosti realizovatelné logické podskupiny nezbytné
pro dosazeni normality vybérového souboru. Pro nékteré procesy vychazi
velikost korektni logické podskupiny vétsi nez 30 kusil!

V praxi se bézné vyuziva k regulaci vybérovych prumeéru ze tii az péti
hodnot. Takovyto piistup vsak muze vést k signifikantnimu naruastu poctu
falesnych poplachu, a proto jej nelze doporuéit.

Autorem byl navrzen postup, kterym lze zachovat pfimérené velkou, eko-
nomickou (realizovatelnou) logickou podskupinu s vyuzitim nésledujicich te-
oreticky spradvnych piistupu (tato problematika je podrobnéji analyzovdna
na feSenych ptikladech v autorem publikované literature [4]:

e identifikovat typ rozdéleni a pracovat s kvantily identifikovaného roz-
délent;

e provést Box Coxovu ¢ Johnsonovu transformaci nenormalné rozdeé-
lenych dat na normalni a vyhodnotit pozadované kvantily;

e pomoci zpétné transformace (naptiklad: Excel, ndstroj ,,Hleddn{ fese-
ni“) stanovit odpovidajici kvantily v puvodné rozdélenych datech a
vyuzit jich pro stanoveni regula¢nich mezi s riziky 0,00135 a 0,99865,
odpovidajicich rizikim planého poplachu, se kterymi pracuji Shew-
hartovy regulacni diagramys;

e V krajnim piipadé, kdyz neni mozné aplikovat vyse uvedené postupy,
je ptripustné odhadnout ptislusné percentily z vétstho mnozstvi na-
pozorovanych dat, pfipadné s vyuzitim metody ,,Bootstrap“.

Pozndmka: Uvedené metody jsou serazeny sestupné dle vhodnosti implemen-
tace.
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OBRAZEK 4. Schéma pro volbu regulaéniho diagramu

5. Zavér

Na tizeni vyrobniho procesu jsou v soucasné dobé kladeny kriteridlni pozadav-
ky sméfujici k minimalizaci ndkladi a maximalizaci realizovaného vynosu.



OBRAZEK 5. Volba SPC pro spojitd neautokorelovana data

K naplnéni téchto pozadavku je nezbytné tyto procesy trvale monitorovat
a Tidit. Za optimalni situaci se d& povazovat stav, kdy na sledovany proces
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pusobi pouze ndhodné slozky variability, proces je centrovén a neni preruso-
van operativnimi korekénimi zasahy technické obsluhy procesu. Pro zajisténi
tohoto stavu je velice dulezité monitorovany proces analyzovat, identifikovat
a definovat dilé¢i komponenty variability a v maximélni mozné mife eliminovat
vymezitelné pii¢iny. K tomu je nezbytné mit k dispozici stochasticky model
procesu a na jeho zakladé je mozné rozhodnout o volbé vhodného prostiedku
k fizeni procesu - regulacniho diagramu. Volba regula¢niho diagramu ma
zasadni vliv na nagi schopnost proces ridit. V tomto kontextu hovoiime o sto-
chastickém fizeni procesu ve smyslu realizovani fidicich a korekénich aktu na
zakladé objektivnich informaci o chodu procesu. Tyto informace nam posky-
tuje pravé regulacni diagram tim, ze vysle signédl v okamziku, kdy na proces
zaCne pusobit jind nez ndhodnd slozka variability. Touto nezadouci variabili-
tou muze byt napiiklad zhorseni prumérné vystupni kvality od dodavatele,
opotiebeni nastroje, ¢i nahld zména technického stavu vyrobniho zafizeni.

P1i nespravné volbé typu regula¢niho diagramu zde v8ak hrozi nebezpeci,
ze bude dochéazet k vyslani takzvaného ,falesného signdlu“ za situace, kdy
v procesu nedoslo k redlné zméné. I na tento falesny signdl musi obsluha rea-
govat. Vzhledem k tomu, ze vyslani signalu neni zalozeno na skutecné zméneé
v nastaveni procesu, obsluha tuto pfi¢inu nemuze identifikovat a adekvatné
na ni reagovat. Toto se negativné projevi na:

duvéfe v metodu regulace a méfenti,

nezajmu o implementace SPC,

zvySenych nékladech na vlastni analyzu falesného signdlu,
celkovych ztratach kapacit i financi v dusledku nekvality v celém
reprodukénim procesu,

e zvysené, nezddouci variabilité procesu vyvolané neopodstatnénym za-
sahovanim do procesu.

Metodika spociva v dusledné aplikaci Sesti krokt popsanych v predchozi stati.
Takovato komplexni metodologie v souc¢asné dobé neni v nasich vyrobnich
podnicich k dispozici, coz ¢asto vede k opomijeni dulezitych zasad pii apli-
kaci regula¢nich diagramu a v dusledku toho zapfticiniuje nedosazeni potiebné
efektivity, spolu s neduvérou v é¢innost téchto metod.
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Abstrakt: V pfednasené zpravé je uveden vyvoj, soucasné vyuziti, dalsi
postup praci a oblasti mozného vyuzivani Metody rela¢nich matic - MRM.
Puvodni zamér v CQR deklarovat MRM jako néstroj pro kvantifikaci para-
metri procesu v oblasti Vyroby a sluzeb byl pfekondn vyuzitim pro vefejnou
a statni spravu, jmenovité v CSU pfi SLDB 2011. Vyznam MRM se dale
rozsifuje jako prikaz a dokumentace dosazenych vystupt na strané dodava-
telu i objednateli. Nejnovéji se MRM implementuje do oblasti inovaci, kde
vyznamnou mérou svym novym zpusobem kvantifikace parametru procesu
identifikuje a prokazuje dosazeny stupen inovace a predikuje, respektive pro-
kazuje objektivné dosazené technické i ekonomické vysledky.

Abstract: The contribution deals with development, contemporary utili-
zation, future course o action and spheres of possible utilization of MRM
method. The original intention to declare MRM method in CQR as instru-
ment of process parameters quantification in the sphere of production and
services was exceeded by its utilization in the sphere of public and state admi-
nistration, particularly in Czech Statistical Office in Population and Housing
Census 2011. Importance of MRM method is increasing as a proof and docu-
mentation of achieved outputs of suppliers and customers. MRM method is
newly implemented in the sphere of innovations, where significantly by new
way of process parameters quantification identifies and proves achieved level
of innovation and predicts, or more precisely proves, really achieved technical
and economical results.

Klicovd slova: kvantifikace, procesni management, projektovy management

Keywords: quantification, process management, project management
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1. Uvod

Metoda rela¢nich matic (MRM) je nové vyvinutym a v praxi ovérenym
nastrojem pro hodnoceni a optimalizaci rozhodovani vedoucich pra-
covniku v oblasti vyroby, sluzeb, vefejné a statni spravy.

Tato metoda je rozsahlou modifikaci a inovaci jednoho z realiza¢nich vys-
tuptt CQR, projektu MSMT 1M06047, Feseného v letech 2006-2011.

V obdobi 08/2010 az 03/2012 byla implementovéna metoda MRM na CSU,
v rozsahlém projektu SLDB 2011, s vysledkem viz vyjadieni CSU na obrézku.
¢.1.

V soucasné situaci roste diuraz na zodpovédnost za dusledky a vysled-
ky teSeni. V obdobi recese je zcela opravnény ndrust pozadavku na prukaz
ucelného vynalozeni kapacit, finanénich prostiedki, dodrzeni terminua a sta-
novenych technickych a ekonomickych parametri zadani. V této situaci je ne-
zbytné mit k dispozici metodiku hodnoceni pozadovanych parametrua
pro oblast vyroby, sluzeb, veifejné a statni spravy pro komplexni hod-
noceni objektu zdjmu (t.j. podnikt, instituci, projektu, procesu atd.).

MRM je univerzalnim interdisciplinarnim nastrojem manazeru,
ktery vychazi z jiz v praxi ovéfenych a dspésné uplatnénych metod, sou-
dobych trendiu a forem fizeni v celé struktufe podnikani a vefejné a statni
spravé. Nové jsou formulovany a feSeny pozadavky na Fizeni celého re-
produkéniho cyklu procest organizaci a instituci (vyvoj, realizace,
vyuzivani, zlepSovani az po ekologickou likvidaci) procesu dle jejich
pozadovanych parametru.

Metodika MRM zahrnuje a duasledné vyzaduje kvantifikaci vSech
podstatnych vlivii na chod objektu zdjmu (OZ) a umoznuje ziskat kvan-
tifikované a objektivizované podklady pro findlni rozhodovani, ¢i dokumen-
tovéni dosazenych /nedosazenych parametru. Metodika MRM je navrzena a
ovérena na zakladé péti zasad, které jsou podstatné pro zabezpeceni akcep-
tovatelnych realizacnich vystupt a doporuceni findlnich zavéru, rozhodnuti.
Nové a inovovand pojeti v MRM pfedstavuji nasledujici zasady:

(1) Kategorizace vlivii na OZ MRM do vliva internich a externich,
jejich nositela a dusledkt pusobnosti.

(2) Duslednd kvantifikace metodami exaktnimi u prikaznych (tvrdych
dat) a expertnimi u dat mékkych, jiz ovéfenymi i nové stanovenymi
metodami, ktera umozni porovnani putisobnosti shodnych i
analogickych objektid mezi sebou i objektu zcela samostatnych.
Kvantifikace pusobnosti umoznuje rovnéz vyhodnoceni nositelt
z hledisek dodrzovani stanovenych kvalitativnich ukazatela.

(3) Implementace matematicko statistickych metod pro stabilitu sle-
dovanych probihajicich procesu, vé. specifickych novych procedur.

(4) Maximalizace nasazeni SW podpor, komeré¢nich i autorsky zpra-
covanych.
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(5) Duslednd, prikaznd dokumentace pro realizovand rozhodnuti
vedoucich pracovniki. Toto garantuje kvalitu tizeni i i¢elné vyna-
lozeni kapacit a finan¢nich prostfedku na zakladé optimalizovaného,
dokumentovaného, kvalifikované regulovaného realiza¢niho vystupu
vychéazejiciho z provedeni kvantifikace zadanych, respektive v prubé-
hu feSeni vzniklych vyznamnych procest a ¢innosti OZ MRM zjiste-
nych pozadavku.

Tim je vytvofena objektivni multifunkéni baze pro rozhodovani ve
vSech typech manazerského fizeni. Je nutno zduraznit, ze predevsim oblast
ekonomicka, uplatnéni vyssich MSM a informaéni je oproti jinym metoddm
vyznamné zduraznéna a objektivizovana.

Vyse uvedeny postup pii zabezpetovani novych projektu i vyznamnych
racionaliza¢nich akci z oblasti vyroby, sluzeb a vefejné i statni spravy ga-
rantuje, ze pfi feSeni za podminek dodrzeni stanoveného postupu dle MRM
bude feseni dokumentovat a splhovat veskeré podstatné pozadavky
na zadani a jeho optimalizaci v celém rozsahu reprodukéniho cyklu pro-
cest feseného objektu, s minimalizaci moznosti opomenuti vyznamnéjsich
nélezitosti v feseni. Metoda MRM byla jiz tispésné ovérena v velkém strojiren-
ském podniku a realizovana v oblasti vefejnych a statnich sluzeb v projektu
Sé¢iténi lidu, domu a bytu 2011.

Pro implementaci metody MRM je vyuzivan nasledujici zakladni
metodicky postup.

(1) Identifikace faktoru a pozadavki: V této fdzi se provede identifikace:
e internalit (vnitin{ pracovniky ovlivnitelné pusobnosti na prvky
OMRM),
e externalit (vnéjsi pracovniky neovlivnitelné pusobnostina prvky
OMRM),
e pozadavku na OMRM.
(2) Hodnocen{ drovné vztaht mezi internalitami a externalitami
uvnitt skupin mezi sebou navzdjem: V této fazi jsou na zakladé
objektivnich informaci, resp. na zakladé expertniho hodnoceni stano-
veny urovné vztaht mezi jednotlivymi internalitami (resp. externali-
tami). Tato analyza umoziuje identifikovat zdvislé internality, resp.
externality a snizit tak pocet internalit, resp. externalit (seskupenim
resp. sloucenim). V této fazi se pro prehledné zndzornéni pouziva
afinitni diagram.

(3) Hodnocen{ drovné vztahu mezi internalitami a externalitami: V této
fazi jsou na zdkladé objektivnich informaci resp. na zakladé expertni-
ho hodnoceni stanoveny trovné vztahtt mezi faktory - tj. internali-
tami, externalitami. Smyslem této analyzy je soustfedit se na zlepSo-
van{ internalit, které maji silné vazby na externality (a jsou proto
dulezité) a identifikovat externality, které maji silné vazby na interni
faktory (a je proto potieba je sledovat a Fesit).




(4)

(9)
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Hodnoceni trovné faktoru a intenzity pozadavku: V této fazi jsou na
zakladé objektivnich zdroju informaci resp. na zdkladé v MRM sta-
noveného expertniho hodnoceni kvantifikovany trovné jednotlivych
faktort, tj. internalit, externalit i irovné pozadavkia na OMRM jako
celek.

Hodnocen{ trovné vztahu mezi faktory a pozadavky: V této fazi jsou
na zakladé objektivnich informaci resp. na zakladé expertniho hodno-
ceni stanoveny ohodnocené, kvantifikované drovné vztahti mezi jed-
notlivymi faktory (tj. internalitami, externalitami) a pozadavky na
OMRM.

Sestaveni hlavni rela¢ni matice: V této fazi je jiz mozné sestavit hlav-
ni rela¢ni matici a provést v MRM stanovené ptislusné vypocty.
Vyhodnoceni hlavni rela¢ni matice: Cilem vyhodnoceni je:

e identifikovat prioritné internality, které maji silné vazby na po-
zadavky na OMRM (a je potieba je proto analyzovat, hodnotit
a zlepsovat).

e identifikovat prioritné internality, které maji Spatnou droven a
mohou se tedy stat pro projekt ohrozujicimi a optimalizovat je.

e identifikovat, formulovat a utfidit pozadavky na OMRM, které
maji silné vazby na faktory (a jsou proto dilezité).

e identifikovat pozadavky na OMRM, které budou obtizné splni-
telné z duvodu jejich vysoké intenzity a pusobeni alternativné
je substituovat z hledisek jejich naplnéni.

e oponentni fizeni se zadavatelem a externimi odborniky o dosaze-
ném stupni feSeni MRM, pripadné korekce a alternativni feseni
v oblasti vécné, terminové, finanéni, kapacitni.

Hodnoceni prvkia OMRM podle klicovych faktoru na zakladé sta-
noveného rozsahu, obsahu, formy, termini a postupu feSeni a do-
poruceni oponentury.

Zéveéry: Na zékladé vyhodnoceni metodou relaénich matic jsou vy-
vozeny zavery, které jsou projednany a odsouhlaseny na fesitelském
tymu a jsou formulovana doporuceni pro zadavatele.

Uvedenym postupem lze fesit zadané problematiky pro MRM v etapach
navrhu, vyvoje, realizace, vyuzivani a zlepsovani. Metodika MRM, jiz ovérena
v praxi, umoznila svymi vystupy kvantifikované hodnotit dosazeni stano-
venych cilu a podilu ziuc¢astnénych na piinosech a ztratach.

V neposledni fadé MRM svou dokumentaci a kvantifikaci ¢innosti a pro-
cesu dokldda véasnost, iplnost, stanovené parametry pro obsahy, rozsahy a
formy vystupt v¢. iéelného vyuziti finanénich prostiedku.

2. Projekt SLDB 2011

V tomto piispévku je uveden z hlediska CR i EU vyznamny projekt S&itdni
lidu, domu a byta 2011 (SLDB 2011), feseny v letech 2004-2014. Z hle-
diska naroc¢nosti kapacitni, odborné i nakladové bylo obdobi 2010 az 2011,
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kdy sé¢itani bylo realizovano ve své podstatné vécné i nakladové fazi, je za toto
obdobi provedeno i zdsadni vyhodnoceni kvality celého projektu SLDB 2011.
Predstavu o néro¢nosti podavé objem planovanych finanénich prostiedku,
celkem cca 2,5 miliardy K¢ (v¢. piipravy a nédsledného zpracovani) za icasti
zahrani¢nich i tuzemskych dodavateli.

Bylo nezbytné vypracovat a zabezpecit realizaci pro zcela nové dokumenty
v SLDB 2011 - Projekt systému kvality v souladu s CSN EN ISO 9001,
Projekt audita, skoleni internich auditori, spolupracovat na Pracovnich
postupech a Realizaénim projektu. Velmi vyznamné bylo rovnéz usta-
ven{ Resitelského tymu fizenf kvality (RTK), kde kromé specialistii na kvalitu
pusobili i externi odbornici dodavatelii a pracovnici CSU, kde byl navrzen
a vyreSen Projekt indikatort kvality SLDB 2011 dle pozadavkia EU-
ROSTATu.

Zde jiz nastal uvedeny zasadni problém, tj. jak, ¢im, kdo a kdy stanovi
méritka, standardy neboli metriky pro posuzovani drovné splnéni v jednot-
livych krocich navrhu celého projektu SLDB 2011, jeho realizace, vyuzivani
a zlepsovani. Tento problém se promita do vSech vyse uvedenych navrzenych
a prijatych dokumentaci systému managementu.

Tam, kde lze ziskavat ovérend, tvrda data, neni problém stanovovat uka-
zatele (metriky) v jednotkdch finanénich, fyzickych, ¢asovych atd. a provadét
jejich ovérovani. Problém nastava u parametru procesu, kde je nezbytné
provadeét jejich kvantifikace expertné a nasledné veskera hodnoceni kompleto-
vat do objektivnich, technicky, ekonomicky i ¢asové akceptovatelnych hodnot,
doporuceni a zaveéru.

3. Kvantitativni vyhodnocovani zjisténi z audita
v ramci SLDB 2011

Kvantitativni vyhodnoceni zjisténi z ovéfovani a néslednych vyhodnocovani
v ramci Projektu SLDB 2011 vede k vypoctu ukazatele hodnoceni ovétovani
na zdkladé provedenych audita (HA) pro jednotlivd SM.

V tomto prispévku se soustiedime na hodnoceni sbérnych mist (SM),
center pro projekt s¢itani. V rdmci Projektu SLDB byly hodnocena i jina
pracovisté, napiiklad call-centrum, pracovisté piijmu a tiidéni formulaiu,
rezimové pracovisté I'T, krajska pracovisté CSU atd.

Podminkou kvantitativniho vyhodnoceni bylo to, ze auditofi ve svych
zpravach z ovérovani funkénosti uvedli a dokumentovali zdkladni typy ne-
shod, jak v oblasti internalit tak i externalit, vzhledem ke stanovenym pra-
covnim postupum a nové vznikajicim problémum.

Zkoumani vazeb mezi jednotlivymi internalitami a externalitami a defino-
vanymi pozadavky na projekt pomoci rela¢nich matic vedlo k urceni 7 inter-
nalit a 7 externalit - klicovych faktoru, které ovliviiuji pozadované vystupy
cca z 80%. Ostatni faktory nebyly v dalsim hodnoceni uvazovany.
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Klicové internality:
1) Nepiftomnost pldnovanych pracovniki na auditovaném misté.
2) Nedostatky ve znalosti v rozsahu PP, RP, Pldnu kvality.
) Nedostatky v zdznamech o provedeném skoleni.
) Nedostupnost dokumentace pro SLDB 2011 na pracovisti.
) Neshody sé¢itacich komisart (SK) v rdmci distribuce a sbéru séitacich
formuléaia (SF).
(6) Nevyuziti asistenti v problémovych lokalitdch.
(7) Nedostatky v ostatnich zdznamech SM.

(
(
(3
(4
(5

Klicové externality:

(1) Nedostatecné kapacity persondlu SM (VSM, PSM, SK).

(2) Nedostatky ve vyuziti, zpusobilosti a disponibilité informaéniho sys-
tému (IS).

(3) Nedostatky v piipravé a distribuci podkladu k SLDB 2011.

(4) Nedostatky v organizaci, provedeni a celkovém zabezpeceni skoleni
pro SLDB 2011.

(5) Nedostatky v ¢innosti CC, v komunikaci CC a SM navzdjem a vzhle-
dem k PO.

(6) Nedostatky v kapacité CC vzhledem k interakeci s PSM, VSM a SK.

(7) Nedostatky infrastruktury.

Expertni tym pro hodnoceni pracovist definoval éty¥i stupné:

(1) Shoda s pozadavky PP, RP, PK, resp. dalsimi pozadavky SLBD 2011,
hodnoceni 1.
(2) Neshoda jen komplikujici realizaci plnéni pozadavka PP, RP, PK,
neohrozujici SLDB 2011, hodnoceni 2.
(3) Neshoda zpusobujici jiz sniZeni schopnosti plnéni PP, RP, PK, neo-
hrozujici zpusobilost pro ikoly SLDB 2011, hodnoceni 3.
(4) Neshoda pifmo ohrozujici nebo muze zpusobit ohrozeni plnéni cilu
SLDB 2011, hodnoceni 4.
Vysledné hodnoceni HA zohlediuje zjisténou uroven internalit i externa-
lit. Je vypocitano jako vazeny prumér dil¢ich ukazateltt hodnoceni internalit
a externalit (HA; a HA.). Védhy pro tento vypocet stanovil tym expertii
a v tomto ptipadé bylo doporuceno zvolit vahu externalit ku internalitim
v poméru 2:1.

V tomto textu neni cilem uvedeni podrobné struktury, obsahu a formy
dil¢ich ukazateli (indikdtoru) kvality SLDB 2011. Pro tento 1cel byl zpra-
covan samostatny projekt Indikatory kvality SLDB 2011, s vyuzitim mate-
maticko-statistickych metod dle stanovenych pozadavku EUROSTATu, pro
rok 2011. Diléf hodnoceni a vypoctené ukazatele externalit (H A.), internalit
(HA;) a celkovy ukazatel (HA) byly zaznamendvény do tabulky (ukézka viz
obrazek ¢. 2) hodnocenych 154 pracovist (z celkového poctu cca 700 SM).
Ukazatel H A, byl stanovovén takto:
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Pel'0+P62'1+Pe3'2+Pe4'3
P -3

HA, = (1 — ) - 100[%]

kde:

P.. ... je celkovy pocet externalit, hodnocenych v ramci ovérovani,

P.; ... pocet externalit, hodnocenych v ramci daného ovéfovani stupném 1,
P,.5 ... pocet externalit, hodnocenych v ramci daného ovéfovani stupném 2,
P,s ... pocet externalit, hodnocenych v ramci daného ovéfovani stupném 3,
P.4 ... pocet externalit, hodnocenych v rdmci daného ovérovani stupném 4.

Ukazatel H A; byl stanovovan obdobnym zpusobem ze zjisténych interna-
lit.

Celkovy ukazatel hodnoceni ovéfovani H A byl poc¢itdn podle nésledujiciho
vztahu:

HA = w, - HA, +w; - HA[%]

Kde:
We ... vaha neshod typu externality, w, = 0, 666,
w; ... vaha neshod typu internality, w; = 0, 333,
HA, ... dil¢f ukazatel hodnoceni externalit ovéfovaného pracoviste,
HA,; ... diléf ukazatel hodnoceni internalit ovéfovaného pracoviste.

Vysledny ukazatel H A, ktery vyjadiuje stupen plnéni pozadavki hodno-
cenym pracovistém, resp. miru jeho zpusobilosti k plnéni téchto pozadavku
byl nasledné vyhodnocovan podle této stupnice:

(95 — 100)% Audit prokézal zptusobilost ovéfovaného mista.
(80 — 95)% Audit prokézal snizenou miru zpusobilosti ovéfovaného mista.
(50 — 80)% Audit prokézal vyraznéji snizenou miru zpusobilosti ovétovaného
mista neohrozujici plnéni tikolu SLDB 2011.
(0 — 50)% Audit prokédzal nedostatetnou miru zpusobilosti ovéfovaného mis-
ta, ktera zpusobuje nebo muze zpusobit ohrozeni SLDB 2011.

4. Zaveér

Na namitku, ze takto pojaty tkol predstavoval nadmérné mnozstvi prace a
nepfiméfené financni naroky, lze uvést, ze problematiku kvality fesil a za-
bezpeéil tym RTK o cca 10 pracovnicich, s vyuzitim soudobych poznatki
praxe a predevsim statistickych metod. Nakladové projekt kvality realizo-
vany RTK SLDB 2011 piedstavuje ¢astku cca desetiny procenta celkovych
nékladu v K.

Timto zjisténim je jednoznacné, ze uvedeny realizovany model pro ovéiova-
ni kvality, kvantifikaci procesu a vytvareni podminek pro inovaci je nakladové
tnosny, metoda MRM je t¢innym a funkénim néstrojem.
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Je nutno rovnéz zduraznit, ze MRM pii feSeni a garantovani projektu
vétsich slozitosti, objemu finanénich prostiedku je velmi vyznamnd pro za-
davatele i dodavatele, nebot je nezbytné dokumentovat ovéfené dosazené
vysledky, metody a formy fizeni a dolozit duslednou a t¢innou regulaci pro-
cesu systému managementu.

Seznam pouzitych zkratek:
CC Call centrum SLDB PP Pracovni postupy

Csu Cesky statisticky tiad PSM  Pracovnik SM
DP Dislokované pracoviste CSU ~ RP Realizacni projekt
DOD1 Zabezpetovanidokladuséitani RTK — Resitelsky tym kvality

DOD2 Dodavatel IT sluzeb SF Scitaci formular

Dz Dodavaci zdznamy SK Scitaci komisar DOD1
IS Informaéni systém dokladu SLDB Sé¢itani lidu, dom, bytu
KOS Krajskéoddéleni séitaniCSU  SM Sbérné misto DOD1
MRM  metoda relacnich matic SOB  Scitaci obvod

PO Povinné osoba VSM  Vedouci SM

OBRAZEK 1. Ukézka vyhodnocovaci tabulky pro hodnoceni
SM v ramci Projektu SLDB 2011
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PHADIATOP TESTU PREDZPRACOVANIM DAT

HOW TO IMPROVE PREDICTION OF THE PHADI-
ATOP TEST VIA PRE-PROCESSING
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Abstrakt: Phadiatop test byl vyvinut pro méfeni zavaznosti alergickych one-
mocnéni, zejména atopie. Provedeni Phadiatop testu je velmi nédkladné, tedy
cilem naseho vyzkumu je pfiblizné predpovédét vysledky Phadiatop testu
pomoci pravdépodobnostniho modelu, ktery vyhodnocuje tdaje z osobni
anamnézy pacienta. Zde prezentujeme logistickou regresni techniku pro pired-
povidani vysledku klasifikace pacientu patiicich do dvou skupin Phadiatop
testu. Nase databdze je zaloZena na pacientech, ktefi podstoupili vysetieni
Phadiatop testu na Klinice pracovniho a preventivniho lékafstvi, Fakultni
nemocnice Ostrava. Pravdépodobnostni predikéni model byl ovéfen na kon-
zistentni databézi pfiblizné 400 pacientu. Poté byl model zjednodusen jen na
statisticky vyznamné proménné. V dusledku tohoto procesu zjednoduseni,
koneény model zavisi pouze na dvou nezdvislych proménnych (astma a aler-
gickd ryma). Vyvinuty model je schopen pfedvidat ptiblizné vysledky Pha-
diatop testu s 70% pravdépodobnosti.

Abstract: The Phadiatop test was developed for screening of allergic sensi-
tization. As the Phadiatop test is not cheap, the aim of our research is to
approximately predict results of the Phadiatop test by a probalistic model,
which evaluates data from a personal questionnaire. Our database is based
on patients who underwent examinations of the Phadiatop test at the Clinic
of Occupation and Preventive Medicine, University Hospital of Ostrava, Os-
trava, Czech Republic. The probabilistic prediction model has been verified
on a consistent database of approximately 400 patients. Then, the second
sensitivity analysis study has been performed and the prediction model has
been finally simplified. As a result of the model simplification process, the
final prediction model depends only on two independent variables (asthma
and allergic rhinitis). The developed model is able to predict the approximate
results of the Phadiatop test with 70% probability, which may represent a
significant financial saving for the public health sector.

Klicovd slova: Logistickd regrese, medicinskéd data, Phadiatop test

Keywords: Logistic regression, medical data, atopy, Phadiatop test
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1. Uvod

Atopie u obyvatel Ceské republiky roste. Atopii muzeme chipat jako osobni
nebo rodinnou predispozici, byt pfrecitlivélym na normélni expozici alergen,
obvykle proteint. Tito jedinci jsou vice citlivi na typické priznaky jako napf.
astma, ekzém, atd. Phadiatop test se pouziva k méfeni atopie.

Ptvodni predikéni model, ktery byl vytvoten pro Phadiatop test, vyuzival
dvé skupiny proménnych, konkrétné rodinnou a osobni anamnézu [4]. Tes-
tem vérohodnosti byla vylou¢ena rodinnd anamnéza. Pfedpovédni model tedy
uvazuje pouze ¢tyfi proménné osobni anamnézy [4],[5]. Podle zdvaznosti one-
mocnéni, jsou vysledky Phadiatop testu rozdéleny do Sesti nasledujicich sku-
pin: Skupiny 0 a I pro zddnou nebo slabou formu atopie a zbyvajici skupiny
(IT, 111, 1V, V, VI) indikujici rostouci zdvazné formy atopickych piiznaku.
Znalost vysledku Phadiatop testu je velmi dulezitda zejména pii diagnostice
alergickych dermatéz a také pro odbornou lékaiskou pééi o cestovatele [2],
[3].

Informace ziskané z osobni anamnézy byly pouzity pro zjisténi astmatu,
alergické rymy, ekzému nebo jinych forem alergie (kontaktni, potravinové
alergie, atd. Osobni anamnéza kazdého pacienta byla spojena s vysledky
skutetné naméreného Phadiatop testu. Nésledné byl vytvofen a ovéfen prav-
dépodobnostni klasifika¢ni model pro zafazeni pacienta do jedné ze dvou
skupin Phadiatop testu.

Vsechny vypocty byly provedeny v software Matlab a Statgraphics.

2. Formulace problému

Testovana databaze medicinskych dat pochazi z Fakultni nemocnice v Ost-
ravé, Kliniky pracovniho a preventivni lékatstvi. Logisticka regrese je pouzita
za tcelem odhadu vysledku Phadiatop testu. Lékaiské databdze obsahuje in-
formace o vysledku Phadiatop testu a osobni anamnézu 1027 pacient.

Pacienti pfifazeni do skupiny 0 maji vysledek Phadiatop testu 0 nebo
I (tj. zdravi pacienti bez pfiznaki onemocnéni), bez nutnosti jakékoliv 1écby
u téchto pacientu. Zbyvajici pacienti s vysledky méreni Phadiatop testu II —
VI jsou zafazeni do skupiny 1. U téchto pacientt je jiz nutné 1ékaiské osetieni.

Mame tedy jednu zavislou proménnou Y = PhModel, kterd zavisi na
ctyfech nezavislych proménnych: astma, alergickd ryma, ekzém a ostatni.
Proménnd Y muze nabyvat hodnoty 0 nebo 1, podle naméfené hodnoty Pha-
diatop test, skupiny 0 — I nebo skupiny IT — VI.

Hodnoty nezédvislych proménnych byly ziskdny od lékafskych odborniku.
Skére odbornych zavaznosti je uvedeno v tabulce 1. Kategorie ,ostatni“ zde
predstavuje ruzné typy alergii (potravinové alergie, atd.).

Faktor  Astma Alergickd ryma Ekzém Ostatni
Hodnota 10 8 6 4

Tabulka 1: Expertni ohodnoceni zavaznosti onemocnéni.
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V navaznosti na kapitolu 2, ma logisticky regresni model tvar:

g(x) = fo + Brx1 + Paxa + Paxs + Paxa,

kde 8; € R, i =0,1,2,3,4 jsou logistické regresni koeficienty a vektor x mé
celkem 4 slozky: x1 = astma, xo = alergickd ryma, xs = ekzém, x4 = ostatni.
Zavislost 7(x) na x je tvaru:

e9(x)

(1) 7T.(X) = 1 +€g(x)

Zde w(x) oznacuje pravdépodobnost vyskytu onemocnéni, w(x) = PhMo-
del. Neznamé koeficienty S;, ¢ = 0,1, 2, 3,4 jsou ziskany metodou maximalni
vérohodnosti. V naSem piipadé muze byt metoda maximalni vérohodnosti
pro nas model vyjadiena jako
n
L(B) = [[ wlw)®.(1 — m(z:)) ™"
i=1
Odhad regresnich parametru § je provadén maximalizaci logaritmu z ma-
xim&lné vérohodné funkce, coz muze byt vyjadieno takto:
n
mL(B) = [y Inm(@:) + (1= ). In (1 = m(x))]
i=1
Nyni muze byt logistickd regrese pouzita pro predikci, zda pacient s uve-
denymi ptiznaky atopie je ¢lenem vybrané skupiny Phadiatop testu. Kvalitu
pravdépodobnostni predikci modelu lze charakterizovat pojmy: senzitivita,
specificita, pozitivné a negativné predpovézené hodnoty [7].

Senzitivita (SE) vraci Gspésnost modelu spravné rozpoznat pacienty s one-
mocnénim, zatimco specificita (SP) ilustruje dspésnost rozpozndni pacientu
bez piiznakt onemocnén{ (zdravych). Plati

SE = TP / (TP + FN)

SP =TN / (FP 4+ TN)
kde TP = true positives, TN = true negatives, FP = false positives, FN =
false negatives.

Mimo jiné, pozitivné predpovézend hodnota (PPV) je definovana jako pocet
téch jedincu, které model vyhodnotil jako pozitivni a opravdu jsou nemocni,
déleno souctem vsech, které model zatadil jako nemocné:

PPV =TP / (TP + FP)

Nakonec negativné predpovézend hodnota (NPV) je definovdna jako pocet
téch, které model oznacil jako zdravé a skutecné jsou bez piiznaki one-
mocnéni déleno poc¢tem vsech, které model oznacil jako zdravé pacienty:

NPN= TN / (FN 4+ TN).

V idedlnim predikénim modelu, bychom neméli falesné negativni nebo falesné
pozitivni hodnoty. Tedy

SE = SP = PPV = NPV =100 %
pro ideélni predikéni model.
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3. Predikéni vysledky logistického modelu: cela databaze

Jako prvni krok, byl vytvoren predikéni model pro Phadiatop test, s vyuzitim
vsech dat, tedy kompletni database zahrnujici 1027 zdznamu. Nalezeny mo-
del byl otestovan s vyuzitim stejnych dat. Ziskali jsme nésledujici globalni
predikéni model:

In (%) = —1,4856 + 0,1528x1 + 0,3156x5 + 0,0765x3 + 0, 154924
N4§ model mé jednu zdvislou proménnou (PhModel) a étyfi nezdvislé pro-
ménné: astma, alergicka ryma, ekzém a ostatni.

Predikéni vysledky globdlniho modelu (7) jsou shrnuty v Tabulce 2. Na-
priklad, je zde hodnota 166 TP tedy pacienti s pozitivnim Phadiatop testem
(PhTest=1), ktefi jsou spravné zafazeni predikénim modelem do skupiny
PhModel=1. Podobné je zde 641 TN pacientu, tzn. pacientu s negativnim
vysledkem Phadiatop testu (PhTest=0) spravné zafazenych predikénim mo-
delem do skupiny PhModel=0.

PhModel=1 PhModel=0
PhTest=1 166 (IP) 165 (FN)
PhTest=0 55 (FP) 641 (TN)
SE SP PPV NPV
0,50 0,92 0,75 0,30

Tabulka 2. Predikéni vysledky logistické regrese: globalni model, 1 027
pacienti.

Negativné predpovézend hodnota z tabulky 2 je velmi dobra, ¥iké, ze pa-
cient nebude mit atopické symptomy (NPV = 80%) a sprévné identifikuje
92%, z téch, ktef{ nemaji zadny atopicky symptom (specificity).

4. Predikéni vysledky logistického modelu: zmensena
databaze

Vsechny netplné vyplnéné zéznamy v lékarské databédzi nalezely pacientum
s PhTest=0. V sekci 4, byly tyto netplné zdznamy nahrazeny nulami, protoze
bylo o¢ekavano, ze vSechny pozitivni alergické priznaky budou v datab&azi
vyplnény. Na rozdil od pfedchozi ¢asti, tato ¢ast pfindsi vysledky predikce
pripadu, kdy byly vSechny netiplné vyplnéné databazové zaznamu odstranény.
Timto predzpracovani procesu, tj. odstranéni téchto netuplné vyplnénych za-
znamu, byla databdze zmensena na kone¢nych 376 zaznamu. Pro tyto data,
byl vytvoren novy predikéni model - Model 2:

1 —7(x)
Predikéni vysledky tohoto modelu jsou prezentovany v Tabulce 3. Napii-
klad zde méame hodnotu 166 TP pacientu. To znamen4, ze nemocni pacienti

In (ﬂ) = —0,9765 4 0, 125121 + 0, 267522 + 0,011323 + 0,062324
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s vysledkem PhTest = 1 byli spravné rozpoznani v pfedpovédnim modelu
jako PhModel = 1. Déle, pocet pacienti s pozitivnim PhTest je 166 + 49 =
215.

PhModel=1 PhModel=0

PhTest=1 166 (IP) 19 (FN)
PhTest=0 55 (FP) 106 (TN)

SE SP PPV NPV
0,77 0,66 0,75 0,68

Tabulka 3. Predikéni vysledky regresniho modelu (8) pro 376 pacientu.

V dusledku toho, ze senzitivita je 166/215 = 0,77, tedy model spravné
rozpoznd 77% skutecné pozitivni pacientu — tj. 77% nemocnych je spravné
rozpoznano jako nemocni. Predikéni model také potvrzuje nemocné jedince
pomoci pozitivné predpovézené hodnoty (PPV = 75%).

Procenta z modelu senzitivity ukazuji, ze predikéni vysledek je mirné
lepsi nez predikce vysledkt pro kompletni databazi 1027 pacientu. Byly od-
stranény neuplné naplnéné ziznamy, tzn., jsou analyzovany pouze plné rele-
vantni udaje.

Poznamenejme, ze i kdyz databaze byla vyznamné snizena, vysledky od-
povidajici sloupci ,PhModel = 1“ z tabulky 2 a tabulky 3 jsou stejné.

Predikéni model snizené databédze (Model 2) byl také predmétem statis-
tickych testu, viz tabulky 4 a 5.

Source Variance Df P-Value

Model 84.8205 4 0.0000
Residual 482.644 371 0.0207
Total (corr.) 513.464 375

Tabulka 4. Model 2: Analysis of deviance.

Factor Chi-Square Df P-Value
Astma 13.9485 1 0.0002
Alergickd ryma  56.2333 1 0.0000
Ekzém 0.0356 1 0.8503
Ostatni 0.6814 1 0.4091

Tabulka 5. Test vyznamnosti proménnych pro Model 2.

Tabulka 5 ukazuje, ze proménna ekzém a proménna Ostatni jsou statis-
ticky nevyznamné a mohly by byt z modelu vylouceny. Po vylouceni téchto
proménnych ziskdvame tento zjednoduseny predikéni model -— Model 3:

In ﬂ = —0,7927+ 0,1189x1 + 0,2538x4
1—7w(x)

I tento predpovédni model byl pfedmétem testovani, zafazeni pacienta do

jedné ze dvou Phadiatop skupin. Na zakladé téchto vysledku lze konstatovat,
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ze zjednoduseny model (Model 3) funguje tplné stejné jako v pripadé, kdy
mé Ctyfi proménné (Model 2).

5. Zaveér

Phadiatop test je dulezita, ale velmi drahd technika vyvinutd pro monito-
rovani alergickych onemocnéni. Z tohoto divodu byl vytvofen pravdépodob-
nostni model, ktery vyhodnocuje tidaje z osobni anamnézy ziskané od paci-
entu s podezienim na alergické onemocnéni. V predpovédnim modelu, je za-
hrnuta jen osobni anamnéza pacienta s ohodnocenim alergickych onemocnéni.
7Z téchto onemocnéni se zdaji byt vyznamné faktory pro predikéni model Pha-
diatop testu jen astma a alergickd ryma, protoze pro v8echny zbyvajici atri-
butu bylo prokdzano, ze jsou statisticky nevyznamné a proto byly odebrany
z pfedpovédniho modelu. Pfedpovédni model ma zajimavé vlastnosti: statis-
tické testy skutecné databédze pacientu uddvaji, ze 77% nemocnych lidi bylo
spravné rozpoznano jako nemocni. Tedy, pfiblizné jen kazdy ¢tvrty nemocny
pacient byl predikénim modelem nespravné zafazen jako zdravy.
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1. Introduction

Consider a finite set S and the probability distribution 7 given by probabi-
lities 75, s € S. In this paper, we will try to generate sequence of random
variables X;, 7 € Ny, taking values in the set S, so that values of the sample
X; can be used to describe distribution 7. In particular, we will be interested
in sequences where marginal law £(X;) of random variables X;, ¢ € Ny is
given by probability .

Generation of independent identically distributed (iid) random variables
X,; with distribution 7r is the most desirable in this situation. When there
is no pseudo-random generator available for simulation of @ we can apply
algorithm called rejection sampling, which generates every instance of sample
X; in two steps.

(1) Generate s* € S from probability distribution 7 = {7; s € S} where
7 is the distribution we are able to quickly generate random variable
from, and for which there exists a constant K > 0 such that

/7 < K, Vs e S.
(2) Accept the suggested value s* from the first step with probability
p = 7s+ /KTg» and proceed to generate next element of the sample

X;. Return back to the first step and generate new candidate s* when
the actual one is rejected.
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Remark 1.1:

The constant K always exist for distributions on finite set S. However, the
algorithm would reject too often (and would be too slow) if the distribution 7
does not approximate well the distribution 7 and the constant K is too large.
Thus, the usability of reject sampling depends on the existence of distribution
7 which is close enough to the target distribution 7 and we are able to generate
a sample from it. 0

In some circumstances it could be more efficient to generate a Markov chain with de-
sired stationary distribution instead of using iid random variables. Markov chain Monte
Carlo (MCMC) methods are often used for this purpose. Especially the Metropolis-
Hastings algorithm is one of MCMC methods which is similar to reject sampling. The
algorithm described by Hastings in [4] generates a Markov chain with transitional prob-
abilities forming a matrix P satisfying two conditions:

e Reversibility condition
Py =mPsr, Vr,se S

e Transitional probabilities could be rewritten as a multiplication
Pr,s = Qr,sar.ﬁv

where Q = {Q,s : r,s € S} are transitional probabilities such that we can generate
random variables with distribution given by probabilities @, s, s € S for every r € 5,
and constants c,.; belong to interval < 0,1 >.

Reversibility condition guarantees that 7r is a stationary distribution of generated
chain, while the form of transitional probabilities enables generation of chain in two steps
similarly to rejection sampling.

Let us concentrate on this point in detail. Select (at random or deterministically)
starting point of generated chain z(® € S. Assuming that first ¢ elements 5@, ... st=1
of the chain are generated, we will perform following two steps to generate the next
element s®.

1. Generate s* from the distribution given by the transitional probabilities
Qst,hs’ seSs.

2. Set s; = s* with probability o, , ¢+, otherwise keep old value, i.e. set s, = s;_1.

To fulfill the reversibility condition, we must select acceptance probabilities a of new
candidate in the form

HS s,7
Qs = min (1 , ﬁg“) , rses (1)

legat/
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Set a(r, s) = 1 when IL,Q, s = 0.

Following section will provide necessary theoretical background including the theorems
showing that Metropolis-Hastings algorithm generates a sequence X; with distribution
converging to the target distribution 7.

2 Markov chain fundamentals

The Metropolis-Hastings algorithm generates a sequence X;,i € N° so that both steps
performed to obtain new member X, uses only the information about the value of the
actual state X,,. So X,,;; is conditionally independent on any random variable X,,_, k >
0 given the value of X,,. This property of random processes is usually called Markov
property and the process with this property is called Markov process (chain). Precise
definition follows.

Definition 2.1:

A sequence of random variables X;,i € N° with values in finite set of states S
is called Markov chain if it satisfies

P(Xn+1 = wn-%—l‘Xn =Tp,..., X0 = $g) = P(Xn-H = $7L+1|Xn = $n)7
for all k € N° and z, ..., 2,01 € S such that P(X, = x,,..., X = x0) > 0.
Markov chain is called homogeneous if conditional probabilities

P(Xn+1 - x7l+1‘Xn = xn) = P(Wm $n+1)

does not depend on n. Probabilities p(x,, 2,+1) are called transitional probabil-
ities and they form so called transitional matriz P. Moreover, Markov chain is
stationary if distribution of random vectors P(X, 1k = Tpik, - - ., Xp = @) does
not depend on k € N° for every n € N°. O

We will be interested in the homogeneous Markov chains only. Its distribution is given
by the distribution of the initial variable wy = {P(X, = x),2 € S} and transitional
probabilities p(x1,x2), x1,22 € S. Markov chain generated by the Metropolis-Hastings
algorithm is stationary if, and only if the initial state X, is generated from desired
distribution 7. We can simply check, that the chain started in a fixed state zg € S
is not stationary, because the distribution of the first variable X, is concentrated into
one state o, while the distribution of the second member X is given by suitable line of
transition matrix p(xo,-). However, under mild conditions on the structure of transition
matrix P, we can show that marginal distributions £(X,,) converges as n — oo. This
limit distribution is called stationary distribution.
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Definition 2.2:

Let us consider homogencous Markov chain {X;};cno with transitional proba-
bilities p(s,t), s,t € S. Probability distribution 7 on the set of states S which

satisfies
m=y mp(sit) V€S
seS
is stationary distribution of Markov chain {X;};eno. O

Existence and unicity of stationary distribution is foremost given by the accessibi
of the states among themselves.

Definition 2.3:

A state t € S is said to be accessible from state s € S if there exists an integer
n € N such that

P(X, =t|Xq=1s)>0.
Markov chain is said to be irreducible if t is accessible from s for every pair of
states s,t € S.
Each state s € S has its period given by

I's=GCD({n: P(X, = s|Xy=s) >0})

where function GCD is the greatest common divisor. A state s € S is called
aperiodic if 'y = 1, otherwise it is called periodic with period T.
Let the random variable T is first return time (recurrence time) to state s € .S

T, =inf{n >1: X, =s|X, = s}

and f;(f ) is the probability that the chain returns to the state s for the first time
after n steps.
f = P(T, =n).
The state s € S is said to be transient if
P <o0)= 30 1) <1
n=1
otherwise the state s is said to be persistent. The persistent state s € S is
non-null if the mean recurrence time is finite

M,=ET, =) nf{ < oc.

n=1

Otherwise the state is called null persistent. O
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An accessibility condition says that a system started in state r € S has a non-zero
probability of transitioning into state s € S at some time. It’s equivalent to condition
that there exist an integer n € N and a sequence of states xy,...,2,-1 € S so that

p(ﬂ l‘l)p(l‘la $2) .. ~p(x'n,727 Ix—l)P(In—h T) > 0.

A state r € S is said to communicate with a state s € S if both s is accessible from r and
r is accessible from s. It can be shown that communication in this sense is an equivalence
relation and thus it forms equivalence classes often called communication classes. The
definition of irreducible Markov chain could be also reformulated to the condition that
all states form one communication class.

In most of the literature dealing with Markov chain theory we can find following two
lemmas which are crucial for the MCMC methods. Both lemmas were taken from the
lecture notes [9] (in Czech language). Another example of monography about Markov
chain theory containing necessary background is [8].

Lemma 2.4:

An irreducible Markov chain with a finite set of states S has all states non-null
persistent. O

Lemma 2.5:

An irreducible chain has a stationary distribution 7r if and only if all of its states
are non-null persistent. In that case, 7 is unique and is related to the mean
recurrence time

Vs e S

Ts

My
Furthermore, if all states of the chain are aperiodic, then for any r, s € .S

lim p™ = 7,
n~>ocp'rs s

O
According to these lemmas, if some method generates irreducible Markov chain with

transition matrix P, such Markov chain has unique stationary distribution 7 and, more-
over, the marginal distribution of the chain converges to the 7

vP" —

where v denotes a distribution of starting point Xy. Note that there is no assumption
on the starting distribution. Thus the chain converges to the stationary distribution
regardless of where it begins.
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Markov chain Monte Carlo simulation methods often generate a chain which fulfills
the reversibility condition. (e.g. Metropolis-Hastings or Gibbs sampler generates such
chains) It means that there exists distribution 7 such that

wp(r,s) = wsp(s,r) Vr,s € S.

Summing the equation over r gives

S mp(rs) = Y wp(s.r)

res res

= ﬁsZp(s,r) = Ty

res

This could be rewritten as an equation # = P from the definition of stationary dis-
tribution. It shows that Metropolis-Hastings algorithm generates a Markov chain with
target stationary distribution.

3 Functional representation of Markov chain

We know from the previous section that theoretical value of Markov chain in the infinity
has target distribution 7r, but we are not able to observe this value. Therefore we will try
to generate Markov chain from minus infinity (or some point sufficiently far in the past)
and observe the value of chain in some finite time (e.g. zero). Because we are not able to
decide at which point we started the chain in the minus infinity, we have to consider all
possible starting points s € S. For this purpose we need to select different representation
of Markov chain. We will work with “both-sided” Markov chain in the reminder of this
section, i.e. {X;};ez instead of positive indices only. Moreover, we will represent Markov
chains in terms of random maps.

Definition 3.1:
Let @ denotes a set of all maps from S to itself
d={p:5— S}=5%

Consider random variable ¢ = (®,P) with values in set ® and probability dis-
tribution P. We call ¢ a random map with respect to the transition matrix P
if it satisfies

P({p: p(s) =t}) =p(s,t), Vs, teS. (2)

Recall from Section 2 that transitional probabilities p(s, t), s,t € S, are elements
of matrix P. O
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Remark 3.2:

Given a matrix P, a distribution fulfilling Condition (2) always exists. A simple
example of such distribution is the one given by P({¢}) = [[,cq P(s,¢(s)).
Rows P(s,-) of the transitional matrix P represents probability distribution on

the set S. Let S = {s1,---,s;,---}, then we can write
P(@) = 56263§P({30(81) =s1}) = 1% Séng(W(Sl) = 51, 9(s2) = 55})
= S%ZS%ZP({Q(SO =81, p(si) =55, 1)
= ;%ZS%ZHP(Q“”) Z P(s1, 51 )ZSZ@P(Q“ 5i) 22
= J[1=1

Thus P is probability measure. Similarly, choosing k& € N, we then derive

P({e(sk) = si}) Z@Z IZ@ /Z@; _IETNP(SMD
— P(ss) TT1
i#k
= P(sy,s}).

This assures that P fulfills Condition (2). O

Random map with respect to transition matrix P mimic one step of Markov chain.
Given the state x,, € S of Markov chain with transitional probabilities p(z,,, 2,.1) (from
matrix P) we can generate new member of the chain so that we select a random map
©n+1 € P using the distribution P and subsequently we set ,11 = @n11(x,). Similarly, we
can mimic m step transition of the Markov chain so that we select independently m maps
pi€®, i=n+1,....,n+mand set x, , = <pn+1 "(zn) where @I = 1m0 0 Q1.
Symbol ¢ o ¢ denotes usual composition of maps given by ¢ o () = p(¢(z )) Let us
now consider sequences of random maps.

The space Q = ®Z consists of “both-sided” sequences

o ={pi}tjez=( .., 0j-1,05, Pjs1,---)

Let us consider a product probability measure P on space Q such that for every finite
subset I C Z holds
P{pe Qg =y, i€ l})=]]Pr)
iel
The probability space (2, P) is often called stochastic flow. Given the condition (2)
The process X,, = x, X;qr = gonﬂ(m) is a Markov chain starting at state z € S with
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transitional probability P. Hence a stochastic flow is a common representation of Ma
chains starting at all initial states and all times.

Consider now a sequence ¢ € . We say that there is complete coalesce at tin
if there exists a constant & € N° and state w € S such that ¢ ,(z) = w for e
x € S. This condition says that all chains X,, given by the stochastic flow ¢ star
at time n — k will finish in state w at time n no matter what the starting point
Going further backward in time with the starting point does not change anything bec:
" (1) = ¢k o (2) = w for all [ € N. Let us denote F), a set of all stoch:
flows with complete coalesce at time n and F' = (1, F,. We will be mainly intere

in stochastic flow which satisfies
P(F)=1.

The Condition (3) is often called almost sure complete coalesce in finite time. We
check when this condition holds and provide a methodology to construct a stochastic
with this property later in the text.

Further denote

Wo(3) = limy, oo @ (z) z €S peF,
n\#) = wo otherwise,

where wy € S is arbitrarily selected state to make W, (@) well defined on whole spac

Theorem 3.3:

Under conditions (2) and (3) the random process {W,,},¢z is stationary homo-
geneous Markov chain with transition matrix P. (]

Proof: Let us verify the Markov property. Since
Waia(@) = lim @p (@) = e <m3131w @LZ(I)) = ¢t (Wa(2))

for every ¢ € F and n € N, Wy (@) depends on ¢,,, m < n and therefore is
independent with ¢, we can write

P (W1 = Sns1, Won = Spy oo . Wi = Spg) =
=P (@n+1($n) = Sp+1; Wy=5n,..., Wy = Sn—k) =
=P (9071-%—1(5") = 5n+1) P (Wn = Sny-ey Wn—k = Sn—k) =
= p(snv 5n+1)P (Wn = Sny-- -, ank = Snfk)

The last equation comes from the Condition (2). Finally, conditional probability
is
P (Wn+1 = 37L+1|W7L = Spy---, ank = Snfk:) = p(sru Sn+1)~
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Thus, {W,, }nez is homogeneous Markov chain with transitional probability P.
The process {W,}nez is also stationary, because sequences of random maps
{¢k }k<m have shift invariant distribution which does not depend on m. O

Theorem 3.3 offers a simulation method of random variable with exactly target dis-
tribution using Markov chain generation. Suppose, we have strictly positive distribution
7 on the set of states S and we are able to generate an irreducible Markov chain with
kernel P so that 7 is its stationary distribution. Suppose further, that we can construct
random maps so that it satisfies conditions (2) and (3). Than the random variable W, is
simulated so that we pick random maps ¢g, p_1,... (starting at time 0 and continuing
backwards) until complete coalesce of composed map ¢ = ¢go @ 100 @ Than
the value w = ¢ (s) which does not depend on s € S is good representative of random
variable W,, with distribution 7r. Let us demonstrate this approach on a simple example.

Example 3.4:

Let S={0,1} be a two point state space. Transitional probabilities

1—a «
P:( 3 1—ﬂ>’ 0<a,pf<1

generates a Markov chain with stationary distribution (my,7my) = (=2, ).
Set of all maps S° contains 4 elements:
PV (1) =1, (2
PP (1) =1,
U oY1) =2, @2
o) (1) =2

Maps 1V (resp ¢©?)) will coalesce both states into state 1 (resp. 2), while (12
will keep the states and ¢V will switch each state to the other. Distribution
of maps given by probabilities

P(pt) = (1-a)f  P(p!?) = (1-a)(1- )
P(®V) = aff P(e®) =a(1-5)

fulfills condition (2). Now we can pick a random map ¢, from this distribution.
If the selected map is ¢V (or ®?) we will assign Wy = 1 (or Wy = 2). Other-
wise, we will continue and pick a random map ¢_; from the same distribution.
We will continue until one of the maps ) and ¢? is selected. Probability
of (complete) coalesce at finite time is

3= (P(e) + P(p) (P(p) + P(p12))" =1

k=0
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Process {Wj.}rez is stationary. Value W_; is generated by the same principle
like Wy if o) or ¢®Y is selected in the first step. Therefore probabilities
P1:P(W0:1):P(W_1:1)andP2:P(W0:2):P(W_1:2)haVetO
solve the system of linear equations

PWy=1) = P(e")+ P(e")P(W_; = 1) + P(e®)P(W_, = 2) (@)
P(Wy=2) = P(¢®)+ P(pM)P(W_, =2)+ P(p®))P(W_, = 1)

Summation of these equations confirms that its solution is probability distribu-

tion Do) 4 Pl

poip— PEOHPEE)

1= P(p012) = P(p2V)

We can simply check that probabilities 7m; and 7 are the only solution of equa-
tions (4) and therefore the algorithm generates a random variable with station-
ary distribution suitable to kernel P.
Conversely, the forward coalesce approach does not generate a stationary distri-
bution 7r. Suppose that we generate two independent Markov chains {Xi(l)}ieN
and {X®},cy each starting in another state. Stop the Markov chains at the
moment when Xi(l) = Xi(Q) for the first time. More precisely, let us denote
random variable Z = X;l) where T' is a random time such that XZ-(1> # XZ-(2>
for i < T and Xq("l) = X1("2>~ Given that chains did not coalesce until time ¢ we
know that X,g(1> #* Xt(2). The probability that we will coalesce at time ¢ + 1 is
(1 —a)B+a(l —f) and it composes from the probability of coalesce into state
1 (one chain switch from state 2 to 1, while the other stay in 1)

PZ=1T=t+1)=(1—-a)p
and the probability of coalesce into state 2

P(Z=2T=t+1)=a(l—-p).
Since

mzzazfimzzaT:me:n

and probabilities P(Z = z|T = t) does not depend on ¢ the distribution 7y of
random variable Z is given by the vector

,,_< (1-a)B a(l - B) )
7 \0—a)f+al—p) 1 —a)f+all-7)

which in general (except the case @ = [ = 1/2) differs from the stationary
distribution . O
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In the Example 3.4 we worked with 2 elements state space S and the set of all maps
59 consisted of four elements only. However typical application of MCMC simulation
operates on much larger spaces. We will describe a general construction of random maps
which are related to transition matrix P by Condition (2) and that is easy to use for
simulations even with more complex state spaces.

Let us consider a function f : S x © — S and independent identically distributed
random variables U;, € Z taking values in ©. Then ¢; = f(-,U;) is a random map.
Common choice is © to be interval < 0,1 > and random variables U; with uniform
distribution on that interval. Now, let us further consider that sy, - - , s, € S are elements
of state space. Since the set S is finite, we can imagine the domain of function f(s,u)
like n lines going from 0 to 1 and the function f(z,u) assigns values from state space S
to the elements of those lines. We can divide the line corresponding to the state s; € S
proportionally to i-th line of transitional matrix P. For specific s; we assign

f(si,u) =51 if u € (0,p(si, 51))
f(siu) =352 if u€ (p(si,s1),p(si,51) + p(si, 52))
f(si,uj:Sn ifue (1.*17(5%5”)71)‘

We can see that P(¢(s;) = s;) = P(f(s;,U) = s;) = p(s;, s;), which means that random
maps constructed in the way described above fulfills the Condition (2).

Verification of the Condition (3) could be also more complicated with larger set of
states S than the Example 3.4 presents. Several equivalent forms of this condition are
stated in the next theorem. But prior to this theorem we will define random variable
representing time of coalesce a we will show its sub-multiplicativity property.

Definition 3.5:
Let @ € Q2 is a stochastic flow. Then a random variable
T.(p) = sup{m < n:3w € S such that ¢! (s) =w Vs € S}
is called time of the latest coalesce before n. O

Time of the latest coalesce has so called property of sub-multiplicativity.

Lemma 3.6:

Let n,m < 0 be a negative integer. Then

P(Ty <m+n) <P(Ty <m)P(T,, <m+n) =P(Ty <m)P(Ty <n)



219

Proof: Inequality Ty(¢) < m + n imply that neither ¢, ., nor ¢% ; maps all
s € S into one state. Since random maps ¢, .., and ¢), are independent
this proves the left inequality P(To < m+n) < P(Ty < m)P(T,, < m+n). The

equality P(T,, <m +n) = P(T, < n) is a consequence of stationarity. O

Theorem 3.7:

Let (€2, P) be a space of stochastic flows. Then following conditions are all
equivalent to Condition (3)

D P{peQ:Ty(p) >—o0}=1 VneZ
2) 3r € N such that P{p € Q: Ty(@) > —7} > 0
3) Vs,t € S Ing € Nsuch that P{@g € Q: ¢ (s) = @}* ()} >0
O

Proof: The first condition is another way of formulating Condition (3). So we need
to proof equivalence of conditions presented in this theorem only. Let us start
by the implication 3) = 2).

Denote n,, = max,csing : P(i'(s) = }*'(t)) > 0} the maximal number
of steps ng from condition 3). Since coalesce of states s,t € S at ng enforces
also its coalesce at n,, (once coalesced states could not be divided by further
maps) every two states s,t € S have positive probability of coalesce at n,y,.
Than the minimum p,, = min,;c5P(p}"(s) = @™ (t)) is positive. Therefore
[S| > |¢™(S)| with probability greater then p,, (if |S| > 2), where |S| is
number of S elements and ¢(.5) denotes an image of set S by map . Similarly,
the probability of |S| > ¢ (S)| > |¢2'™,(S)| is greater then p?, because
random maps ¢} (S) and .| (S) are independent. Since S is finite we need
to repeat this iteration |S| — 1 times at most to reach |o{*1™" (S)| = 1 with
probability greater than plny > 0. Shift of indexes from 1,...,7 = n,(]S] —1)
to —7 +1,...,0 gives the condition 2).
The implication 2) = 1) is the consequence of sub-multiplicativity property of
Ty and a stationarity of T,,, n € Z. More precisely,
where 7 is the one from condition 2) satisfying P(T; > —7) > 0. The sub-
multiplicativity condition gives

P(Ty < —k7) <P(Tp < —7)F = (1 - P(Ty > —7))* — 0
Moreover, the times T,,, n € Z depend on random maps {..., ¢, 1,p,} and
their distributions are shift invariant. Therefor the distribution of T, does not
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4

depend on n € Z and the condition P(Ty > —o0) could be extended to
P(T,, > —o0) for every n € Z. )
The implications in opposite direction are trivial because P(T, > —o0) = 1

implies P(Ty > —o0) > 0 and complete coalesce enforces pairwise coalesce. [

Time of the latest coalesce

Theorem 3.7 works with the random variable T;, and shows the circumstances on w.
this variable is almost sure finite. However, no estimate of method’s time comple
was provided. A general approach to time complexity estimation independent of spe
transition matrix P choice and random map ¢ construction is outlined by follov
theorem.

Theorem 4.1:

Let (Q,P) be a space of stochastic flows and Tj (), ® € Qs a time of the latest
coalesce. Assume that there exists 7 € N, such that P(Ty > —7) = ¢ > 0. Then
moments of T exist and

0o

E(-Tp)" <k"> (1—e™((m+1)" —m")
m=0
Specifically,
T <ETy < —7(1—¢).
e

and L 21

Var T; < 72 (——0—%—(1—6)2).

€ €

|

Proof: Let T be a discrete random variable with values in Ny. If the moments of

T exist, they are given by

Derivation of this formula follows.

ET" = Y2 i"P(T=1i)=
L PT =030 =G -1
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Summation over i and j could be switched if the moment exist.

ET" = Z;‘;l(]n - (] - l)n) ZZ; P(T = Z) =
= LU —0-)"P(T =)=
Yo+ 1" = (G)"P(T > )

Moreover, let T' has the property of sub-multiplicativity and there exists 7 € N,
such that P(T' < 7) =€ > 0. Then

P(T>j) < (1—¢)l7
where [x] denotes an integer part of z. Let us continue in derivation
BT < S(( 41"~ ()0 - =
> ozgk*,;;T 1 e)k((j L) (j)") _
= Y 1-eF ((k+ 1y — kw) _
= 7y (1= e)k((k F1)n - k”)

The sum converges for every ¢ > 0 and n € N, which gives the existence of all
moments. Random variable Tj has negative values, but —Tj fulfills all necessary
so that we can apply derived expression. This gives the first inequality to be
proved. Specifically for n = 1 the lower bound of expected value is

E(-Tp) <73 2,(1—ef =7
Choosing n = 2 gives the upper bound for second moment

(1 - (2k + 1) =

72(% + 221?;1 k(L — €)k) =

2( +22112k 1( —oF) =
2él+221 1( )Zk 0(1_6))
(

ET?

[ IA

: +§§:?z1(1*5) =

€

-
-
=T
72

A= =

Since
P(Th<—i)>(1—e¢)fori<r

and therefore .

—ETy > P(-Tp > i) > r(1—¢)
=0
the upper bound for expected value is

ET, < —’7'(1 — E).
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We can finalize upper estimate of variance

, (1 2(1— ‘
Var T, = ET? — E(T,)* < 7° <7+¥7(175)2).
€ €

5 Partially ordered Markov kernel

Checking whether random map ¢ coalesce all states into one is impossible in common
application where MCMC methods are used. In some circumstances we can simplify this
check to comparison of extremal values of state space S only.

Definition 5.1:

A partial order on a set S is a relation s < ¢ between elements s,t € S with the
two properties
e reflexivity - s < sVse S
e transitivity - » < s and s < ¢ implies r < ¢
a

Note that total order meets additional requirement that every pair of elements s,t € S
is comparable, ie. s <t ort < s for all s,t € S. If there exist elements m,m € S such
that m < s <m, Vs € S then m is called a minimum of S and 77 is its maximum.

Definition 5.2:

Let us consider partially ordered set of states (.S, <) and a set of all maps & = S¥.
Than a map ¢ € ® is order preserving if it fulfills

r2y=p@) 2ely) Vryes
O

Denote ' = {p € ®: 2 <y = ¢(x) < p(y),Ve,y € S} a set of all order preserving
maps. We say that random map ¢ = (®,P) is almost sure order preserving if

P(I) = 1. (5)
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Theorem 5.3:

Suppose that P is a kernel of irreducible Markov chain on a partially ordered
set of states (.S, <) such that there exist maximal and minimal states m,m € S
and

s=<Xtandt<s&s=t VsteS. (6)
A space (®,P) of random maps fulfill Conditions (3) and (5). Let (€2, P) be a
space of stochastic flows related to random maps ®. (ie. Q = &% and P is a
product measure P2) Then coalesce of m, m enforces complete coalesce. O

Proof: Composition of order preserving maps is also order preserving map. Thus,

0
P (eh(m) =2 @l(s) X pp(m)) =P (p; €T i€ {k,....00) =[[PlpieT) =1
i=k
for any negative k € Z and s € S. Suppose that k is sufficiently large so that
there exists w € S such that ¢(m) = ¢%(m) = w (ie. extremes coalesced).
Then the property (6) gives

P(p)(s) =w,Vs € S) =Plw < ¢l(s) <w) =1

and the almost sure complete coalesce is assured. ]

6 Conclusion

The paper deals with MCMC method called perfect sampling and covers many practical
issues like random map representation and generation, complete coalesce preconditions
and recognition, and also estimates of method’s time complexity.

MCMC simulation are widely used for image restoration and suppression of image
noise, in particular. Therefore we decided to test the method on Ising model sampling,
since Ising model is the simplest one for Black&White image used in MCMC image
restoration algorithms.

Black&White image is a set of intensities y = {yu; € {-1,1} : (i.j) € T} on
a rectangular grid of pixels T = {(4,7) : 1 < i < M,1 < j < N}. Ising model is a
probability distribution on a set of all images which is given by following formula

P(y)=Z teap | B Z Y6 ) YD)
(6,5)~(k,1)
where (i, j) ~ (k,l) denotes neighboring pixels (ie. pixels where [i — k| =1 and j =1 or
vice versa), € R is model parameter and Z is normalizing constant. Thus, concordant
neighbors are preferred with positive value of parameter [, while discordant neighbors
are preferred for negative value. Figure 1 displays examples of images picked from Ising
model for specific choices of parameter [3.
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Figure 1: Ising model with varying values of parameter § (from left to right: -0,4; 0; 0,3
a0,4.)
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Abstrakt: V prispevku prezentujeme konstrukciu indexov pre batériu or-
dindlnych premennych a riesenie problému chybajicich idajov na konkrét-
nom priklade vyskumu verejnej mienky.
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Abstract: In this article we present construction of indexes for battery or-
dinal variables and splving problems with missing data on concrete example
from public public opinion research.

Keywords: indexes for battery ordinal variables, missing data, public opinion
research

1. Uvod

V prispevku sa zaoberdame konstrukciou simultdnneho indexu batérie or-
dindlnych premennych s rovnakou §kdlou hodnoét a moznostou rieSenia chy-
bajucich ddajov. RieSenia prezentujeme na déatach konkrétneho vyskumu
verejnej mienky s laskavym dovolenim koordinatora grantu za Slovensku
republiku prof. L. Machacka z UCM Trnava. Na prezenticiu sme pouzili
redlne, ale anonymizované ddata za SR z projektu: MYPLACE (Memory,
Youth, Political Legacy And Civic Engagement) Grant agreement no: FP7-
266831), podrobnejsie informdcie o projekte st na stranke: http://www.fp7-
myplace.eu/index.php. Na vyskume sa ziiéastnili mlad{ Tudia vo veku 16 a7
25 rokov z okresov Trnava a Rimavska Sobota. Udaje sme anonymizovali
— slizia na ilustraciu konstrukcie simultanneho indexu a rieSenia problému
chybajucich udajov.

2. Indexy pre ordindlne premenné

Teoretické aspekty konstrukcie indexov pre batériu ordinalnych premennych
mozno ndjst napriklad v pracach: [1] az [9].

Struéne definujeme konstrukciu indexov pre ordindlne premenné s rov-
nakou mnozinou hodnot. Uvazujme ordindlny znak s r prvkovou mnozinou
hodnét. Skala odpovedi je kédovand numericky kédmi: 1,2,...,7 — 1,7

Predpokladdame, ze skdla odpovedi je ,usmernena” tak, ze najmensia hod-
nota reprezentuje najmensiu droven znaku a najvacsia zase najvacsiu troven
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znaku. Rekédujeme skalu odpovedi tak, ze najmensia hodnota bude oznacena
kédom 0 a najvacsia kédom r — 1. Mnozina moznych hodnot znaku potom
bude: 0,1,...,r—2,r— 1. Pozadujeme aby index mal ,normovani“ mnozinu
hodnét — obyc¢ajne od 0 po 1.

Index pre jednu otdzku (premennt) vytvorime jednoducho vydelenim ké-
dov maximalnou hodnotou, ¢o je po rekédovani , hodnota r — 1. Potom je
mnozina moznych hodnot ,individualneho* indexu:

0,1/(r—1),1/(r=1),...(r —=2)/(r=1),1=(r—=1)/(r — 1).

Transformécie nad mnozinou hodnot skimanych premennych si linedrne a
jedno—jednoznac¢né, ¢im sa nemeni ich rozdelenie pravdepodobnosti — trans-
formuju sa iba charakteristiky polohy (napriklad priemer) a rozptylenia (na-
priklad smerodajnd odchylka).

Z uvedeného vyplyva, ze predpokladame ekvidistantné skaly odpovedi,
naviac neuvazujeme diferencované vahy skimanych premennych.

3. Indexy pre ordinalne premenné — priklady

Skiimajme batériu 6 otdzok venovanu v hore uvedenom vyskume verejnej
mienky ndzorom mladych Tudf vo veku 16 az 25 rokov z okresov Trnava a
Rimavskd Sobota na otazku ,,Ako ¢asto diskutujes$ politické otdzky s na-
sledujicimi Tudmi?“: s otcom, mamou, sirodencom, starymi rodiémi, pri-
atelmi-partnermi a najlepsim priatelom/priatelkou. Povodni $kdlu odpo-
vedi: 1=vzdy, 2=casto, 3=obcas, 4=zriedka, 5=nikdy sme rekédovali priamo
do 8kaly od 0 po 1 postupom uvedenym v predoslej kapitole. KedZe po-
pisky (labele) 8kdly odpovedi v SPSS neumoziuji kédovanie s desatinnymi
miestami budu pri vysledkoch prezentované iba 0 najmensia hodnota indexu
a 1 najvécsia hodnota indexu. Nové hodnoty pdvodnych kédov si: 0=ni-
kdy, 0.25=zriedka, 0.50=obcas, 0.75=casto a 1=vzdy. Vysledky zdkladnej
Statistickej analyzy individudlnych indexov moéZeme prezentovat pomocou
frekvenénych tabuliek ale tiez ovela prehladnejsie pomocou priemerov aj
v pripadoch, ked indexy nemaj normélne rozdelenie. Vysledky za frekvenéné
tabulky prezentujeme v tabulke 1. a prehladnejie vysledky v tabulke 2.

Tabulka 1. Ako ¢asto diskutujes politické otdzky s nasledujicimi lud'mi?

Q4_1: S Tvojim otcom
| Frequency | % | Valid % | Cumul. %
Valid .00 Nikdy 309 25.8 27.7 27.7
.25 339 28.3 30.4 58.2
.50 310 25.8 27.8 86.0
.75 141 11.8 12.7 98.7
1.00 Vzdy 15 1.3 1.3 100.0
Total 1114 92.8 100.0
Missing  System 86 7.2

| Total [ 1200 [100.0 | | |




Q4_2: S Tvojou mamou
| Frequency | % [ Valid % | Cumul. %
Valid .00 Nikdy 373 31.1 31.8 31.8
.25 395 32.9 33.6 65.4
.50 299 24.9 25.5 90.9
.75 89 7.4 7.6 98.5
1.00 Vzdy 18 1.5 1.5 100.0
Total 1174 97.8 100.0
Missing ~ System 26 2.2
| Total [ 1200 ]100.0 ] |
Q4_3: S bratom alebo sestrou, ¢o je Ti najblizsi/a
| Frequency [ % [ Valid % | Cumul. %
Valid .00 Nikdy 453 37.8 47.0 47.0
.25 278 23.2 28.9 75.9
.50 173 14.4 18.0 93.9
75 51 4.3 5.3 99.2
1.00 Vzdy 8 0.7 0.8 100.0
Total 963 80.3 100.0
Missing  System 237 19.8
| Total [ 1200 ]100.0 ] |
Q4_4:  So starymi rodi¢mi, ktori si Ti blizsi
| Frequency | % | Valid % | Cumul. %
Valid .00 Nikdy 373 31.1 37.3 37.3
.25 303 25.3 30.3 67.7
.50 235 19.6 23.5 91.2
.75 68 5.7 6.8 98.0
1.00 Vzdy 20 1.7 2.0 100.0
Total 999 83.3 100.0
Missing  System 201 16.8
[ Total [ 1200 ]100.0] |
Q4_5: S priatelkou, priatelom, partnero
| Frequency | % | Valid % | Cumul. %
Valid .00 Nikdy 317 26.4 38.6 38.6
.25 238 19.8 29.0 67.5
.50 185 15.4 22.5 90.0
75 71 5.9 8.6 98.7
1.00 Vzdy 11 0.9 1.3 100.0
Total 822 68.5 100.0
Missing  System 378 31.5
| Total [ 1200 ]100.0] |
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Q4_6: S Tvojim najlepsim priatelom/kou
| Frequency | % [ Valid % | Cumul. %
Valid .00 Nikdy 431 35.9 39.0 39.0
.25 348 29.0 31.5 70.6
.50 255 21.3 23.1 93.7
.75 54 4.5 4.9 98.6
1.00 Vzdy 16 1.3 1.4 100.0
Total 1104 92.0 100.0
Missing  System 96 8.0
| Total [ 1200 ]100.0 ] | |

Tabulka 2. Zakladné Statistické charakteristiky individualnych indexov

| Index || N | Minimum | Maximum | Mean | Std.Dev. |
Q4_1 1114 0.00 1.00 0.3236 | 0.2619
Q4_2 1174 0.00 1.00 0.2836 | 0.2495
Q4_3 963 0.00 1.00 0.2100 | 0.2387
Q4_4 999 0.00 1.00 0.2645 | 0.2572
Q4_5 822 0.00 1.00 0.2631 | 0.2592
Q4_6 1104 0.00 1.00 0.2455 | 0.2434
N (listwise) || 661

Pri realnych vyskumoch sa Zial ¢asto stdva, Ze respondent neodpovie na
vietky otazky skiimanej batérie a je potrebné, okrem konstrukcie simultan-
neho indexu, riesit aj problém chybajicich tidajov. Z vysledkov v tabulkach
1. a 2. vidno, Ze respondenti pri niektorych otazkach je podiel chybajucich
udajov znacny. Ak by sme pri mnohorozmernych analyzach vyluéili chybajtce
udaje ,listwise“ — Cize, ak sa v danom zdzname za batériu otdzok nachidza
chybajica hodnota — vyluc¢ime cely zdznam, zostalo by ndm na analyzu
iba 55.08% tidajov. Podla toho ako st ddaje ,zviazané“ existuji moznosti
ndhrady (imputécie) chybajicich ddajov. Jednou z tlohou statistiky je ,ra-
ciondlne“ vyuzit ¢o mozno najviac informécii v détach obsiahnutych. Pri
skimani batérie otdzok s rovnakou, ordindlnou skélou odpovedi moézeme na
imputédciu chybajicich idajov vyuzit konstrukciu simultdnneho indexu.

4. Simultanny index pre batérie ordinalnych premennych

Skumame batériu m otdzok s rovnakou skalou odpovedi, ktoré charakteri-
zujd uréiti zaujmovi oblast. Pri vietkych otazkach je kala odpovedi zhodne
usmernend a Skaly su definované ako indexy s ,normovanou* mnozinou hod-
no6t od 0 po 1.

V citovanych précach autora si podrobne skimané problémy spojené
s tym, Ze sa snazime viacrozmerny problém redukovat na jednorozmerntd
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charakteristiku. Zaroven si v tychto pracach skimané mnoziny moznych
vysledkov.

Simultdnny index mozeme jednoducho definovat ako priemer m indexov
danej batérie otdzok. KedZe v menovateli individudlnych indexov je rovnakd
hodnota je tato definicia je korektnd. Mnozina moznych hodnot simultanneho
indexu je:

0,1/(m(r —1)),2/(m(r —1)),...(m(r —2))/(m(r — 1)),1

Aby simultdnny index dobre meral simultannu droven batérie otdzok musi
byt reliabilita tejto batérie otdzok merana Cronbachovym alfa aspon 0,7 a
ich korela¢nd matica musi byt nezdpornd.

Tieto podmienky si empiricky zistené zo skimani polozkovych anakyz a
relaibilyty simultannych skal.

Tieto podmienky zlepsia moznost vyjadrif viacrozmernd charakteristiku
pomocou jednorozmerného indexu a minimalizuju ,podivné“ kombindcie
(konfiguracie), ktoré maji rovnakid hodnotu simultdnneho indexu. Najzna-
mejsie zo simultdnnych hodnoteni je priemernd znamka ziaka za ,batériu®
predmetov. Konstrukciu simultdnneho indexu a rieSenie problému chybajui-
cich udajov ilustrujeme na uz spominanom konkrétnom vyskume verejnej
mienky.

Aby sme preskiimali moznosti transformacie mnohorozmerného problému
na jednorozmerny definujeme mnoziny moznych ,,vysledkov* najprv za vsetky
mozné konfigurdcie, ktoré by mohli nastat, ich redukciu az po mnozinu moz-
nych hodnodt simultdnneho indexu. Ozna¢me vektor hodnot individudlnych
indexov h = (h1 =0=0/(r — 1), ho = (1/(r = 1), ..., h, = 1. Pre kazdy
objekt o zo skimanej mnoziny O = 01, 09, ..., o definujeme velic¢iny:

y akZZ(o) = hij;
Zij = .
0, inak.

Pre kazdy objekt o € O mdzeme zostavit tabulku:

Tabulka 3. Matica hodnot respondenta

Hodnota
Znak || 1 [ 2 |...] j ]...[ r | Spolu
Z1 Z11 Z12 e 214 N Z1r 1
ZQ Z921 Z92 e 224 N Zor 1
Zi Zi1 Z52 ‘e Zij ce Zir 1
Zm Zm1l | Zm2 Zmj Zmr 1
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Zo zékladnych vlastnosti vyjadrenia ordinalnych znakov v uvedenom tvare
zrejme platia vztahy: zJ) = Jn, J,z =z a xJ, = m, kde z = (z;5) je m X r
matica nil a jednotiek urcujica vysledky daného objektu a J,, je m x 1
vektor jednotiek a J. je r x 1 vektor jednotiek. Potom

Z=A{z:zj;=0alebo l, zJ,=Jy, J,zJ,=m}

je mnozina vietkych matic z, ktoré mozu reprezentovat vysledky dosiahnuté
pre objekt o € O. Ciarka nad vektorom (maticou) oznacuje jeho transpoziciu.

Bude uzitoéné definovat d'alsiu mnozinu, ktoré charakterizuje istt triedu
vSetkych moznych vysledkov dosiahnutych objektmi pomocou veli¢in z;, j =
1 T

by
X ={(z1,22,...,2) : ' J, =m, 0< xz; < m, xjcelé cislo}.
Vseobecnejsie definujeme simultdnny index vztahom:

' .z.h A
1) = Ao T (),
m.(r—1)  (m.(r —1))
pre z € Z, resp. x € X. Mnozinu moznych hodnét indexu I(z), resp. I(x)
oznacme [1.

IT={I:1=1(2); z€Z}={I:1=1(z), x€ X}.

a definujme mnoziny: Z(z) = {# € Z : 2'J,, = z} pre x € X. Zrejme
plati Z = U, x Z(x), kde symbolom | J oznacujeme zjednotenie mnozin. Pre
kardinalitu vysledkovych mnozin platia vztahy (pozri napr. [1], [6]):

(a) Kard(Z) = r™,

(b) Kard(X) = (m +r —1)!/[m!(r — 1)!],

(c) Kard(Z(z)) = m!/[z1 xa!.. .z, 1],

(d) Kard(IT) = m.(r — 1) + 1.
Z definicie indexu plati: I(z) = I(z) pre z € Z(x).

Mnozinu X vieme jednoducho generovat, napr. pomocou aritmografického
usporiadania. Potom mame

X ={(m,0,...,0),(m—1,1,0,...,0),...,(z1,22,...,2),...,(0,...,0,m)}.

5. Simultanny index pre batérie ordindlnych premennych —
priklad

Simultdnne indexy moézeme poéitat tromi spésobmi:
1. priemery za vsetky ziskané odpovede pomocou SPSS prikazu:
COMPUTE In_Q4 = mean(Q4_1_i to Q4_6_1i)}.
2. priemery za odpovede respondentov, kde nechyba ani jeden tdaj (v SPSS
ide o vylicenie missing value ,listwise®)
COMPUTE Tx_Q4=(Q4_1_i+Q4_2_i+Q4_3_i+Q4_4_i+Q4_5_i+Q4_6_i)/6.
3. Na odhad simultanneho indexu pouzijeme In_Q4 za odpovede, kde respon-
dent odpovedal aspoii na polovicu otazok batérie.
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Mnozina moznych hodnot simultdanneho indexu batérie Q4 je:
0,1/24,2/24,...,23/24,1 = 24/24.

Pre kardinalitu vysledkovych mnozin ilustraéného prikladu m = 6, r = 5
plati:
(a) Kard(Z) = 55 = 15625,
(b) Kard(X) = (10)!/[6! « 4)!] = 210,
(¢c) Kard(Z(z)) = 6!/[z1!22! ... 2], pre € X, ¢o je 210 hodnét,
pre z = (6,0,0,0,0), (5,1,0,0,0),...(0,0,0,0,6), napriklad:

x1 | 22| 23 | 24 | 25 | Kard(Z(x)) I(x)
610000 1 0
51110010 6 0.041667
412 ,10]107]0 15 0.08333
313101010 20 0.125
214101070 15 0.1667
11510]0]0 6 0.20833
0161000 1 0.25
510111010 0.08333
4111 110]0 30 0.125
(d) Kard(II) =6+4+1=25.

Tabulka 2. Zakladné Statistické charakteristiky individualnych indexov

| Index || N | Minimum | Maximum | Mean | Std.Dev. |
In_Q4 1196 0.00 1.00 0.2671 | 0.2068
Ix_Q4 661 0.00 0.96 0.2728 | 0.2056
In_Q4_miss 1148 0.00 1.00 0.2647 | 0.2054
Valid N (listwise) || 661

Prvy sposob konstrukcie simultdnneho indexu vyuziva vietky tdaje, ked
respondent uviedol aspoii jednu odpoved na 6 otdzok skimanej batérie. Ak
napriklad respondent odpovedal iba na jednu otdzku z batérie 6 otazok je
odhad simultanneho indexu prave touto hodnotou zrejme riskantny — po-
tencialna odchylka od skutoénej hodnoty moze byt velka. Pri druhom vypocte
indexu Ix_Q4 strdcame prili§ vela hodnoét. Ak respondent odpovedal aspoii
na polovicu z batérie otazok, ¢o v nasom pripade znaéci 4 a viac odpovedi re-
spondenta, tak vyuZzijeme podstatne viac informécii. Ako ukdzeme v d’alsich
kapitolach pri dodrzani podmienky vysokej reliability a nezdpornej korelacnej
matici individudlnych indexov je riziko velkej odchylky pri tomto sposobe od-
hadu simultanneho indexu minimalizované.
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6. RieSenie problému chybajicich tdajov

Najprv vypocitame COMPUTE In_Q4_miss=In_Q4, ¢o je vlastne prvy sposob
vypoétu simultdnneho indexu. V tomto indexe budeme riesit problém chyba-
jucich (missing) hodnét. Aby sme zistili pocet chybajicich odpovedi vypoci-
tame pomocnt premenni, pomocou ktorej vyli¢ime odpovede, kde viac ako
polovica st chybajice odpovede respondenta.

SPSS prikazy musia najprv redefinovat missingy, vypoéitat pomocnt pre-
mennt a zase definovat missingy:

RECODE
Q4_1_i Q4_2_1i Q4_3_1 Q4_4_i Q4_5_1i Q4_6_i (SYSMIS=99)
EXECUTE

Potom nasu pomocnu premenni pocitame pomocou prikazu:

COMPUTE a_Q4 = SUM(Q4_1_i to Q4_.6_1)/99
EXECUTE

Aby sme zachovali chybajice hodnoty musime este realizovat prikaz:

RECODE
Q4_1_i Q4_2_1i Q4_3_1 Q4_4_i Q4_5_1i Q4_6_i (99=SYSMIS)
EXECUTE

Pomocnd premennd a_Q4 priblizne vypocita pocet chybajicich odpovedi
respondentov v batérii otdzok (po zaokrihleni dostaneme presny pocet mis-
singov). Potom v indexe In_Q4_miss vyli¢ime hodnoty indexu, kde je pocet
chybajicich idajov 4 a viac — bud mechanicky po sortovani pomocnej pre-
mennej, alebo najdeme potrebny SPSS prikaz.

Teraz vyuzijeme hodnoty In_Q4_miss na imputaciu prislusnych chybaju-
cich idajov — ¢ize chybajice hodnoty pre zaznamy s 3 a viac platnymi hod-
notami nahradime missingy hodnotou In_Q4_miss.

Pozndmka: Priemer indexov danej batérie po imputécii je rovnaky ako
povodny index In_Q4_miss.

7. Reliabilita a korelacna matica pred a po imputécii chyba-
jacich udajov
Imputécia chybajucich idajov sposobuje zvacsenie mnoziny moznych hodnot
individudlnych indexov. Reliabilita a korela¢nej matice z povodnych dat a
po imputécii chybajicich hodnot spfﬁajﬁ podmienky, pri splneni, ktorych
mozeme skonstruovat simultdnny index batérie otdzok.
Ako vidno aj z pozndmky v tabulke 5, procedira vypoctu reliability a
korela¢nej matice vyluc¢uje chybajuce udaje ,listwise® a tak su tieto statistiky
pocitané iba z 55,1% zdznamov. Napriek tomu je reliabilita Sestice otazok pre

simultdnny index vysok4 az 0.894 a korela¢né koeficienty v tabulke 6 s vietky
kladné.
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Tabulka 5. Reliabilita batérie 6-tich otdzok Q4 pred imputédciou

Case Processing Summary Reliability Statistics
| Cases | N | % | Cronbach’s
Valid 661 | 55.1 Cronbach’s | Alpha Based on | Number
Excluded® || 539 | 44.9 Alpha Standard.Items | of Items
Total 1200 | 100.0 | [ 0.894 | 0.894 | 6 ]

* Listwise deletion based on all variables in the procedure

Tabulka 6. Korelaénd matica batérie 6-tich otdzok Q4 pred imputéciou
[Index | Q4.1 [ Q4.2 Q4.3 Q4.4[ Q4.5 Q4.6 ]
Q4_1 || 1.000 | 0.723 | 0.618 | 0.556 | 0.555 | 0.561
Q4_2 || 0.723 | 1.000 | 0.643 | 0.575 | 0.584 | 0.590
Q4_3 || 0.618 | 0.643 | 1.000 | 0.513 | 0.618 | 0.566
Q4_4 || 0.556 | 0.575 | 0.513 | 1.000 | 0.484 | 0.498
Q4_5 || 0.555 | 0.584 | 0.618 | 0.484 | 1.000 | 0.698
Q4_6 || 0.561 | 0.590 | 0.566 | 0.498 | 0.698 | 1.000

Vysledky vypoétov z dat po imputécii chybajtcich idajov st v tabulkach
7. a 8. Podstatné je, ze sme pri tychto vypoétoch mohli vyuzit az 95,7%
zaznamov. Reliabilita sa mierne zvysila na hodnotu 0.910 a korela¢né koefi-
cienty zostali kladné a vSetky sa mierne zvysili.

Tabulka 7. Reliabilita batérie 6-tich otdzok Q4 po imputécii

Case Processing Summary Reliability Statistics
| Cases | N | % | Cronbach’s
Valid 1148 | 95.7 Cronbach’s | Alpha Based on | Number
Excluded® || 52 4.3 Alpha Standard.Items | of Items
Total 1200 | 100.0 | [ 0910 | 0.910 | 6 |

* Listwise deletion based on all variables in the procedure

Tabulka 8. Korela¢nd matica batérie 6-tich otdzok Q4 po imputécii
[Index | Q4.1 Q4.2 | Q4.3 Q4.4 [ Q4.5 Q4.6 ]
Q4_1 || 1.000 | 0.739 | 0.623 | 0.605 | 0.625 | 0.569
Q4_2 || 0.739 | 1.000 | 0.667 | 0.624 | 0.660 | 0.599
Q4_3 || 0.623 | 0.667 | 1.000 | 0.575 | 0.680 | 0.598
Q4_4 || 0.605 | 0.624 | 0.575 | 1.000 | 0.578 | 0.546
Q4_5 || 0.625 | 0.660 | 0.680 | 0.578 | 1.000 | 0.732
Q4_6 || 0.569 | 0.599 | 0.598 | 0.546 | 0.732 | 1.000

Aj pomocou kontingenénych tabulick moézeme vyjadrit zdvislost medzi
individudlnymi indexmi. Nebudeme uvadzat vsetkych 15 kontingenénych ta-
buliek skiimanej batérie otdzok, ktoré vykazuji taktiez silnd zavislost. Na
doplnenie uvadzame maticu Cramerovho V kontingen¢ného koeficianta v ta-
bulke 9.
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Mnozina moznych hodnét individuadlnych indexov sa po imputécii znacne
zvacsi, pretoze imputaciou doplnime chybajice idaje nahradenim priemermi,
ktoré nadobudaju aj iné hodnoty ako pévodné individudlne indexy. V tomto
pripade mo#no povazovat individudlne premenné za numerické a poéitat ko-
relacné koeficienty.

Tabulka 9. Cramerovo V batérie 6-tich otdzok Q4 pred imputdciou
[Index | Q4.1 | Q4.2 [ Q4.3 [ Q4.4 | Q4.5 | Q4.6 |

Q4_1 || 1.000 | 0.548 | 0.359 | 0.340 | 0.358 | 0.323
Q4_2 1.000 | 0.378 | 0.361 | 0.373 | 0.351
Q4_3 1.000 | 0.319 | 0.405 | 0.342
Q4_4 1.000 | 0.287 | 0.309
Q4_5 1.000 | 0.521
Q4_6 1.000

8. Analyza odchylok

Pri imputécii chybajicich idajov je riziko, Ze nemusime odhadnit spravnu
odpoved respondenta, ak by ju uviedol. Hodnota simultdnneho indexu sa
moze pohybovat od 0 po 1, pricom ,skoky“ ,susednych® hodnot zavisia aj
od poctu premennych v skiimanej batérii.

Napriklad pri pocte 6 otdzok v batérii, ako je to v ilustra¢nom priklade
su potencidlne odchylky pri 5 chybajicich odpovediach respondenta od 0 (vo
vzdcnom pripade, ak ,smieme® predpokladat, ze vietky chybajiice odpovede
budu rovnaké, ako té jedna, ¢o dal respondent).

Pri 5-tich chybajicich odpovediach je maximéalna odchylka v absolitnej
hodnote 0,833, v pripade 4 chybajicich tdajov, ¢ize mame dve platné odpo-
vede daného respondenta je ,riziko“ velkej odchylky taktiez vysoké. Nulova
odchylka je taktiez vo vzacnych pripadoch, ak by chybajice odpovede ,,davali
rovnaky priemer ako platné odpovede“, maximélna odchylka v absolitnej
hodnote je v tomto pripade 0,667.

Pri 3 chybajucich ddajoch a teda aj troch platnych odpovediach respon-
denta je zase minimalna odchylka 0 a maximalna 0,5.

Presni analyzu odchylok nepozname, pokladdme za doleziti otdzku ako
vyuzif ¢o mozno najviac idajov na odhad simultdnneho indexu. Odvaznejsi
mozu za ,,dobry“ odhad simultdnneho indexu povazovat odhad, ktory vyuZzije
polovicu a viac platnych odpovedi respondenta na skimanu batériu otdzok

»Riziko“ velkych odchylok klesi samozrejme s poétom platnych odpovedi
respondenta. Pri dvoch chybajicich odpovediach mame 4 platné odpovede
respondenta a odchylky mézu byt v absolitnej hodnote od 0 po 0,333. A na-
koniec pri jednej chybajicej hodnote je 5 platnych odpovedi a odchylky od
0 po 0,167.
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V kapitole 5. st uvedené kardinality vysledkovych mnozin skimaného si-
multdnneho indexu batérie , mnozina vSetkych moznych konfiguraciu mé mo-
hutnost 15625, t4 sa redukuje na mensiu mnozinu s mohutnostou 210 a nako-
niec je iba 25 roznych hodnét indexu, v situdcii ked nenahradzame chybajice
uidaje. Ak by sme skiimali konfiguricie vratane chybajicich idajov, tak je te-
oreticky moznych az 46656 =6*6*6*6*6*6 konfiguracii. V redlnych situdciach
pracujeme s vysledkami kde je ovela menej zdznamov. V ilustraé¢nom priklade
pracujeme mame 1200 zaznamov — konfigurécii, niektoré z nich sa vysky-
tuju viackrat, takze pocet roznych konfiguracii je realne mensi. V tabulke
10. je ukaZzka niekolko konfigurdcii individualnych indexov vratane hodnot
simultdnnych indexov a pocetnost konfigurdcii, vratane chybajtcich tdajov,
ktoré potrebujeme imputovat.

V ukézke sme vypocitali vo vyznacenych zdznamoch In_Q4_miss, pomo-
cou oznacenych hodnét tohto indexu nahradime v prislusnych zdznamoch
chybajice hodnoty.

Tabulka 10. Uk4zka konfigurdcii vratane chybajicich tdajov

por. In_Q4

C. Q4_1 | Q4_2 | Q4_3 | Q4_4 | Q4.5 | Q4_6 || In_Q4 | Ix_Q4 | _miss n
1 | 0.00 | 0.00 | 0.000.000.000.00{ 0.00 | 0.00 | 0.00 || 79
2 1025]025]025]025|025|0251 0.25 | 025 | 0.25 || 32
3 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 || 0.00 0.00 | 31
4 10.50] 050|050 050|050 0501 0.50 | 0.50 | 0.50 || 27
5 | 0.00 | 0.00 0.00 || 0.00 0.00 || 13
6 | 0.00| 0.00| 0.00|0.25]0.00|0.00]| 004 | 0.04 | 0.04 | 13
7 10.25| 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 || 0.04 | 0.04 | 0.04 || 11
8 [0.25]0.25| 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 || 0.08 | 0.08 | 0.08 || 11
9 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 || 0.00 0.00 || 10

10 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.25 | 0.25 || 0.08 | 0.08 | 0.08 | 10
11 1 0.25| 0.25 | 0.00 | 0.25 | 0.00 | 0.00 || 0.13 | 0.13 | 0.13 | 10
12 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 || 0.00 0.00 || 9
13 | 0.25] 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 || 0.05 0.05 || 9
14 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.25 || 0.04 | 0.04 | 0.04 || 8
15 | 0.25| 0.00 | 0.00 | 0.25 | 0.00 | 0.00 || 0.08 | 0.08 | 0.08 || 8
16 | 0.00 | 0.00 0.00 6
17 1 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 || 6

Podmienky — vysoké reliabilita, Cronbachovo alfa aspon 0,7 a to, ze ko-
relacnd matica m4 iba kladné korelacné koeficienty — minimalizuji moznost
»divokych* kombindcii (konfigurdcii) aj pri chybajicich ddajoch a tak mo-
zeme pouzif navrhovany postup odhadu simultanneho indexu a imputécie
chybajicich ddajov.

Ak by v riadku zéznamu ¢&. 3 bola hodnota Q4_6=1, ¢o je najnepriazni-
vejsia moznost — bola by odchylka ndsho odhadu od tejto moznosti 0.166667,
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ale vzhladom na uvedené podmienky je tdto moznost mélo o¢akdvand. Pri
odhade v riadku 5 a 12 je teoreticky najvécsia odchylka ak by skuto¢né hod-
noty namiesto chybajicich boli rovné 1 a odchylka by bola az 0,5.

9. Zavery

Za predpokladov o reliabilite a kladnych koreldcidch medzi premennymi baté-
rie mozno skongtruovat simultdnnu charakteristiku, ktoré dobre charakteri-
zuje celd batériu premennych. Tym sa analyzy zjednodusia, pretoze mbézeme
vyuzif §tatistické metédy analyzy numerickych premennych.
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Abstrakt: Hlavnim vystupem tohoto ¢ldanku je navrh metodiky pro analyzu
statistické nestability procesu s vyuzitim dostupnych statistickych programi.
Névrh je postaven na predchozi analyze ruznych souboru pravidel pro tes-
tovani nendhodnych seskupeni a komplexnim rozboru vybranych statistic-
kych programu obsahujicich testy nendhodnych seskupeni.

Abstract: The main output of this paper is the design of the methodology
for the analysis of the process statistical instability using available statistical
software. The design is based on the previous analysis of the different sets of
the rules for the identification of the nonrandom patterns (run tests) and on
the complex analysis of the selected statistical software containing these tests.
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procesu, testy nendhodnych seskupeni, po¢itacova podpora analyzy nendhod-
nych seskupeni
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1. Uvod

Statistickd regulace procesi (SPC) piedstavuje v praxi §iroce vyuzivany piis-
tup k fizeni vyrobnich i nevyrobnich procesi. Je to predevsim nastroj pro
pochopeni a analyzu variability procesu [1]. SPC je zalozeno na tzv. Shewhar-
tové koncepci variability procesu, kterd rozlisuje mezi variabilitou zptusobenou
obvykle pusobicimi béznymi pFicinami (proces je povazovan za statisticky sta-
biln{) a variabilitou zpusobenou neobvyklymi (specidlnimi, vymezitelnymi)
pri¢inami (proces neni povazovéan za statisticky stabiln{). K rozligeni ptisoben{
téchto dvou typt piicin variability se pouziva regulaéni diagram. Body zazna-
mendvané do regulacniho diagramu jsou uspoidddny ndhodné (pfirozené) ¢i
tvot{ nendhodnd (nepfirozend) seskupeni. Regula¢ni diagram je konstruovan
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tak, aby umoznil sledovat chovani procesu v ¢ase a odhalit jakékoliv nepfiroze-
né seskupeni bodu [2], povazované za symptom pusobeni neobvyklé priciny
a tedy za signal k analyze procesu s cilem stanovit konkrétni pfic¢inu nesta-
bility procesu, aby bylo ddle mozné stanovit vhodné opatieni ke stabilizaci a
pripadnému zlepSeni procesu. Zakladnim kritériem pro rozhodnuti o statis-
tické stabilité ¢i nestabilité procesu jsou regulacni meze. Jsou stanoveny tak,
ze je velmi mald pravdépodobnost vyskytu bodu mimo regulaéni meze (pfi
standardné pouzivanych +3c¢ mezich a za predpokladu normalniho rozdéleni
regulované veli¢iny je tato pravdépodobnost 0.0027). Regulaéni diagram se
pak interpretuje nasledovné: pokud lezi body uvnitf regula¢nich mezi a jsou
rozlozeny nahodné, lze povazovat proces za statisticky stabilni. Pokud se
ngjaky bod ¢i vice bodu vyskytuje mimo regulaéni meze nebo body uvnitf
mezi vytvareji nendhodné seskupeni, nelze proces povazovat za statisticky
stabiln{ a je nutné vyhledat pusobici neobvyklou (vymezitelnou) piic¢inu a
jeji pusobeni omezit ¢i plné odstranit.

2. Definice nahodnych a nenahodnych seskupeni

Ptirozené seskupeni bodu je takové seskupeni, kde body uvniti regula¢nich
mez{ jsou rozmistény nahodné.Takové uspoiddani bodua 1ze charakterizovat
nédsledovné [3]: body ndhodné kolisaji; vétsina bodu lezi blizko stfedni pfimky;
pouze maly podil se vyskytuje ddle od stfedni piimky; velmi ziidka lezi bod
mimo regulaéni meze. Je-li kterykoliv z téchto atributi porusen, je sesku-
peni bodu klasifikovdno jako nendhodné seskupeni. V regula¢nich diagra-
mech se muze vyskytovat mnoho takovych nendhodnych seskupeni, speci-
fickych pro rtzné procesy. Jejich rozpozndvani muze byt velmi obtizené.
Proto bylo identifikovano nékolik generickych nendhodnych seskupeni, ktera
Ize aplikovat na vétsinu procesu. Nejcastéji uvadénd nendhodnd seskupeni
(viz napf. [3], [4], [5], [6], [7]) s jejich typickymi projevy v Shewhartovych re-
gulacnich diagramech jsou shrnuta v Tabulce 1. I pfes existenci téchto gene-
rickych nendhodnych seskupeni muze byt jejich rozpoznavani komplikované.
Pro standardizaci a zjednoduseni tohoto procesu byly proto formulovany tzv.
testy nendhodnych seskupeni (run tests). Jde o pravidla, zaloZend na kvanti-
fikaci generickych nendhodnych seskupeni.

3. Testy nendhodnych seskupeni

Testy nendahodnych seskupeni dopliuji dikaz o existenci nendhodného sesku-
peni, dany pozici bodu vuéi regulacnim mezim a stfedni piimce, dikazem
zalozenym na statistické teorii tzv. runs (fad, sekvenci, behu) [8]. Testy jsou
zalozeny na vypoctu pravdépodobnosti vyskytu bodu blizko stiedni piimky,
blizko regulacnich mezi, atd. Pravidla jsou zalozena na rozdéleni pasma mezi
regula¢nimi mezemi na 2 x 3 stejné siroké zony A, B, C, odpovidajici svoji 8ifi
1o pti predpokladu normélniho rozdéleni regulované veliciny (viz Obrazek 1).
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TABULKA 1. Popis nendhodnych seskupeni

C| Nendhodné

Popis seskupeni

Symptom v re-

nom smeru

seskupent gulaénim diagramu
1| Velké posuny | Nahla velkd zména Body blizko re-
(strays, freaks) gulacnich mezi nebo
mimo né
2 | Mensi postup- | Postupnd mensi zména | Rada bodi na jedné
nyY posun strané  od  stfedni
primky
3 | Trend Postupnd zména v jed- | Postupné rostouci nebo

klesajici fada bodu

4 | Stratifikace

Malé rozdily mezi hod-
notami v dlouhé fradé
bodu, absence bodu
blizko regula¢nich mezi

Dlouhd fada bodt
blizko stifedni ptimky
(na obou strandch)

5 | Mix

Efekt “Saw-tooth”,
absence bodu blizko
stfedni piimky

Rada po sobé
nasledujicich bodu na
obou strandch stfedni
piimky, vSechny daleko
od ni

6 | Systematickd

Rada hodnot

pravi-

Dlouh4 sekvence bodu

hodnoty

variabilita delné alternujicich na- | alternujicich nahoru a
horu a dolu dola
7 | Cyklus Periodicky se opakujici | Cyklicky se opakujici

sekvence bodu

OBRAZEK 1. Rozdéleni pdsma mezi regulaénimi mezemi

V Tabulce 2 jsou uvedena nejcastéji pouzivana pravidla testovani nendhod-
nych seskupeni. (Za lomitkem ve sloupci s ¢islem pravidla je uveden typ
nendhodného seskupeni, se kterym je pravidlo spojeno.)
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TABULKA 2. Nejcastéji pouzivand pravidla nendhodnych seskupeni

Pravidlo/ | Popis pravidla

seskupeni.

1/1 Jeden ¢i vice bodu je mimo zény A

2/1 2 ze 3 po sobé nasledujicich bodu lezi v zéné A nebo za ni

3/2 4 7 5 po sobé nasledujicich bodu lezi v zéné B nebo za ni

4/2 8 po sobé jdoucich bodu lezi na jedné strané od stifedni
primky

5/3 6 po sobé jdoucich bodu roste nebo klesé

6/4 15 po sobé jdoucich bodu lezi nad nebo pod stiedni piimkou
(v z6nach C)

7/6 14 po sobé jdoucich bodt stiidavé nahote a dole

8/5 8 bodu v fadé za sebou lezi na obou stranach stfedni ptimky,
ale zadny v C

Pravidla 1 — 4 byla definovana pro rychlé rozpoznani seskupeni spojenych
s posuny v procesu. Pravidlo 5 je spojeno s trendy, pravidla 6 a 8 se se-
skupenimi vyvolanymi nespravnym zpusobem tvorby logickych podskupin
(vybért) a pravidlo 7 s abnorméln{ oscilaci. Uvedend pravidla byla ruznymi
autory modifikovana a vznikla fada soubortu pravidel. V Tabulce 3 jsou shr-
nuty nejzndméjsi soubory (Shewhartovo pravidlo(Sh.) [9], pravidla Western
Electric (WE) [3], Nelsonovy testy [10], testy uvedené v CSN ISO 2859 [11]).
Déle jsou uvedeny méné znamé soubory vytvorené v konkrétn{ firmé (Boeing
[12], ATAG [13]) a nejnovéjsi soubor publikovany Trietschem [2]. V tabulce je
patrné prolindni soubort (viz barevnd policka). Sou¢asné jsou patrné rozdily
mezi jednotlivymi soubory testu, a to v mife pokryti ruznych nendhodnych
seskupeni, v potradi jednotlivych pravidel (viz éislo v zdvorce) a v definici
délky sekvence bodu u daného pravidla. Historicky prvni pravidlo pro iden-
tifikaci vymezitelnych pficin vytvoril W. A. Shewhart (v Tabulce 3 je to pra-
vidlo 1). V souboru Western Electric pravidel (WE) piibyly k Shewhartovu
kritériu testy nendhodnych seskupeni (run tests) kvantifikujici seskupeni spo-
jend s mensimi ¢i postupnymi zménami (tzv. zondlni testy), smisend sesku-
peni, stratifikaci a systematickou variabilitu. Pravidla 2, 3 a 4 byla navrzena
pro rychlejsi odhaleni posunu parametru procesu ve srovnani s pravidlem 1.
(tzv. vystrazné indikdtory).

4. Stanoveni délky nenahodného seskupeni

Jak je patrné z Tabulky 3, u pravidel ¢. 4, 6, 7 a 8 se soubory lisi v definici
délky sekvence bodi u daného pravidla. Nejvice rozdila se objevuje u pravi-
dla 4. Pii stanoveni délky sekvence bodu se vychdzi z rozdéleni pdsma mezi
regula¢nimi mezemi na 6 stejné sirokych zén (viz Obrazek 1). Za piedpokladu
normdlniho rozdéleni pak lze ocekdvat, ze v zéndch C bude 68.27% hodnot,
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TABULKA 3. Soubory testi nendhodnych seskupeni

Testy Shewhart]| WE Nelson CSN AIAG Boeing | Trietsch
N ISO ASQ T
8258
Prav. 1 ] (1) DT @ D @ @
Prav. 2 (2) (5) (5) (2) (5)
Prav. 3 (3) (6) (6) (3) (6)
Prav. 4 @ 1@ @) @ @ @)
8 bodu | 9 bodu 9 bodu 7 bodu 9 bodu
Prav. 5 (3) (3) (3) (3)
Prav. 6 @) @) (7)
15 bodu 15 bodu 13 bodu
Prav. 7 (4) (4) (4)
14 bodu 14 bodu 13 bodu
Prav. 8 (5) (8) (8) (8)
8 bodu | 8 bodu 8 bodu 5 bodu

v z6énach B 27.18% a v zéndch A 4.28% hodnot (viz Obrazek 1), pokud je
proces statisticky stabilni. Pak lze pro ruzné délky sekvence bodu r daného
seskupenf (pii vyskytu uréitého poétu bodi r v uréitych zéndch, odpovidajici
danému nendhodnému seskupeni) stanovit pravdépodobnost vyskytu tohoto
seskupeni délky r v regula¢nim diagramu. Pomoci vypoctu této pravdépo-
dobnosti se ptimo ¢i nepiimo ziskd hodnota rizika zbyte¢ného signdlu a pro
dané pravidlo. Nejvhodneéjsi délka sekvence bodu u kazdého pravidla je pak
stanovena tak, aby pravdépodobnost rizika zbytetného signédlu, spojeného
s danym nendhodnym seskupenim, nebyla pfili§ vzdalend od hodnoty rizika
zbytetného signalu spojeného s Shewhartovym kritériem (pravidlo 1), které
se pii standardné pouzivanych +30 regula¢nich mezich a za predpokladu
normalniho rozdéleni rovnd hodnoté 0.0027 (pocitdno vaci obéma mezim).
V Tabulce 4 jsou uvedeny vysledky vypoctu rizika zbyteéného signalu pro
pravidla 4, 6, 8 pro délky r pouzité v ruznych souborech pravidel (viz Tabulka
3).Vypocty jsou provedeny nejprve klasickym zpusobem a po té presnéjsim
postupem doporu¢enym Trietschem [2].

a) Pii klasickém zpusobu vypoctu rizika zbyteéného signélu lze pouzit
nasledujici obecny vzorec:

(1) o =p",

kde

«; ... je riziko zbytecného signalu i-tého pravidla;

p ... je pravdépodobnost vyskytu bodu v jedné nebo vice zénéach

(viz Obrézek 1)
r ... je délka sekvence bodu.
Pro pravidlo 4 pak tento obecny vzorec je tieba upravit nasledovné:

(2) ag =p".2 pro p=0.5
U pravidla 6 plati:
3) ag=p" pro p=0.6826
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TABULKA 4. Hodnoty rizika zbytetného signalu

r/prav. 4 6 8
Vypocet | klasicky | dle T klasicky | dle T klasicky | dle T
5 0.0032 0.0022
T T
7 0.0156 0.0079
ATAG ATAG
8 0.0078 0.0039 0.0001 N | 0.00007
WE WE WE N
9 0.0039 0.0020
N, T N,T
13 0.00698 0.0020
T T
15 0.00325 | 0.001 N
N

a pro pravidlo 8 pak plati:
(4) ag =p" pro p=0.3174.

b) Trietsch (T) doporucuje pouzivat k vypoétum pravdépodobnosti vysky-
tu uréité sekvence bodu v regula¢nim diagramu nasledujiciho vypoctu, ktery
vede k pfesnéjsim vysledkum [2]:

(5) a; = pr _i_pT-i-l7

7 analyzy, jejiz zavéry jsou shrnuty v Tabulce 4, plyne, Zze optimélni hod-
nota délky sekvence bodu r u pravidla 4 je jednozna¢né 9, u pravidla 8 je
to jednozna¢né hodnota 5. U pravidla 6 lze pouzit jak délku nadefinovanou
Nelsonem (r = 15), tak i hodnotu 13 podle Trietscha (rozdil oproti hodnoté
0.0027 je téméf stejny).

5. Simultanni aplikace vice testt

Simultdnni aplikaci vice pravidel je tfeba dukladné zvézit a vzit v potaz tyto
skutecnosti:

- nékteré testy jsou vhodné pfi zahdjeni implementace SPC (pravidla
6 a 8);

- nékteré testy jsou vhodné zejména ve fazi ovérovani a zabezpecovani
statistické stability procesu (pravidlo 1 a 4);

- nékteré testy jsou vhodné az ve fazi dlouhodobé regulace procesu
(pravidla 2 nebo 3, 7);

- ¢im vice testu je aplikovano najednou, tim je vyssi riziko zbyte¢ného
signalu. Tuto skute¢nost vyjadiuji nasledujici vzorce pro vypocet cel-
kového rizika zbyte¢ného signalu.
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Riziko zbytecného signalu pro nezavislé testy se vypocte ze vztahu:

k

(6) a=1-]]0-a).

i=1

Testy 1, 2, 3 a 4 v8ak mohou byt mezi sebou pozitivné korelovany (seskupent,
které aktivuje jeden test, bude pravdépodobné aktivovat rovnéz jiné testy).
Riziko zbytetného signalu pro zavislé testy pak lze stanovit dle jednoduchého
vzorce [2]:

k
(7) QSZO@.

6. Analyza vybranych softwarovych produktt

Na trhu je dostupnd fada statistickych programu, které podporuji identifikaci
nendhodnych seskupeni. Pokud jsou tyto metody spravné aplikovany, mohou
prispét ke zvyseni efektivnosti SPC jako procesu feseni problému. Naopak ru-
tinni aplikace testu nendhodnych seskupeni muze vest ke snizeni efektivnosti
implementace SPC. V této kapitole bude pozornost vénovana produktu Stat-
graphics Plus (v tabulkdch 5 a 6 znaceno S v.15) [15], Statgraphics Centurion
(v tabulkdch 5 a 6 znaceno S Cent.) [16], Minitab (v tabulkdch 5 a 6 znaceno
M v.15)[17], které jsou vyuzivany v rdmci vyuky na katedfe kontroly a fizen{
jakosti na Fakulté metalurgie a materiglového inzenyrstvi VSB-TU Ostrava,
a produktu Statistica (v tabulkdch 5 a 6 znaceno Sca v.16) [18], ktery je hojné
pouzivan na fadé Ceskych univerzit. Analyza téchto programu je zaméiena
na jejich podporu identifikace, ptipadné dalsi analyzy nendhodnych seskupeni
v regulacnich diagramech. Analyza je vedena z pohledu faktoru a zavéru dis-
kutovanych v pfedchozich kapitolach. Obecné vSechny analyzované softwa-
rové produkty pracuji s malymi odchylkami se souborem Nelsonovych testu.
Vsechny Nelsonovy testy véetné Shewhartova pravidla 1 obsahuje pouze Mi-
nitab. Ostatni analyzované programy maji pravidlo 1 zahrnuté do zdkladni
analyzy regula¢nich diagrami mimo testy nendhodnych seskupeni. V pro-
gramech Statgraphics je mirné odlisné definovano pravidlo 5 a 8. Komplexni
hodnoceni jednotlivych produktu je uvedeno v Tabulce 5 a 6.

Pfedchozi analyza vybranych statistickych produkta shrnutd v Tabulce 5
a 6 vede k zavéru, ze nejlépe jsou pro aplikaci nendhodnych seskupeni vyba-
veny programy Minitab a Statistica. AvSak i ony maji nékolik nedostatki,
které mohou zpusobit, ze méné zkuseni uzivatelé uplatni testy nendhodnych
seskupeni nespravné, coz muze vést k nespravnym zavérum ohledné stabi-
lity procesu. To pak muze vyustit v situaci, kdy uzivatel prestane aplikovat
testy nendhodnych seskupenti, ¢i dokonce v selhani celého systému SPC. Proto
byla navrzena jednoduchd univerzalni metodika aplikace test nendhodnych
seskupeni, ktera je popsana v nasledujici kapitole.



TABULKA 5. Komplexni analyza vybranych softwarovych produktu

Vlastnosti/ SW S v.15 S Cent. M v.15 Sca v.16
Termin pro nenahdné sesku- | Unusual Unusual Nonrandom| Systematid
peni pattern sequence pattern pattern
Termin pro testy (pravidla) Runs tests | Runs tests | Tests for | Runs tests
special
causes
Komplexnost 6z8 778 828 778
Statistické zaklady testu ne ne ne ano
Pocet pravidel | 2 2 0 0
pieddefinovanych odlisné
od Nelsonovych testu
Moznost vybéru pravidel ano ano ano ano
Moznost zménit délku sesku- | ano ano ano ano
peni
Moznost predefinovani zény ano ano ne ano
Indikace nendhodného sesku- | ano ano ano ano
peni v regulaénim diagramu
Ziaznam  moznych vymezi- | ne ne ne ne
telnych pfri¢in do regulaéniho
diagramu
ZAaznam zdsaht do regulaéniho | ne ne ne ano
diagramu
Upozornéni na rizika si- | ne ne ano ano
multanniho pouziti vice
pravidel najednou
Upozornéni na potfebu mit | ne ne ano ano
hluboké znalosti o procesu
Typy regula¢nich diagramua (S- | S + J S+17J S S
Shewhart, J- jiné)

TABULKA 6. Komplexni analyza vybranych softwarovych
produkti - pokracovani

Vlastnosti/ SW S v.15 S Cent. M v.15 Sca v.16

Stejny soubor pravidel | ano ano ano ano

pirednastaveny pro razné

regulaéni diagramy

Informace, na které typy dia- | ano ano castecna CasteCna

gramiu jsou jednotliva pravidla | (nepfesnd) | (nepfesnd)

aplikovatelna

Definovani potencidlnich | ne ne ne ano

obecnych vymezitelnych

pFicin

Popis pravidel ano ano ano ano

Interpretace pravidel ne ne ne ano
Pouzitd nendhodnd seskupeni

Velky posun ano ano ano ano

Mensi pretrvavajici posun ano ano ano ano

Trendy ano ano ano ano

Stratifikace ano ano ano ano

SmiSené seskupeni ano ano ano ano

Systematicka variabilita ne ano ano ano

Metodika aplikace testil nenahodnych seskupeni

e Pied aplikaci testi nendhodnych seskupeni je tieba ovérit, které testy
jsou u zvolenych regula¢nich diagram pfednastaveny.
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e Nikdy se nemaji aplikovat rutinné vsechny testy, i kdyz jsou v pouzi-
tém programu prednastaveny.

e Je tfeba ovérit nastavenou délku sekvence bodu r u jednotlivych vy-
branych testu a v pripadé potfeby nastavit optimalni hodnoty r.

e Daile je tieba ovéfit, zda zvolené regulaéni diagramy maji piiblizné
symetrické meze. Pokud ano, plati nasledujici zavéry:

— Vsechny testy (pravidla 1 - 8) mohou byt aplikovény na diagram
pro pruméry a individuélni hodnoty (pfedpoklddd se norméalni
rozdéleni regulované veli¢iny);

— Pravidla 1 — 4 mohou byt aplikovdna na diagram R nebo s bez
jakékoliv modifikace, je-li rozsah podskupiny n > 5;

— Vsechna pravidla mohou byt aplikovana bez omezeni na re-
gula¢ni diagramy np a ¢ za predpokladu, ze plati aproximace
normalnim rozdélenim a meze jsou rozumné symetrické.

— Totéz plati pro diagram p a u s konstantnimi mezemi;

e Pravidla 5 a 7 funguji dostatecné dobfe pii jakémkoliv spojitém
rozdéleni, nebot jde o neparametrické testy;

e 7 hlediska sekvence a soubéhu aplikace testii nendhodnych seskupeni
se maji testy aplikovat podle nasledujiciho schématu:

— Pravidla 6 a 8 se maji aplikovat pti zahajeni implementace SPC
s cilem verifikace spravnosti tvorby logickych podskupin;

— Ve fazi ovéiovani a zajisfovani statistické stability procesu se
maji aplikovat jako prvni pravidla 1 a 4;

— Je-li potfeba dalsiho zvyseni citlivosti regulaéniho diagramu na
zmény parametru procesu, muze se piidat pravidlo 2 nebo 3,
piipadné obé;

— Jestlize se znalost procesu béhem ptedchozi aplikace SPC pro-
hloubila, je mozné aplikovat zbyvajici bézna pravidla.

— Pravidlo 5 se mé aplikovat samostatné (jeho piifnos v podobé
zvyseni citlivosti regula¢niho diagramu na skute¢né zmeény v pro-
cesu je mensi nez zvyseni rizika zbyte¢ného signdlu ([14], p. 137).

e Pravidla 1 — 4 je tfeba aplikovat na obé poloviny regula¢niho dia-
gramu, ale samostatné.

8. Zavér

Na zakladé teoretickych vychodisek zpracovanych v kapitole 1 a 2 se tento
¢lanek zabyval analyzou a srovnanim nékolika souboru pravidel pro iden-
tifikaci nendhodnych seskupeni v regulacnich diagramech, a to Shewhar-
tova kritéria, souboru Western Electric, Nelsonovych testu, testi z normy
CSN ISO 2859, souboru pravidel Boeingu a AIAG a souboru publikovaného
Trietschem. Zavéry této analyzy byly pouzity pro néslednou analyzu vy-
branych softwarovych produktii se zaméfenim na testy nendhodnych sesku-
peni. Vysledky obou analyz byly dale promitnuty do ndvrhu metodiky pro
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analyzu statistické nestability procesu s vyuzitim dostupnych statistickych

programu.
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Abstract: There are a lot of facts about the flexibility and their implemen-
tation into a production line; most theories suggest that it should be imple-
mented as quickly possible and with the lowest investment. Due the continue
increasing of the production and the huge demand of the customer for new
designs, the automotive industries should include into their production lines,
changeable process, fixtures, work stations, conveyors, etc; production pro-
cedure should very adjustable, allowing to assembly not only new parts with
new design, but also parts with complex construction and big impact into
the following production steps, and these new assembly parts should keep
the standards of the cycle productions. Therefore companies should adopt a
flexible production line since the beginning of construction of the lines to keep
molding and readjustment them according to internal and external develop-
ment of the automotive industry. This paper will focus on the Flexibility of
the lines their activities and the availability of rework assembled components.

Keywords: Process availability, automobile production

1. Introduction

The automobile industry is exposed to a high level of competition and impro-
vements in their design. Increase of productivity and meet the client’s needs
are the principal goal of the companies. Automotive manufacturing, demand
that their suppliers meet the clients new requests, keeping production line
standards, and subcontractors should be able to deliver in time, the new
parts with same or best quality, in where flexibility role is a key performing
that automotive company has to keep in mind. In the past years the auto-
motive production has had a significant solid increase in central Europe and
the Asian countries, where the companies can offer more products to their
clients, reducing the production cycle, and prepare the lines for further new
generations. Also and very important factor, is to meet the worlds strictest
limits for nitrogen-oxide emissions, efficient exhaust-gas treatment systems
are mandatory. For the further years good political of production can lead to
have new request from the customers, developers can created new and com-
plex design, where the automotive companies will have the task to fulfill their
requirements, therefore the best solution is to increased the flexibility into
their production lines, work on new generation investment plan the for new
production lines including changes into their work stations. In this paper,
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product flexibility as well as volume flexibility of one assembly line in a ma-
nufacturing system is examined. The mathematical treats product flexibility,
volume flexibility and rework. For this study has only considerate the pro-
duction lines for dosing module. The assembly line consists of workstations.
As automatically assembly is predominantly applied, the material handling
system, ancillary functions and layout of the factory. Assembly line have the
task to assemble two different connecting-piece into a body, where the body
has the same function for all the types, but the connecting-piece have diffe-
rent dimensions and parameters. The purpose of the study at the company
is to analyze the flexibility of the assembly line in order to be able to un-
derstand the problems, their principal cost created by introduction of new
models variants and reworking process impact.

2. Problem description

New design for the connecting piece, different dimensions and assembly para-
meters, readjustment of the production line, fixture, production time, control
test and high risk at the time of assembly.

3. Flexibility

Flexibility is defined in Webster’s Dictionary as an adverbial of flexible me-
aning, “capable of responding or conforming to changing or new situation”
[1]. There are several definitions of flexibility in the literature in the area of
manufacturing of which a few are given below [2].

e Mix flexibility: Processing at any time a mix of different parts which
are loosely related to each other in some way such as belonging to
the same family.

e Parts flexibility: Adding parts to and removing parts from the mix
over time.

e Volume flexibility: Handling shifts in volume for a given part. A more
detailed investigation of flexibility is given in [3]. In this paper, based
on the extent of automation and the diversity of the parts produced,
is necessary to considerate, the following aspects of flexibility:

e Machine flexibility: The ease of making the changes required to pro-
duce a given set of part types. The main issue is set-up time for the
machines.

e Process flexibility: The ability to produce a given set of part types,
each possibly using different material, in several ways. This flexibility
is inversely dependent on the set-up costs.

e Product flexibility: The ability to changeover to produce a new (set
of) product(s) very economically and quickly. Mandelbaum defines
this as, “acction flexibility, the capacity for taking new action to meet
new circunstances”. [4]. This flexibility heightens a company’s poten-
tial responsiveness to competition and/or market changes. Product
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flexibility can be measured by the time required to switch from one
part mix to another, not necessarily of the same part types (compare
with Gerwina’s design-change flexibility).

There are other numerous definitions that have not been discussed here
because of the scope of the subject. In their paper of, “an examination of
rooting flexibility problems for small batch assembly of dosing modules”, Ta-
ylor and Graves analyzed introduction of new processing flexibility in printed
circuit board assembly [5]. The introduction of routing flexibility and its limi-
tations and benefits is analyzed in the paper based on experimental results.
The same authors also treat sensitivity analysis for a three level flexible con-
trol strategy in an assembly environment [6]. The control strategy in this
paper includes product mix flexibility at the system level, product routeing
flexibility at the cell level, and product sequencing flexibility at the machine
level. Product flexibility of a manufacturing system comprise the capability
of “transformaton” of an existing manufacturing system to manufacture ei-
ther new variants of existing models or completely new products. This can
require exchange and/or introduction of new machines, extension or alte-
ration of handling and/or inter-linking devices, control systems, and control
programs and ancillary functions [7].

4. Rework and reworkable

Rework is to change an item in order to improve it or make it more suitable
for a particular purpose, e.g. to rework a defective product into one that exhi-
bits the quality required for acceptance. In other words, Rework is the work
done to correct defects that bring a product back into 100% conformance
to requirements. Reworkable is the capability of being worked again, deal
with, handled or anew, capable of being put into effective operation, process,
practicable or feasible. The need for the ability to rework component has, in
recent years, resulted in developmental efforts to formulate components that
can easily be reworked as well as provide requisite product reliability. The
implementation of reworkable for components involves: choice of proper ma-
terial, development of an acceptable process, and a verification of reliability.

5. Calculations of Flexibility

The flexibility for production line can be calculated using the combination
of three types of flexibilities, which play out in different time frames: Mix
flexibility (long-term), volume flexibility (mid-term) and emergency service
flexibility (short term), which can all be categorized as provider-side flexi-
bilities Nilchiani and Hastings [8]. Mix flexibility is defined as the strategic
ability to offer a variety of products with the given manufacture installed.
Volume flexibility is the ability to respond to drastic changes in demand.
Emergency products flexibility is the tactical ability of the system to provide
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emergency (non-scheduled) products to independent work stations. The ove-
rall provider side flexibility metric is then obtained by taking the weighted
average of the above flexibilities. [9]

6. Manufacturing system components

As stated in the sekcel, one assembly line is treated in this study where is as-
sembly different types of products. The assembly line, consist of workstations,
which perform certain types of assembly operations. Production line consists
of seven stations arranged one after another, to be operated by one person.
Single stations of the line are data interconnected due to tracing of production
process. The data are archived by the server, the product when is completed
is packing into a box and loaded into a pallet waiting to be transported.Fig. 1.

FIGURE 1. Assembly sequences at the line

In the production line there are three operators: Loader, Worker, and
Packer. Loader picks the material loading requested work stations, worker
start from the first work station W.S—1 making circles, picking the assembled
piece from one WS to the next WS, and Packer function is to close the full
box and place into a pallet.
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7. Flexibility of a workstations

A productivity matrix: Here, the direct cost (in terms of time) is given for each
operation at each workstation (assembly station), corresponding to each ele-
ment of the matrix. Number of rows will be equal to the number of workstati-
ons constituting the whole assembly process. The unit of the elements in the
matrix is time in hours, measured in real working conditions. Workstation
flexibility is explained in two matrices. s is the matrix that denotes the set-up
costs required for each operation (or operation group) for every item treated
at eaach the workstation. Thus, elements of s, aij; will denote set up costs for
the ith operation for the jth independent item. It can include cost for special
tools required for the operations, cost of other equipment, cost for education,
etc. [10]

6 000 0 0
09 000 0
007 000

FMss=10 605 0 0
06 00 4 0

0 6 00 0 6

FWr is the cost for resetting up the workstation for each operation in terms
of time. For this studied case, it is the time spent to set up the line for a new
model or variant:

FW, =10,083 0,007 0,007 0,013 0,005 0,005 0,005].U,

where U is a unit matrice of size n x n,n = 7. If an operation needs to be
set-up for a new item, that element in the ST will be one, if not, it will be
zero. Let us set OS = ST =U.

The sum of these times spent for each assembly operation constitutes the
total assembly time

P, =1[0,40 0,40 0,42 0,45 0,50 0,23 0,55].

Manufacturing characteristics can be expressed in the following formulas:
Resetting time RT = trFWIOS, tr is the trace operator, i is the interest
rate (in our calculations taken as 10%), b is the batch size. In our case it is

RT =19 13,5 10,5 7,5 7,5 6 9|7

Total processing time TPT = PT x OST x I, where I is a n x 1 vector of
ones. This gives 177 seconds since the part enters to the assembly line until
is completed. Total setting costs TSC = FW.I' ST, 42 EUR.

8. Calculation of Reworking Availability

Rework operations represent a major technical difficulty because of the re-
latively long time, turning this time into idle time. This issue is even more
critical at the time when rework for new parts with new design and different
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condition of assembly.

Fig 2, shows the availability at each station, (b) is the rework with release and
(b) is the rework with disassembly, green check mark, means that is possible
to send the part to this WS and red mark means that no rework at this W.S.
Availability of reworking: two matrices are used for this purpose: the feasibi-

FIGURE 2. (a) Release, (b) dissembled availability

lity to rework in each station is show in the following matrix. Where value 1
means the part can be direct release and rework with no need of dissembled
R, if is not possible will be zero. We have R = U.

Individual time for each work station:

Tw = (0,42 0,47 0,48 0,50 0,53 0,57 0,60]%.
Total release time per part for each station is:
Tr=1[1,25 1,40 1,45 2,00 1,60 1,13 1,20]%.
Total releasing time for one part is the sum of T for this case is 10:02 min

602 sec.

Time for dissembled and release per part at each work station:

—_

NI

)

I
OO R, P B~ P =
O R = = =O
O R R R OO
coroOoO RO
SO OO OO
O = = ==
el e e

0 0

Where Tp = D « Ty = [1,25 1,87 2,42 2,50 3,20 1,13 0,60]7.
Total releasing time for one part is the sum of T for this case is 13:54 min
834 sec.
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To calculate the probability of release and dissembled a piece using the his-
torical data from the past 3 years of production.(Fig. 3)

Occwrrence of rework
250
2.00
1.50
1.00
0.50

0.00
WS5-1 W5-2 WS-3 W5-4 W5-5 WS-6 W5-7

mRelease (Pd) = Dissarabled (Pind)

FIGURE 3. Probability of rework

FIGURE 4. Logical sequence of rework
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For P; =1[0,13 1,80 0,24 0,42 0,54 0,38 0,84]7 we have
Prw = R* Pp =[0,39 5,40 0,72 1,68 1,62 0,76 1,68] .
Same calculation for dissembled parts gives us
Py =[0,17 0,16 0,81 0,47 0,10 0,64 0,01]7.
Therefore the probability of recurrence for dissembled parts is:
Ppw = D % P,y =[0,51 0,96 4,05 2,35 0,60 1,28 0,01]7.

To calculate rework availability time, for type X at each work station
including time for release we shall use the following formula:

ARt[ :R*T[

We have T7 = [0,67 0,17 0,42 0,00 0,03 0,03 0,00]7. Similar calculations
are carried out for the type Y, which is set up to manufacture a new product
at the same line. Then T7; = [0,83 0,25 0,67 0,00 0,03 0,03 0,00]T.
Total dissembling time for one part is the sum product of Ry_g4 * Ty, for this
case is 109 seconds.

Rework availability time, for type Y has the next time matrix:

ARy =R+ Ty =[3,33 1,00 2,67 0,00 0,13 0,17 0,00]%.

From this analyze can be identified that in the first three work stations
takes more time than other and for the WS1 and WS3 to rework and release
a part, it means that if for this stations a new design of component can
significant increase idle time. Figure 5 shows a development and increasing
of the time to take to change over.

Changeoverdevelopment

B Type X
Type ¥

s

1 3 5 7 911 131517 19 21 23 25 27 29
Days

FiGURE 5. Change over from type X to type Y
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Variation of the time between new and current production type, calculated
from the idle time per work station Fig.6.

Comparisonp rod uction time

20 4 New
.—g 15 A Cutrent
g 10 MA“
s

5 A'v' r . 1"’ "w '

0

B e R I A v N = R e
Parts

FI1GURE 6. Comparison of idle time

9. Calculation of Flexibility

In this research the mix flexibility is defined as the ratio of profit resulting
from adding more product types, taking into account additional cost incurred
by the necessary changes in design, to the profit with same production line.
Mix flexibilities larger than 1.0 indicate a system that increases in value by
offering multiple products types. For this purpose, mix flexibility is defined
by Equation 1.
S’m - Em

S—-F
Where F,, is Mix flexibility, F represents total system cost over the pro-
duction process, S total revenue over the lifetime, m multiple types of pro-
ducts (X, Y).

Volume flexibility is the ability to respond to drastic changes in demand.
In the production line it is defined as the value of the product for the provider
over the range of market uncertainties, determined by the value of the product
for the provider at currently projected demand. Values equal to or larger
than 1.0 indicate that the expected value of the system over the range of
market uncertainties is higher than its value at currently projected demand,
indicating system flexibility with regard to demand change. Thus,

. S e 1t (S — E)p(S)dS
v IRrisk — free '

Emergency service flexibility is the tactical ability of the system to provide
emergency (non-scheduled) products assembled parts. It can be defined as the

Fp =
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capacity of the product (maximum product capacity) divided by the current
level of product per shift.

. Capmax

Capcurrent .

Product flexibility is then obtained by taking the weighted average of the
above flexibilities. This ensures that the flexibility preferences of the provider
are taken into consideration.

The weight coefficients are determined by the provider, based on the pri-
orities specified in the production line mission objectives. For instance, for a
client base consisting mostly of commercial parts, volume flexibility and mix
flexibility have a higher weight than emergency flexibility, whereas for new
design parts, emergency flexibility and mix flexibility have higher weight co-
efficients than volume flexibility. Different metrics are explored for objectives
with different weights, and all possible changes are ranked in a trade, based
on the resulting flexibility, value and performance metrics. Thus service fle-
xibility can be defined as:

fB

WY
Zi:Z]M,V,E *fi
W;
Ei:IV[,V,E

Combined product flexibility can be defined by a weighted sum of the
above flexibilities.

As Figures 7 show, adding the flexibility dimension changes the Pareto
type X in terms of the assembled part. In this particular instance, type X,
is replaced by type Y. This shows how taking into account flexibility can
affect the choice of type in a way that the system becomes somewhat more
expensive, but can handle volume-level, service-mix and emergency-service
uncertainties and fluctuations inherent into the production line.

f=

10. Calculation of assembling new type

Calculation of the assembly processes time for new type, according to current
standard T,,.

np wWS/n
Thp = Z *Th, + Z * Ay, * N,
0 WS—1

where A,, is the sum of the total percentage of the accumulation of readjust-
ment per machine. Sy4 is the Standard of the total production time divided
into the total amount of assembled parts per shift, which means only clean
production time (440 min).

_ 2o
- N

oo *Pp
Standard for piece production N,

Sta
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FiGURE 7. Cost and difficulty

Minutes for single part is the accumulated time per part, is the required
time for only one part to be assembled.

Tsp = Np * Std

Batch production time, is the sequentially time for the new parts in mi-
nutes, assembled one after one sequentially with no pause after each part

Characteristics | Std | Real | New
Difficulty | 20% | 25% | 40%

Standard | 1,1 1,1 1,1

Pieces | 150 150 150

Minutes for single part | 660 777 | 1082
Minutes for all parts | 165 | 194,25 | 270

11. Conclusion

This paper investigates product flexibility and rework availability of two pro-
ducts assembled in the same production line. Product flexibility is expressed
by two matrices, one matrix for setting-up of the line and another for re-
setting of the line. An equation is obtained using these matrices for each
type expressing the total manufacturing costs of the new products, and the-
reby the flexibility of rework is obtained. These equations are also used to
investigate the optimum assembly volumes and corresponding costs for each
type. The analysis in this paper shows how the calculation of flexibility can
help decision-making for components assembled into a production line with
new components integrated into the production. These results could help for
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planning and logistic department, at the time of calculation the cost and
time for new products, also for the development engineering department, to
simulate the impact for new component into the production line.
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INOVOVANY PRISTUP MERENI ELEKTRICKEHO
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Abstrakt: Elektrickd vodivost je jednim z rozhodujicich parametru pro zlep-
Seni odolnosti vuéi elektromagnetickému smogu, snizeni tendence k hromadé-
ni elektrostatického naboje a konstrukci inteligentnich textilii obsahujicich
vodivé drahy. Elektricky vodivym textiliim se v soucasné dobé dostava zvyse-
né pozornosti, a to zejména kvuli jejich flexibilité a nizké hmotnosti. Znalost
elektrickych vlastnosti textilnitho materidlu napf. ve formé vldkna, ¢i piize
prostiednictvim méieni elektrického odporu je velmi dulezitéa a to zejména
pro vyuziti za ucelem predikce elektrické vodivosti celého systému ,,vldkno
— prize — textilie“ a nasledného navrhu vyrobku pro konkrétni pouziti. Pro
mérteni elektrického odporu délkovych textilnich utvaru je v soucasné dobé
pouzivano velké mnozstvi metod, mezi které patii napf. metoda ampér-
metru a voltmetru, ¢i metoda Wheatsonova mustku. Uspoiddani vzorku pii
meéfeni je také vyznamné. Nejcastéji je pouzivano k upnuti linearnich tex-
tilnich tdtvara kovovych svorek. Problém vytvaii kontaktni odpor vznikajici
na styku mezi méfenym materidlem a kovovou svorkou. Vysledkem je vznik
chyb, jimiz je snizovana presnost a reprodukovatelnost méfeni. Hlavnim cilem
této préace je predstaveni inovované metodiky méteni, ktera je zalozena naa
méteni elektrického odporu na nejméné dvou definovanych usecich délkového
textilniho utvaru a nasledny vypocet elektrického odporu, ktery neni zatizen
chybou zpusobenou kontaktnim odporem.

Abstract: Electric conductivity is one of dominant parameters for improving
electromagnetic shielding resistivity, reducing electrostatic charge accumu-
lation and creating intelligent textile structures containing conductive tracks.
Conductive fabrics have obtained increased attention mainly due to their de-
sirable flexibility and lightweight. Knowledge of electrical properties of textile
material (for example in fiber or yarn form) is very important especially for
conductivity prediction of whole system “fiber — yarn — fabric” and sub-
sequent design of product for specific application. Variety methods of me-
asurement (ammeter and voltmeter, Wheatstone-bridge method) and many
different arrangements of the material to be tested can be used. Bulldog clips
are used most often to hold the yarn between electrodes. The contact re-
sistance generated at measured material/metal bulldog clip interface creates
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measurement errors. This phenomenon leads to lower accuracy and repro-
ducibility of measurements. The main aim of this work is introduction of
innovated method eliminating contact resistance problem. This method is
based on measurement of two and more sections of yarns and then electrical
resistance calculation which is not loaded with measurement errors.

Klicovd slova: elektrickd vodivost, metodika méfeni, kontaktni odpor

Keywords: Electric conductivity, measurement method, contact resistance

1. Uvod

Znalost elektrickych vlastnosti textilniho materidlu napi#. ve formé vlakna,
Ci prize prostiednictvim méfeni elektrického odporu je velmi dulezitd a to
zejména pro vyuziti za tcelem predikce elektrické vodivosti celého systému
,vlakno — piize — textilie“ a nasledného navrhu vyrobku pro konkrétni pouziti.

Elektrické vlastnosti materidlu se obecné hodnoti dle mérného odporu p
[Q.m]. Pro délkové textilni ttvary (stejné tak jako u mechanickych vlastnosti)
je vhodnéjsi zalozit definici na linedrni hustoté materidlu neboli jemnosti.
Hmotnostni rezistivita Rg neboli hmotnostni specificky odpor je veli¢ina vy-
jadrujici elektricky odpor mezi konci vzorku 1 m dlouhého o hmotnosti 1 kg;
hlavn{ jednotku je [Q.kg/m?]. Pro vyjadienf obou veli¢in je nutnd znalost ve-
likosti elektrického odporu na definovanych tsecich délkového utvaru, kterou
je mozno zjistit experimentalné.

2. Problematika kontaktnich odporu

Pro méteni elektrického odporu délkovych textilnich ttvaru je v soucasné
dobé pouzivano velké mnozstvi metod, mezi které patii napt. metoda ampér-
metru a voltmetru, ¢i metoda Wheatsonova mustku. Uspoiddani vzorku pii
méfeni je také vyznamné. V soucasné dobé je pouzivano ruznych pristupi.
Elektricky odpor muze byt méfen podél jednotlivych vlaken, podél paralelné
usporadanych vldken, mezi konci ptize, ¢i mezi konci paralelné usporadanych
piizi. Nejcastéji je pouzivano k upnuti linedrnich textilnich itvaru kovovych
svorek, nepftilis cetnd je pak tvorba kontaktu pomoci vodivého natéru ¢i lepeni
[1].

Problém vytvaii kontaktni odpor vznikajici na styku mezi méfenym ma-
teridlem a kovovou svorkou. Kontaktnim odporem je ozna¢ovan pomeér po-
tencidlniho rozdilu mezi dotykajicimi se plochami k intenzité proudu kontak-
tem prochézejictho. Tento odpor nemusi byt vzdy zanedbatelny a to z téchto
pricin:

e Plochy kontaktu nebyvaji vzdy idealné hladké, tudiz se nedotykaji
ve vSech bodech.

e Plochy kontaktu nebyvaji nikdy idealné cisté, vzdy jsou pokryty vrst-
vou kyslié¢niku nebo jinych sloucenin, jejichz vodivost je nepatrna.

e Kontaktni odpor je silné zavisly také na tlaku.
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Vysledkem je vznik chyb, jimiz je snizovana pfesnost a reprodukovatelnost
méfeni. Z vyse uvedenych duvodu je vhodné kontaktni odpor pii méfeni
vylougéit.

3. Inovovana metodika méreni

Podstata metodiky feSeni spocivd v méteni elektrického odporu na nejméné
dvou definovanych usecich délkového textilntho dtvaru a nasledny vypocet
elektrického odporu, ktery neni zatizen chybou zpusobenou kontaktnim od-
porem.

Pro hodnoceni elektrické vodivosti klasickych linedrnich textilnich utvaru,
pro které plati, ze elektricky odpor je linearné zavisly na upinaci délce je
dostacujici méfeni na dvou definovanych usecich. Pro hodnoceni tzv. hyb-
ridnich délkovych textilnich itvarta obsahujici ve své struktuie vodivou kom-
ponentu ve staplové formé (vodivé vldkna konecéné délky), je pro popis zdvis-
losti elektrického odporu na upinaci délce nutno méfit elektricky odpor mi-
nimalné na tiech definovanych tsecich. A to proto, ze zavislost elektrického
odporu na upinaci délce je pro hybridni pfize mozno popisovat nelinedrni
rostouci funkei jak bylo zjisténo a ovéreno napf. v [2, 3].

Kazdy méfeny usek prize je zatizen chybou, kterou zpusobuji dva kon-
taktni odpory v misté upnuti vzorku. Princip inovovaného feseni spociva
dpravé standardni metodiky meéfeni, pomoci niz je mozno eliminovat kon-
taktni odpor zptsobeny uchycenim délkového textilniho utvaru elektrodami.

Jak je patrno z dalstho popisu, elektricky odpor je pomoci nové metodiky
experimentalné méfen na useku délkového textilniho ttvaru o délce Lg. Tento
odpor je oznacen R, a jednd se o celkovy odpor tseku prize Lo, vE. sumy
kontaktnich odport. Nésledné je experimentilné zméfen tsek piize o délce
L. Tato hodnota elektrického odporu je oznacena Ry a jedna se o celkovy
odpor tuseku piize L; vé. sumy kontaktnich odporu, viz obr. 1. Dle jedno-
duchého vztahu (viz nize) je mozno urcit elektricky odpor useku piize Ly,
ktery neni zatizen chybou zpusobenou kontaktnimi odpory.

Pro linedrni vzrist elektrického odporu se vzrustajici upinaci délkou plati:

L,
1 Rr1 = Rpo—
(1) L1 Lo
L
(2) Rioi(r) = 2Rk + RLOL—1
0
(3) Riot(0) = 2Rk + R,

Rozdilem naméfenych celkovych odport je mozno ziskat elektricky odpor
délkového textilnich utvaru o upinaci délce Lo, ktery neni zafiZen chybou
kontaktnich odpori:
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R

L
0 Rio Riot (0)

Rk
v
>Rtot (1)

L1

RLl

R
A 4 : I I e

| I e

OBRAZEK 1. Schématicky nékres odpovidajictho elektrického
obvodu reprezentujici méteni elektrického odporu délkovych tex-
tilnich utvaru, kde: Rro, Rr1 [Q] - elektricky odpor délkového
textilntho dtvaru o upinaci délce Lo, resp. L1 (nezndmy), Lo, L1
[m] - upinaci délka textilniho dtvaru (méfitelné hodnoty), R[]
- kontaktni odpor (nezndmy) a Ryo:(0), Riot(1) - celkovy elektricky
odpor useku piize o délce Lo, resp. L1 v¢. sumy kontaktnich od-
pori (méfitelnd hodnota.)

L,
(4) Riot(z) — Btot(0) = RLOL_O — Rpo
L
(5) Rioi(1) — Riot(0) = Rro (L—l - 1)
0
Ryori1y — Ruo
(6) ¢ t(LL)1 w0l _p
L
Pro Ly = 2L, plati:
(7) Rro = Riotar) — Rior(11)

Pro nelinedrni vzrust elektrického odporu plati:

R L n+1
(8) Rpy = —22 (L—l)
0

(Rtot(QL) - Rtot(lL)) (n+1)
2ntl 1

9) Rpo =
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4. Experimentalni ovéreni

Studovany byly elektrické vlastnosti piize se zvysenou elektrickou vodivosti,
oznacovany jako antistatické — pfize oznacend Resistat. Tento typ piize je
zalozen na pouziti bikomponentnich vlaken. Ptize Resistat obsahuje ve své
struktuie bikomponentni vlakno Resistat F9601, tj. polyamidové vlakno ob-
sahujici na svém povrchu vodivou uhlikovou vrstvu. Jemnost délkové tex-
tilie je 11 tex. Materidlové slozeni a zastoupeni jednotlivych komponent je
nasledujici: 81dtexf35PESh+25dtexfl Resistat F9601. Na obrazku 2 je zob-
razen mikroskopicky snimek podélného a ptiéného pohledu na antistatickou
prizi Resistat. Je zfejmé, ze vodiva komponenta je umisténa kontinualné v ose
celé piize.

J

DATE: 03/03/110 100 um Yega ETescan
Device: TS5130 TU Liberec

DET. BE Detector

(a) (b)

OBRAZEK 2. Mikroskopické snimky piize Resistat: (a) podélny
pohled; (b) pfi¢ny fez. Vodivd komponenta Resistat F9601 obsa-
huje na povrchu PA vldkna uhlikovou vrstvu.

Pripraveny vzorek délkové textilie se upevni pomoci kovovych svorek do
elektrodového systému. Zaznamendvany jsou hodnoty rezistence na upinaci
délce Lg. Upinaci délka Ly muze byt napi. 50 mm. Po zméné upinaci délky na
napf. dvojndsobnou velikost (100 mm) se proméfi elektricky odpor totozného
vzorku. Pro jednotlivé upinaci délky délkové textilie je nutno promérit ale-
spon 10 vzorku kvuli statistickému zpracovani namétfenych dat. Elektricky
odpor vzorku délky 50 mm nezatizeny chybou zpusobenou kontaktnimi od-
pory je mozno stanovit dle vzorce (7), ktery je platny pro délkového textiln{
dtvary s linedrnim vzrustem elektrické vodivosti se vzrustajici upinaci délkou.
Naméfené hodnoty elektrického odporu vzorku antistatické ptize pii odlisné
upinaci délky jsou uvedeny v tabulce 1.

Elektricky odpor vzorku délky 50 mm nezatizeny chybou zptsobenou kon-
taktnimi odpory je dle vzorce (7) 1.45E406 Q. Je zfejmé, Ze je hodnota elek-
trického odporu vzorku nezatizeného chybou (1.45E406 Q) pii upinaci délce
50 mm odlisnd od hodnoty, kterda byla zjisténa piimo (1.61E406 2), tzn.
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TABULKA 1. Naméfené hodnoty elektrického odporu
v zévislosti na upinaci délce vzorku.

L; =50 mm | L;=100 mm
1.54E+06 3.16E+06
1.63E+06 3.02E+06
1.58E+06 2.96E+06
1.56E+06 3.05E+06

Rioti[ 1.72E+06 3.03E+06
1.57TE+06 3.10E+06
1.61E+06 3.16E-+06
1.54E+06 3.02E+06
1.63E+06 3.09E+06
1.71E+06 3.04E+06

Riot[Q] 1.61E+06 3.06E+06

Sm. odch. [Q] 6.47E+04 6.53E+04

obsahuje chybu zptsobenou piitomnosti kontaktnich odporu ve styku svorky
se vzorkem ve vy$i cca 11 %.

5. Zavér

Na zakladé rozsdhlych experimentu bylo zjisténo, ze kontaktni odpor muze
zvysit chybu méfeni az o 10%, coz je prakticky velmi omezujici. Inovovand me-
todika méfeni elektrického odporu délkovych textilnich ttvaru (zaloZzend na
méreni elektrického odporu na nejméné tiech definovanych usecich délkového
textilniho Utvaru a nésledny vypocet elektrického odporu nezatizeného chy-
bou kontaktnich odport) predchézi problémy zpusobené kontaktnimi odpory
a poskytuje méfeni bez chyb zpusobenych neidedlnimi kontakty v misté styku
vzorku se svorkou s vyssi pfesnosti a reprodukovatelnosti.

Podékovani: Tato prace vznikla za podpory projektu MPO FR-TT1/122 —
Textilie se zvySenym komfortem odolné vuci elektromagnetickému zéieni.
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Abstrakt: Pii analyze textilnich materidlu se casto setkdvdme s hodno-
cenim strukturni anizotropie nebo smérového uspofadani textilnich objek-
tovych systému. Objekty jako dulezité soucasti obrazu nas z hlediska dalsiho
zpracovani zajimaji a odpovidaji konkrétnim objektim zobrazovaného svéta.
Zpracovani obrazovych dat dovoluje porozumét obsahu a provést kvantita-
tivni nebo kvalitativni popis objektu zdjmu v obraze. Ptispévek se vénuje
popisu metod zalozenych na pouziti obrazové analyzy pro odhad smérového
rozlozeni objektl v obraze a vizualizaci odhadu smérové orientace nebo struk-
turni anizotropie vldkennych systému.

Abstract: Textile materials analysis generally includes measurement of struc-
ture anisotropy or directional orientation of textile object systems. Objects
represent real-world objects and as an important part of an image are signifi-
cant for following processing. Processing of image data allows understand of
image content and perform quantitative and qualitative description of objects
of interest. This contribution deals with the description of methods based on
image analysis for estimation of fibre systems orientation and visualisation
of such estimation.

Klicovd slova: Vlakenny systém, digitalni obraz, Fourierova transformace,
momenty obrazové funkce

Keywords: Fibre system, digital image, fourier transform, moments of image
function

1. Uvod

V soucasné dobé jsou textilni vldkenné materidly pouzivané v mnoha oblas-
tech prumyslu a aplikacich napt. materidly pro tcely odévni, icely technické
(automobilovy prumysl, kompozity, geotextilie, textilie ve stavebnictvi atd.),
specidlni tcely (materidly pro medicinu, tkdnové inzenyrstvi atd.). Vlast-
nosti textilnich materiala v mnohém zavisi od vlastnost{ jednotlivych vlaken
a uspofadani nebo struktury, které jednotlivd vlakna formuji. Uspotradéani
vlaken ovliviiuje mechanické vlastnosti délkovych a plo$nych textilii, ve vla-
kennych poréznich materidlech orientace vldken ovliviiuje vlastnosti jako pro-
dySnost, propustnost a absorpce kapalin atd. Z tohoto duvodu je méfeni
smérové orientace nebo odhad strukturni anisotropie objektovych systémi na
zékladé digitdlnich obrazu dilezitou soucédsti kvantitativntho méfeni v tex-
tilni metrologii. Objekty rozumime ty casti obrazu, které nas z hlediska
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(al) (a3)

(b1) (b2) (b3)

OBRAZEK 1. (a*) Obrazy textilnich objektovych systémi,
(b*) odpovidajici vykonové spektra.

dalsiho zpracovani zajimaji a odpovidaji konkrétnim objektim zobrazované-
ho svéta. Objekty by mély byt v kontrastu s pozadim obrazu (gradient obra-
zové funkce na hranici objektu a pozad{). V textiln{ praxi muzeme za objekty
povazovat vlakna, ptize, fezy vldken a pod., systémy obsahujici objekty mo-
hou byt rouna, vldkenné vrstvy, tkaniny, pleteniny, netkané textilie a napf.
nanovlakenné vrstvy. V soucasné dobé je zkouméni smérovych vlastnosti
provadéno pfevazné manuidlné nebo s pouzitim specializovaného softwaru,
kde odhad orientace je zatizen subjektivnim pohledem.

2. Orientace vlakennych systému

Charakteristikou anizotropie je dhlova hustota délek nité f(«) sméfujicich
do thlového rozmezi « + /2. Funkce f(«) se oznacuje jako smérova ruzice.
Experimentélni grafickd metoda pro odhad f(«) je popsand v praci Rataje a
Sazla [1]. Metoda vyuziva sit thli aq,. .., a,, umisténych na povrch sledo-
vaného systému k sestrojeni pruse¢ikové ruzice (stanovené z poctu pruseciku
sité a vlakennych objekt). Smérovd ruzice je pak ziskdna z prusecikové ruzice
pomoci grafické konstrukce Steinerova kompaktu.

Techniky vyuzivajici nastroju obrazové analyzy zalozené na spektralnim
ptistupu, které nejprve prevedou texturni obrazy do frekvenéni oblasti, jsou
vhodné pro popis smérovosti periodickych nebo téméf periodickych vzoru
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(a) (b) ()

OBRAZEK 2. (a) Origindln{ obraz, (b) vykonové spektrum,
(c) oblast zdjmu.

v monochromatickych obrazech textury. Tyto techniky jsou zalozené na vlast-
nostech Fourierova spektra a popisuji globalni periodicitu urovni Sedi obrazu.
Smeér rozlozeni vysokych hodnot frekvenénich komponent ve frekvenéni ob-
lasti odpovidd prevazujicim smérum objektu v obraze v prostorové oblasti.
Naproti tomu ndhodné textura zpusobuje, ze vysoké hodnoty frekvenénich
komponent v obraze spektra jsou rozlozeny isotropné a tvoii pfiblizné kru-
hovy tvar. Vyzkumem v oblasti smérové orientace zalozené na spektralnim
piistupu se zabyvali i jini autofi, napiiklad Josso et al. [2],Liu [3], Holota a
Némecek [4], Tonar et al. [5], Kula [6].

Necht f(x,y) je dvojrozmérnd obrazové funkce, kde z = 0,1,2,...,m — 1
ay =0,1,2,...,n — 1 jsou prostorové souradnice a f(x,y) je droven Sedi
obrazovych bodi obrazu o velikosti man. Pro takovy obraz je dvojrozmérna
diskrétni Fourierova transformace (2DFT) ddna vztahem [9]

(1) Z

kde, u =0,1,2,....m—1lav=0,1,2,...,n — 1 jsou frekvenéni proménné.
F(0,0) pfedstavuje pocatek frekvenéni oblasti. Jestlize f(z,y) je redlnd funk-
ce, jeji transformace je funkce komplexni. Z duvodu vizudlni analyzy trans-
formace je vhodné vypocist jeji spektrum |F(u,v)| a zobrazit jako obraz.
Vykonové spektrum je definované jako druhd mocnina |F(u, v)|, tj. P(u,v) =
|F(u,v)|?. Pro tcely vizualizace je vhodné zredukovat dynamicky rozsah
koeficientu logaritmickou transformaci Q(u,v) = log(1 + P(u,v)). Ptiklad
textilnich objektovych systému ve formé Sedoténovych obrazu a jejich od-
povidajici vykonové spektra jsou zobrazeny na obrézcich 1(a*)-(b*).
Metoda pro odhad smérového rozlozeni objektu zalozena na spektralnim
piistupu je uvedena v préaci Tundka a Linky [7]. Odhad anisotropie je vypoc-
ten jako suma frekvencénich komponent smérového vektoru v celém rozsahu
dhlia. Odhad soutadnic smérového vektoru je proveden pomoci DDA algo-
ritmu. Protoze transformace redlné funkce f(z,y) je komplexni ¢islo, jsou

€7j 2 m(uz/m+vy/n)
)

HM:I
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(c) (d)

OBRAZEK 3. (a) Brodatzova textura (D15), (b) smérova
ruzice, (¢) poldrni diagram, (d) orientace podle elipsy.

secteny koeficienty Fourierova spektra |F(u,v)| a vyneseny do poldrniho di-
agramu. Vyhodou metody je jeji rychlost a sledovani orientace s uhlovym
krokem 1°. V préci jsou uvedeny piiklady odhadu smérového rozlozeni pro
simulované obrazy a monochromatické obrazy textilnich struktur.

3. Momenty obrazové funkce

Jak uz bylo zminéno, smér frekven¢nich komponent ve frekvenéni oblasti ko-
responduje ze smérem hran objektu v prostorové oblasti. Dalsi metoda pro
odhad anisotropie vychazi z transformace vykonového spektra do binarniho
obrazu prahovanim, tim dojde k odsegmentovani vyznamnych frekvenénich
komponent. V takovychto binarnich obrazech uvazujeme shluk bilych pixeli
jako oblast zdjmu. Pro jednoduchy popis objektu nebo oblasti zdjmu v seg-
mentovaném obrazu je mozné vyuzit obrazové momenty. 2D obecny moment
fadu (p + q) obrazové funkce f(z,y) je dan [8]

(2) Mpq = Z Z 2Pyl f(z,y).

Hodnoty obecnych momentu uréuji zajimavé charakteristiky objekti v ob-
raze, napiiklad moment mgo je pro binarni obraz plocha objektu, podily
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(a) (b)

() (d)

OBRAZEK 4. (a) Origindln{ obraz, (b) Sedoténovd mapa
sméru, (c) vektory sméru, (d) histogram a jadrovy odhad
hustoty distribuce sméru.

Dalsim typem jsou centralni momenty tadu (p + q)

(3) fog = YD (& =T (y—7)f(z,),

_ m _
moo moo

mo1

Centralni momenty prvniho a druhého fadu jsou vhodné pro popis orientace
objektu nebo oblasti zdjmu, orientace objektu nebo oblasti zdjmu mezi osou
2 a hlavni polosou elipsy je ddna [8]

1 2
(5) 0= 3 arctan (ﬁ) .

H20 — Ho2
V binarnich obrazech je mozné urcit vlastnosti jako délku hlavni, vedlejsi
osy a orientaci elipsy (tihel ve stupnich v intervalu -90 az 90° mezi osou x a
hlavni osou elipsy), kterd m4 stejny normalizovany druhy centralni moment
jako oblast zdjmu. Orientace koresponduje s prevladajicimi sméry objektu
v prostorové oblasti (viz obrézek 2, vykonové spektrum je pootocené o m/2).
Porovnéni vyse zminénych metod je uvedeno na obrézcich 3(a)-(d). Obra-
zek 3(a) zobrazuje Brodatzovu texturu (D15), obrazek 3(b) predstavuje smeé-
rovou ruzici odhadnutou experimentdlni metodou dle Rataje a Sazla, na
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() (d)

OBRAZEK 5. (a) Origindln{ obraz, (b) Sedoténovd mapa
sméru, (c) vektory sméru, (d) histogram a jadrovy odhad
hustoty distribuce sméru.

obrazku 3(c) je odhad smérové ruzice ve formé poldrniho diagramu podle
Tundka a Linky. Elipsu zobrazenou ¢ervenou barvou, délku hlavni a vedlejsi
osy elipsy, a orientaci elipsy je mozné vidét na obrazku 3(d). Z obrézku je
patrnd shoda v prevlddajicim sméru.

Obé navrzené metody provadi odhad smérového rozlozeni objekt pro mo-
nochromaticky obraz jako celek. Ukazuje se, ze pro textilni vlakenné systémy
napi. netkané textilie nebo nanovlakenné vrstvy by byla vhodnéjsi podrob-
néjsi analyza. Myslenka je zalozena na rozdéleni obrazu na mensi ¢asti a
provedeni analyzy pro takovéto oblasti. Obraz viskézovych vldken o velikosti
500x500 pixelu se zfejmou preferenci sméru uvedeny na obrazku 4 (a) je
rozdélen na mensi podokna urcité velkosti. Analyza smérového uspotradéani je
pak provedena pro kazdé podokno. Prevladajici orientace objektu pro kazdé
podokno je reprezentovana smérovym vektorem zobrazenym Cervenou bar-
vou (pfi podmince, ze pomér hlavni a vedlejsi osy elipsy je vétsi nez 2).
Kromé toho, orientace ve stupnich je zobrazena jako mapa v Sedé skdle.
Obrézek 4(b) piedstavuje sedoténovou mapu orientace pro podokna veli-
kosti 20x20. Na obrdzku 4(c) jsou vyznaceny vektory sméri v origindlnim
sedoténovém obraze. Odpovidajici distribuce sméru je uvedena ve formé his-
togramu a jadrového odhadtu hustoty na obrézku 4(d). Vysledky ukazuji, ze
mensi velikost podoken poskytuje piresnéjsi vysledky.
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Piiklad nanovldkenné vrstvy, kde jsou vidét dva preferované smeéry na-
novlédken je uveden na obrazku 5. Je zfejmé, ze oblasti zobrazené stiedni
Sedou, které neobsahuji vektory sméru, reprezentuji oblast bez preferovaného
sméru (pomér hlavni a vedlejsi poloosy elipsy je mensi nez 2).

Metodu pro hodnoceni anizotropie nebo smérové orientace vlakennych
nebo jinych objektovych systému za pomoci 2DFT je mozné vyuzit pro
hodnoceni plosnych textilnich struktur z pohledu jejich homogenity, vad a
nahodnych odchylek od struktury.

4. Zaveér

Obsahem piispévku jsou metody obrazové analyzy pro monitorovani struk-
tury textilnich dtvaria. Obrazovéd analyza ma v oblasti monitorovani kva-
lity velmi dulezité misto, protoze poskytuje informaci o geometrii, povrchu,
defektech, o tupravach povrchu vyrobku a jinych charakteristikach. Ziskané
vysledky dokumentuji, ze uvedené postupy lze pouzit pro monitorovani struk-
turni anizotropie nebo smérové orientace vlakennych a jinych objektovych
systému. U délkovych a plosnych textilnich dtvart je nezbytné nutné zajis-
tit stabilitu kvalitativnich charakteristik téchto struktur. K tomuto tcelu je
nutné z téchto struktur odhadnout rozdéleni smérového usporadani vlakenné-
ho materialu v plose. V piispévku uvedené postupy umoznuji tyto kvalitativni
charakteristiky monitorovat.
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