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Predmluva

Tato publikace je s vyjimkou tvodni stati o statistickém mysleni sbirkou
textl pfednesenych v akademickém roce 2003/2004 na didaktickém seminéfi,
ktery porada jiz ¢tvrtym rokem katedra didaktiky matematiky MFF UK pro
profesory stfednich $kol (gymnézii a stfednich odbornych gkol). Vedle vyuéu-
jicich matematice prevazné z Prahy a Stfedoceského kraje se jej ucastni také
doktorandi, nékdy studenti, a samoziejmé ptichizeji i kolegové z MFF. Ci-
lem seminéafe je poskytnout jeho ticastnikim urcity nadhled nad tématickymi
celky zafazenymi do stfedoskolské matematiky.

V akademickém roce 2003/2004 se katedra didaktické matematiky starala
o organizacni zalezitosti seminafe, zatimco jeho obsah plné zajistila katedra
pravdépodobnosti a matematické statistiky. Bylo usporadano celkem osm se-
minai, jejichz ndzvy jsou shodné s nizvy zde publikovanych stati. Cyklus
seminaitu Pravdépodobnost a statistika na stredni skole ziskal akreditaci Mi-
nisterstva kolstvi, mladeZe a télovychovy CR ¢islo 29528 /2003-25-262, a jeho
Gcastnici obdrzeli osvédceni o absolvovani kurzu.

V poslednich letech se v pedagogice vénuje pozornost predstave, ze kazdy
védni obor, resp. kazdy obor lidské ¢innosti, od nas vyzaduje jistou specifickou
formu mysleni, usnadiujici rychlé dosazeni kvalitnich vysledkt. Ukolem za-
kladni a stfedni skoly je pak spiSe nez hromadéni konkrétnich znalosti vychova
k zakladnim formam mysleni o pfirodnich i spolecensko-védnich jevech. Inter-
netovy vyhledava¢ Google muze poskytnout kvantitativni pfedstavu o pozor-
nosti, kterd je obecné jednotlivym formam mysleni vénovana. 3. 5. 2004 jsme
mu zadali zdkladni hesla ,typ mysSleni“ a dostali nasledujici pocty odkazu
uvedené vzdy v zavorce: umélecké (4), chemické (274), fyzikalni (916), bio-
logické (966), geometrické (2090), pravdépodobnostni a stochastické (2993),
hudebni (4260), historické (13 000), statistické (16 100), politické (29 200),
matematické (48 300) a nejvyssi pocet ziskalo mysleni logické (84 400), jez
vSak je mezioborové a jen maéalo tspésné mu konkuruje tdajné nespravné
opomijené mysleni chaotické ¢i intuitivni (570). Vysledky této ,soutéze* na-
znacuji, ze obor didaktického seminare pro letosni skolni rok nebyl vybran
Spatné.

Slozitou problematiku statistického mysleni naznacuje tivodni staf, ktera
nebyla prednasena a je urcena k obecnému zamysleni. Historicky se pravdé-
podobnost rodi spolec¢né s kombinatorikou aplikovanou na lingvistiku, spo-
lec¢enské jevy, otdzky stvoreni svéta a posléze téz na hry (i kdyZ jen témi
malokterymi, ktefi nedévali pfednost stastné Ndhode).
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Dalsi prispévek je vénovan tvorbé kalkulu diskrétni pravdépodobnosti
a objasnéni vztahu mezi ndhodnym experimentem a jeho matematickym mo-
delem. Pojmy (podminéna) pravdépopodobnost, ndhodné veli¢iny a jejich za-
vislost ¢i nezavislost, jejich stfedni hodnoty a rozptyly, vyrustaji z priklada
klasické pravdépodobnosti. Text vrcholi vykladem smyslu zakona velkych ¢i-
sel a geneze Gaussovy kiivky v modelu binomického rozdéleni pravdépodob-
nosti. Ctenaf by mél ovladat elementarni kombinatoriku, mél by byt ochoten
chipat matematiku nejen jako zajimavou hru s pojmy, ale i jako nastroj pro
modelovani ndhody pritomné v nasem svéteé.

Jestlize se opravnéné o oboru pravdépodobnosti a matematické statis-
tiky tika, ze je Popelkou matematiky, pak geometrickd pravdépodobnost je
Popelcinou Popelkou. Je tomu tak presto, ze pravdépodobnostnimi jevy geo-
metrické povahy jsme doslova obklopeni na kazdém kroku. Stat vénované této
problematice se sklada ze dvou ¢asti: prvni obsahuje vesmés historické ulohy
vhodné pro rozsiteni stfedoskolské vjuky, druhd pak tyto dlohy zobecnuje
a uvadi nékteré velmi obecné poznatky souvisejici s reprezentaci ndhodnych
geometrickych objektt a jejich soubort prostiedky geometrického vybéru.

Teorie pravdépodobnosti je zakladem pro modelovani nadhodnjch pro-
cestl, vhodnych pro popis dynamickych déji kolem nas. Nahodné procesy
jsou systémy nahodnych veli¢in realizujicich se v diskrétnim nebo spojitém
Case a s ruzné silnou vzajemnou vazbou. Z mnoha tfid ndhodnych procestu
jsou v paté prednasce vybrany Markovovy fetézce, které se pfes svou pomeér-
nou jednoduchost hodi na fadu realnych situaci. Je pojednano o zékladni
klasifikaci stavi, ¢tenaf se poudi, jak simulovat realizaci Fetézce na pocitadi.
Vyznamnou limitni vlastnosti nékterych Markovovych fetézci je existence
stacionarniho rozdéleni; zde je kratce vysetfovana rychlost konvergence, kli-
¢ova pro uziti metod markovského Monte Carlo.

Dalsi stat je tvodem do klasického statistického mysleni. Ukazuje, jak
porovnat hypotézu s realizovanym experimentem, jak srovnat dva ndhodné
vybéry, a co délat, chceme-li v pfedpokladaném modelu odhadnout neznamy
parametr predpokladaného modelu. Hlavni ¢ast pfispévku je vénovana pro-
blematice testu statistické hypotézy vcéetné vysvétleni zakladnich pojmi jako
jsou hladina, sila ¢i kriticky obor testu. Pravé pochopeni této statistické me-
todologie je klicem k tspésnému zvladnuti statistického mysleni.

Snad nejpouzivanéjsi statisticky model je regresni analyza umoziujici mo-
delovat zéavislost jedné nahodné veli¢iny (pfesnéji jeji stfedni hodnoty) na
jedné ¢i neékolika veli¢inach jinych. Predpokladan je model, podle néjz je tato
zéavislost linedrni v neznamych parametrech. Na prikladu se skolskou proble-
matikou se ukazuje zptisob odhadu neznamych parametri i testovani hypotéz
o nich. Takto lze dokazovat existenci zavislosti, predikovat budouci hodnoty



vysvétlované veli¢iny ¢i porovnavat zptisob zavislosti v nékolika souborech.
Je naznacena regresni diagnostika, ktera umoznuje zhodnotit vhodnost pou-
zitého modelu k redlnym dattm.

Pojistnd matematika je zajimava matematicka disciplina. Jeji teoreticka
Cast se oznacuje jako teorie rizika a vyuziva pokrocilych postupi teorie prav-
dépodobnosti a matematické statistiky. Jeji praktickd ¢ast je matematika
denni praxe v pojistovnach, zajistovnach, penzijnich fondech a jinych pojisto-
vacich institucich. M4 podporu v pojistné legislativé (napf. institut odpovéd-
ného pojistného matematika) a jeji znalost je zarukou zajimavého uplatnéni
v praxi.

Posledni pfispévek je vénovan vyuziti moderniho CAS systému MuPAD
ve vyuce matematiky na stfedni Skole. Pfipomenme, ze CAS je zkratka an-
glického Computer Algebra Systems, coz v prekladu znamend systémy pro
pocitacovou algebru. Jiz z ndzvu je patrné, ze se jednd o programy umoznu-
jici provadét symbolické matematické vypocty na pocitaci. Pozornost byla
soustfedéna na program sice méné znamy, nez-li je Mathematica ¢i Maple,
pfitom vSak velmi kvalitni, MuPAD Light 2.0. Tento program je mozno ziskat
zdarma pro vzdélavaci acely.

Autofi sborniku doufaji, Ze jeho vydéani pfispéje ke zvySeni zdjmu o né-
hodné jevy a jejich popis i k priblizeni dosud vzdaleného cile, aby podil
pravdépodobnosti a matematické statistiky ve vzdélavacim procesu byl srov-
natelny s jejich vyznamem pro postizeni prirodnich a spolecenskych jev.

Na zavér bychom chtéli podékovat nejenom MSMT ale téz vyzkumnému
zéméru MSM 0021620839, bez jehoz finanéni podpory by tento sbornik ne-
vysel.

Jaromir Antoch, Daniel Hlubinka a Ivan Saxl
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STATISTICKE MYSLENI A JEHO VYUKA

Ivan Saxl

Univerzita Karlova v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta, Ka-
tedra pravdépodobnosti a matematické statistiky, Sokolovska 83,
186 75 Praha 8 — Karlin
ivan.saxl@mff.cuni.cz

Obcan zijici v moderni ,informacni“ civilizaci je vystaven neustdlému
tlaku nejriznéjsich dat i jejich interpretaci a je od néj pozadovano, aby
o né opiral svad kazdodenni rozhodnuti. Uvedme alespoii nejbéznéjsi piiklady
téchto informaci: vefejné minéni o riznych problémech poéinaje zavedenim
trestu smrti a koncée doporucenimi k nakuptm, politické preference, udaje
o zlo¢innosti a dopravnich nehodach, podminky a prednosti riznych ulozeni
uspor, data o nemocnosti, populacnich tendencich, nezaméstnanosti, dafo-
vém zatiZzeni, pracovnich prilezitostech, vzdélavacim procesu a spolecenské
objednévce profesi. Rada bézné se vyskytujicich situaci, k nim# se tato data
vztahuji, demonstruje malou pfipravenost obc¢anu ke kvalifikovanému zacha-
zeni s timto informaénim tlakem (nebot mnoho informaci ob¢any o nééem
presvédcuje a k né¢emu je nabadd): vSichni klienti zkrachovanych penéznich
astavi, vétsina tcastnikt dopravnich kolizi i mnozi nezaméstnani a nemocni
se rekrutuji z téch, ktefi dostupnd data bud p¥ijimali nekriticky nebo naopak
je pausalné odmitli resp. se o né viibec nezajimali. Tato spolecenska situace
je impulsem k uvazovani o efektivité naseho vzdélavaciho procesu ve vsech
oblastech, pochopitelné véetné matematiky a predevsim pravdépodobnosti
a statistiky. Nas kazdodenni Zivot je totiz nepretrzitym Fetézem rozhodovani
v nejistych situacich na zakladé netiplnych dat, zatim co rodinnéa i Skolni vy-
chova jsou piisné kauzalni, tj. pevné svazujici jevy s jejich pfic¢inami, tedy
i naSe jednani s jeho dusledky (,,Nesahej na kamna, spélis sel“ atd.).

V poslednim desetileti minulého stoleti dochazi pfimo k erupci vyzkumu
a praci, tykajicich se fenoménu nazyvaného statistickym myslenim a zpusobu
jeho kultivace jak pro béZzné obcany, tak pro profesionélni statistiky. I kdyz
statistické vzdélavani ve skolach v rizné mife a orientaci probiha jiz vice nez
t¥i stoleti, o jeho podstaté a slozkach nebylo dosud nikdy dostatecné podrobné
uvazovano. Proto neni nijak prekvapivé, ze mezi védci a pedagogy zabyva-
jicimi se touto problematikou neexistuje zadnéa nazorova jednota a soucasny

Klic¢ova slova: Statistické mysleni, vyuka statistiky, intuitivni pfistup, prace s zéky
Podékovdni: Tato prace vznikla za podpory grantu MSM 0021620839 a grantu GACR
¢. 201/03/0946.
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stav lze charakterizovat jako silné nesourodou t¥ist vice ¢i méné spravnych
postiehit bez hierarchizace poznatk® a bez jednoznacénych doporuceni pro
vyuku. Je tfeba zdiraznit, ze pojem statistického mysleni zahrnuje jak prav-
dépodobnostni tvahy, tak interpretaci statistickych dat a termin statisticke
je pouze zkratka.

V této tivodni stati postgradudlniho kurzu statistiky bude nejprve struéné
shrnuta historie statistické vyuky v uplynulych stoletich a poté podan pie-
hled soucasnych predstav o podstaté statistického mysleni i o psychickych
zdbrandch (snaha o kauzalni interpretaci dat a ovlivnéni vlastnimi emocemi
a pranimi) p¥i jeho vytvafeni a uplatfiovani v béZném Zivoté. Odtud pak
vyplynou doporuceni pro vyuku statistice na zakladnich a stfednich skolach.

1. Vyuka statistiky v minulych stoletich

Slovo statistika je italského ptivodu, odvozeno od latinského slova status s vy-
znamem stav; jeho italsky tvar je stato. Jako prvni je patrné pouzil Girolamo
Ghilini (1589 - 1669) v nevydané praci Ristretto della civile, politica, statistica
e militare scienza. Oznacuje zde puvodné nenumerické znalosti o statu, jeho
obyvatelstvu, Zivotnich podminkéch, pravu, obchodu a vyrobé. Az v poloviné
XVIII. stol. pii snaze jednotlivé staty vzajemné porovnat se objevuji ¢iselné
udaje a posléze se stavaji hlavnim obsahem tzv. tabulkové statistiky rozvije-
jicl se intenzivné s nastupem absolutistickych vlad a v souvislosti se dvéma
idejemi rozvoje statu, jez si ob&é vynucovaly shromazdovani dat. Sila a per-
spektiva statu byla odvozovana z poctu obyvatel a jeho ristu. Populacionisté
se proto dozadovali statni podpory obyvatelstva véetné jeho chudsich vrstev
a byli presvédceni, ze zvyseny pocet obyvatel automaticky zajisti riist vyroby
a obchodu. Naproti tomu kameralisté preferovali podporu vyroby a obchodu,
predpokladajice, ze jejich rozvoj a z néj plynouci vyssi zivotni Groven automa-
ticky povedou k ristu poctu obyvatel. Obsahem ,statistiky“ se stavaji vedle
poctu obyvatel také iidaje o nabozenstvi, skolstvi, pravu, armadé a priamyslu.

Vyuka statistiky za¢ind v roce 1660, kdy Hermann Conring zaéind na
université v Helmstadtu pfednaset védu o stété (Staatenkunde). ,,Otcem sta-
tistiky“ je nazyvan G. Achenwall, profesor nejprve v Marburgu (1746) a poté
v Gottingen. Achenwall jiz pouZivd termin statistika, ktery podle vlastniho
tvrzeni odvozuje od italského statista, znamenajiciho stdtnik. Z Némecka se
vyuka statistiky sifi v Sedesatych letech XVIII. stol. do sousedniho Rakouska
(1769) a po napoleonskych valkich v souvislosti s jeho tizemnimi zisky i do
Itélie (Pavie 1814, Padova 1815). V roce 1807 zaéina vyuka statistiky v Ni-
zozemi a o rok pozdéji také v Belgii.



Statistické mysleni a jeho vyuka 3

Zpocatku prisné nenumericka statistika, zvana univerzitni pro rozliSeni od
afedni tabulkové, je soucasti pravniho a posléze i historického vzdélani, ¢asto
je citovan vyrok A. L. von Schlézera, Achenwallova nastupce v Gottingen:
Geschichte ist eine vorlaufende Statistik; und Statistik ist eine stillstehende
Geschichte (Dé&jiny jsou nepfetrzité se ménici statistikou a statistika jsou za-
stavené déjiny). Finanéni obtiZe monarchii si ovSem vyzaduji nové penézni
zdroje a vyznam ufedni tabulkové statistiky roste. Rakouské skoly se stavaji
statistickymi centry, profesofi statistiky a politickych véd s pomoci mistnich
afadi shromazduji provinéni data, na jejichz zékladé se vytvari statistika ce-
lého statu. Podobné je tomu v celé Evropé; v r. 1800 vznika v Parizi Bureau de
la Statistique Generale, Prusky statisticky ufad zac¢ina svou ¢innost v r. 1805.
Velkou zasluhu o rozvoj statistiky méa belgicky astronom L. A. J. Quetelet
(1796 - 1874), ktery zacal aplikovat numerické postupy na rizné stranky spo-
le¢enského zivota i na jednotlivé ob¢any. Dodnes se pouziva Quetelettv index
obezity QI (téz BMI z anglického body mass index, rovny vaze v kilogra-
mech délené ¢tvercem vysky v metrech); QI > 30 popisuje ,,ifedni obezitu*.
Jeho ¢innost vyvolala fadu souhlasnych i nesouhlasnych reakci, nicméné vedla
k zakladani novych statistickych organizaci (Londynska statisticka spole¢nost
1834, Americka statisticka spoleénost 1839, Rakousky statisticky arad 1840,
Ruské zemépisnd spolecnost 1849) a jsou porddany Mezindrodni statistické
kongresy (1851 az 1876), marné se pokousejici o vSeobecné zavedeni metric-
kého systému.

Ke zméndm dochazi i na skoladch. V Belgii dochézi v r. 1835 k prechodu
statistické vyuky na fakultu filosofickou, v r. 1849 je vSak tplné zruSena a zi-
stavaji pouze prednasky z pravdépodobnosti, probihajici od r. 1835 na fakulté
prirodovédecké. Na fakulté filosofické se vSak statistika spolu se zemépisem
vyucuje v Savojsku, odkud se po sjednoceni Italie Sifi po celé zemi. Ve Spoje-
nych statech zahajuje vyuku v r. 1845 virginskéd universita v Charlottesville
v rdmci moralni filosofie (etiky), v roce 1873 je nasledovana Yaleskou universi-
tou (novy pfedmét se nazyval ,Vefejné finance a primyslova statistika®) a do
r. 1900 se statistika objevuje na fadé dalsich universit, véetné MIT, Harvardu
aj. Obsahem byla statni ekonomie, ob¢anské zalezitosti a pravo (jiz Quete-
let vénoval velkou pozornost statistice zlo¢innosti a stupni ovlivnéni jedince
jeho postavenim ve spoleénosti a gramotnosti), demografie aj. Charakteris-
tické znaky nahodnych jevi, pfedevsim jejich variabilita, byly zanedbavany
a pozornost vénovana predevsim popisovanym jevum a hledani analogii k fy-
zikalnim zakontim, v nichZ by stfedni hodnoty, odvozené z dat a relativniho
zastoupeni jejich ruznych slozek, hraly roli fyzikalnich konstant. To je ostatné
dodnes pretrvavajici laicka predstava o statistice.
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Teprve na sklonku stoleti prichézeji s novymi vyukovymi koncepcemi F.
Galton a K. Pearson v souvislosti s aplikacemi statistiky v biologii. Pod jejich
vlivem se rozviji biometricka statisticka skola, povazujici biologické charakte-
ristiky za nezavislé stejné rozdélené jevy a vénujici pozornost pravdépodob-
nostnim rozdélenim, variabilité jevi, regresi a statistickym testtim. K ni patii
také G. U. Yule, ktery ovlivnil nékolik generaci statistiki svym opakované
vydavanym Uvodem do statistické teorie a zaslouzil se mj. o rozvoj statis-
tiky literarnich textd. Ve dvacatych a tricatych letech 20.stoleti vytvari R.
A. Fisher statistiku malych vybérovych souborii s aplikacemi v zemédélstvi.
Zaroven je znovu navazino Uzké spojeni s teorii pravdépodobnosti (termin
matematickd statistika se objevuje v sedmdesatych letech XIX. stol. v Neé-
mecku), jez bylo koncem XVIII. stoleti pferuseno na zdkladé predstavy, ze
teorie zaloZena na hrach nemutize byt aplikovana na spolecenské jevy. Diky axi-
omatickému zakladu vybudovanému Kolmogorovem ve tricatych letech XX.
stoleti, a patrné téz zasluhou matematické formulace ¢etnostni teorie predlo-
zené R. M. E. von Misesem, se pravdépodobnost se statistikou stavaji obecné
uznavanou a respektovanou ¢asti matematiky. Od té doby je statistika pev-
nou souéasti vysokoskolského vzdélani (pfirodovédecké fakulty, socialni, eko-
nomické i technické skoly), velmi zvolna se prosazuje i v zakladnim skolstvi.
Stav a rozsah vyuky je ovSem velmi riizny a zhusta se jedna pouze o navody
na formalni zpracovani datovych soubori a provedeni testti nejjednodussich
hypotéz. Na zakladnich skolach byva statistika ¢asto tou ¢asti osnov, kterou
se z Casovych divodd nepodarii podrobnéji probrat, mnozi ucitelé ji neradi
uéi a jeji obliba u Zakt je minimalni. Ani vztah spole¢nosti ke statistice neni
kladny, vSeobecné je rozsifen nazor, Ze je prostfedkem k dikazu libovolného
tvrzeni, a skuteCnost, ze vSechny statistické vyroky maji pouze pravdépo-
dobnostni charakter, neni obecné znaméa. Naopak jsou oblibena kategoricka
tvrzeni ,,podpofenad” statistickymi daty bez jakékoliv statistické interpretace
a Casto 1 bez formalnich testl, jen na zékladé pohledu do tabulky ¢i na ob-
razek. Smutné disledky této situace byly jiz zminény v tvodu, nejsou vSak
pouze nasim problémem a nelze je vyfesit rychle.

Instruktivni je pfehled aktivit v oblasti vyuky statistiky ve Spojenych
statech americkych v XX. stoleti (Burril, 1991). O zaclenéni této vyuky do
osnov matematiky usilovali pedagogové jiz ve dvacatych letech; pfitom poza-
dovali, aby absolventi rozuméli asponi jednoduchym statistickym zpracovanim
dat a byli schopni je interpretovat. Pozadavek byl opakovan ve ¢tyficatych
i padesatych letech, ale teprve v r. 1967 byla vytvorena komise slozena ze
zastupci uliteld a statistik. Vysledkem jeji prace bylo nékolik publikaci
a ufebnic pro zaky i ucitele, poradani kurzt pro ucitele a vypracovani trile-
tého Programu pro zlepseni gramotnosti ve Skoldch. Ptes zlepSeni celkového
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stavu, v roce 1989 pouze jediny stat (Wisconsin) vyzadoval u v8ech vysoko-
skolskych studentii elementarni statistickou gramotnost (v rozsahu odpovi-
dajicim jednomu semestru). V soucasné dobé pracuje Internetové vzdélavaci
centrum K12 (http://www.enc.com) pro vyuku matematiky ve 21. stoleti,
poskytujici informace o literature, aktivitach, osnovach atd., kde lze ziskat
pfedstavu o rozsahu vyucovani pravdépodobnosti a statistiky v USA.

Podrobnou studii historie statistického vzdélavani v nasich zemich do r.
1848 je kniha Zavodského (1992). Struénym piehledem historie statistické
vyuky je préace Ottaviani (1991).

2. Zasady statistického mysleni

Uzké spojeni mezi teorii pravdépodobnosti a matematickou statistikou, a pre-
devsim jejich pevné zaclenéni do matematiky, je pravé jedna ze skutecnosti,
jejiz vyhodnost a ticelnost pro obé discipliny zkoumajici ndhodné jevy je v po-
sledni dobé zpochybiiovana; sdm termin statistické mysleni (v jeho nezkrace-
ném smyslu, tj. pravdépodobnostni a matematicko-statistické) je produktem
téchto pochyb. Matematika se svou axiomatickou stavbou a z ni vyplyvaji-
cich bezesporné dokazatelnych tvrzeni je totiz védou deduktivni a striktné
deduktivni pfistup neni patrné idedlnim vychodiskem pro porozuméni spo-
le¢enskym, biologickym a patrné i mnohym fyzikalnim jevim, o nichZ teorie
pravdépodobnosti a matematicka statistika na zakladé velmi rozmanitymi
postupy ziskanych dat néco svou charakteristickou fe¢i vypovida. Ze smésice
nazori, napadl a pozorovani jsou v nasledujici ¢asti uvedeny ty, které maji
obecnéjsi platnost, i kdyz jsou odvozeny podrobnéjsim zkoumanim v omeze-
nych oblastech jevtl, predevsim v oblasti vyroby a fizeni. Z divodi strucnosti
nejsou uvadény doslovné citaty, pouze autofi piislunych myslenek. Casto
uzivany anglicky termin wvariation je v dalsim pfekladan slovem wariabilita,
pri¢emz se jim mini promeénlivost jevu prfi zhruba stejném prumérném cha-
rakteru (napf¥. denni produkce, zmény pocasi apod.).

Statistické mysleni je povazovano za zakladni myslenkovou aktivitu zpra-
covévajici informaci v nedeterministickém prostiedi. To konkrétné znamena,
7e ne kazdy jev ma svou piicinu a ze nékteré jevy lze (¢i je nutné?) povazo-
vat za pusobeni ndhody. Variabilita neni novy koncept. Nové je uvédomeéni
jeji existence, které se promitd do kazdé slozitéjsi lidské ¢innosti a ovliviiuje
vSechny aspekty Fizeni spole¢nosti. Statistické mysleni vychézi z uvédomeéni
variability déja jako zédkladniho vzdy pritomného prvku, jemuz méa byt zpra-
covani dat podfizeno v tom smyslu, aby se co nejvyraznéji projevil. Po jeho
kvantifikaci by mélo nésledovat vysvétleni (G. Moore, 1990).
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Podle Boxe, Huntera a Huntera (1978) je statistické mysleni zpétnova-
zebni smyckou nasledujiciho typu: vycerpavajicim zpiisobem jsou zpracovana
data, na zakladé indukce je predlozena hypotéza, ta je deduktivné ovéfena
a jsou formulovany dusledky, jez jsou konfrontovany s vychozi hypotézou.
Neni-li plné potvrzena, je pozménéna a cyklus se opakuje. Pfitom je dilezité,
aby indukci pfedchazelo podrobné seznameni se situaci, kterou ma tloha vy-
fesit, véetné privodnich okolnosti a zptisobu ziskani dat.

Snee (1990) formuluje podstatu statického mysleni jako myslenkovy pro-
ces, uvédomujici si pfitomnost variability v kazdé nasi ¢innosti, a dale sku-
teCnost, ze kazda Cinnost je vysledkem posloupnosti vzajemné souvisejicich
procesu. Pri konkrétni aplikaci na Fizeni spolecenskych ¢innosti pak konsta-
tuje, ze jejich identifikace, charakterizace, kvantifikace, kontrola a omezeni
variability vedou ke zlepSeni vysledku (konkrétné napt. ke snizeni vyrobnich
nakladi ¢i k levnéjsimu operativnimu Fizeni).

Na zékladé této definice Americké spole¢nost pro kvalitu uvadi ve svém
slovniku statistickych terminéi (Glossary, 1996), Ze uceni (statistickému mys-
leni) a ¢innost jim Fizend jsou zaloZeny na nésledujicich principech:

e kazda Cinnost probiha jako systém vzajemné propojenych procest,

e variabilita se vyskytuje u vSech procesi,

e jeji pochopeni a redukce je klicem k taspéchu.

Mallows (1998) upozoriiuje na vychozi bod kazdé statistické analyzy, jimz je
zjisténi, co je v datech podstatné, jak se vztahuji k feSenému problému a co
o ném vypovidaji.

Snizovani variability ovSem nesmi byt obecnym cilem. V biologii pfi Slech-
titelstvi ¢asto dochazi kfizenim riznych druhit ke zvyseni kvality produktt
a naopak rozmnozovani probihajici v ramci tzkého vybéru jedinct vede ke
zvySenému vyskytu degenerativnich jevi.

Modely statistického mysleni a jeho vyuky lze zhruba rozdélit do dvou
skupin. Prvni jsou zaloZeny na soucasnych teoriich uceni a rozvijeni dusevni
aktivity a pokouseji se podat pfimé navody k vyuce statistiky nejen ve skole
(Jones aj., 2000), ale i napt. v Fizeni organizaci (Hoerl a Snee, 2001). Druha
skupina modelu je zalozena na pfimém pozorovani vyukového procesu ¢i na-
vrzeného vyukového ¢i vyzkumného projektu. Je tedy empiricka a pokousi se
objevit konstituéni prvky statistického mysleni i rozpoznat tskali, na které
tento dusSevni proces narazi. Jisté podnéty pro vyukovy proces jsou opét zis-
kany. Dva priklady modeld tohoto druhého typu uvedeme podrobnéji.

Prvni z nich je c¢tyfstupnovy hierarchicky model odvozeny z vjukové
praxe. Ben-Zvi a Friedlander (1997) se v ném pokouseji vysledovat rtizné
etapy vychovy ke statistickému mysleni sledovanim interakce mezi studenty
(vék 13 az 15 let) a vypocetni technikou pfi zpracovani pfedem zadanych dat,
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tj. postupné zlepsovani schopnosti fesit zadany problém s podporou pocitace.
Takto byly identifikovany ¢ty¥i stupné:

Stuperi 0 (nekritické mysleni): soustfedéni na extrémni rysy dat, prace
v zékladnim programovém rezimu (default options: pouZivani linedrnich stup-
nic i pfi velkém rozsahu nerovnomeérné rozlozenych dat, nevhodna volba in-
tervaltl u histogrami atd.), volba grafickych reprezentaci podle estetickych
meéritek a jejich netcelnd nadprodukce znemoziujici dospét k jednoduchym
shrnujicim zavértim.

1. stupen (smysluplné zdtivodnéni zvolené reprezentace): grafické ¢i nume-
rické reprezentace respektuji data a zptusob jejich ziskani, schopnost demon-
strovat vyhodnost zvoleného pfistupu predvedenim jinych méné vhodnych
reprezentaci. Tzv. PCAI cyklus (Pose, Collect, Analyze, Interpret), tj. for-
muluj problém, shromazdi ¢i uprav data, analyzuj a interpretuj, je jesté malo
rozvinuty a prevazuje graficka reprezentace.

2. stuperi (smysluplné pouzivani riznych reprezentaci): schopnost prezen-
tovat data rznym zpisobem (graficky i numericky) s pouzitim standardnich
postup.

3. stuperi (tviréi mysleni): schopnost vymyslet nestandardni reprezentace
dat vhodné pro feseny problém.

Konkrétni fesené priklady a rozbor jednotlivych stadii jsou v citované
praci Ben-Zvi a Friedlandera. Model svou hierarchickou stavbou slouZzi uci-
teli jako popis cesty, kterou jeho zaci pti kultivaci statistického mysleni maji
projit, a jako navod, jak jim pomahat. Jeho pfednosti je, ze zahrnuje pocita-
¢ové zpracovani jako neodmyslitelnou sou¢ast moderni statistiky a zddraznuje
Siroké a snadno dostupné moznosti grafické reprezentace. Ziskani zkusenosti
pii jejim vytvafeni je pro statistickou gramotnost (viz Zavér) dilezité proto,
ze mnoho statistickych vysledki je v odborné literatuie i v mediich graficky
prezentovano nevhodnou a hrubé zjednodusujici, ¢asto i zdmérné zavadéjici
formou (,sugestivni* volbou méfitka ¢i kombinaci nékolika méritek v jed-
nom grafu, soustfedénim na stfedni hodnoty bez predstavy o jejich variabilité
atd.). Zaméfenim na zpracovani zadanych dat vak model Ben-Zvi a Friedlan-
dera pomiji pro kazdy problém klicovou etapu volby vhodnych proménnych
a jejich sbér.

Druhy model odvozeny z empirického zkouméni prezentuje konferen¢ni
prispévek Wild a Pfannkuch (1999); vychazi z dlouhodobé prace se ¢tyfmi
skupinami tcastniki (pocet ve skupiné 5 az 6) vybranych ze student kolem
20 let, profesionalt z oboru psychologie a statistikt (Pfannkuch, 1999). Vy-
sledkem je predstava o ¢tyfrozmérném myslenkovém procesu, jehoZz vSechny
komponenty probihaji souc¢asné. Prvni dimenze je vyzkumny cyklus: ziskani
dat, hodnoceni a interpretace. Druhou dimenzi tvofi soubor ivah o kvalité
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dat, jejich optimalni numerické reprezentaci a o zvyraznéni variability. Tteti
dimenze je vysSetfovaci cyklus, jehoz cilem je sladéni predstav o procesu se
ziskanou informaci véetné posouzeni konsistence dat a moznych nezadoucich
vazeb (napf. emotivni kontextudlni pfistup Fesitele). Posledni etapa nazvana
autory disposition, tj. sestaveni ¢i povaha, je pribéZznou tvahou nad pro-
blémem a jeho FeSenim s fadou slozek, jako zdjem o problém a jeho feSeni,
posouzeni vysledku zdravym rozumem (pokud je to mozné), pfedstavivost,
skryté vyznamy dat (data mohou vypovidat i o néfem, naé¢ jsme se neptali)
i zavéru.

Prevazna ¢ast disertace Pfannkuch (1999) je pfistupnd na Internetu a ob-
sahuje fadu podrobnosti, fesené priklady a zaznamy diskusi nad nimi atd. Ty
jsou patrné nejptrinosnéjsi a jsou otevieny k dalsim, autorkou neuvazovanym
interpretacim. Model je analytickou studii mysSleni v pravdépodobnostnich
a statistickych souvislostech, coz je jeho hlavni pfinos. Volbou tcastnika pro-
jektu je zaméren na osoby jiz proslé zakladnim prip. i vysokoskolskym vzdéla-
nim. Proto rozpoznava jeho nedostatky a naznacuje, co je v ném tieba zlepsit
¢i zménit. Ponékud vSak pomiji skutecnost, Ze soucasny student i profesionél
— s vyjimkou etapy shromazdovani dat — statisticky mysli v tzké kooperaci
s pocitac¢em. Oba modely (Ben-Zvi, Friedlander a Wild, Pfannkuch) se tak
vhodné doplnuji.

Zvlastni kapitolou je pravdépodobnostni a statistické mysleni v geomet-
rickych souvislostech. Geometrickou pravdépodobnost a statistiku skolni os-
novy zcela pomijeji a je obsazena jen okrajové i ve vysokoskolskych kursech.
Pri¢inou je patrné jeji pozdéjsi vznik a dosti samostatny vyvoj, probihajici
dlouhou dobu pfedevsim v ramci praktickych aplikaci (kvantifikace a inter-
pretace obrazi materidlovych a biologickych struktur, geologicky a zvlasté
dulni prazkum). Teorie ndhodnych systémi (tzv. procesit) geometrickych ob-
jekti v eukleidovském prostoru, o nichz ziskdvame informace prostiedky geo-
metrického vybéru (fezy, projekce) se objevuje az v sedmdesatych letech mi-
nulého stoleti, problematika ndhodnych tvari jesté pozdéji. Jejimu vétsimu
rozsifeni brani nedostatecné znalosti z geometrie, jejiz vyuka byla v minu-
lém stoleti postupné omezovana (vSude na svété). Piesto se s intuitivnimi
(tj. opirajicimi se o podvédomé zpracovanou dlouhodobou zkuSenost) apli-
kacemi statistického mysleni s geometrickym obsahem setkdvame doslova na
kazdém kroku a pfi kazdém pohledu kolem sebe. Umélé i pfirodni objekty
(pfedméty denni potfeby, potraviny, chovnd zvifata) maji rozméry i tvary
nadhodné v pomérné uzkyjch rozmezich, v jejichz ramci je hodnotime a pfi-
fazujeme jim urcité vlastnosti. V odborné praxi jsou nejbéznéjsimi priklady
odhady vlastnosti materialt z jejich krystalickych struktur (tzv. velikost zrna
a jeji variabilita u polykrystalil), rozpoznavani geometricky charakterizova-



Statistické mysleni a jeho vyuka 9

telnych patologickych zmén organt a tkani, hodnoceni izemniho a spravniho
¢lenéni s ohledem na ucelnost a operativnost. Problematikou vyuky a pie-
chodu od intuitivniho ke kvalifikovanému pfistupu bylo zatim vénovéano jen
minimélni mnoZstvi praci. Vyjimku predstavuje pomérné rozsahly priazkum
détského vnimani ndhodnosti rovinného rozlozeni bodi (Green, 1992).

3. Poznatky z prace se Zaky

Déti se s ndhodou a rizikem setkavaji jiz v predskolnim véku pii hrach, doma
i v détském kolektivu. Proto se u nich vyviji intuitivni chapani nejistoty né-
kterych déjii, v méné presné podobé i jejich jistoty ¢i naopak nemoznosti
(,maminka bude uréité doma“, , babi¢ka nemize hrat kopanou“). Rozvoj to-
hoto intuitivniho mysleni je t¥eba véas spravnym zptsobem ovliviiovat vhod-
nymi hrami a jejich vykladem. Way (1990) uvadi nékolik piikladi takovych
kolektivnich her pro déti ve véku dvou az tii let. Déti se v nich udi diferen-
covat b&zné predméty (na pf. éasti svych odévl a obuti) podle jejich vlast-
nosti (barva, hladkost atd.), seznamuji se s problematikou stejné i nestejné
moznych jevi prostfednictvim her fizenych hodem jedné ¢i vice minci nebo
tazenim lost z urny.

Rozsahly pruzkum pristupu zaka ve véku 6 az 14 let k ndhodnym jevam
probéhl v It4lii v letech 1975 az 1980 (Perelli d’Argenzio aj., 1991). Jako prvni
stupeii vychovy jsou doporudeny jazykové tlohy, nebot bylo zjisténo, ze zaci
maji potize s terminy bézné uzivanymi ve statistice a pravdépodobnosti.

Do netplnych vét nasledujiciho typu méli zaci dopliiovat slova jisty, ne-
Jisty, nemozny:

e Je ..., ze dnes je pondéli.

e Je ..., ze na konci roku postoupim do vyssi t¥idy.
e Je ..., 7ze nasi fotbalisté vyhraji turnaj.

e Je ..., aby u nas v 1été mrzlo.

Z4ci na jedné strané nevédéli presné, co znamend slovo nejisté, na druhé
strané byly jejich odpovédi ovlivnény emocemi, takze tspéch svych fotba-
list vesmés povazovali za jisty. Podobnymi vétami byly poté testovany rtizné
stupné nejistoty: velmi nejisté, dosti nejisté, trochu nejiste.

Schopnost kvalitativné posoudit elementarni pravdépodobnosti byla sle-
dovéna na urnovém modelu s prithlednymi nddobami a éernymi (C) a bilymi
(B) koulemi s néasledujicim obsazenim: (6B,2C), (3C), (5B,3C), (4B). ZAci
méli urcit urnu, u niz je nejvyssi pravdépodobnost vytazeni bilé. Prekvapivée
se objevovaly odpovédi ,1. urna“ (nejvic bilych) a , je to jedno“! Po podrob-
ném vysvétleni a diskusi byly feseny slozitéjsi tlohy s obsazenim (12B,4C),
(13B,10C) vedouci jiz k relativnimu porovnani éetnosti tispéchu.
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Jako kategoridlni proménné byly hodnoceny napi. obliba pfedmétu (ano,
ne) a frekvence mésict narozeni zaku s otdzkami typu: udéa-li kazdy student
dva oblibené predméty (z deseti), kolik dostaneme tdaji dohromady?, lze
predméty srovnat podle obliby?, narodil se v kazdém mésici aspon jeden
zak?, ma kazdy zak svij mésic narozeni?

Na vhodngch piikladech byla postupné zavedena stfedni hodnota (Zaci
maji rizny pocet ¢istych vykresi; jak je rozdélit, aby mél kazdy stejné) i me-
dian.
feSené ulohy museji byt konkrétni a maji se zakt bezprostfedné dotykat,
data si maji zaci pfipravovat sami,
optimalni je, kdyz sami navrhnou, jaky typ dat potfebuji pro feseni dané
ulohy.

Prikladem statistickych aktivit uréenych pro zaky stfednich skol ve Velké
Britanii jsou kazdoroéné poraddané statistické soutéze o ceny (nékolik katego-
rif zahrnujicich vzdy dva sousedni ro¢niky). Jednd se o zaky pfipravené do-
taznikové akce na aktudlni problémy (doprava, spotfeba energie atd.), déle
o odborné préce (napf. vyzivnd hodnota skolnich svaéin, lokalni ekologie)
a komeréni vyzkum (nabidka zbozi, kvalita produktii). Pro spravnou formu-
laci otézek v dotaznikové akci se pouzivé terminu uméni dotazniku; spociva
v citlivé volbé nerozpornych a neduplicitnich otazek, jejichz pritomnost kom-
plikuje a zdrazuje celou akci.

Poznatky zjisténé na nejniz$im stupni jsou platné i pro stupné vyssi, pouze
tlohy jsou obtiznéjsi. Pfima tcast studentt na pripravé dat je velmi dilezita.
Popularnim piikladem je tloha z knihy Scheaffer aj., (1996) - méfeni praméri
tenisovych micki; pfini obtiznost ziskani dat vede studenty ke kritickému pri-
stupu k datiim ostatnim. Zaroven je uc¢i chapat statisticky pokus jako celek,
spocivajici ve formulaci problému, ziskani dat, jejich analyze a interpretaci
- tedy jiz zminény ,PCAI“ pfistup, a nikoliv jako pouhé numerické cviéeni
s hotovymi daty. Planovani celého pokusu je vzdy dtlezité, zvlastni pozornost
je mu vsSak tfeba vénovat ve vSech pripadech, kdy existuje moznost ovlivnéni
pokusu emocemi jeho organizatori, tj. snahou néco predem formulovaného
vybérovym Setfenim prokézat. Napf. pfi vyzkumu vefejného minéni af jiz for-
mou dotazu ¢i dotaznikovou akci jsou neutralita otdzky a postup pfi tvorbé
vybérového souboru zcela klicové; sugestivni otazka spolu s nevhodnou vol-
bou mista a ¢asu (diskriminujici jisté skupiny obyvatelstva) vysledek zcela
znehodnocuji. Pfinosem podrobné diskuse se zdky je nejen zajisténi korekt-
nosti pokusu, ale i skepse ve vztahu k akcim rfiznjch agentur. Zaci se nauci
respektovat pravidlo, Ze nezname-li pfesnou formulaci otdzky, nepfijimame
nekriticky vysledky vyzkumu. Skepticky vztah k dattm je dilezitou slozkou
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statistického mysleni vedouci predevsim k rozpoznani nevhodné volby sledo-
vané proménné (méfené velic¢iny, otdzky) ¢i jejiho chybného zjistovani (Wild
a Pfannkuch, 1999).

malné spravné, avsak do hloubky nepromyslené feseni. Ucebnicové ptiklady
Casto nemaji piesné formulované piedpoklady, resp. predpokladaji automa-
tické vyuziti pravé probirané latky. Problematicky pak miize byt napf. pred-
poklad stejnych pravdépodobnosti posuzovanych realnych jevi. V disertaci
Pfannkuchové je diskutovan nésledujici priklad:

V rodiné maji t7i dcery. Jaké pohlavi ocekdvate u dalsitho ditéte?

Uéastnici projektu s jedinou vyjimkou odpovidali na zakladé analogie (v pfi-
kladu v8ak explicitné nevyslovené) s vrhem mince, Ze obé pohlavi jsou stejné
pravdépodobnéa. Vyjimku predstavovala zdravotni sestra, kterd byla na za-
kladé své zkuSenosti presvédcena, ze v podobnych pripadech je pravdépodob-
nost dalsiho dévcete podstatné vyssi nez % Svou subjektivni zkusenost uplat-
novala i pfi feSeni jinych ptikladd a odliSovala se tak od ostatnich ¢lent sku-
piny. I kdyZ pomineme skutecnost, ze v primeéru je pravdépodobnost narozeni
chlapce o néco vyssi nez %, mezi 0.51 a 0.52, zkuSenost s pocetnymi rodinami
¢ini priklad spornym. Chceme dostat formalné matematicky spravné reseni
nebo odpovéd na problém z realného zivota? Nemusime v druhém piipadé
respektovat pravidlo, ze kazda realna ,c¢innost“ je vysledkem posloupnosti
celé fady procesi? Zéaroven se vSak nesmi zapominat na to, Ze subjektivni
zkusenost muze byt zavadéjici, protoze je obvykle zalozena na nedostatecné
velkém poctu jevi.

Dalsim zajimavym poznatkem je, Ze zatimco u ucebnicovych tloh po-
dobnych vyse diskutované maji zaci tendenci aplikovat predstavy o stejnych
pravdépodobnostech jevi, a z nich plynouci variabilitu vysledka uvazovat,
pro variabilitu redlnych jevt se vesmés pokouseji hledat kauzalni vysvétleni.
Podobny sklon je pozorovatelny zcela obecné. Na priklad i pfi bézné variabi-
lité lokalniho vyskytu uréitého onemocnéni je pozitivni odchylka zhusta po-
vazovana za predzvést epidemie ¢i dukaz zhorseni zivotniho prostredi; zvlasté
citlivd jsou media, pro néz takové interpretace jsou atraktivni.

Za zminku stoji jeden z mala projektt vénovanych geometrické pravdé-
podobnosti. Probéhl na britskych skoldch s poé¢tem kolem 6000 zakd (Green,
1992) a jeho obsahem bylo zjistit piedstavu zdkt o rovnomérné ndhodném
rozlozeni bodtil v rovinné oblasti. ReSend tiloha byla nasledujici: étverec byl
rozdélen na 16 malych ¢tvereckd a v nich bylo tfemi riznymi zpisoby umis-
téno 16 bodt (v jejich stfedech, po jednom ndhodné v kazdém z nich a ko-
neéné nepravidelné shluky dvou az t¥i v nékterych z nich); zaci méli za kol
vybrat pfipad, ktery povazuji za ndhodny s legendou, zZe se jedna o kapky
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desté (zaci ve veku 7 az 11 let) ¢ snéhové vlocky (11 az 16 let) na ¢tvercovych
stfesnich taskach. Zhruba 60% zakt povazovalo za ndhodné rozmisténi jedno
z téch, kdy v kazdém ¢étverci je prave jeden bod, shluky pfipoustélo jen 15 az
25% z&ku (ostatni nevédéli nebo zamitli vSechny ptipady jako neodpovidajici
jejich predstavé). Vysledek zavisel na kontextu (zda se jednalo o dést ¢&i snih)
a na véku (horsi vysledek u starsich zaki) a v podstaté zaci zddného véku ne-
byli na problém pfipraveni, pojem ,nahodny* jim nebyl jasny a jeho chapani
se s vékem nelepSilo. Z vlastnich zkuSenosti mohu konstatovat, ze i dospéli
absolventi vysokych skol pozorujici rovnomérné nadhodné rozmisténi byvaji
prekvapeni jak pfitomnosti a pocetnosti shluka, tak velikosti prazdnych ob-
lasti. Variantou tlohy bylo rozmistovani bodt samotnymi Zaky; vysledek byl
velmi podobny. Zavér je, Ze jen mirné narusenou pravidelnost intuitivné pova-
zujeme za rovnomérnou nahodnost ¢i ekvivalentné za vzajemnou nezavislost
poloh.

4. Zavér

V radé citovanych praci véetné nazvu amerického programu rozvoje statis-
tické vyuky je pouzivan termin literacy, tj. gramotnost. Rozumi se pod nim
seznameni s ,metodami sbéru, ipravy a interpretace dat, jejich grafickym
znazornovanim, testovanim a prezentaci zavéru z nich vyvozenych“. Patrné
Ize pfijmout tvrzeni, Ze se jedna o specifickou gramotnost informacniho véku,
a pripustit skutecnost, jejiz nasledky vidime velmi ¢asto kolem sebe, Ze nase
skoly opoustéji absolventi v tomto slova smyslu negramotni. Potom je vsak
nezbytnym dusledkem, Ze této gramotnosti bychom méli zaky ucit po celou
dobu jejich vzdélavani a se stejnou péci, s jakou je uc¢ime Cist, psat a vyjad-
fovat se. U¢it je vyznamu slov v souvislosti s ndhodnymi déji pouzivanymi,
vnimani omezené rozmanitosti tvard a rozméru typoveé stejnych objekti, se-
znémit je alespon se zakladnimi typy rozdéleni (hrubé pfedstava pouze o sy-
metrickém normalnim a rovnomérném rozdéleni nestaci) a s pojmy zavislosti
a nezavislosti pfip. korelace dat, nevynechat vicerozmérné ndhodné veli¢iny.
A konecné je dulezité pii vyuce nezapominat, Ze zéci uz leccos z toho, co je
uéime, intuitivné znaji. Jinak hrozi nebezpeci, ze zivotem jiz ovérené zkuse-
nosti nahradime formalnimi ,8kolskymi“ pojmy. S uéenim lze snadno zacit od
prvni t¥idy; prvni napsana pismenka a jejich postupné nabyvané a zrucnosti
amérné priblizovani zadanému vzoru ¢i rychlost a spravnost ¢teni budou ide-
alnim prikladem ndhodného procesu, navic ¢asové zavislého a k soutézivosti
vyzyvajiciho. A které predméty vyssich ro¢nikt nepojednavaji o disledcich
nahodnych jevll a nepracuji s jejich charakteristikami? Na samém pocatku
dochované literatury, v indické Ridgvédé, najdeme narek nestastného hréce



Statistické mysleni a jeho vyuka 13

v kostky, v Mahabharaté se setkame s vybérovym Setfenim, losem je v bibli
délena zemé mezi izraelské kmeny a talmud je plny pravdépodobnostnich pri-
kladt. A déjepis? Hérodotos odhaduje ¢asové rozpéti mezi dvéma egyptskymi
vladci z po¢tu generaci, které se vystiidaji za sto let, v Thukididovi Plata-
j8ti odhaduji ze stfedni tloustky cihel délku Zebiiki potfebnou k piekonani
hradeb, do nichz je uzavtel nepfitel, a vSechny $fastné a nestastné bitvy nasi
historie jsou do zna¢né miry disledkem souhry mnoha soucasné probihajicich
a vzajemneé souvisejicich ndhodnych procesti. Jak mélo vzajemnych srovnani
stati obsahuji uc¢ebnice zemépisu a kolik by se z néj studenti naucili pfi je-
jich sestavovani a grafickém znazornovani. Jednoduchd stochasticka analyza
textd provadéna studenty pii jazykové vyuce by zcela urcité prispéla k jejich
snaze o zlepSeni, ktera by pak méla charakter zavodu s ¢isly. A kolik podnét
statistice pfinesla biologie a sociologie, jak lze bez ni vykladat pravidla ge-
netického vybéru? Aplikace ve fyzice snad ani neni tfeba zminovat. Jestlize
tento spoleény zaklad tolika jevi ve vzdélavani pomijime, jak miZeme byt
spokojeni?

Mizeme se také zamyslet nad vjyukou matematice. V ni jedno plyne z dru-
hého a skoro vSechno souvisi se v§im. Jeji vyznam pro rozvoj exaktniho mys-
leni zakd je nesporny, zachycuje mnoho z historie poznani realného svéta,
byla a je nezbytna pro rozvoj techniky, pfirodnich i spole¢enskych véd. Ale
kolik zakt ve svém zivoté po ukonceni skoly vyfesi alespon jednu kvadratic-
kou rovnici, zkonstruuje si trojihelnik ze t¥i prvkt a zkoumé rozklad cisla
na prvocinitele ve snaze prokazat, Ze se jedna prvocislo? Naproti tomu prav-
dépodobnostni a statistické mysleni od néj bude pozadovano cely zivot. Jeho
vyuka by bez ohledu na osnovy méla byt pribéznou snahou vSech uciteltt ma-
tematiky od prvni do posledni t¥idy. Méli by se snazit do ni zapojit i ucitele
ostatnich pfedméti, resp. jim v ni pomoci upozornénim, kde v jejich predmé-
tech lze ¢i je vhodné tento typ mysleni uplatnit. Internet je v soucasné dobé
naprosto nevycerpatelnym zdrojem podnétti a védomosti, priklada a inter-
aktivnich cviceni. Zvlasté podnétny je on line ¢asopis Journal of Statistics
Education; v Dodatku je pro ilustraci uveden obsah jeho posledniho 11. roc¢-
niku véetné internetové adresy. V ném lze nalézt i fadu citovanych praci.

Zéavérem uvedme shrnuti dosavadniho stavu poznani o statistickém mys-
leni podané Chance (2002) vymezenim jeho zdkladnich Sesti etap:

1. Hledani vhodného typu dat a zptisobu jejich ziskéni pro dany problém.
2. Urceni vhodnych proménnych.

3. Chépani procesu od ziskani dat po jeho zavér jako jediného celku.

4

. Neustala skepse ve vztahu k postupu i vysledku.
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5. Uvaha o vztahu dat k problému, interpretace vysledku v nestatistické
terminologii.
6. Odchyleni od u¢ebnicového postupu, je-li acelné.

Standardné pouzivany postup, kdy studenti maji za kol na zadanych
datech provést vyhodnoceni zékladnich charakteristik polohy a variability
skutecné ¢i modelové ndhodné proménné, p¥ip. provést test predlozené hypo-
tézy, pouze cvici vypocetni techniku, avSak narusuje prakticky vsechna tato
pravidla.

Literatura

[1] Ben-Zvi D. a Friedlander A. (1997). Statistical thinking in a technologi-
cal environment. In: J. Garfield a G. Burrill (Eds.), Research on the role
of technology in teaching and learning statistics. Voorburg, The Nether-
lands: International Statistical Institute, 45-55.

[2] Box G.E.P., Hunter W.G. a Hunter J.A. (1978). Statistics for Ezperi-
menters. John Wiley and Sons, New York.

[3] Burril G. (1991). Quantitative literacy in the United States. In: R. Morris
(ed.): The teachning of statistics. Studies in mathematics education, Vol.
7., UNESCO, Paris, 81-93.

[4] Chance B.L. (2002). Components of Statistical Thinking and Implicati-
ons for Instruction and Assessment. Journal of Statistics Education 10
(2002), No. 3.

[5] Glossary of Statistical Terms (1996). American Society for Quality
(1996), Milwaukee, WTI.

[6] Green D. (1991). School pupils’ understanding of randomness. In: R.
Morris (ed.): The teachning of statistics. Studies in mathematics edu-
cation, Vol. 7. UNESCO, Paris, 27-39.

[7] Hawkins A. (1991). The annual United Kingdom Statistics Prize. In: R.
Morris (ed.): The teachning of statistics. Studies in mathematics edu-
cation, Vol. 7. UNESCO, Paris, 217-227.

[8] Hoerl R.W. a Snee R.D. (2001). Statistical thinking: Improving business
performance. Pacific Grove, CA: Duxbury.

[9] Jones G., Thornton C., Langrall C., Mooney E., Perry B. a Putt L
(2000). A framework for characterizing children’s statistical thinking.
Mathematical Thinking and Learning, 2(4), 269-307.

[10] Mallows C. (1998). “The Zeroth Problem”. The American Statistician,
52, 1-9.



Statistické mysleni a jeho vyuka 15

[11]

[12]

[13]

Moore D.S. (1990). “Uncertainty”. In: L. A. Steen (ed.): On the Shoul-
ders of Giants, National Academy Press, 95-173.

Ottaviani M.G. (1991). A history of the teaching statistics in higher
education in Europe and in the United states 1660 to 1915. In: R. Morris
(ed.): The teachning of statistics. Studies in mathematics education, Vol.
7. UNESCO, Paris, 243-252.

Perelli d’Annunzio M.P., Cutillo E.A. a Pesarin F. (1991). The teaching
of probability and statistics in italian compulsory schools. In: R. Morris
(ed.): The teachning of statistics. Studies in mathematics education, Vol.
7. UNESCO, Paris, 228-241.

Pfannkuch M. (1999). Characteristics of Statistical Thinking in Empiri-
cal Inquiry. Doctoral Thesis. The University of Auckland.

Pfannkuch M. a Wild C. (2002). Statistical thinking models. In: Brian
Phillips (ed.): ICOTS 6, Proceedings of the 6" International Conference
on Teaching Statistics.

Scheaffer R., Gnanadesikan M., Watkins A. a Witmer J. (1996). Activity-
Based Statistics. Springer-Verlag Publishers, New York.

Snee R.D. (1990). Statistical Thinking and Its Contribution to Total
Quality. The American Statistician, 44, 116-121.

Snee R.D. (1999). Discussion: Development and Use of Statistical Thin-
king: A New Era. International Statistical Review, 67, 255—-258.

Way J. (1997). Laying foundations in chance and data. Reflections 21,
No. 1., 223-265.

Wild C.J. a Pfannkuch M. (1999). Statistical Thinking in Empirical
Enquiry. International Statistical Review, 67, 223-265.

Zévodsky P. (1992). Viyjvoj statistické teorie na izemi Ceskoslovenska do
roku 1848. Federalni statisticky ufad a INFOSTAT, Praha.

JOURNAL OF STATISTICS EDUCATION

An

International Journal on the Teaching and Learning of Statistics

electronicka verze: http://www.amstat.org/publications/jse/

Volume 11, Number 3 (November 2003), Table of Contents

e C.M. Anderson-Cook a Sundar Dorai-Raj, Making the Concepts of
Power and Sample Size Relevant and Accessible to Students in Intro-
ductory Statistics Courses using Applets.

e Jessica Utts, Barbara Sommer, Curt Acredolo, Michael W. Maher a Har-
ry M. Matthews, A Study Comparing Traditional and Hybrid Internet-
Based Instruction in Introductory Statistics Classes.



16

Ivan Saxl

David M. Reineke, Jeffrey Baggett a Abdulaziz Elfessi, A Note on the
Effect of Skewness, Kurtosis, and Shifting on One-Sample t and Sign
Tests.

Steve H.K. Ng, Studying the Effect of the Parameters of an Attribute
Acceptance Sampling Plan on its Operating Characteristic Curve: A Vi-
sual Approach.

e Pierre Duchesne, Estimation of a Proportion with Survey Data.
e Nyaradzo Mvududu, A Cross-Cultural Study of the Connection Between

Students’ Attitudes Toward Statistics and the Use of Constructivist
Strategies in the Course.

Volume 11, Number 2 (July 2003), Table of Contents

Michael A. Martin, “It’s like. .. you know”: The Use of Analogies and
Heuristics in Teaching Introductory Statistical Methods.

Paul J. Roback, Teaching an Advanced Methods Course to a Mixed
Audience.

Jonathan R.D. Kuhn, Graphing Calculator Programs for Instructional
Data Diagnostics and Statistical Inference.

Larry Feldman a Fred Morgan, The Pedagogy and Probability of the
Dice Game HOG.

Peter P. Howley, Teaching How to Calibrate a Process Using Experi-
mental Design and Analysis: The Ballistat.

Grete Heinz, Louis J. Peterson, Roger W. Johnson a Carter J. Kerk,
Ezploring Relationships in Body Dimensions.

Volume 11, Number 1 (March 2003), Table of Contents

Daniel W. Schafer a Fred L. Ramsey, Teaching the Craft of Data Ana-
lysis.

Mary Richardson a Byron Gajewski, Archaeological Sampling Strate-
gies.

Arthur Bakker, The Farly History of Average Values and Implications
for Education.

e Tan McLeod, Ying Zhang a Hao Yu, Multiple-Choice Randomization.
e Timothy S. Vaughan, Teaching Statistical Concepts With Student-Spe-

cific Datasets.

Rose Martinez-Dawson, Incorporating Laboratory Experiments in an
Introductory Statistics Course.

James V. Pinto, Pin Ng a David S. Allen, Logical Extremes, Beta, and
the Power of the Test.



Pravdépodobnost a statistika na stfedni skole © MATFYZPRESS 2005

ZAKLADY PRAVDEPODOBNOSTI

Josef Stépan

Univerzita Karlova v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta, Ka-
tedra pravdépodobnosti a matematické statistiky, Sokolovska 83,
186 75 Praha 8 — Karlin

josef.stepan@mff.cuni.cz

1. Co je to pravdépodobnost

Zacneme matematickym modelem pro popis ndhodnych jevi a jejich prav-
dépodobnosti. Uvédomme si, ze aniz bychom konstruovali konzistentni ma-
tematicky model pro nadhodu, intuitivné klademe na pravdépodobnost jisté
yrozumné“ pozadavky. Napriklad aby pravdépodobnost toho, Ze na kostce
padne pétka ¢i Sestka, byla souc¢tem pravdépodobnosti pétky a Sestky. Nas
model takové predstavy zahrnuje a umoznuje nam provadét rigorézni analyzu
fenoménu nahody.

Definice 1. Pravdépodobnostni prostor je trojice (2, F,P), kde Q je ne-
prazdna mnozina, F néktera algebra podmnozin 2 a P pravdépodobnostni
mnozinovéa funkce (PMF) definovana na algebie F.

Specifikujeme: Algebra F je systém podmnozin €2 s vlastnostmi
0,QeF, F°=Q\FeF, FNG,FUGeF pro F,GeF. (1)
PMF P je funkce definovana na algebie F s vlastnostmi

PW®) =0, P(Q)=1, 0<P(F)<1,

P(FUG)=P(F)+P(G) pro FNG=0. @

V kontextu ndhodného pokusu interpretujeme trojici (2, F,P) takto:

e 2 je seznam vSech moZnych vysledk w ndhodného pokusu. Mnozinu 2
v konkrétnich situacich volime tak, aby elementarni jevy w byly témi
nejjemnéjsimi vysledky nahodného pokusu, které je tfeba rozlisovat.

Klicova slova: Pravdépodobnostni prostor, urnovy model, charakteristiky ndhodné ve-
li¢iny, limitni chovani, podminéna pravdépodobnost, nezavislost
Podékovani: Tato prace vznikla za podpory grantu MSM 0021620839.
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e Jednotlivé prvky w € Q) se nazyvaji elementarni jevy, tedy zdkladni
vysledky ndhodného pokusu (napfiklad na kostce padne vysledek 1, 2,
3, 4, 5 nebo 6—méme proto Sest elementarnich jevit).

e MnozZiny F' € F (ndhodné jevy) jsou vlastnosti vysledku pokusu, kte-
rym umime p¥ipsat pravdépodobnost P(F').

e F € F s P(F) =1 se nazyva jev jisty, je-li P(F') = 0, fikdme, ze F je
jev nemozny.

Povsimnéme si, ze vlastnosti F' € F, tj. takové vlastnosti, kterym umime
pridélit pravdépodobnosti P(F'), vykazuji stabilitu na standardni mnozinové
operace. Dale si povSimnéme, ze PMF P méfi pravdépodobnost ndhodnych
jevu F' € F aditivné, tak jako méfime plochu nebo objem.

Vlastnosti (2) maji elementarni disledky, blize viz véty 1.3, 1.4 v [1]:

P(F°) =1 - P(F), 3)

P(F)<P(G), P(G\F)=P(G)-P(F) po FCG, (4)

Fk>: Z P(F}) — Z P(FL,NFj)+...

1<k<n 1<k<j<n (5)
+ ()" P (N Fy).

Specialné
P(FUG)=P(F)+P(G)—P(FNG). (6)

Velmi casto je vysledek pokusu w € ) znacné komplexni entita, za-
timco nas zajimaji jen nékteré jeho numerické vlastnosti, bézné oznacované
X1(w), X2(w), ... Obrazem je nésledujici definice.

Definice 2. (2, F,P) bud pravdépodobnostni prostor. Redlna funkce X de-
finovana na ) s vlastnostmi:

mnozina jejich hodnot X () je koneéna, (7)
mnozina [X =z ={w e Q: X(w) =2} € F prokazdé z € R, (8)
se nazyva nahodna veli¢ina (NV).

Vsimnéme si zejména, Zze pozadujeme [X = z] € F, tedy [X = z] je
nahodny jev a jsme schopni Fici, jakou mé pravdépodobnost. Zfejmé P[X = z]
je pravdépodobnost toho, ze NV X nabjva hodnoty x. Podobné P[X < z]
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je pravdépodobnost toho, ze NV X mé hodnotu, ktera je mensi nebo rovna
¢islu .

Pocet pravdépodobnosti znal ve svych pocétcich ([1], dodatek A4) pouze
kombinatoricky pravdépodobnostni prostor, ktery budeme nyni definovat.

Definice 3. 2 bud koneéné neprazdné mnozina, F algebra vsech jejich pod-
mnozin a PMF P bud definovand jako

_ 7l

P(F) = g1

kde FeFal-| jepocetprvki mnoziny.

Trojice (2, F,P) se nazyva kombinatoricky pravdépodobnostni prostor nad
Q (KPP).

Které pokusy jsou modelovany pomoci KPP nad Q7 Definice 3 fika, ze
P(w) = P({w}) = |92| 7! pro kazdy vysledek pokusu w € €. Pravdépodobnosti
vSech vysledku jsou stejné, KPP nad € je vhodny model pro pokusy, které
neposkytuji davod preferovat nékteré wy € 2 pred jinym wy € €. Pozname-
nejme, ze je-li (Q, F,P) KPP nad , pak kazd4 redlnd funkce X definovana
na €2 je ndhodna veli¢ina.

Uvedeme nékteré priklady nahodnych pokusi, pro které je kombinato-
ricky pravdépodobnostni prostor vhodnym modelem. Ctenadf mozna oceni
prilezitost zopakovat si zaklady klasické kombinatoriky v dodatku Al z [1].

Piiklad 1 (Vybér s vracenim). V osudi je a kouli ¢ernych a b kouli bilych.
Z osudi postupné vytahneme dvé koule, prvou tazenou kouli vratime do osudi
pred druhym tahem. Uvazte ndhodné jevy

B; = [v prvém tahu bila koule], By = [v druhém tahu bila koule]
a vypoctéte P(B1) a P(Bs).
Jak dospét k evidentnim pravdépodobnostem

b
a+b

P(B1) =P(B2) = ? 9)
Jako  se Istivé nabizi mnozina vSech dvouclennych posloupnosti 0 a 1, kde
napiiklad (1,1) oznacuje vysledek, kdy byla dvakrate taZena bila koule, (0,1)
vysledek, kdy v prvém tahu byla tazena koule ¢erna a v druhém tahu bila.
Pokud je vSak a < b, mame opravnény pocit, Ze pokus preferuje posloupnosti
vice zaplnéné jednotkami a tudiz, ze model KPP nad timto 2 neni adekvatni
(bylo by P(B1) = P(Bs) = 3).
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Tuto obtiz odstranime tak, ze kazdé z a + b kouli uméle pridélime vlastni
identitu tim, Ze ¢erné koule ocislujeme ¢isly 1,2,...,a a bilé ¢isly a + 1,a +
2,...,a + b. KPP nad mnozinou § vSech dvouclennych posloupnosti ¢isel

lovanim jsme vysledky pokusu zrovnopravnili. Jest tedy
Q] =(a+b)?,  [Bil=bla+b), [Ba|=(a+Db)b
a vysledek (9) je ovéfen.

Priklad 2 (Vybér bez vraceni). Pokus je stejny jako v prikladu 1 s tim
rozdilem, ze prva tazend koule se do osudi nevraci. Jaké jsou pravdépodob-
nosti P(B;) a P(B2) nyni?

Opakujeme konstrukci z piikladu 1 s tim, Ze (zfejmé) 2 je nyni mnozinou
v8ech dvouclennych posloupnosti riznych prvkd mnoziny 1, 2,...,a + b. Tedy

Q= (a+b)(a+b—1), |Bi|=bla+b—1)  |Bo|=ab+bb—1)

a (kupodivu?) téz dostdvame pravdépodobnosti P(B;) a P(Bsz) jako v (9).
Oba ptiklady jsou velmi specidlni v kontextu zndmych Pélyovych urnovych
schémat (viz [1], 3.6).

Priklad 3. Maxwelliv-Boltzmanntv model ve statistické fyzice uvazuje n
rozlisitelnych éastic a r disjunktnich ¢asti fdzového prostoru (pfihradek).
Vsechna rozmisténi ¢astic do prihradek jsou stejné mozna. Uvazte ndhodné
veli¢iny K1, Ko, ..., K,, které oznacuji po¢ty ¢astic v prihradkach 1,2,... 7.
Urcete P[K; = k] pro 0 < k < n.

Nagim jedinym problémem je matematizovat pojem rozmisténi. Uplny popis
fyzikalni situace spoéiva v tom, ze pofidime adresar ¢astic, tj. (a1, az, ..., an),
kde 1 < ay, < r je adresa (¢islo ptihradky) ¢astice 1 < k < n. Spravny model
je tedy KPP nad mnozinou 2 vSech posloupnosti ¢isel 1,2, ..., r délky n. Jest

o1 =", 11K =8 = 1K = | = ()=
Vzhledem k symetrické povaze pokusu je jedno, kterou z pfihradek uvazu-
jeme, bez 1jmy na obecnosti tedy zvolime pro vypocet tu prvni. Odtud plyne
prvni rovnost. Pak vybereme k ¢astic do prvé prihradky, zbyvajicich n—k ¢as-
tic rozmistime do zbyvajicich r — 1 pfihradek libovolné, ziskdme tak druhou
rovnost.Jest tedy pro kazdé k € {0,1,...,n}

e NG N ) A
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Vice o Maxwellové-Boltzmannové modelu a jinych modelech statistické
fyziky naleznete v [1], kapitoly 3.3, 3.4 a 3.5. Nékteré tlohy mohou byt obtizné
i z hlediska kombinatorického.

Piiklad 4. Sestkrate hodime symetrickou kostkou. Uvazime ndhodné veli-
¢iny Ki, Ko, ..., Kg, kde K; oznacuje pocet bodtu dosazenych v i-tém hodu.
Vypoctéte pravdépodobnost p toho, Ze posloupnost K1, Ko, ..., Kg je mono-
tonni.

Modelem pro tento pokus je zfejmé mmnozina Q = {1,2,...,6}5 vSech
posloupnosti ¢isel 1,2,...,6 délky 6 a KPP nad ni. Oznacime

M; = [K; < Ky <+ < Kgl, My =Ky > Ky > -+ > K],
Ms = [K; =Ky =+ = Kg).
Protoze pocet neklesajicich posloupnosti ¢isel 1,2,...,n délky r je tolik co

kombinaci r-té t¥idy z n prvki s opakovanim (viz dodatek A1, [1]), dostdvame

6—-14+6 11
o= nl= (7T = () =

Pouzitim formulky (6) obdrzime vysledek:
p = P(Ml U Mg) = P(Ml) + P(Mg) - P(Ml N Mg)

11
—2p(y) - P(sy) — 28] - &

= 0,0197.

Pouzili jsme formuli (6), jeji obecnéjsi verze (5) umozni fesit ulohy jako
je nasledujici (viz [1], priklad 1.3).

Priklad 5. Pocita¢ ndhodné a rovnomérné generuje permutace celych ¢isel
1,2,...,ntadun, (ki, ks, ..., k). Urcete pravdépodobnost p,, toho, Ze bude
generovana permutace s alespon jednou shodou, tj. takova permutace, ze
existuje 1 < j < n takové, Ze k; = j.

K dosazeni vysledku Y (—1)"(n!)~! pouzijte vzorec (5). Povsimnéte si,

7e limy, oo pp = 1 — e =0,6321.

Priklad 6. Uvazte znovu pokus z p¥ikladu 4 a ozna¢me M maximum dosazZe-
nych bodt, M = max{K;, Ko, ..., Kgs}. Uréete pravdépodobnost P[M = k]
pro1l <k <6.
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Snadnéji ur¢ime pravdépodobnosti P[M < k], neb je zfejmé, Ze jev [M
k] zahrnuje pravé kS jevii elementarnich. Odsud, podle (4), je pro 1 < k <

o IN

PIM =k =P([M < k]\ [M < k—1])
kS (k—1)8 (11)

—P[M <k -PM<k-1]=5 -0

Vypocteme-li pravdépodobnosti p, = P[M = k], dostaneme tabulku

k 1 2 3 4 5 6
pr | 0,00002 | 0,00135 | 0,01425 | 0,07217 | 0,24711 | 0,66510

Vidime, Ze nejpravdépodobnéjsi hodnota (modus) maxima M je 6 a jeho
pravdépodobnostmi vazeny pramér (stfedni hodnota) je >, kpr = 5,5609.

Nage priklady se dosud tykaly pouze experiment® s kone¢nou mnozinou
vysledkt €2, které jsou povazovany za stejné pravdépodobné a které jsou
modelovany pomoci KPP nad €. Nésledujici pfiklad vyZaduje model s neko-
necnou mnozinou vysledki.

Priklad 7. Poéita¢ generuje ,ndhodné a rovnomérné“ éisla w € [0, 1]. Urcete
pravdépodobnost p,, toho, ze bude generovano ¢islo w jehoz dvojkovy rozvoj
m4 na n-tém misté jednotku (uvazujme rozvoje s koneénym poctem jednicek
pro ¢isla typu 277).

Jak modelovat tento ndhodny pokus v ramci definice 1?7 Ziejmé musi
byt Q = [0, 1]. Je-li X,,(w) n-ty ¢len dvojkového rozvoje ¢isla w, pak p, =
P[X, = 1] a (2,F,P) musi tedy byt takovy prostor, Ze funkce X1, Xo, ...
jsou nahodné veli¢iny. Protoze

X, =1] = Bl} Xo=1] = B%)u [21]

k-1 k 2" — 1 (12)
Xy =1] = U [27727> U [2—7171] e

1<k<2"

k sudé
je tento pozadavek splnén, kdyz algebra F zahrnuje vsechna konec¢néa sjed-
noceni disjunktnich intervali. Nastésti systém téchto sjednoceni je sam jiz
algebrou a problém dvojice (2, F) je vyfeSen. Jak definovat pravdépodob-
nost P(F)? Generator vybird ¢isla w € [0,1] ,rovnomérné“, je tedy tieba,
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aby pravdépodobnost intervalu I byla rovna jeho délce |I]. Abychom vyho-
véli pozadavku na aditivitu pravdépodobnosti P, definujme pravdépodobnost
sjednoceni disjunktnich intervalti jako soucet jejich délek, tedy

P(F) = |ll, kde F = | J I, IxNI;=0prok +#j. (13)
k=1 k=1

Neni tGplné snadné se presvédéit, ze definice (13) je korektni, tj. Ze hodnota
P(F) nezavisi na volbé rozkladu Iy, ls,...,I,, a Zze P je PMF ve smyslu
definice 1.

Umluvime se, Ze takto konstruovany pravdépodobnostni prostor bude na-
zyvan generdtor ndhodnych ¢isel v intervalu [0, 1]. Jeho konstrukce je takové,
Ze kazda funkce X,,, kde X,,(w) je n-ty ¢len dvojkového rozvoje w, je ndhodné
veli¢ina. V rdmci tohoto modelu dostavame pomoci (12) ocekdvany vysledek

1 1
pn=P[X,=1]=2" 12725 : (14)
Pokusime se zobecnit pravdépodobnostni chovani ndhodnych veli¢in, které
prozatim vstupovaly do nasich ptiklada.

Pro nésledujici text se domluvme, ze znak X ~ R budeme ¢ist ndhodnd

velicina X ma rozdéleni R, nebo X se 7idi rozdélenim R.

Definice 4. Rekneme, e NV m4 alternativni rozdéleni s parametrem p €
[0, 1], piSeme X ~ Alt(p), kdyZ X méa pouze hodnoty 0 a 1 tak, zZe

P[X =1] =p, a PX=0=¢g=1-0p.

Vratime se k piikladtm 1 a 2, oznacime X; = Ip, a Xo = Ip, (Ip(w)
nabyvéa hodnot nula a jedna; Ig(w) je jedna pravé tehdy, kdyz w € B). X3
a X5 jsou tedy indikatory bilé barvy v prvém a druhém tahu. Ziejmé je

b
X; ~ Alt [ —— i =1,2.
Zt(a—i—b) pro i

Také dvojkové souradnice v prikladu 7 jsou takové, ze X, ~ Alt (%)

Definice 5. Rekneme, 7e NV X m4 binomické rozdéleni s parametry n € N
ap € [0, 1], piSeme X ~ Bi(n,p), kdyz X ma hodnoty v mnoziné {0,1,...,n}
a plati, ze

P[sz]Z(Z)pkq”_k7 0<k<n, g=1-p
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Poznamenejme, ze aditivita P si vynucuje, aby platilo

zn:P[X:k] =P (O[X—k]) =P(Q) =1,
k=0

k=0

coz je podle binomické véty spravna rovnost.
V prikladu 3 vystupuji NV K, K, ..., K,, které oznacuji pocet ¢astic
v piihrddkach 1,2,...,r. V (10) jsme odvodili, Ze

1
K, ~ Bi (n, —) pro 1<j<r, (15)
r
je-li n celkovy pocet ¢astic. Uvedeme dalsi pfiklady NV s binomickym rozdé-

lenim.

Priklad 8. Minci, jejiz rub je oznaden nulou a lic jednotkou, hodime n-kréte,
Sy, bud pocet dosazenych jednotek. Ukazte, ze pak plati S, ~ Bi (n, %)

Pokus je modelovan jako KPP nad mnozinou 2 vsech nula-jednotkovych
posloupnosti délky n. Ziejmé jest pro 0 < k <n

G ()

takze S,, méa rozdéleni Bi (n, %)

Priklad 9. V osudi je a kouli ¢ernych a b kouli bilych. Z osudi postupné
vybirdme n kouli, tazenou kouli vzdy vracime. K,, bud NV, kterd oznacduje

pocet tazenych kouli bilé barvy. Dokazte, ze K,, ~ Bi (n, aLer).
Tento pokus (viz piiklad 1) modelujeme pomoci KPP nad mnoZinou
vSech posloupnosti ¢isel 1,2,...,a + b délky n. Dostavame

Q1= (a+b)" a |[K,=Fk|= <Z>bkank,

’ a+b
Tyto definice samoziejmé nevycerpavaji vsechny moznosti pravdépodob-
nostniho chovani ndhodnych veli¢in, ukdzkou je maximum M v piikladu 6.
Nasledujici charakteristiky toto chovani ¢asteéné popisuji.

takze K, ~ Bi (n L).
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Definice 6. Je-li X ndhodn4 veli¢ina, pak ¢isla

EX=) 2P[X=2] a varX=) (z—EX)’P[X =2

nazyvame stfedni hodnota a rozptyl ndhodné veliciny X.

Poznamenejme, Ze soucty » . v pfedchozich formulich jsou soucty ko-
necné, protoze P[X = z] # 0 pouze v konetné mnoha piipadech. Pozname-
nejme také, Ze interpretujeme-li P[X = z] jako hmotu umisténou do bodu

My

hmotnych bodi.
Jednoduché vlastnosti stfedni hodnoty jsou:

Véta 1. Budte X aY NV, a,b,c redlnd ¢isla. Pak
E (aX +bY +¢) = aEX + bEY +c, (16)
kdyz P[X > a] > P[Y > a] pro vsechna a, pak EX > EY. (17)

Dtikaz je snadny, (16) napfiklad dostaneme aplikaci néasledujictho vzo-
recku.

Lemma 1. Jsou-li X a'Y nahodné veliciny, f(z,y) redlnd funkce definovand
na R?, pak Z = f(X,Y) je také ndhodnd velicina a

EZ =) f(z.yPX =2Y =y]. (18)
Je tedy -

E(X+Y) = (Z)(x +yYPX =2,V =y
:ixZP[X:x,Y:yH—Z yY PX =2,V =y (19)
:ixPiX:xHZyP[Y:Z]:ExXJrEY

a také “’ y

EX? =) 2°P[X =a]. (20)

Spocteme (18): jest

[Z =z]= U X=x,Y=yleF, A, ={(=zv): flzx,y) ==z}
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Z je tedy ndhodné veli¢ina a aditivita P ¥ika, ze
PZ=z= > PX=zY=y
(a:,y)EAz
Jest tudiz
EZ=) PZ=2l=> z Y PX=2Y=y
z z (z,y)€A.

=Y f@yPX =z,Y =y
(z,y)

O
Véta 1 spolecné s pravé dokazanym lemmatem verifikuji i nasledujici vlast-
nosti rozptylu.

Véta 2. Je-li X NV, a,b, c redlnd cisla, pak
varX = E (X — EX)* = EX? — (EX)?, (21)
var (aX + b) = a’varX. (22)

Poznamka 1. Formule (21) nas navadi, abychom po¢itali rozptyl varX jako

ZxQP[X =z — (ZxP[X = x])2

Urcete takto rozptyl maxima M v piikladu 6 (spocitali jsme EM = 5,56029).
Takto také snadno ovérite, ze

pro X ~ Alt(p) je EX =p a varX = pq (23)
pro X ~ Bi(n,p) je EX =np a varX =npq.  (24)
Uvazte jesté ndhodnou veli¢inu X, kterdA méa rovnomeérné rozdéleni na

mnoziné {x1,%2,...,zn}, tj. P[X = z;] = 1/n pro 1 < k < n. Stfedni
hodnota je tedy v tomto pripadé aritmeticky prumeér

1
EX=7T=—
DL
2
a rozptyl je aritmeticky primér ¢tverct odchylek od =

1
varX = s? = - Z(mk -7)%
k

Zvolte zj, = k, urlete T a s2.

Skuteény vyznam rozptylu ukazuje nasledujici nerovnost.
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Véta 3 (Cebysevova nerovnost I). Je-li X ndhodnd veli¢ina a € > 0, pak

P[IX —EX|>e] < VX

3

Cebysevova nerovnost iiké, Ze s klesajicim rozptylem se zvétsuje koncentrace
pravdépodobnosti v libovolném okoli stredni hodnoty.

Dikaz je snadny. Je-li Y funkce pfifazujici hodnotu 1 ndhodnému jevu
[[X — EX| > ¢] a hodnotu 0 opa¢nému jevu, pak Y ~ Alt(p), kde p =
P[|X — EX| > ¢]. Podle (23) je

P|X —EX|>¢]=EY <E [¢*(X - EX)’] = ¢ *varX,

kde prva nerovnost plyne z (17), protoze (!) Y < e 2(X — EX)? a druha
rovnost je disledek linearity (16).

Pomoci EX = p a varX = ¢° muzeme konstruovat interval, ktery po-
kryvéa hodnoty X s velkou pravdépodobnosti 1 — « (tfeba a = 0,05). V Ce-

bysevové nerovnosti volte € = % a dostanete

2

o o o
Plp——<X< | >1-==1-
YRy > @
Proa:0,05je\/Lai4,5adostévéme
Plp—4,50 < X < u+4,50] > 0,95. (25)

Tento odhad, diky své univerzalité, pfili§ uzite¢ny neni. Dodatecnd infor-
mace o typu rozdéleni NV X miuze interval [ — 4,50, i+ 4,50] pfi zachovani
nerovnosti (25) podstatné zkrétit, jak ukdZeme v zavéru tohoto odstavce.

VySetiime limitni chovani binomickych pravdépodobnosti Bi(n, p) ve dvou
zcela odlisnych situacich.

A. Bi(n,p) pro velké hodnoty parametru n a malé hodnoty pravdépodobnosti
p,je-linp =A< n.

Presnéji, pfedpoklddame-li, ze lim,,_,o np, = A > 0, pak

e O e =

’ v . . v/ - k v 7 z
mé pfi n — oo limitu rovnu ¢islu £ k,)‘ pro kazdé pevné k =0,1,2,....
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Umluva 1. Rekneme, ze ndhodna veli¢ina X ma Poissonovo rozdéleni Po()),
kdyz nabyva hodnot £ =0,1,2... s pravdépodobnostmi

e  M\F
k!
Povsimneme si, ze celkova pravdépodobnost je

iimxsz:€A

k=0 k=0

PIX = k] =

)\k’

I 1.

WE
|
I

Definujme stfedni hodnotu i pro ndhodnou veli¢inu X ~ Po()) s nekoneéné
mnoha hodnotami. Je pfirozené zobecnit definici 6 na nekoneéné soucty

EX =) kP[X =k, varX=) (k—EX)’P[X =4
k=0 k=0

Primym vypoctem zjistime, ze EX = varX = .

Uvédomime si, ze na tomto misté skutecné jde o tmluvu, v nasem kon-
textu jsou ndhodné veli¢iny funkce, které nabyvaji pouze konecné mmnoha
hodnot. Obecné zavedeni stfedni hodnoty (a rozptylu) vyzaduje jistou miru
opatrnosti pii zachdzeni s nekoneénym souctem ¢i integralem.

Vyse uvedeny limitni vypocet ma nyni tvar nasledujiciho tvrzeni.

Véta 4 (Poissonova véta). UvaZujme ndhodné veliciny X,, ~ Bi(n,pp)
takové, Ze lim, oo np, = A > 0 a ndhodnou veli¢inu Y , kterd md Poissonovo
rozdéleni Po()\). Pak

lim P[X,, = k] =P[Y = k] pro k=0,1,2,...
Pouceni 1. Je-li X,, ~ Bi(n,p), n — oo a p — 0, pouzijeme aproximaci
X, ~ Po(np).

Podle vzorce (15) maji pocty ¢astic K1, Ko, ..., K, z pfikladu 3 binomické
rozdéleni Bi(n,1/r). Pii n = 500 a r = 365 muZeme bezpeéné nahradit bi-
nomické rodéleni Bi (500, 1/365) Poissonovym rozdélenim Po (500/365). N4~
sledujici tabulka uvadi pfesnou hodnotu pr = P[K; = k] v fddku druhém
a jeji Poissonovu aproximaci ay v fadku tfetim.

k 0 1 2 3 1 5 6
pr | 0,2537 | 0,3484 | 0,2388 | 0,1089 | 0,0372 | 0,0101 | 0,0023
ar | 0,2541 | 0,3481 | 0,2385 | 0,1089 | 0,0373 | 0,0102 | 0,0023
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Pravdépodobnost pg Ize interpretovat jako pravdépodobnost toho, ze ve
skupiné péti set osob nema nikdo narozeniny 1. ledna. Za jakych okolnosti
a proc¢?

B. Druhym limitnim chovidnim binomického rozdéleni je situace Bi(n, p) pro
velké hodnoty n a ,nikoliv ptili§ malé ¢i velké“ hodnoty p.

Do této asymptotiky ,magicky“ vstupuje hustota ¢(-) a distribuéni funkce
®(-) normélniho rozdéleni pravdépodobnosti, kterému také fikame Gaussovo,
tj-

1

<,0(1§)=\/%e’%t2 a @(x):/f o(t) dt.

Uvédomme si nyni o jaky typ ndhodné veli¢iny jde. V predchozi tabulce
si mizeme povsimnout, ze hodnoty 0, 1, az 5 dévaji dohromady pravdépo-
dobnost pies 99%, tedy s témér jistotou lze tvrdit, ze vysledek (pocet lidi ze
skupiny 500 osob, které maji narozeniny 1. ledna—za pfedpokladu, ze rok ma
365 dni, lidé se rodi rovnomérné a ve skupiné se nevyskytuji dvojcata) bude
jedna ze Sesti hodnot (se stale vysokou pravdépodobnosti se lze omezit jen
na hodnoty 0, 1, 2, 3).

Nyni je situace uplné jina. Uvazujme velky pocet ndhodnjch pokusi ve
kterych vystupuje ndhodnéa veli¢ina s alternativnim rozdélenim s dostatecné
velkym parametrem p. Napfiklad pfi 600 hodech kostkou je za predpokladu,
Ze Sestka padne s pravdépodobnosti 1/6, nejpravdépodobnéjsi vysledek 100
Sestek. Tato hodnota méa ale pravdépodobnost zcela zanedbatelnou, mensi
nez 5 %! Jmenovité jde o hodnotu

P[X = 100] = (600> 5500 7

100 6600 " 10107

jak se lze pfesvédcit pouzitim Stirlingova vzorce pro piiblizny vypocet fak-

toridlu

n! &~ V2mne ™.
Pro pevnou hodnotu p a vzristajici pocet pokusi roste i pocet vysledk,
které lze ocekavat. Vysledkem je, ze limitni rozdéleni musi obsahovat neko-
necné mnoho hodnot. Jednotlivé hodnoty ale maji nulovou pravdépodobnost
a smysl mé hovotit pouze o pravdépodobnosti néjakého intervalu. Zavedme
si proto normalni rozdéleni.

Umluva 2. Rekneme, ze ndhodn4 veli¢ina Y m4 normalni (Gaussovo) roz-
déleni N(0,1), kdyz
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Povsimneme si, ze celkova pravdépodobnost je

oo

P[—oo<Y<oo]=/ pt)dt=1 a P[Y =y]=0.

Definujme EY = [*°_tp(t)dt a vary = [*_(t — EY)” (t) dt.
Lehce spocitame, ze EY =0 a varY =1 (proto N(0, 1))

Ani tato timluva nemuze byt povazovana za definici. V nasem kontextu
Y neni ndhodné veli¢ina.

Jakou souvislost ma Gaussovo rozdéleni s rozdélenim binomickym? Poku-
sime se ,rozlozit* Pla <Y < b] do binomickych pravdépodobnosti pii p = %
Budeme potfebovat nékolik poznatkt z komplexni analyzy a zakladniho kal-
kulu. Vysledky néasledujicich vypoctu jsou shrnuty ve vétach 5 a 6; Ctenar,
kterého nezajima jejich odvozeni, proto muize nasledujici ¢ast vynechat.

Polozime
_k—np 2k-n

N vn

a nejprve nahradime integral fab ©(t) dt Riemannovou sumou:

2 —152 1 > —iuxr —142
E — e 2%nk = — E e nk @732 du,
— V2mn mn o

kde sc¢itame pres vSechna 0 < k < n takova, Ze a < x,; < b, a pouziviame
formuli

Tnk

L[ 1 [

o ) o 21 J_ o

7 . (oo} . 7 my/n
Nahradime-li [~ integralem [ Z

mn

a pouzijeme-li standardni aproximaci

exponenciely, je
2 n n
1,2 u u U _iu \ "
-yt = (1 —1 —_ el :2_"(1\/5 7'\/5)
e ( o +o(n )) Cos (\/ﬁ) e'vr e
—_iw \ T 2 L n
oo (o) (9 1)

Celkem dostavame
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a konec¢né, po substituci ¢t = \2/—“5, s vyuzitim toho, ze % f:r e~ E=3) dt je

Kroneckerovo 6y, vypocitame

. 7n1 " —1 ) n
Pla<Y <0 =2 %zk:/we (et 1) at

2X, —
5 (oot
k:a<z,i.<b \/ﬁ
_p {a < Xnmp b} ,
Vv 1pq
kde X, ~ Bi (n, 1).

Tuto heuristiku 1ze realizovat korektné pro kazdé pevné p € (0, 1) (viz [1],
odstavec 4.5). Plati

Véta 5 (Moivreova-Laplaceova véta lokalni). Pro p € (0,1) a stejno-
meérné pro 0 < k < n plati:

NN &k n—k 1 1 k—mnp
PP = =) + o(n7F), @k = .
(7) () +olnh), =

Vyraz o(n’%) vyjadiuje maly zbytek, ktery pfi vzrastajicim n konverguje
k nule rychleji nez n=z. Je tedy zanedbatelny vzhledem k uvedenému ¢lenu.

Jest tudiz
Sgn_l - 2n —on __ 1 _ 1
P[Qn 2](71)2 7\/7T’I’L+O(n !

pro So, ~ Bi (n, %) a k tomuto odhadu lze opét pouzit Stirlingtiv vzorec.

V kontextu prikladu 8 tedy plati: Pravdépodobnost toho, ze pti n hodech
minci obdrzime vysledek 1 (lic) pfesné v poloviné piipadi, je fAdové mald
jako nz. Cebysevova nerovnost viak v tomto piipadé vypovida, Ze af je okoli
% jakkoliv malé, pak relativni ¢etnost 2= se naléz v tomto okoli s pravdépo-
dobnosti, ktera je fadové velks jako 1 —n~!. Tato dvé sdéleni mohou pFispét
ke spravnému pochopeni zdkona velkych Cisel.

Véta 6 (Moivreova-Laplaceova véta integralni). Je-li X,, ~ Bi(n,p)
pro p € (0,1), pak

X_
lim P |a< 22— "P

n—0o VIPq

stejnomérné pro —oo < a <b < oo, kde Y ~ N(0,1).

<bl=Pla<Y <1
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Moivreovy-Laplaceovy véty (1801) patii do historie matematiky. Z polo-
viny minulého stoleti pochéazi nasledujici vynikajici zpfesnéni véty integralni:

Véta 7 (Nerovnost Berry-Essénova). Pii okolnostech a znaceni inte-
grdlni vety 6 plati
P +q

Vv 1Pq

X, —np
P[a<”7<b —Pla<Y <b)| <16
S g S <Y <) <

pro libovolnou volbu —oo < a < b < 0.

Rad chyby n~z nelze zlep§it, aproximace binomického rozdéleni Gausso-

VVVVVV 1 pP’+(1-p)*
p(1—p)
mé minimum rovno jedné pro p = %) Pro intervaly typu (—oo, b) plati Berry-
Essénova nerovnost s konstantou 0,8.

Pouéeni 2. Je-li X,, ~ Bi(n,p) a n — oo, aproximujeme X\;n__];;p ~ N(0,1)

s presnosti, kterad je dana Berry-Essénovou nerovnosti.

Takto pouceni muzeme zkratit univerzalni interval koncentrace pravdeé-
podobnosti (25). Je-li X ~ Bi(n,p) pro n velké, pak

X —np
Vv 1pq

Plu—1,960 < X < pi+1,960] = P {

< 1,96]
1,96

1 /
V21 ) 106

kde jsme pouzili obvyklé znaceni y = EX = np a 02 = varX = npq.

e~ dt = 0,95,

2. Podminovani a nezavislost

Zacneme opét matematickym modelem.

Definice 7. (2, F,P) bud pravdépodobnostni prostor, F' a G ndhodné jevy
v F a P(G) > 0. Cislo
P(FNG)

P(G)

se nazyva podminéna pravdépodobnost ndhodného jevu F' pfi podmince G
(také ¢teme—pravdépodobnost F' podminéna G).

P(F|G) =
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Definice by méla vyjadfovat, jaky vliv miuZe mit informace, Ze vysledek
pokusu ma vlastnost G (w € G), na nové posouzeni pravdépodobnosti na-
hodného jevu F. V KPP nad Q ma podminéna pravdépodobnost tvar

IFNG]
G| 7

P(F|G) = (26)
coz je nepodminénd pravdépodobnost jevu, Ze vysledek pokusu mé vlastnost
F NG v modelu KPP nad 2 = G. VyzkouSejme, zda definice spliiuje nase
ocekavani.

Vratme se k piikladim 1 a 2 z prvni éasti. Pfi vybéru s vracenim by
informace o tom, ze v prvém tahu byla taZena bild koule (Bj), méla byt zcela
irelevantni pro posouzeni pravdépodobnosti toho, Ze i v druhém tahu bude
tazena bild koule (Bs), tj. mélo by platit P(Bg|B1) = P(Bs). Je tomu tak,
nebot

_P(BiNBy) |BinB| b b
PBB) = =5y = Bl bat® atb (@)
— P(B)).

Pii vybéru bez vraceni je informace B; podstatnd. Tah bilé koule v prvém
tahu p¥ipravil pro druhy tah osudi s novym barevnym slozenim (a ¢ernych

kouli, b — 1 bilych. Mé&lo by tedy byt P(Bz|B1) = %. Je tomu tak:
BN Bs|  bb—1) b1
P(B2|B1) = = = . 28

Vratime se jesté k prikladu 3 z pfedchozi ¢asti a uré¢ime podminénou pravdé-
podobnost
P[Ks = kol K1 = k1]

jevu, ze v druhé prihradce bude ko ¢astic, bylo-li jiz zjiSténo, Ze v prvé pri-
hradce je ki ¢astic:

Ky = ki, Ky = k|

P[Ks = kol K1 = k1] = I

(K1 = k]
(0 r =2y
e )

_ (ngfl) ((r—1) - 1)("—k1)—k2
N (T — 1)n—k1 )
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coz je nepodminénd pravdépodobnost toho, ze v modelu s » — 1 prihradkami
an—kp ¢asticemi bude v druhé pfihradce ko ¢astic: Ozndmi-li pozorovatel, Ze
v prvé prihradce zjistil k1 ¢astic, bude podminéné pravdépodobnost toho, ze
v druhé prihradce je ko Castic pocitana jako nepodminéna pravdépodobnost
ve smyslu vzorce (26). Podminéné pravdépodobnosti umoziiuji modelovani
vzorce pro uplnou pravdépodobnost. Bud = UZ:O Fj. disjunktni rozklad
prostoru Q (tedy F; N F; = () pro i # j) a P(F}) > 0 pro 0 < k < n, pak

P(B)=Y P(F)P(B|F,) pro BEF. (30)
k=0

Priklad 10. Deseti bilymi ¢i ¢ernymi koulemi je osudi naplnéno tak, Ze bylo
desetkrate hozeno symetrickou minci; padl-li rub (lic), byla do osudi vloZena
koule bild (¢ernd). Z takto ndhodné naplnéného osudi postupné vybirdme n
kouli, taZzenou kouli do osudi vracime. Jaka je pravdépodobnost P(B,,) jevu,
ze vSechny tazené koule jsou bilé?

Jde skutecné o dvoustupniovy ndhodny experiment se slozitou struktu-
rou kombinatorického prostoru, ktery by jej modeloval. Jednoduseji mizeme
vstupni informace interpretovat néasledovné. O barevném slozeni osudi ¢i-
nime hypotézy Fy, Fi, ..., Fio, kde F} oznacuje osudi s k bilymi koulemi.
Podle piikladu 8 je P(Fy) = (1k0)2’10. Abychom mohli pouzit vzorec (30),
potiebujeme modelovat podminéné pravdépodobnosti P(B,,|F}). Pfirozenym
modelem je nepodminéné pravdépodobnost vytazeni n bilych kouli s vrace-
nim z osudi, kde se nachézi k bilych a 10 — k kouli. Podle prikladu 9 tedy je
P(B,|Fx) = (%)n Celkové dostavame

P(B,) = f: (113) 2710 (%)n = 2—10;; (113) (1 - %Y

k=0
10 10 10
< 9-10 —kn _ 910 (1 - .
< kg%(k)e (1+e )

Zna¢ny vyznam mé nasledujici zdanlivé primitivni inverze. Necht P(B) > 0
a P(F) > 0, pak

(31)

_P(P)P(BIF)  P(F)P(B|F)
PR =) T S PP BIR) .

kterad se nazyva Bayesiiv vzorec a umoznuje resit tlohy nasledujiciho typu.
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Priklad 11. Uvazte situaci z pfikladu 10. Z osudi byly tazeny vyhradné bilé
koule. Jaka je pravdépodobnost toho, ze osudi neobsahovalo zddnou kouli
éernou?

Méme podéitat podminénou pravdépodobnost P(Fig|B;,). Podle vztaht
(28) a (31) je

P(Fio|By) 2701 > 1

10[Pn) = ~7 10 (10 n = — 10
271937 20 <1k) (Tk()) (1+€ 10)

a zjistujeme, jak jsme ocekévali, ze lim,, . P(F1o|Bn) = 1, specialné

P(F10|B50) = 0,9504 nebo P(F10|Bloo) = 0,9997

V nékterych tlohach je tfeba opatrné interpretovat vstupni udaje jako
absolutni, respektive podminéné pravdépodobnosti.

Priklad 12. Tenista ma prvé podani ispésné s pravdépodobnosti 0,6, druhé
s pravdépodobnosti 0,8. S jakou pravdépodobnosti p se hra¢ dopusti dvoj-
chyby? (feseni: p = 0,08.)

Podrobné feseni této tlohy je obsahem piikladu 2.2 v [1], dalsi ptiklady tohoto
typu jsou 2.3, 2.4, 2.5.

Kdybychom chtéli prohlasit dvé vlastnosti vysledku ndhodného pokusu F'
a G za nezavislé, jisté bychom ovéfovali rovnosti P(F|G) = P(F) a P(G|F) =
P(G), a tedy ekvivalentné, rovnost P(F' N G) = P(F)P(G) (pokud P(F) > 0
a P(G) > 0).

Definice 8. Nahodné jevy F' a G jsou nezavislé, kdyz plati P(F N G) =
P(F)P(G). Ndhodné veli¢iny X a Y jsou nezavislé, kdyz rovnost
P[X =2,Y = y] = P[X = 2]P[Y =] (33)

plati pro (z,y) € R2, tj. kdyZ kazd4 dvojice [X = x], [Y = y] je dvojici
nezavislych ndhodnych jevi.
Uvazme nezavislé jevy F a G a poéitejme podle pravidel (3) a (4) z ¢asti
1. Dostavame
P(F°NG)=P(G—-FNG)=P(G)—-P(F)P(G)

— (1 P(F)P(G) = P(F*)P(G). 34

Podobné snadno nahlédneme, Ze jestlize (F,G) je dvojice nezdvislych jev,
pak i vSechny dvojice (F¢,G), (F,G¢) a (F°,G¢) jsou dvojicemi nezavislych
jevi, takze zjistujeme, Ze nezavislost vykazuje urditou stabilitu.
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Odsud plyne, ze dvé ndhodné veli¢iny X ~ Alt(p1) a Y ~ Alt(p2) jsou
nezavislé pravé tehdy, kdyz

P[X =1,Y =1] = P[X = 1]P[Y = 1]. (35)

Vyzkousejme, zda definice nezavislosti spliiuje nase o¢ekavani. Uvazme
ndhodné jevy B; a By (tah bilé koule v prvém a druhém tahu) z ptiklada 1
a 2. Vrati-li se tazena koule do osudi, je jeho barevné slozeni pro druhy tah
stejné jako pro tah prvni. Jevy B; a By by mély byt nezavislé a je tomu tak,
protoze P(Bg|B1) = P(Bz) podle (2). Nevraci-li se tazend koule, ma osudi
pred druhym tahem jiné barevné slozeni urcené vysledkem tahu prvého. Jevy
B; a Bs by nezavislé intuitivné byt nemély a opravdu se snadno presvédéime,
Ze nejsou, protoze

b—1 b
a+b—1 7éa—l—bi

P(Bz|B1) = P(B1)
podle (3).

Uvazme jesté Maxwelliv-Boltzmanntv model z piikladu 3 v prvni ¢asti,
a to s n Casticemi a r = 2 prihradkami. Nahodné veli¢iny K; a K, které
oznacuji poCty castic v prvé a druhé prihradce, by nemély byt nezavislé,
protoze K1 + K2 = n (linedrni zévislost). Je tomu tak, protoze P[K, =
kol K1 = k1] = 1, je-li ko = n — ky; pro jind ko je tato pravdépodobnost
nulova.

Velmi dilezitou charakteristikou vztahu mezi ndhodnymi veli¢inami X
a 'Y je jejich kovariance.

Definice 9. X a Y budte ndhodné veli¢iny. Cislo
cov(X,Y) =E(X — EX)(Y —EY)

=Y (@-EX)(y—EY)P[X =2,Y =y
(z,y)
= E(XY) - EXEY

(36)

se nazyva kovariance X a Y.

Poznamenejme, Ze prva rovnost je definice, druhé je dusledkem lemmatu
1 (pod vétou 1) a tfeti rovnost plyne roznasobenim a vypoctem podle (16).

Véta 8. Jsou-li X a'Y nezdvislée NV, pak

E(XY)=EXEY, cov(X,Y) =0 avar(X +Y) = varX + varY.  (37)
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Podle jiz zminéného lemmatu je

(z,y)
(z,y)
=3 aP[X =]} yP[Y = y] = EXEY.

Jelikoz cov(X,Y) = E(XY) — EXEY podle (36), plyne z nezévislosti také,
ze cov(X,Y) = 0. Snadno spoéitdme, Ze

var(X +Y) = E(X +Y — E(X +Y))? = varX + varY + 2cov(X,Y)

a druhd rovnost implikuje tfeti.
Je-li cov(X,Y) =0 fikdme, ze X a Y jsou nekorelované NV.

Priklad 13. Presvédéte se, Ze ndhodné veli¢iny X a Y s alternativnim roz-
délenim jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz jsou nekorelované.

Skuteéné, bud X ~ Alt(p1), Y ~ Alt(p2) a cov(X,Y)=0.Pak
PX=1Y=1]= Z zyP[X =2,Y =y = E(XY) =EXEY

(z,y)
=pip2 = P[X = 1]P[Y = 1]
a veli¢iny X a Y jsou nezdvislé podle (35).
Obecné je vsak nezavislost silnéjsi pozadavek nez nekorelovanost.
Priklad 14. Necht X a Y jsou dvé ndhodné velifiny takové, Ze
PX=1,Y=1=PX=1Y=-1=PX=-1Y =-1]
—P[X=-1,Y=1]=P[X=0Y =0]= .

Ukazte, ze veli¢iny X a Y jsou nekorelované, ale jsou zavislé.

Uréime rozdéleni NV X a Y :

2
PIX=1]=PX=1Y=1+P[X=1Y=-1]=,
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Symetricky P[Y = 1] = P[Y = —1] =
nejsou nezavislé, protoze

[S[N)

a P[Y = 0] = %. Veli¢iny X a V

1:P[X:O,Y:O]¢P[X:0]P[Y:O]:%.

Veliciny X a Y jsou nekorelované, protoze ze symetrie jest EX = EY =0
a cov(X,Y) = E(XY) je rovna

2 2 2 2 1
1-1-+41(—-1)= -1)(—1)= —-1)1-4+0-0-=0.

S +1(-1); + (~1)(-1)F + (~1)1Z +0-0
Priklad 15. K1, Ks,..., K, budte poéty ¢astic v prihradkach 1,2,...r
(ptiklad 3). Jiz vime, ze K; ~ Bi (n, %), kde n je celkovy pocet ¢astic. Tedy
jest EK; = 7 a varK; = nr (1 - %) Pokuste se vypocitat, ze cov(K;, K;) =
—5 Pro i # j.

Obecnéjsi vypocet naleznete v prikladu 20.

Poznamka 2. Dulezitou mirou zavislosti NV X a Y je jejich korela¢ni ko-

eficient
cov(X,Y)

VvarXvvarY

Jest |px,v| < 1, vime, Ze p(X,Y) = 0 pro nezdvislé NV X a Y a lze
dokazat (viz [1], véta 7.5), ze |p(X,Y)| = 1 plati pravé tehdy, kdyz existuji
konstanty a, b, c takové, ze PlaX +bY =] = 1.

p(X, Y)=

Uzitecné je nasledujici rozsifeni pojmu nezavislosti.
Definice 10. Néhodné jevy Fi, Fo, ..., I}, jsou nezavislé, kdyz
P(Fg, N Fy N0 Fy, ) = P(Fi )P(Fr,) - P(Fy,) (39)
plati pro kazdou volbu 1 < k1 < ko < -+ < k, <.
Dtlezité je védét, ze pozadavky (39) nelze redukovat.

Priklad 16. Vratme se k ptikladu 7 a uvazme prostor, ktery jsme nazvali
generdtor ndhodnych ¢isel v [0, 1]. Dokazte, Ze ndhodné jevy

1 13 1 13
P = — == - s = z -2
1 |:052:|a 2 |:4a4:| a 3 |:O7 4:| U |:2a4:|

jsou nezéavislé po dvou, ale nikoliv nezavislé ve smyslu predchozi definice.
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Volime-li Fy = F, = [0,1] a F3 = [1, 1], vidime, Ze (39) nelze redukovat
na pozadavek P(N] F) = P(F1)P(F) - - P(F,).

Indukci snadno rozsirime platnost stability nezavislosti.
Budte Fi, Fs, ..., F, nezévislé jevy, pak také G1,Go, ..., G, jsou nezavislé
jevy pii kazdé volbé G, = Fj, nebo Gy, = F.
Definice 11. Nahodné veli¢iny X5, Xo,..., X, jsou nezavislé, kdyz

P[Xy, =z1,..., Xk, =2, =P[Xk, =a1] - - P[Xk, = 2] (40)

plati pii kazdé volbé 1 < ky < kg < -+ < kr <m a (x1,22,...,2,) € R".

S nezavislosti vice nez dvou ndhodnych veli¢in jsme se jiz setkali.
Priklad 17. Uvazte posloupnost NV X, X, ... definovanych na prostoru,
ktery jsme nazvali generdtor ndhodnych éisel v [0,1] a X, (w) je n-ty ¢len

dvojkového rozkladu éisla w € [0,1]. Rovnost (39) k4, ze X, ~ Alt(3).
Dokazte, ze pro kazdé n € N jsou ndhodné veli¢iny X;, Xo, ..., X, nezavislé.

Snadno napiiklad ovéfime, Ze plati
P[X1:17X2:1""’X":1]:P<WE[Zn 2—k71:|)
=1-)Y 27F=2""=P[X; = 1|P[X; =1]---P[X, = 1].
k=1

Priklad 18. Vratme se k piikladu 8. Bud S, pocet hodi s vysledkem 1
(lic mince). Z¥ejmé je S, = > ;_; X, kde X}, je nula nebo jedna tak, ze
X = 1 pravé tehdy, kdyz k-ty hod zaznamenal vysledek 1. Necht jsou vSechny
vysledky ndhodného pokusu, zfejmé tvorené posloupnostmi nul a jednicek
délky n, stejné pravdépodobné. Ukazte, ze pak plati X ~ Alt(%) a NV
X1, Xo,..., X, jsou nezavislé.

Ovéfime nezavislost pro dveé a t¥i NV, dale 1ze postupovat analogicky. Pro
k <1< jplati
2n=t 1
P X, =1] = ==
Xe=1l=7-=3
2n=2 1
P[szl,Xlzl]:—:Z

P[szl,Xlzl,Xj:].]: -



40 Josef Stépan

V prvni ¢asti jsme ukézali, ze S, = ZZ=1 X je NV s binomickym roz-
délenim Bi (n, %) Toto je obecnéjsi zdkonitost. Budte X ~ Bi(n,p) a Y ~

Bi(m, p) dvé nezavislé NV. Pak

PIX+Y =kl=> PIX=1Y=k-I]
=0

I
M3

PIX =IP[Y =k —]
1=0
= ; <l> <k; _ l>pl(1 _p)n*lpkfl(l —p)m*(kfl)

l

- —p)”*m_kg (7) (kn—l l)

n—+m ndm—
=( . )pk(l—p)+ g

plati pro 0 < k£ < n + m. Pouzili jsme konvenci (Z) = 0 pro k > n. Dokézali
jsme, ze plati implikace

X ~ Bi(n,p), Y ~ Bi(m,p) nezévislé = X +Y ~ Bi(n+m,p) (41)
a dokonce i tvrzeni

Véta 9. X1, Xo,..., X, budte nezdvislé NV takové, Ze kaZdd z mich md al-
ternativni rozdéleni Alt(p). Jejich soucet S, = >, X, md pak binomické
rozdélent Bi(n,p).

Dtikaz se provede indukci. Implikace (41) zajistuje platnost tvrzeni pro
n = 2, nebot Alt(p) = Bi(l,p) a tak vime, ze X3 + X2 ~ Bi(2,p). Necht
tvrzeni plati pro n — 1, dokazeme platnost pro n indukci. Pro n napiseme
X1+X2+' . +X = (X1+ . '+Xn—1)+Xn7 kde X1+ : '+Xn—1 ~ Bl(n_lap)
podle indukéniho pfedpokladu a X, ~ Bi(1, p); snadno ovéfime, ze tyto dvé
ndhodné veli¢iny jsou nezévislé a implikace (41) nas pfivadi k zavéru, ze
X1+ Xy + -+ X, ~ Bi(n,p).

Pouceni 3. Ndhodn4 veli¢ina X s alternativnim rozdélenim Alt(p) je nepo-
chybné vhodnym modelem dichotomického pokusu s vysledkem tspéch (1),
jehoz pravdépodobnost je p, a netspéch (0) s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p.
Ukazali jsme, Ze pocet uspéchi S, pifi n nezavislych opakovanich takového
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pokusu m4 binomické rozdéleni Bi(n, p). Podle Cebysevovy nerovnosti I (véta
3)jeproe >0

q 1
.
e2n — 4e2n’

PH%—p‘<e]21— (42)

protoze EST =2 =pa var% = %npq = P4, jak vime z minula. Spravna,

tfeba nezndmad, hodnota pravdépodobnosti tspéchu p je v e-okoli relativni
Cetnosti tspéchti ST s pravdépodobnosti, ktera je nejméné 1 — ——.

Pouceni 1 a 2 tedy fikaji: pfi velkém poctu n nezavislych opakovani dicho-
tomického pokusu aproximujeme rozdéleni poctu tspéchu S;, rozdélenim Po-
issonovym Po(np), je-li pravdépodobnost p mald. V opa¢ném pfipadé aproxi-
mujeme rozdéleni normovaného poctu tspécht S&;_;Zp rozdélenim normélnim
N(0,1) s pfesnosti, kterou udava Berry-Essénova nerovnost.

Ve vété 8 jsme ukézali, Ze pro nezavislé NV X a Y je var(X +Y) =
varX + varY. Indukci, podobné jako ve vété 9, dostavame

Véta 10. X, Xo,..., X, budte nezdvislé NV. Pak

n n
var <Z Xk> = Z varXy. (43)
k=1 k=1

Poznamenejme, 7Ze jsme znovu dokdzali rovnosti (24). Jestlize plati X ~
Bi(n, p), mizeme predpokladat, ze X = >"}'_; X}, kde X}, jsou nezdvislé NV.
Dale plati

n n
EX = Z EX, = np, varX = Z varXy = npq.
k=1 k=1

Miizeme také rozsifit plisobnost nerovnosti (42) nasledujicim zptisobem.

Véta 11 (Cebysevova nerovnost IT). X;, X, ..., X,, budte nezdvislée NV
se stejnym rozdélenim pravdépodobnosti. Oznacime EXy = u, varXy = o2.

Pak pro kazdé € > 0 plati nerovnost

P[liXk_M
nk:l

e2n’

> a] < Ll (44)
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Poznamenejme, ze predpoklad o stejném rozdéleni veli¢in X, tj. pred-

poklad P[X; = 2] = P[X; = 2] = --- = P[X,, = z] pro « € R, trivialné
implikuje, ze

EX, =EX, =... =EX,, = y,varX; = varXy = --- = varX,, = 0°.
Dtikaz véty 11 je snadny. Podle vét 1 a 2 a (43) spocteme ve vété 9 E% =pu
a var% = "n—"; = "72 a aplikujeme prvou Cebysevovu nerovnost, abychom
obdrzeli (44).

Poznamenejme, ze mame-li k disposici celou posloupnost X7, X5, ... neza-
vislych NV se stejnym rozdélenim pravdépodobnosti a oznac¢ime-li EXy, = p,
pak

1 n
nan;OPlHkZ_le—u <5]—1, e>0. (45)
Jakkoliv chaotické je chovani ndhodné posloupnosti X1, X, ..., jeji postupné

aritmetické priaméry ,konverguji“ ke spole¢né stiedni hodnoté p ve smyslu
(45). Priklad 17 takovou posloupnost konstruuje. Je-liw = Y77 | X’;,(f) dvoj-
kovy rozvoj w € [0,1], pak X} ~ Alt(%) a X1,Xs,... je posloupnost ne-
zéavislych NV. Zjistili jsme, ze aritmetické priameéry % EZZI X konverguji“
k 3 ve smyslu (45). Do nerovnosti (44) vstupuje vektor ndhodnych velicin

(X1,Xa,...,X,), které jsou nezavislé a maji stejnd rozdéleni pravdépodob-
nosti. Obecnéji definujeme pojem nahodného vektoru.

Definice 12. (2, F,P) bud pravdépodobnostni prostor, X1, Xo,..., X, zde
definované NV. Zobrazeni X = (X1, Xo,...,X,) definované na s hodno-
tami v R™ se nazyva n-rozmérny nahodny vektor. Funkce

p($1,$2,-.-,l‘n) - P[Xl - m17X2 - J)Q,...,Xn = xn]7

pro argument (z1,%2,...,%Z,) € R™ se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti
nahodného vektoru X.

Je ziejmé, ze funkce p(x1,za,. .., x,) mize byt rozdélenim nékterého na-
hodného vektoru pouze tehdy, kdyz

p(z1,%2,...,Ty) = 0 aZ na koneéné mnoho (1, T2,...Zy,),
p($1,$2,.-.,l‘n) € [07 1]

Z p(z1, 2, ..., xy) = 1.

(T1,...,n) ER™

(46)

7 pravdépodobnostniho hlediska nahodny vektor neni pouze souborem na-
hodnych veli¢in. Toto ukazuje priklad 14 a také priklad nasledujici.
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Prfiklad 19. X = (X3, X2) bud dvourozmérny ndhodny vektor takovy, zZe
1
PX=(1,1)]=PX=(0,1)] =P[X=(1,0)] =P[X = (0,0)] = 7
Y = (Y1, Y2) bud dvourozmérny ndhodny vektor takovy, Ze
1
PIY = (1,1)] = P[Y = (0,0)] = 5.

Presvédcte se, ze vektory X a Y nemaji stejna rozdéleni pravdépodobnosti,
i kdyz jejich soufadnice stejné rozdélené jsou. Souradnice X; a Xs jsou ne-
zavislé, souradnice Y; a Y5 nezavislé nejsou.

Pouceni je, Ze rozdéleni ndhodného vektoru neni jednozna¢né uréeno tim,
ze zadame rozdéleni jednotlivych soutfadnic. Pouceni dale je, Zze rozdéleni
libovolného ndhodného vektoru (X1, Xo,..., X,,), feknéme p(z1, 22, ..., Tn),
je jednozna¢né urceno tim, ze zadame rozdéleni kazdé z NV X, Xo,..., X,
a pridame pozadavek, aby tyto NV byly nezavislé. Je tomu tak proto, ze
v tomto pripadé je

p(x1,z2,...,x,) = P[X1 =21, Xo = 29,..., X, = 2]

Netrivialni ptiklad ndhodného vektoru je vektor s multinomickym rozdélenim.
Oznacéme

Spr = (klak%"'vkr); ngjgn, ij:n, k‘jEZ
j=1

Definice 13. Nahodny vektor X = (X7, Xa,...,X,) s hodnotami v mno-
ziné S,, mé multinomické rozdéleni MN(n,r,p1,...,pr), kde 0 < p; < 1
a 2;21 p; = 1, jestlize

PX) =k, Xo=ko,....,. X, =k ] =

_(n\[(n—Fk n—ki = —kn-1\ g ks k.
(k1>< ko ) < k, )p1 Y2 28

n!

k1 k
= mpfpf o 'Pvlf - (47)
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Vratime-li se k Maxwellovu-Boltzmannovu modelu a uvazime nahodné

veli¢iny K1, Ko, ..., K,, které udavaji pocty ¢astic k1, ko, . . . k, v pfihradkach

1,2,...,r, vypocitame, Ze pro (k1,ko,..., k) € Sp, je
n n—kl n—k1—k2
o1
PK, =k, Ky =khy,..., K, =k, = () ", )(rn &) .
Plati tedy (K1, K1,...,K,) ~ MN(n,r, %, ce %) a zkoumany nahodny vektor

mé multinomické rozdeéleni.
Poznamenejme, Ze soufet pravdépodobnosti (47) je jedna (tak jak ma

byt), protoze podle multinomické véty plati

n\ [(n—k kr\ ki ko ke :
Z (k1>< o >...<kr>P1p2 eprm =1 +p2+-+ o)

(K1seeekr ) €Sy
(48)
pro libovolnou volbun € N,r e Nap; €R, j=1,2,...,7.

Piiklad 20. Uvazte vektor (X1, Xo,...,X,) ~ MN(n,r,p1,...,pr) a vy-

poctéte kovarianci cov(X;, X;).

Pro 0 < k; < n ozna¢me " = D (kaeoks)ESn 1. o, & POCItejme
ERERELA o n—ky,r—

PX: =k = Z PXi=k,Xo=ks,..., X, = k]

B = [n n— k1 n— Z;;i kj k1, ko k.
= Z <k;1>< ko > ( k. P1 P2 2

N\ n—k
= 1 — 1
(kl)pl ( pl)

podle (48), kde volime n =n — ki, r =7 —1 a pa,ps, ..., p.. Jest tedy

X, ~ Bi(n,p;),EX; = np; a cov(X;, X;) = varX; = np;(1 — p;).
Obdobné, pro 0 < k1 + k2 < n, vypocitame:
n\/n—k Lk
PX1 =k, Xo =ky] = (k ) ( 1 1>plflp§2(1 )
1 2

a jsme schopni uréit cov(Xi, X2). Nejprve vypoéteme E(X;X5) podle po-

stupu uvedeného v definici 6.
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E(Xng) = Z kleP[Xl = J?l,XQ = J)Q]
0<k1+k2<n

_ Z nlpy ph? (1 — p1 — p2)

(kl — 1)'(/{32 — 1)'(n — kl — kg)'

nfklsz

2<ki+k2<n

_ (n = 2)lpy'pg (1 —p1 —pa)" 211"
=nn—lpip2 Lo\ (n— 2 — 1y — Iy)!

0<ly1+1l2<n—2

=n(n—Dpip2(p1 +p2 + 1 —p1 —p2)" "2 =n(n — 1)pipa,

opét podle (48), protoze
(n —2)! _(n=2\(n—-2-1
lelgl(n—Q—h —l2)! a l1 ZQ '

cov(X1,X2) = E(X1X5) — EXiEXs = n(n — 1)p1p2s — npinps = —npips.

Odsud

Obecnéji pro i # j dostavame cov(X;, X;) = —np;p;.

Pokud se vam nepodafilo vytesit priklad 15, dostdvame feseni nyni. Pro
slozky K; a K; ndhodného vektoru s multinomickym rozdélenim plati, Ze
pro i # j je cov(K;, K;) = — 7.

Poznamka k literature

Zaklady poc¢tu pravdépodobnosti lze studovat z nepfeberného mnozstvi knih.
V piispévku jsme pouzivali odkaz na skripta Zvéra, Stépan (2003) uréena pro
studenty ucitelskych obort na MFF UK. Mezi dalsi mozné zdroje pouceni lze
zafadit skripta Dupac¢, Huskova (1999) uréend pro studenty vSech matema-
tickych obort na MFF UK, starsi skripta Likes, Machek (1981), ale i prvni
¢4sti klasickych uéebnic Fellera (1967), Gnédénka (1969) ¢i Rényiho (1972).
Mnoho zajimavych prikladt vhodnych i pro studenty strednich skol obsahuje
kniha Andél (2000). Pfehled nejstarsi historie pravdépodobnosti inspirované
hazardnimi hrami lze najit v Macék (1997).
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1. Uvod

Geometrickd pravdépodobnost a prostorova statistika se vyvijely jesté poma-
leji a obtiznéji, nez pravdépodobnost a statistika déji, jez 1ze jednoduse nume-
hodnych ¢iselnych déjich bylo nutné zacit hazet kostky ¢i hrat karty, zatim
co organicky i anorganicky svét, ktery nas obklopuje, je preplnén pravdépo-
dobnostnimi jevy, jejichz realizacemi jsou nejriznéjsi geometricky popsatelné
objekty - izolované, jako jsme my sami, zivo¢ichové a rostliny se svymi plody,
nebo naopak tizce navzajem souvisejici s cilem vyplnit ¢ast prostoru, jako
jsou krystaly hornin, bunky tkani, lesni a lu¢ni porosty aj. Prvni poznatky
o rozdéleni odchylek byly ziskany pfi méfeni polohy hvézd, avsak az u Galilea
se setkdvame s myslenkou, ze odchylky od nejcastéjsi hodnoty jsou vétsinou
malé a jen zfidka velké (opét ve vztahu k astronomickym méfenim). Pfi-
tom k podobnému poznatku bychom dospéli porovnanim plodt libovolného
stromu, jejichz sbérem se po tisicileti zabyva pocet lidi, ve srovnani s nimz je
mnozstvi astronomt méricich polohy hvézd zcela zanedbatelné. Moznost apli-
kovat Gausstuv zakon odchylek a posléze i jiné podobné zékony na zivé bytosti
vyvolala dnes stézi pochopitelné nadseni sociologti (L.A.J. Quetelet) i biologt
(F. Galton, W.F.R. Weldon) v 19. stoleti a prvni poloviné stoleti dvacatého.
Zda se tedy, ze predstava nejistoty v zakonité uréenych rozmezich je obtizné
prijatelnd lidskému duchu presto, Ze nejelementarnéjsi zrakova zkusenost mu
prinasi bezpocet poznatkl o tom, jak vSechno kolem néas je rozmanité skoro
stejné v rozmérech a tvarech celku i jejich slozek. Pfedmétem geometrické
pravdépodobnosti a statistiky je zkouméni prostorovych jevil: jevem se ro-
zumi skutecnost, Ze v jisté oblasti prostoru se vyskytuje néco, co mizeme

Kli¢ovd slova: Geometricka pravdépodobnost, tloha o jehle, Croftoniuv vztah, Hadwi-
gerav teorém, valuace
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popsat geometrickymi charakteristikami typu objem, plosny obsah, linearni
rozmér a tvar, priCemz se tyto vlastnosti pti eukleidovském pohybu zachova-
vaji. K nim pfristupuje jesté orientace, ktera se zachovava pouze pii pohybu
transla¢nim. Existuje zde jist4 analogie s ¢asovymi procesy; u nich se v jis-
tém Case néco stane (rozpadne se atom, spadne meteorit, dojde k nehodsé),
zatimco u prostorovych jevi, jez také casto nazyvame procesy, se v néjaké
oblasti prostoru vyskytuje objekt ¢i soubor objektu.

Jev mize byt unikdtni, napf. kdyz se pokouSime poznat patologickou
zménu konkrétniho télesného organu z jeho geometrie (to se dobfe dafi napf.
u ledvin a v zazivacim tstroji) nebo analyzovat poruseni strojnich soucédsti
(nalézt trhlinu, pfedpovédét jeji Sifeni) pii nebezpeci havérie nebo po ni.
V tomto piipadé je ndhodnd (avSak cilené volena a opakovand s ohledem na
predbézné znalosti) volba mista zkoumani, tj. odbér vzorku tkané ¢i materi-
alu.

Druhy typ problému se objevuje pfi sledovani kolektivnich jevi, kdy vedle
velikosti objektl (necistoty, pfimési ¢i dutinky v materidlu, stromy v lese)
se zajimame také o jejich rozmisténi, které vypovida néco o jejich interakci
(napf. vyskyt a rozmisténi dfevin uréitého typu ve vztahu ke sloZeni pidy
a vodnim tokm, zalidnéni krajiny a jeho vztah k obsluZznosti). Extrémné
koordinované jevy — teselace, mozaiky — pokryvajici bez prekryvani c¢asti
prostoru nalézadme nejen v materialech a tkanich, ale i u produkti spolecenské
organizace (parcely, spravni oblasti, statni celky aj.). P¥i Feseni téchto tloh
mizeme Casto za ndhodny povazovat zkoumany jev a misto zkouméani je do
znac¢né miry libovolné.

Odhad vlastnosti prostorovych objektt a vztaht resp. déji mezi nimi pro-
vadime obecné geometrickym vybérem. Ten spociva v analyze jejich projekci
do linearnich podprostort (roviny, piimky) a prinikd s nimi ¢i s vybranymi
mnozinami — sondami — znamych vlastnosti, které se predepsanym zpiisobem
pohybuji. Obsahy a pravdépodobnosti téchto prinikt a obsahy projekci jsou
hlavnimi objekty teorie i aplikaci geometrické pravdépodobnosti. Vyznam-
nou vlastnosti vétsiny uloh je, Ze dimenze prostoru, v némz déj ¢i zkoumani
probihaji, dimenze objektd a sond ¢i projekei jsou primarnimi charakteristi-
kami feseného problému a ze tedy jsou zakladnimi proménnymi velicinams.
Jinymi slovy, geometrickd pravdépodobnost je multidimenziondalni disciplina,
v niz dimenze interagujicich komponent ezxplicitné vstupuji do vsech obecnych
vztahi.

V prvnich dvou kapitolach jsou probirdny jednoduché a casto historické
tlohy s pevné zadanymi dimenzemi prostfedi i interagujicich komponent.
Ulohy této ¢asti jsou vesmés zcela nazorné a mohou byt probirany v ramci
stfedoskolské vyuky, pro niz jisté budou zajimavym obohacenim. Ukazuje
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se v nich, Ze i geometrickd pravdépodobnost zpocatku souvisela s hrami,
avSak velmi brzy byla vyuzivana k feSeni praktickych problémi, predevsim
v krystalografii a pfi popisu kovovych materidli. Po pfekondni zésadnich
problémt, souvisejicich s moznou mnohoznac¢nosti tloh, probihal intenzivni
rozvoj teorie i aplikaci po celé minulé stoleti, predevsim vSak v jeho poslednich
CtyTiceti letech. Velmi rychle byly nalezeny zcela zasadni aplikace v biologii,
analyze a interpretaci obrazt, v jejich pocitacovém zpracovani a tpravach,
v pidnim prizkumu a v ekologii. Jeji pronikani do ucebnich osnov je vSak
neobycejné pomalé a obecné povédomi o jejich postupech a zakonitostech
prakticky neexistuje.

Jednoduché postupy tvodnich t#i kapitol jsou v nésledujicim textu zo-
becnény pro eukleidovské prostory libovolné dimenze d. Pfitom si neni t¥eba
predstavovat d > 3, ale v§imnout si, co maji spole¢ného i rozdilného prostory
dimenzi d = 1,2, 3, s nimiz bézné pfichazime do styku. Naptiklad Eulerova-
Poincarého charakteristika je zcela unikatni geometrickou vlastnosti objektt
nezévislou na dimenzi prostoru, v nichz je zkoumame, neménici se pfi trans-
formacich objektt (typu deformace bez roztrzeni) a podporujici geometric-
kou predstavivost. Tento pfistup sice patii jiz do ucebni latky vysokoskolské,
nékteré poznatky uvedené v dalsich kapitolach, pfedevsim izoperimetrické
nerovnosti, Cauchyho vztah v roviné i trojrozmérném prostoru a metody
odhadu plosného obsahu nepravidelnych ploch a délek slozitych kiivkovych
systému (pro svou jednoduchost pouzitelné i v bézném zivoté) by nemély pro
svou obecnou uzitecnost chybét ani ve stfedoskolské geometrii.

2. Elementarni geometrické udalosti a jejich pravdépo-
dobnost

Typické tlohy geometrické pravdépodobnosti se tykaji ndhodnych interakci
geometrickych objektt, tj. pravdépodobnosti situaci A | B = ANB#D
(A zasahuje B), dale A C B, a koneéné A J B = AN B = 0 (A miji B).
Pravdépodobnost definujeme podobné jako pri numerickych situacich jako
pomér priznivych pripad ke vSem moznym pripadim, ty vSak musime mé-
fit, nikoliv pocitat. UvaZzujme tsecku A = [0, 1] rozdélenou na dvé Gasti
A" =10,0.1),A” = [0.1,1] a uvazujme pravdépodobnosti, ze bod zasahu-
jici A zasdhne A’ nebo A”. Pokud bychom ke stanoveni obou pravdépodob-
nosti pouzili bézny zptisob urceni pomeéru poc¢tu priznivych pripadu ke vsem
moznym piripadim, dospéli bychom k zavéru, Ze oba pripady jsou stejné prav-
dépodobné s pravdépodobnosti rovnou jedné. Mohutnosti mnozin A’,A” i A
jsou totiz stejné — rovny mohutnosti kontinua 28°. Intuitivné vak soudime,
%e ndhodny bod zasahujici A zasdhne v priméru devétkrat castéji A” nez A,
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protoze A” je devétkrat delsi nez A’. Pravidlo, Ze pro tidely geometrické prav-
dépodobnosti porovnavame nikoliv pocty situaci, ale jejich miry, je tedy zcela
prirozené. V tomto pfipadé mély vSechny srovnavané mnoziny situaci stejnou
dimenzi d = 1 jako prostor R!, v némz dé&j probihal, a mohli jsme porovnat je-
jich délky. V obecné tiloze tohoto typu porovnavame Lebesgueovy miry vq(A),
které jsou v R? nulové pro vSechny mnoziny, jejichz dimenze dim(A) < d.
Pravdépodobnost, Ze ndhodny bod zasahujici ¢tverec A zasahne také jeho
vybranou tétivu b, okraj nebo dokonce vrchol, je tedy 0. Aby mira vsech
uvazovanych situaci byla konecna, museji byt geometrické pravdépodobnosti
vhodné podminéné. Napft. pravdépodobnost, ze bod x roviny F' zasahuje ob-
razec A libovolné konecné plochy v této roviné lezici, je ziejmé 0, nebot pii
jejim vypoétu porovname obsah v4(A) s obsahem celé roviny. Typicky pfipad
bude tedy napt. hledani P(A T B|A C C) pro B C C, v4(C) < co. Uvedme
nékolik jednoduchych prikladu:

Piiklad 1. Urcete pravdépodobnost P(d), ze bod x zasahujici d-rozmérnou
krychli A, zasahuje také d-rozmérnou kouli B krychli vepsanou a uréete limitu
této pravdépodobnosti pro sudé d — oo.

Ulohu staéi fesit pro jednotkovou kouli (polomér r = 1); jeji objem je
kg =7Y?/T(4 +1), kde (o) je I-funkce; pro celé n je I'(n+1) = n! a kg =
1,2,m 37, ... prod =0,1,2,3,... Potom P(d) = P(z € Blz € A) = r4/2%
a s pouzitim Stirlingovy formule d! ~ Vorditze—d pro sudé d je

7T€)d/2 1

Pap(d) = (2—d —— 4 Jim Pap(d) =0,

Ulohu lze zobecnit na pifpad libovolné mnoziny B C A v R?, v némz ur-
¢ujeme P(z € Blz € A) = v4(B)/vi(A). Lze ji chapat jako hledani informace
o mnoziné B, které provedeme néasledujicim zptsobem: zvolime libovolny
bod, napr. pocatek souradného systému zy a pohybujeme jim v prostoru.
Grupu eukleidovskych translaci oznac¢ime Gy, jeji prvky g;. Ze vSech moznych
translaci g;zo si budeme v§imat pouze téch, pro néz g,xy € A; oznacime je
napf. g¢ 4, mirou jejich mnoziny G; 4 je v4(A). Budeme zaznamenavat pii-
pady, kdy g: axo € B; ty ozna¢ime g; ap, mirou jejich mnoziny G; p je vq4(B).
Poté vytvorime rovnomérné ndhodny vybér z translaci g; 4, coz znamena, ze
kazda z téchto translaci méa stejnou Sanci, ze bude vybrana. Pravdépodobnost,
Ze vybrand translace g; 4 je zaroven také g; ap je va(B)/vqa(A). P¥itom mno-
ziny A, B jsou zde pevné, ndhodny je vybér translaci, resp. jim odpovidajicich
bodi g¢ azo. Pokud jich vybereme N a z nich n bude g, 45, pak n/N bude
nestrannym odhadem (zna¢ime hranatymi zédvorkami) [ ]) vq(B)/va(A) a pi-
seme [v4(B)/vq(A)] = n/N. Znime-li navic obsah v4(A), ziskdme nestranny
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odhad v4(B). Pfitom mnozina B nemusi byt souvisld; mize byt sjednoce-
nim nékolika izolovanych ¢asti, takze metodu mizeme pouzit napt. k odhadu
pomérného zastoupeni zalesnéné plochy na vybrané zmapované oblasti li-
bovolného tvaru nebo k odhadu zalesnéné plochy v oblasti znamé velikosti.
Pohybujici se bod z¢ obvykle nazyvame sondou.

Lze si predstavit i obracenou tlohu. Zvolime pevnou mnozinu A, nap¥. do-
statecné velky ¢tverec ve srovnani s listy, a v ném N ndhodné nebo systema-
ticky vybranych (napf. tvoticich étvercovou bodovou m¥izku) pevnych bodi.
Poté na tento zaklad budeme jeden po druhém hazet listy B;, i = 1,..., 7,
néjakého stromu a zaznamenavat pocty listy prekrytych bodu n;. Vyraz

A J
QZ Vj(]\]—)z_;ni

je nestrannym odhadem stfedniho obsahu promeétfenych listd. Jednotlivé listy
muzeme chapat jako realizace ndhodného procesu ,list B naseho stromu S*
a @ je nestranny (pokud jsme listy rovnomérné ndhodné vybrali) odhad ode-
kavaného obsahu Evy(B). V této tloze je tedy ndhodnym studovany objekt;
ten sam provadi vybér z pevného systému bodi, ktery obvykle nazyvame
testovacim systémem, v tomto pripadé bodovym. Popsany postup se nazyva
bodova metoda a Siroce se pouZiva v metalografii i v biologii k odhadu ploch
zobrazenych strukturnich prvki resp. jejich feza.

Podobneé lze postupovat pfi pravdépodobnostnich tlohach na zakfivenych
plochach, nejéastéji to byva na sfére. Lebesgueovu miru vsak musime nahra-
dit k-rozmérnou mirou Hausdorffovou hy, kterd pro k = d je shodnd s mirou
Lebesgueovou a pro ostatni hodnoty k udava napt. plosny obsah hranice mno-
ziny ¢i délku krivky. Nasledujici priklad je jednoduchou demonstraci takové
dlohy.

Ptiklad 2. Uvazujme sféru S? poloméru r a jeden jeji vrchlik V o vysce v.
Jaka je pravdépodobnost, Ze rovnomérné ndhodné zvoleny bod z € S? bude
lezet ve vrchliku V7

Ziejmé je P(z € V]z € S?) = hy(V)/ha(S?) = ip, kde p = v/r (plocha
vrchliku je 27rv).

Sonda ovSem nemusi byt bodové, jak ukazuji nasledujici dvé tlohy.

Priklad 3. Ve stfedu ¢tverce A o strané a je kruh B o poloméru R <
a/2. Uréete pravdépodobnost, ze kruh C' o poloméru r zasahujici ¢tverec A,
zasdhne také kruh B.

Jako referen¢ni body kruht zvolime jejich stfedy xp (ten je zaroven
stfedem ¢&tverce) a x¢. Aby kruh C' zasahl étverec A, musi byt vzdale-
nost d(zc, A) = inf,ea D(zc,a) < r; D(zc,a) je eukleidovskd vzdalenost
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||xc —al|. VSechny polohy stiedu z¢, pro néz je tato podminka splnéna vyme-
zuji tzv. vnéjsi rovnobéznou mnozinu A,. Jeji obsah je vo(A,) = a®+4ar+mr?
(obecné pro konvexni mnozinu X v R? s hranici délky h;(0X) je v2(X,) =
vo(X) + rh1(0X) + 7r?, coz je specidlni piipad Steinerovy véty - viz nize
rovnice (8)). Aby kruh C zasahoval kruh B, musi jeho stfed leZet ve vnéjsi
rovnobé&zné mnoziné B, kruhu B, jejiz obsah je m(r + R)2. Protoze B C A,
je také B, C A,. Takze

_w(B) _ m(Q°+2¢Q +4¢°)

r R
POTBICTA) = ) = g rng e a= Q=5

Priklad 4. Jaki je pravdépodobnost, Ze kruh C' poloméru r se stfedem
rc € A protind hranici OA ¢tverce A o strané a > 2r?

Aby platilo C T 0A, nesmi byt x¢ vzdaleno od hranice ¢tverce vice nez

o r a tedy musi lezet ve vnitinim okrajovém pasu ¢tverce o Sifce r. Mnozina
poloh stfedu z¢ takovych, ze C' C A, je vnitini rovnobéind mnoZina A_,.,
takze zminény okrajovy pas je rozdilem A — A_,.. Potom pravdépodobnost
P(C 1 0Alzc € A) = 4¢(1 — q), kde ¢ = r/a.
Piiklad 5 (Buffonova tloha o &tverci). Oblibend renesanéni hra na
Ctverce spocivala v hazeni mince C' o poloméru r na podlahu vydlazdénou
¢tvercovymi dlazdicemi. Bodové byly hodnoceny pripady, kdy obvod mince
protnul systém spar S mezi dlazdicemi ve dvou, tfech a ¢tyfech bodech.
Jaky je pomér pravdépodobnosti P(1(0C N S) = 0): P(1p(0C N S) = 2):
P(vp(0C N S) =3): P(rp(0C N S) =4)?

Staci sledovat mince se stfedem z¢ lezici v jedné dlazdici A o strané a.
Hledané pravdépodobnosti jsou potom v poméru obsahtt vo(A_,) : va(A —
A_, — A') : 1a(0A) : va(A'), kde A’ je &tverec o strané 2r (sjednoceni ¢yt
rohovych ¢tverecki o stranach délky r rovnobéZnych se stranami dlazdice A
a majicich s ni spoleény jeden vrchol). 15(0C N S) = 3, kdyz se stfed mince
pohybuje po vnitfnich hranach rohovych ¢tverecki — jeji okraj pak jednu
hranu dlazdice protind ve dvou bodech a druhé se dotyka, Lebesgueova mira
téchto situaci v5(0A’) = 0. S vyuzitim vysledku pfedchozi tlohy je potom
hledany pomér (1 —2q)?: 4¢q(1—2q): 0: 4¢® (napi. pro ¢ = 0.1 je to 0.64:
0.32: 0: 0.04). Lze si snadno predstavit, jakym zdrojem sporii mezi hraéi byla
nepravdépodobna, le¢ od jinych tézko odlisitelna situace tii prusec¢iki.

Jednoduché feseni vSech téchto uloh je umoznéno tim, ze pohybujici se ¢i
nahodné polozené sondy byly d-koule, jejich hranice S4~! nebo body, takze
jejich interakce s ostatnimi mnozinami byla jednozna¢né urcena polohou je-
diného vztazného bodu. V pfipadé sondy obecnéjsiho tvaru (usecka, pfimka,
kruznice v R? & v R3) je v8ak nezbytné zavést také pravidla pro méieni
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orientaci sondy, jez jiz nejsou tak jednoznacné. Na tuto skutecnost upozor-
nil v knize Calcul des probabilités (1888) francouzsky matematik J. L. F.
Bertrand (1822 - 1900) nékolika tGlohami, které se nazjvaji Bertrandovy pa-
radoxy. Nejznaméjsi z nich je nasledujici.

Uvazujme kruznici o poloméru r protnutou ,nadhodnou” pfimkou a hle-
dejme pravdépodobnost, ze tétiva je delsi nez strana rovnostranného troja-
helniku do kruznice vepsaného. Bertrand navrhl t¥i resSeni:

a) Aby tétiva byla delsi, musi jeji st¥ed lezet v kruhu o poloméru /2. Jeho
plocha je rovna ¢tvrtiné plochy celé kruznice a tedy hledana pravdépodobnost
je 1/4.

b) Tétivu uréime pomoci jejich koncovych bodi: prvni bod zvolime ve
vrcholu trojihelniku A; zjistime, Ze tétiva delsi nez jeho strana musi protinat
jeho stranu BC' a opoustét kruznici v bodé oblouku BC'. Jeho délka je pravé
jedna tfetina délky kruznice a tedy hledand pravdépodobnost je 1/3.

c¢) Tétiva delsi nez strana trojihelniku musi protinat koncentrickou kruz-
nici o poloméru r/2 (kruznice vepsana uvazovanému trojihelniku) a tedy
také primér kruznice kolmy ke svému sméru. Mirou delSich tétiv je pak po-
mér (r/2) : r a hledani pravdépodobnost je 1/2.

Pro nalezeni pravidel, kterd by odstranila tyto a dalsi mnohoznacnosti,
hledejme nejprve miru svazku T pifimek v roviné se stfedovym thlem ¢.
Piimky tvofici svazek maji jeden spoleény bod (zde stfed kruznice o polo-
méru r) a vypliuji n&jaky stiedovy thel ¢. Protoze kazdd pfimka protind
kruznici ve dvou bodech, mohli bychom jako vhodnou miru zvolit polovi¢ni
délku obou svazkem vytknutych obloukt kruznice, tj. ¢r. Pak by ovSem tyz
soubor pfimek mél miru tim veétsi, ¢im vétsi by byl polomér kruznice, na
které bychom mérili. Vhodné pravidlo pro méfeni orientaci je mérit vzdy na
kruznici jednotkového poloméru, tedy na jednotkové sféie S'; odpovidajici
miru oznacime v? = %hl (T'NSY), kde horni index oznacuje dimenzi prostoru
a spodni dimenzi pfimek. Mirou izotropniho svazku p¥imek (vSechny mozné
orientace pfimek jsou rovnomérné zastoupeny) pak bude m. Pokud budou
primky orientované, bude jich dvojnasobny pocet a tedy mirou orientova-
nych smért bude 27. Podobné je v R? mirou smérd vymezenjch trsem T
pitmek 73 (T) = %hz (T N'S?) (vypliuji dvojity neomezeny kuZel; termin trs
se bézné pouziva pouze pro dimenzi d = 3) prochazejicich stfedem jednotkové
sféry S? polovina obsahu ho(T N S?) plochy timto trsem na sféie vytknuté,
resp. cely tento obsah v pripadé orientovanych smért. Pro izotropni svazky T
v R? budou tyto miry rovny v{(T) = O4_1 = dk4 pro soubor orientovanych
smeéru, resp. %Od—l pro sméry neorientované; zde Og_1 = hg_1(S1) je ob-
sah jednotkové sféry S?~1, tj. hranice d-koule o poloméru 1. P¥ipomefime, Ze
prod=1,2,... je Og_1 =dkrqg = 2,27, 4m, .. .; kg bylo zavedeno v prikladu 1.
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Dalsi pravidlo je tfeba navrhnout pro charakterizaci svazku T rovnobéz-
nych piimek v R%. Terminologie neni zcela jednotné; v R? nazyvame svazkem
mnozinu piimek riznych orientaci majicich jeden spoleé¢ny bod, analogickou
mnozinu v R? nazjvame trs, v R? kuzel. Zde davame pfednost spole¢nému
terminu svazek, a to i pro ,,pas“ ¢i ,valec” tvofeny primkami rovnobéznymi,
které maji spolecny ibézny bod. Zacénéme s nejjednodussim piipadem svazku
rovnobéznych piimek v roviné; oznac¢me L primku, ktera je se svazkem rovno-
bézna a prochazi pocatkem O zvoleného souradného systému. VSechny rovno-
bézné primky bez ohledu na svou polohu v prostoru jsou tak reprezentovany
jednou pfimkou - linedrnim podprostorem jednotkové dimenze. V zasadé
bychom svazek mohli mérit délkou usecky, kterou svazek vytkne na libovolné
pfimce vzhledem ke svazku pevné orientované. Ptirozené je opét zvolit tuto
miru minimalni, tj. jako délku hy(T N L, ) vytknutou svazkem na piimce
L prochézejici pocatkem a majici smér normaly svazku; pouZiva se pro ni
nazorny termin $irka svazku. MuzZeme ji také chapat jako délkou ortogonalni
projekce (T'|L ) do komplementarniho (k L) linedrniho podprostoru L . Za-
sadni pravidlo je, Ze vSechny sméry i vSechny polohy pfimek daného sméru
jsou méfeny shodné, bez ohledu na jiné efekty s jejich polohami ¢i orientacemi
spojené, jakymi je napt. pocetnost ¢i velikost jejich prinikd s hodnocenymi
objekty,

Bezprostiednim zobecnénim do R? je pravidlo, Ze mirou (valcového) svaz-
ku T pfimek rovnobéznych s L je obsah ho(T'|L ) jejich ortogonalni projekce
(T'|L1) do komplementarniho linedrniho podprostoru (ekvivalentné do nor-
malové roviny). Podobné svazek rovnobéznych rovin Ts je reprezentovan ob-
sahem prtniku 75 N Ly svazku s jeho normélou ¢i ekvivalentné obsahem
prumétu T|Ly; svazku do jeho normalového linedrniho podprostoru. Zave-
dena pravidla demonstruji nasledujici priklady.

Piiklad 6. Dva svazky rovnobéznych pfimek protinaji celou jednotkovou
usecku A a sviraji s ni thly 0 < 61, 62 < /2. Uréete sitky svazkd wy, ws.

Normaly obou svazkl sviraji s useckou thly doplinkové k 6, a 603, takze
wy = sinf1, we = sinf,.

Priklad 7. Usecku A délky a zasahuje svazek rovnobéznych p¥imek T §iiky
w kolmych k A. Use¢ka B C A ma délku b. Jakd je pravdépodobnost P(T T
B|T 1 A), ze svazek T zasahuje také usecku B?

Jedna se vlastné o jednorozmérnou tlohu typu: Jaka je pravdépodobnost,
ze tsecka W = T N A délky w, zasahujici isecku A délky a, zasdhne také
usecku B C A délky b7 Protoze usecky jsou vlastné jednorozmérné koule,
feSime analogicky, jako priklad 3. Aby W T A, musi stfed tsecky W lezet
ve vnéjsi rovnobézné mnoziné A, 2, aby W 1 B, musi stied tsecky W le-
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Zet ve vnéjsi rovnobéZné mnoziné B, » a hledana pravdépodobnost je podil
Vl(Bw/2)/V1(Aw/2) = ZJJ:Z

Priklad 8. Usecku A délky a protina v jejim stiedu tsecka B délky b < a
svirajici s ni dhel 6. Usetku A dale protina pifmka F k ni kolma. Jaka je
pravdépodobnost P=P(F 1 B|F 1 A), Ze tato pfimka protind také tsecku
B?

Opét se jednd o jednorozmérny piipad. Pfimka F' | vidi“ usecku B jako
jejl projekci délky bcosf do své normadly, kterda ma v tomto pripadé smeér
shodny s A, takze P= @.

Vsimnéme si nyni Betrandovych Feseni. Za¢neme s pfipadem c) a ozna-
¢ime délku strany vepsaného trojuhelniku ta. Kazda tétiva resp. primka ji
generujici je charakterizovana jednim bodem na praméru kruhu k ni kol-
mému, tj. nezavisle na své délce. Mirou vsech tétiv stejného sméru je tsecka
vytknutd na pfimce obsahujici jejich normalu - pramér kruznice 2r. Mirou
tétiv delsich nez ta je polovina tohoto primeéru. Tento vysledek plati pro
vSechny sméry tétiv, miry situaci jsou urcéeny ve shod€é s navrzenymi pravidly
a hledand pravdépodobnost je P = %

Jednodussi a intuitivnéjsi je tivaha nasledujici: zvolme jako pevnou prim-
ku osu y a posouvejme kruznici o poloméru r po ose z. Pfimka pak bude
protinat kruznici tehdy, kdyz jeji stfed ¢ € [—r, 7], a tétiva bude delsi nez t5
pro ¢ € [—5, 5]. Odtud opét je hledana pravdépodobnost P = %

V piipadé a) je kazd4 tétiva charakterizovdna svym stfedem, ktery pro
vSechny tétivy ruznych sméru a stejné délky ¢ lezi na kruznici poloméru r¢, 0 <
ry < r. Pro tétivy délek ¢t > ta je ry < r/2. Soubory tétiv rtznych délek,
a tedy i pfimky je generujici, jsou tedy méfeny rtizné: mirou téch nejdelsich
je 0 (maji stfedovy bod spoleény, totoZny se stfedem kruhu), mirou téch
nejkratsich (te¢ny s tétivami nulovych délek) je cely obvod kruhu 27r. To
je v rozporu s piijatymi pravidly, tétiv kratsich nez ta jsou pak 3/4, delsich
pouze 1/4, a FeSeni tedy nen{ spravné. Podobné je tomu v pfipadé b). Obecné
pravidlo zni, Ze polohy i sméry sond i bodd, pfimek ¢i rovin zasahujicich
objekt mérime podle toho, jakou vyplnuji v prostoru oblast a nezavisle na
jejich konkrétnim priniku s objektem.

Nasledujici tloha je obecné povazovana za prvni zavaznou tlohu z geo-
metrické pravdépodobnosti.

Piiklad 9 (Buffonova tloha o jehle). Na podlahu tvofenou prkny $ifky
d oddélenymi sparou zanedbatelné ifky hazime (izotropné ndhodné) jehlu B
délky ¢ < d. Jaka je pravdépodobnost, Ze jehla protne sparu?

Podle ptedchéazejici tlohy ,uvidi“ primka F' predstavujici sparu jehlu B
jako jeji projekci do své normély. Svira-li jehla se sparou tihel 6, bude délka
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této jeji projekce £, = £sinf. Uhel 6 je rovnomérné nahodny na [0,7/2]
a ocekdvand (stiedni) délka primétu jehly bude

w/2
EZJ_:2—£/ sin9d9:2—£,
™ Jo ™

kde dff bychom mohli psat také jako dy?. Déle se jiz jedna opét o jedno-
rozmérnou ulohu nésledujiciho typu: na pfimce je systém bodua A; o sou-
fadnicich +id,i = 0,1,2,..., navzajem vzdalenych o d. Jakad je pravdépo-
dobnost, Ze rovnomérné ndhodné vybrany interval I délky w = EZ — 1 za-
sdhne néktery z bodt A;. Aby k zdsahu doslo, musi stied I leZet v intervalu
(—w/2+1id,id+w/2). Pravdépodobnost této situace je ziejmé rovna poméru

w/d a dosazenim za w dostaneme P = 7%—2.

Buffonovy tlohy o ¢tverci a jehle jsou historicky prvni ulohy o geomet-
rické pravdépodobnosti a umoznuji velmi dalekosahla zobecnéni, jak ukazuje
priklad 10 a nasledujici diskuse.

Priklad 10. Na systém S rovnobéznych spar z piikladu 9 jsme vysypali
neznamy pocet jehel neznamych ruznych délek a dostali jsme celkem N pru-
se¢iki. Odhadnéte celkovou délku L vSech jehel.

N = % Yol = %L, kde n; jsou pocty jehel délek ¢;. Odtud odhad
[L] = 7®dN/2.

V pfedchazejicim prikladu jsme urcili celkovou délku rozsypanych jehel
bez znalosti jejich poctt a délek. Muzeme si tedy predstavit, Ze jehly nam
s libovolnou presnosti aproximuji néjakou kiivku ¢i cely systém kiivek o délce
L a jeho délku jsme schopni odhadnout bez méreni pouhym pocitanim prise-
¢ikt se sparami. Vysledek by platil, i kdyby spary byly od sebe rtizné vzdalené
se stfedni vzdalenosti Ed, tj. [L] = nEdN/2.

Uvazovany systém spar tedy hraje tlohu ¢arového testovaciho systému,
ktery mé4 délkovou intenzitu (stiedni délku na jednotkové plose) L5 = 1/d
nebo obecnéji L5 = 1/Ed. Sledujme nyni ,izotropni“ kiivku (vSechny orien-
tace jejich tecen jsou stejné zastoupeny) délky L na libovolné oblasti obsahu
A. Ozna¢ime-li Ly = L/A (forméalné mizeme opét L4 povazovat za délkovou
intenzitu), dostaneme dosazenim do vztahu pro L

™
La=3Nr,
kde jsme Nz, = N/(AL%) oznacili podet priise¢ikii na jednotkové délce car tes-

tovaciho systému Li (pocet priseciki byl N a celkova délka testovaciho sys-
tému je ALi). Ziskand rovnice je uziteénym vysledkem pouziti geometrické
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pravdépodobnosti. Umoziniuje ndm velmi snadno odhadovat délku slozitych
¢arovych systémi tak, Ze na zkoumanou plochu obsahu A (napft. fotograficky
snimek ¢arovych slozek mikrostruktury ¢ mapu vodnich tokd) pokladame
soustavu rovnobéznych ¢ar a pocitame pruseciky testovaciho systému se stu-
dovanym ¢arovym systémem L. Odhad jeho délky je potom [L] = ZAN.
Predpokladali jsme, ze systém L je izotropni; pokud tomu tak neni, musime
ulinit izotropnim systém Li tim, Ze jej polozime nékolikrat s riiznou orientaci
— bud ndhodnou nebo systematicky ménénou.

3. Sylvestruv vztah

Buffonovu tlohu o jehle mizeme vyftesit i jinym a pro teorii geometrické prav-
dépodobnosti charakteristickym zptsobem (Barbier, 1860). Pro jehlu délky
¢1 obecné vétsi nez d je pocet prisec¢iki ndhodnad proménnd X;. Jeji stfedni
hodnota je
EX; =) npn,
n>0
kde p,, je pravdépodobnost, ze pruseciki je prave n. Specialné, jestlize {1 < d,
pak EX; = 0.pg + 1.p1 = p1 je hledana pravdépodobnost. Pocet priisecikt
druhé nezévisle hazené jehly délky ¢s bude dalsi nezavisla ndhodnd proménna
X5. Jestlize jehly budou mit jeden spoleény koncovy bod, nebudou X; a Xy
jiz nezavislé, nicméné stale plati
E(X:1+ X2) =EX; +EX,

a analogicka rovnice bude platit i pro lomenou ¢aru o délce ¢1 + /o + ...
tvofenou libovolnym poétem spojenych jehel. Oznac¢me f(¢) funkci vyjadiu-
jici zavislost stfednich hodnot pocta pruasecikt na délkach jehel. Pak plati
fXi+Xe+...)=f(X1)+ f(X2)+... a f(£) je linedrni monoténni rostouci
funkce typu f(¢) = r¢ pro libovolné ¢ > 0. Lomenou ¢aru lze povazovat za
aproximaci kiivky C délky ¢, jejiz pocet pruseciki bude ndhodné proménna
Y pfiblizné rovna X; + X5 + ... . Pfechodem k limité ¢; — 0 pro vSechna ¢
dostaneme E(Y') = r/, kde r je konstanta. Jeji hodnotu uré¢ime napt. kdyz za
C zvolime kruznici o praméru d. Pocet priseciki rmd pak bude pti kazdé jeji
poloze roven dvéma, takze r = % atedy EY)=p = % pro {1 < d jako
v pfikladu 9. Typic¢nost tohoto postupu spociva v tom, ze nejprve odvodime
obecnou relaci tmérnosti mezi charakteristikami obecného, obvykle konvex-
niho geometrického objektu, a nahodné proménné jim generované na obecném
testovacim systému. Dosazenim jednoduchého objektu, obvykle d-rozmérné
koule nebo odpovidajici sféry pak uréime konstantu timérnosti. Postup lze
demonstrovat na dalsim podobném piikladu.
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Ozna¢me si ¢? invariantni miru (viz nize) definovanou na mnoziné viech
piimek F? v R2. Uvazujme tsecku délky L; a necht Z; = 1 resp. 0 je jeji
podet priisecikii s ndhodné vybranou p¥imkou F? € F?2. Integrél

/ 7,462
_7:2

1
je mirou vSech primek, které ji protinaji. Jeho hodnota zavisi opét pouze na
délce L1, a podobné jako u Buffonovy tlohy muzeme prejit k lomené care
Ly + Lo + ... aproximujici k¥ivku C délky L¢o a zavést funkci f(Lg) =
J F2 Zcdg? = rLc, kde Z¢ je pocet priseciki kiivky C s ndhodnou pfimkou
z F2. Jestlize je nyni kiivka C hranici K konvexni mnoziny K, je Z¢ bud 2
nebo 0 (tecné piimky lze zanedbat) a tedy f(L¢) = f]:12 Zodg? =243 (K) =
rL(0K), kde ¢2(K) je mira viech pfimek protinajicich K. M&me nyni dru-
hou konvexni mnozinu K’ C K. Pro ni miiZzeme napsat podobnou rovnici

a vydélenim obou rovnic dostaneme Sylvestruv vztah

G _ : _ LK)
2~ P T KR 1K) = For

L(OK)’
Zcela analogicky bychom mohli misto ptimek F?? uvazovat body Fg s mirou
#3, majici ziejmé vyznam plogného obsahu, takZze napi. ¢3(K) = A(K).
Sylvestruv vztah ma potom tvar

P(F3 1 K'|F3 1 K) =

va(K')
l/Q(K) ’

ktery jsme jiz intuitivné pouzili v prikladu 1 a pfi odhadu plochy listi.

4. Orientace sond

Po pocate¢nich tvahach vénovanych oddélené tlohdm na pifimce, v roviné
a v prostoru, se nyni pokusme fesSit tlohy geometrické pravdépodobnosti
obecné v R?. Kdyz dimenze mnoziny neni uvedena explicitné, je rovna d,
tj. dim(K) = d a dim(B,) = r < d. Pokud je tfeba zdiraznit, k prostoru jaké
dimenze se mnozina ¢ funkcionél vztahuji, je pfidan horni index - napt. F¢ je
r-rovina v R%. Divodem k obecnému postupu je, ze dimenze je pak explicitni
promeénnou a ze fada vztaht je pochopitelnéjsi ve tvaru pro obecné d, nez pro
jednotlivé konkrétni dimenze. Bude se jednat o popis interakce mnoziny A
se zvolenou pohybujici se resp. ndhodné polozenou a orientovanou mnozinou
B,, kterou jsme nazvali sonda. Casto je konvexni, miize to viak byt i tsek
kiivky (napf. cykloidy) nebo n-tice bodi, jako byl bodovy testovaci systém.
Pfedeviim to viak bude pifmka ¢i rovina, resp. obecné r-rovina F4 v R (,1-
rovina“ je vzdy pfimka, (d— 1)-rovina je nadrovina). Pro popis pohybu sondy
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B2 v ni zvolime pevny kartézsky soufadnicovy systém = (e, es, ..., e,),
popsany d soufadnicemi jeho jednotkovych vektorid, a umistime jej do zvo-
leného pocatku (referenéniho bodu) by. Translace sondy pak budou popsany
vSemi polohami ¢;bg, kde g; je prvek grupy eukleidovskych translaci v R?.
Jedné orientaci sondy tedy odpovida jeden bod prostoru R4". Jeho soufad-
nice v R% nejsou nezavislé, ale spliiuji (T;rl) relaci e;e; = §;5, kde ;5 = 1
pro ¢ = j a 0 jinak (Kroneckerovo §). Vsechny mozné orientace sondy jsou
pak popsany varietou dimenze s = (rd —r(r +1)/2) v R, kterou nazyvame
Stiefelova varieta S%; jeji s-obsah oznacime hy(S?). S jejimi jednoduchymi
piiklady jsme se jiz setkali. Variety S{ popisujici orientaci tsecky jsou jednot-
kové sféry S, nebot orientace je popsana jedinym vektorem e; se soufadni-
cemi {ey 1,...,e1,4}, spliiujicimi jedinou relaci eil, + - -—|—eid = 1. Avsak jiz
orientaci obrazce v R? popisuje varieta S5 dimenze 1 v R*: dvojice vektort
e, e, je v R* popsdna ¢étyimi soufadnicemi {e11,€1,2,€21, €22} spliujicimi
tfi rovnice 6%714-6%72 =e2 +e, =1, e11e21+e1 2002 = 0. Ty uréuji kiivku
(dimenze s = 4 — 2.3/2 = 1) v R* a jeji délka je hi(S2) = 4m, nebof mirou
vSech orientaci vektoru e; je 2m a e; ma pravé dvé moznosti odpovidajici
pravo— a levoto¢ivé soustavé. Podobné mirou orientaci télesa v R? je S5 v R?
s obsahem h3(S3) = 471 x 27 x 2 = 02010 = 1672 a dimenzi s = 3. Obecné
je hs(8%) = 04-104-2...O4_,. Dané soubory orientaci popisuji oblasti na
téchto varietach; jejich obsahy jsou miry téchto soubori a budeme je znacit
od. Obsah infinitesimélni oblasti dS? znac¢ime do? misto hs(dS?).

Kdy7 sondou je r-rovina F?¢, budeme ve shodé s poc¢ateénimi tivahami
jejil polohu urcovat prisecikem s komplementarnim linedrnim podprostorem
- (d — r)-rovinou prochézejici poc¢atkem, kterou budeme znacit Lf |- Ziejmé
je dim(L%,) = (d — r), takze budeme psat L9 . pokud vztah k r-rovindm
nenf tieba zdfiraziiovat (jako napi. p¥i projekcich K |L¢). Mirou poloh svazku
T, rovnobé&znych r-rovin pak bude obsah hy—.(T. N L%, ) odpovidajici (d —
r)-rozmérné oblasti 7, N L4, = T,.|L¢, komplementu L¢, . Chceme-li nyni
popsat vSechny mozné orientace dané r-roviny, musime si uvédomit, ze rotace
soufadného systému uvniti F., ur¢ené napf. zménami prvnich r soufadnic
kazdého z vektort e; a popsané tedy Stiefelovou varietou S), orientaci r-
roviny neméni. VSechny mozné orientace r-roviny popisuje tedy jind varieta
GZ nazyvani Grassmanova; jeji dimenze g je ziejmé rozdil dimenzi S¢ a S,
tj. g = r(d — r), a jeji obsah je podil obsahti S a S7, tj.

hg(gf) = Odflodfz . Od,r/or,10T,2 . Oo.
Pro miru celého souboru orientaci jsme jiz zavedli znaceni v¢ pro h,(G?),
obsah infinitesimalni oblasti dG¢ znac¢ime dvyd.
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5. Aditivni funkcionily (valuace)

Obsahem geometrické pravdépodobnosti je sledovani interakci nadhodnych
mnozinovych systémii; je proto tfeba zavést charakteristiky, které nam sdéli,
zda k uddlosti B, 1 A = B, N A # () doslo, a dale jaky je jeji rozsah, tj.
prunik B, N A néjak ,zméii“. Omezime se na systém K vSech konvexnich
mnozin a déale na systém jejich konecnych sjednoceni R, ktery nazyvame
konvexni okruh. Aditivnim funkciondlem, resp. valuaci (modernéjsi termin)
nazveme mnozinovou funkci p definovanou primérné nad K a spliujici pro
kazdé A,B € K podminku pu(A U B) = p(A4) + u(B) — p(A N B) a déle
w(0) = 0. Indukei pak dostaneme

PALU-UA) = p(A) =D u(ANAj) + > p(Ai N A; N Ag) —
7 1<j 1<j<k
— e (D) (A N AN N Ay). (1)

Jestlize u(gK) = p(K), kde g € G je prvek eukleidovské pohybové grupy
(translace, reflexe, rotace), nazyvame p pohybové invariantnim & jen inva-
riantnim aditivnim funkcionalem. Aditivni funkciondl nazyvame spojitym,
kdyz pu(A,) — u(A) pro posloupnost mnozin A,, s limitou A (tj. Hausdorf-
fova vzdalenost

0(A,, A) = mazx( sup d(an,A),supd(a,A,))
an €A, acA

mnozin A,, A konverguje k nule pro n — oo; pfitom

d(z,A) = alrelgD(x,a)

(D(x,a) jsme jiz zavedli jako eukleidovskou vzdalenost mezi body z, a).
Funkcional nazveme monotdonnim, kdyz p(A) < p(B) pro kazdé A C B. Ko-
necéné jestlize u(aK) = o*u(K), je u homogenni stupné k. Piiklady invari-
antnich aditivnich homogennich monoténnich funkcionald nad X jsou obsahy
mnozin a jejich hranic a také Eulerova charakteristika, kterda ma mezi vSemi
funkcionaly tohoto typu vyluéné postaveni, vyjadiené nasledujici vétou:

Véta 1. Ezistuje jedind spojitd invariantni valuace ud nad konvernim okru-
hem R takovd, Ze ud(K) =1 pro libovolnou neprdazdnou konvezni kompaktni
mnozinu K € K.

7 jeji aditivity plyne, Ze pro soubor mnozin Ai, Ao, ..., A, takovych, Ze
A;NA; = 0 pro kazdou dvojicii # j, 4,7 = 1,...,n, plati, Ze ug (A1 UAsU- - -U
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A,) = n. Pfitom jestlize K lezi v néjakém podprostoru (r-roving) dimenze r
prostoru R?, pak uf(K) = pd(K), takze mizeme psat po(K) misto pud(K).
Jinymi slovy, Eulerova charakteristika udava pocet izolovanych neprazdnych
konvexnich mnozin libovolné dimenze v jejich koneéném sjednoceni A € K.
Bude tedy tim funkcionalem, ktery popise, zda k udalosti B, T A doslo —
pak uo(B, T A) # 0, pfipadné ze vzniklo pravé uo(B, T A) izolovanych
komponent tohoto praniku (mnoZinou konvexniho okruhu jsou napi. télesa
tvaru zebfiku nebo ¢inky, jejichz pruniky s rovinou ¢i pfimkou maji obecné
nékolik izolovanych konvexnich komponent).

Pozadavek konvexity neni nijak striktni. Hodnota Eulerovy charakte-
ristiky se totiz nezméni pii homeomorfni transformaci mnoziny K (tj. pfi
zobrazeni, jez je spojitym pfechodem mezi vzorem a obrazem, jakym je napft.
i nehomogenni deformace). Eulerova charakteristika tsecky je 1 a neméni se
pfi jejim zakfiveni (z4dné dva body vSak nesméji splynout). Podobné mi-
zeme deformovat kruh, kouli i mnohothelniky a mnohostény; pouze v nich
nesmime vytvofit dutinu (ani uzavienou jako u miGe, ani otevienou jako
u trubky). P¥i zkouméni rtiznych soubort objektt, napt. bunék ve tkani, po-
¢tu zrn v krystalu ¢ po¢tu stromii v lese, mé po/V vyznam hustoty nebo-li
intenzity téchto objektl ve sledované oblasti, tj. poctu objekti na jednotku
jejiho obsahu.

Bézné zndmy je rozklad Eulerovy charakteristiky mnohosténu M v R3:
wo(M)=1=v—e+ f—1,kde v,e, f jsou poéty vrcholi, hran a stén. Daleko
méné znamy je rozklad nésledujici, platny i pro nekonvexni mnoziny:

o0

po(A) = (-1)'8;,

=0

kde [y je pocet izolovanych slozek mnoziny A a (3; jsou poc¢ty nekontraho-
vatelnych sfér S%(r) dimenze i ¢i mnozin s nimi homeomorfnich, které lze
vepsat do A (polomér r kontrahovatelné sféry muzeme neomezené zmenso-
vat, aniz narusime inkluzi S*(r) C A); ziejmé 3; = 0 pro i > d v R%. Jestlize
A = S%(r), je kontrahovatelna kazd4 sféra dimenze r < i (dva body S°(p)
lezici na kruznici S*(r) ¢i na libovolné sféfe vyssi dimenze miizeme postupné
stahnout do jediného bodu stejné jako kruznici S'(p) lezici na sfére S2(r)
¢ sféte libovolné vyssi dimenze atd.). Ziejmé je po(A) homogenni fadu 0,
tj. nezavisi na velikosti mnoziny A. Shodné hodnoty po bychom dostali také
z podminky aditivity (1). Hranici tsecky L1 jsou dva izolované body, odtud
wo(0L1) = 2, kruzmici C; slozime ze dvou polokruznic (jsou homeomorfni
s tseckou) majicich spole¢né dva body, odtud po(Ci) = 0, a povrch koule
0K3 slozime ze dvou polokouli majicich spole¢nou kruznici, tj. po(0K3) = 2.
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Druhou diilezitou aditivni invariantni valuaci v R? je délka, plocha, ob-
jem, obecné d-rozmérna Lebesgueova mira v4(K). Je homogenni fadu d a mi-
Zeme ji znacit napi. pg(K). Samoziejmé je rovna 0, jakmile dimenze K je
mensi nez d; valuaci s touto vlastnosti nazyvame prostou. V ramci systému
valuaci, ktery konstruujeme, ji budeme znacit pé(K) = vq(K). Plati podobné
zékladni véta jako pro uo:

Véta 2 (Charakterizaéni teorém pro p4(K)). Necht uu je spojitd pohybové
invariantni prostd valuace nad konvexnim okruhem R. Pak existuje rediné c
takové, e u(A) = cud(A) pro viechna A € R.

Pomoci téchto dvou elementarnich valuaci lze zavést fadu dalsich valuaci
pozadovanych vlastnosti. Konvexni mnozinu K dimenze d muZeme ortogo-
nalné promitnout do linedrniho podprostoru L2, uréit odpovidajici Lebesgue-
ovu miru této projekee v,.(K|L%), spo¢itat integral téchto obsahti pies viechny
mozné orientace L¢ a vydélit jej mirou téchto orientaci, tj. hy(G2) = <. In-
terpretace tohoto funkcionalu je stfedni obsah projekce, tj. polozime

i) = B (K| = = [ wn(K|Lddor. )
Vr Ggd
Lze dokézat, Ze takto zavedené funkcionély jsou aditivni a tedy valuace, navic
také spojité, monotdnni, pohyboveé invariantni a homogenni fadu r. Pror = d
nebo 0 je rovnice (2) trividlni; K|LZ je bod (pocatek O) pro kazdé K €
K, takze v9(O) = 1 = po(K) podle véty (1) (index d muZzeme vynechat),
a K|L% = K, takze rovnice (2) opét plati. Mame tak pro kazdou konvexni
mnozinu v R¢ celkem (d + 1) valuaci vy$e uvedenych vlastnosti. Plati pro
né nasledujici stéZejni véta geometrické pravdépodobnosti (a také konvexni
geometrie):
Véta 3 (Hadwigeriiv charakterizaéni teorém). Systém valuaci pd, ué,
-, 1% tvord bdzi vektorového prostoru vsech spojitjch pohyboveé invariantnich
valuaci nad K v R?.

To konkrétné znamend, ze je-li ¢(K) libovolnd valuace téchto vlastnosti,
pak musi platit

d
B(K) =Y capd (K),
=0

kde koeficienty ¢; nezaviseji na K. A navic, kdyz ¢(K) je homogenni Fadu r,
pak z charakteriza¢niho teorému plyne, Ze ¢(K) = coud(K). Déle lze jests
dokéazat, ze je-li ¢(K) monoténni, pak ¢; > 0.

Vrafme se nyni k obsahu hranice mnoziny K. Ten je homogenni pohy-
bové invariantni spojitou valuaci fadu (d—1), a tedy musi platit hy—1(0K) =
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cgilugil(K). Koeficient cﬁf1 nezavisi na K a muzeme jej urcit napt. pro jed-
notkovou kouli dimenze d. Jeji obsah povrchu je O4_1 a jeji ortogonalni pro-
jekee je jednotkova koule By_1(1) o obsahu r4—1. Odtud cg_l =04-1/Kd-1.
Dostali jsme velmi uzitecny vztah Cauchyho

Ot gy, (kL) = 24

ha1(0K) =
Kd—1 Rd—1

pa—1 (), (3)

tj. obsah hranice libovolného konvexniho télesa je fdfl—nésobkem obsahu

d—1

jeho stfedni ortogonélni projekce do nadroviny. Specialné v R3 je to étyina-
sobek a v R? je to m-nésobek. To znamend, Ze zndmy vztah mezi obsahem
rovinné projekce koule a obsahem jejiho povrchu resp. mezi obvodem a prii-
mérem kruhu plati zcela obecné pro vSechny konvexni mnoziny odpovida-
jici dimenze. Takze napt. obsah stfedni rovinné projekce hranolu o hranach
a, b, cje (ab+ ac+ bc)/2 a valce o poloméru p a vysce h je Tr(r + h).

Diilezit4 je rovnéz valuace u$(K), tj. stfedni obsah ortogonalni projekce
K do viech L{. Nazyva se stiedni $itka nebo také stiedni Ferettiv &i klestovy
prumér — oba nazvy jsou vzaty z technické praxe a odpovidaji stfednimu
udaji mikrometru pfi rtiznych otocenich méfeného predmétu.

Jako ¢tyii charakteristiky konvexniho télesa tvoiici bazi valuaci v R3 ob-
vykle volime jeho objem (V(K) = u3(K) = v3(K)), obsah hranice S(0K) =
S(K), stiedni sitku (zna¢ime w(K) = p$(K)) a Eulerovu charakteristiku.
Podobné v R? volime obsah (tedy opét Lebesgueovu miru) mnoziny A(K),
Castéji délku jejiho obvodu L(OK) nez stfedni $ifku w, a Eulerovu charakte-
ristiku. V R! bazi tvoii délka intervalu a Eulerova charakteristika.

V R? je ud_,(K) = p2(K) a tedy podle rovnice (3) je obvod konvexniho
obrazce L(OK) = mw(K3). Relace plati opét nejen pro kruh, ale zcela obecné;
w = 4a/7 plati nejen pro ¢tverec a kosoctverec o strandch a, ale i pro limitni
pripad smykové deformovanych obrazcti na tsecku délky L(0K)/2. Odtud je
stfedni sitka tsecky délky L rovna %, jak odvodime pfimo nize. Ze stejného
dfivodu je stiedni obsah projekce plogného obrazce plochy A v R3 roven A/2,
protoze jej muzeme povazovat vysledek limitniho smyku télesa s obsahem
hranice 24, pro néjz také musi platit rovnice (3).

Pro snadnou praci v obecné d-rozmérném prostoru byvaji valuace rtzné
normovany. Velmi ¢asto se pouzivaji tzv. Minkowského funkciondly ¢i in-
tegrdly pricného prifezu (v angli¢ting i némciné shodné quermassintegrale)
W2(K). Jsou spojité, pohybové invariantni a homogenni fadu (d — 7) a nor-
movany tak, Ze pro jednotkovou kouli jsou vSechny rovny jejimu objemu, t;j.
kq. Z charakteriza¢niho teorému pak plyne, ze museji byt amérné ug_r, jez
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je pro jednotkovou kouli rovno k4., takze

Mg (K. (4)

W) = 2

Rovnice (4) se nazyvé zobecnény vztah Cauchyho; jeho specidlni p¥ipad jsme
dostali vyse. W¢(K) udava Lebesgueovu miru mnoziny (jeji objem), dW(K)
je obsah jeji hranice a uf(K) = (kq—1/ka)W5_ ,(K) je jeji stfedni &fika.

Jestlize je dimenze K obecné s < d (pak budeme psat explicitné Kj),
potom prvnich (d— s) Minkowského funkcionalt WZ(K), i = 0,...,d—s—1,
pravé tak jako poslednich (d — s) valuaci u?(KS), j=s,...,d je rovno nule.
Nenulové funkciondly WE(Ks), d > i > d — s, lze vyjadfit pomoci W3 (Ks)
prostoru R?® podle vztahu

Oits—d Od—skd—s s

d — :
W~ (KS) - Oz 2(‘(91) i+s—d

3

(K5),

takze pro tisetku délky L, tj. s = 1, je W$ | (K1) = kg—1L/d a W (K1) = Kq.
Odtud s pouzitim vztahu (4) plati

- Os—rOgkr

= s dMyys (X)),
GV (X.) )

K
Pl = W ()
d

Specialné je napf. stiedni délka ortogonalni projekce tisecky K, délky L v R?

Oq
7O4-1

Ehy (K| L{) = p{ (K1) =

tj. 2L/7 v R? (tento vysledek jsme ostatné dostali jiz v Buffonové tloze
o jehle) a 1/2 v R3.

6. Croftonuv vztah

A7 dosud jsme pracovali s projekcemi konvexnich mnozin. Pfejdéme nyni k je-
jich priinikéim s r-rovinami F?. Ty jsou uréeny svou orientaci, tedy bodem
G4, a déle svym bodovym priinikem s komplementarnim ortogonalnim line-
4rnim podprostorem Lf = L;ii_r. Kazdé r-roviné tedy odpovida jeden bod
na urcité varieté dimenze (d — r)(r + 1), kterou oznaéime Fy , a elementérni
miru (nazyva se kinematickd mira) na jeji infinitesimalni oblasti oznacime
dp(F? 1 K). Varieta, na rozdil od G¢ a S¢ ziejmé neni omezena, takova je
pouze ta jeji oblast, kterd popisuje neprazdné primiky F¢ N K s omezenou
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mnozinou K. Obsah této oblasti budeme znacit ¢¢(K). Vytvorme nasledujici
integral:

1 .

L[ Wik A EaeE 1K), >

Vr Fa,r
Ziejmé K N F? je pro F? 1 K oblast v F? a tedy W/ (K N F?) m4 smysl pro
0 < i < r. O integralu lze dokédzat, Zze je pohybové invariantni, monoténni
a homogenni valuace. R4d homogenity W/ (K N F?) je (r — i), zatim co tad
integra¢niho oboru odpovid4 projekci K|Ld  a je tedy (d — 7). Celkem je
tedy integral homogenni fadu (d —4) a podle charakteriza¢niho teorému musi
byt amérny W (K). Dostaneme (jeden z mnoha) Croftonovych vztahii

cd
Wi(K) = 2% Wi (K N EHde(F 1K), >, (6)
Vr Fa,r

kde c¢. je konstanta nezavisl4 na K. Dosazenim jednotkové koule za K lze

odvodit ¢f, = Z4tr=i,
KrKd—i
V&imnéme si Croftonova vztahu pro i = r. Ziejmé W7 (K N FY9) = &,
pro priiniky neprazdné, a nule jinak a ¢, = —w2—. S pouzitim rovnice (4)

dostaneme tak viud = ¢(F? 1 K) = ¢%(K), takze vyraz na levé strané
této rovnice je pravé mira souboru vsech r-rovin zasahujicich K. Konkrétné
v R? je ¢3(K) = 2rw(K) (i pro K dimenze nizsi nez d) a ¢3(K3) = 7S(K3),
v R? je ¢?(K) = mw(K) = L(OK).

Odtud také plyne pro mnozinu K’ € K, Ze

d K’ d K’
P(F! 1 K'|F 1K) = (ZZ((K)) = ‘:;T((K)),
T d—r

coZ je obecny tvar Sylvestrova vztahu, jehoz specidlni tvar pro r = 0, 2 jsme
dostali v kap. 3.
Rovnici (6) mizeme tedy zapsat ve tvaru

RdRy—;

Wi(Kq) =

7

Oy (KBW] (KaO ), 72 i (7)

Dtlezitost predchozich poznatkti demonstruji nasledujici dva ptiklady.
Piiklad 11. Uréete miru ¢3(K) rovin zasahujicich uzavienou krychlovou
oblast K v R? objemu V = a3.

Obecné je ¢3(K) = 2rw(K) (pro roviny s normalou n je to pravé délka
projekce K|n, tj. Siftka w(K,n); pfi uvazovani vSech orientaci zasahujicich
K je w(K,n) nahrazeno svou stfedni hodnotou w(K) a vyndsobeno mirou
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vSech orientaci normaly n, tj. 27). 2m-nasobek stfedni sitky w(K) je obecné
roven integralu stfedni kfivosti télesa, jehoz hodnota pro obecny mnohostén
je rovna % >, (m — aj)a;, kde a; jsou vnitini thly stén a a; jsou délky odpo-
vidajicich hran. Odtud pro krychli K je 2w = 65 a = 3ma.
Priklad 12. V krychli z pfedchézejiciho pfikladu jsou rovnomérné ndhodné
rozmistény dva stejné pocetné soubory A, B kulovych éastic a;, by, i =
1,..., N, o prumérech d4 = 2dp. Jakd je ocekdvanad hodnota poméru poctu
zasazenych Castic ze soubortt A, B ndhodné vybranou rovinou F' 1 K?
Miry rovin zasahujicich krychli, ¢astici a; a b; jsou s ohledem na pred-
chézejici priklad 3ma, 27wda,7ds. Odtud je podminénd pravdépodobnost
P(F 1 a;|F 1 K) rovna %dA/a a je polovi¢ni pro &astice b;. V roviné F
Ize tedy ocekavat dvojnasobny pocet zasazenych ¢astic typu A nez B.

Rovina si tedy vybira ¢astice s vahou timérnou jejich stfedni Sifce. Po-
dobné bychom dostali, Ze ndhodna pfimka vybira ¢astice s vahou timérnou
stfednimu obsahu jejich rovinné projekce, ndhodny bod tmérné jejich ob-
jemu. Nahodny vybér geometrickym prostiedkem , prunik” je tedy - na roz-
dil od geometrického vybérového prostiedku ,projekce” - vazeny! Intuitivné
jsme téchto pravidel pouzivali v historickych dlohéach, zde je jejich obecna
formulace.

Druhou dilezitou vlastnosti geometrického vybéru provadéného r-rovina-
mi je ztrata informace nepfimo timérna dimenzi sondy, ktera je specifikovana
podminkou r > i. Konkrétné d-rozmérny obsah V(K) = WE(K) lze odhad-
nout z fezu Frd N K pfid > r > 0, obsah hranice jiz jen z fezi prod > r > 1
a k odhadu Eulerovy charakteristiky souboru ¢astic je obecné nezbytna d-
rozmeérné oblast.

Posledni obecny vztah, ktery zde uvedeme, je Steinerova véta pro vnitini
a vnéjsi rovnobéznou mnozinu, s niz jsme se setkali v kapitole 2.

Véta 4. Necht K je konvexni mnoZina. Pak Minkowského funkciondly vnéjsi
rovnobézné mnoziny K, jsou

d—i

Wz‘d(Kp) = Z_: (d ; Z) ng+i(K)ka (8)
k=0

Jestlize existuje konvexni mnoZina A takovd, Ze K = A, pak pro p < p’ jsou
Minkowskeho funkciondly vnitini rovnobézné mnoziny K_,

d—i

Wid(K—p) = Z (d ; Z) W]g+i(K)(_p)k' 9)
2

=0
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Specidlné v R? pro konvexni mnozinu K objemu V' s obsahem povrchu S
a stfedni sfikou w je objem V(K,) =V + pS + 2mp*w + 37p>. Vatah plati
i pro konvexni mnoziny dimenze nizsi nez 3; napf. vnéjsi rovnobé&zné téleso H,
usecky H délky h je sjednoceni valce se dvéma polokoulemi (v misté podstav)
o objemu 7p?h + %ﬂ'p3, coz dostaneme, dosadime-li spravné za stiedni sitku
usecky v R? hodnotu %h odvozenou vyse. Podobné v R? pro konvexni obrazec
plochy A a obvodu P je A(K,) = A+ pP + mp?.

Dosud jsme vétsinou uvazovali jedinou konvexni mnozinu. Valuace jsme
v8ak zavedli proto, abychom je mohli pouzivat i pro kone¢na sjednoceni mno-
zin. Proto prakticky vSechny uvedené vysledky jsou aplikovatelné i v ramci
konvexniho okruhu R. Ponékud se méni pouze interpretace jednotlivych va-
luaci, vedle projekci v bézném smyslu slova se zavadéji tzv. totalni projekce,
jejichz obsah je souctem obsahi jednotlivych prekryvajicich se mnozin atd.
Napft. obsah projekce ¢inky ve sméru jeji osy je dvojnasobek obsahti projekci
jejich kouli. Dilezitou skutec¢nosti je predevsim to, ze Hadwigertiv charakteri-
zacéni teorém plati i pro mnoziny konvexniho okruhu a odtud plyne i obecnéjsi
platnost rovnic (6) a (7).

K ¢emu jsou uvedené vztahy uzitecné? Jak jsme vidéli v prikladu 12,
uvedené vztahy pro priiniky r-rovinami (napf. rovnice (6, 7)) lze aplikovat
i na mnoziny Y € K. Kazda F¢ 1Y je totiz F? T K, a jestlize naopak F¢ T K
miji Y, jsou Minkovského funkcionaly W (F NY) rovny nule a k hodnotdm
integrali nepfispivaji. Takze mtizeme psat také

WEY) = el (KYEW; (Y 1 FY), (10)
kde stfedni hodnota se ted vztahuje ke viem F? 1T K! Mé&me redlny vzorek
K obsahujici éastice ¢i dutiny ¢i oboji Yy (materidl se zpevitujicimi ¢éstice
¢ vlakny, ementalsky syr nebo vanocka s rozinkami). V takovych piipadech
se predevsim zajimame o pomér objemu slozky Y k celkovému objemu kom-
pozitniho objektu - tzv. objemovy podil Vi (Y) = V(Y)/V(K). Zapsanim
rovnice (10) pro Y a K v R? a jejich vydélenim dostaneme

_ EWS(Yan F?)

S B ey

(11)

kde W§ méa vyznam plosného obsahu pii r = 2, délky pii » = 1 a poctu
zasahujicich bodt pfi r = 0. Pokud udrzujeme jmenovatel konstantni (méfeni
provadime ve stéle stejném ,pozorovacim okénku* plosného obsahu A ¢i na
aseckach stejné celkové délky L plné lezicich v K nebo kone¢né na pevné
zvoleném souboru N ndhodné ¢&i pravidelné rozloZenych N bodd, které vzdy
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vSechny zasdhnou K3), pak miZeme psat
Vv(Y)=EA(Y NFy)/A=EL(Y NF})/L = Exo(Y NFJ)/N. (12)

Nejsou-li tyto podminky splnény, musime respektovat, Ze se jedna o po-
mér strednich hodnot a nikoliv o stfedni hodnotu poméru. Podobné muzeme
odhadovat také napf. pomér Sy (Y) = S(Y)/V(k), udavajici pomér plos-
ného obsahu hranic souboru Y k objemu celého vzorku K. VySe zminéna
ztrata informace mé za nasledek, ze pocet izolovanych komponent v sou-
boru Y lze obecné odhadovat pouze z d-rozmérné podmnoziny (vzorku) Y
primym spocitanim komponent a korekci na okrajové jevy. Podobor geome-
trické pravdépodobnosti a statistiky nazyvany stereologie fesi problematiku
odhadu geometrickych charakteristik nejriiznéjsich jednoduchych i slozitych
objektt z geometrickych vybéru s pouzitim pravdépodobnostnich relaci typu
Croftonova ¢i Sylvestrova vztahu resp. Cauchyho relace aj.

7. Zavére¢né poznamky

Probran byl jen velmi tzky okruh tloh geometrické pravdépodobnosti, a to
jen v jejich nejjednodussi formé. Buffonovu tlohu o jehle lze zobecnit nejen na
ptipad dvou systému kfivek, jak bylo naznaceno v kap. 2, ale také na problém
interakce kiivek a ploch v R3. Problematika interakci v ramci konvexniho
okruhu byla jen naznacena, v souc¢asné dobé jiz vSsak probiha jeji rozsifeni do
podstatné obecnéjsich mnozinovych systém.

Za zminku stoji alespon jedna z nejslavnéjsich tloh — Sylvestriv problém.
V ném je hledana pravdépodobnost, ze ¢tyii nezavisle nAhodné umisténé body
v obrazci Z vytvoii konvexni étyithelnik. Reseni je zavislé na tvaru oblasti,
ale neméni se pfi jeji afinni transformaci. Pravdépodobnost je maximalni pro
elipsy (0.71) a minimalni pro trojihelniky (0.67).

Obsazné je oblast geometrickych nerovnosti mezi valuacemi, jejich soubor
vydé na celou knihu [1]. Nejznadméjsi z nich jsou klasickd rovinna izoperime-
trick4 nerovnost P2 — 47 A > 0 mezi obsahem A a obvodem P konvexniho
obrazce a jeji prostorova obdoba S3 — 367V2 > 0, podle nichz kruh a koule
maji nejvétsi obsah pfi daném obsahu hranice (analogické nerovnosti plati ve
véech dimenzich: S — d%k4V?~1). Méné jiz je znamo, ze podobna (Bierba-
chova) nerovnost plati i pro stiedni $ifky:

kqw® — 29V > 0.

Atraktivni je problematika vzajemnych vzdalenosti mezi slozkami geome-
trickych soustav. Jejich dva zakladni typy jsou linearni orientované a sférické
sizotropni“ vzdélenosti. U prvniho typu je nejzndméjsi linearni vzdalenost
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mezi izolovanymi ,¢asticemi“ ¢; souboru C' = |J, ¢; méfena na nahodné vy-
branych testovacich pifmkach F{: na nich se stiidaji tétivy castic Fi¥ N ¢;
s ,tétivami* komplementu C°°™ jez v jistém smyslu vypovidaji o vzdalenos-
tech ¢astic. Bohuzel vsak jejich stfedni hodnota je na rozlozeni ¢astic nezavisla
a nezavisi dokonce ani na tvaru testovaci ¢ary (jednd se vlastné o prostorovou
analogii Buffonovy tlohy o jehle, v niZ testovaci ¢ara odhaduje obsah sjed-
noceni povrcht éastic). Pfesto je tento typ ,vzdalenosti* v praxi vyuzivan
jako charakteristika rozmisténi ¢astic. Sféricka vzdalenost se obvykle uréuje
od ndhodného bodu x komplementu C°°™ a je rovna poloméru sféry se stie-
dem v z, kterd se pravé dotyka hranice dc; ¢astice nejblizsi bodu x. Nazyva
se vnéjsi (externt) sférickd kontaktni vzddlenost a lze ji pouzit i k charakteri-
zaci bodovych soustav (procesit). Pokud za bod z zvolime také bod procesu,
dostavame vzddlenost nejblizsich sousedi. Teorie vzdalenosti v rtznych sou-
stavach objekti je velmi podrobné rozpracovana a Siroce vyuzivana v praxi.

Poznatky, které jsme probrali pro eukleidovsky prostor, mohou byt zobec-
nény i na prostory zakiivené, specidlné na d-rozmérné sféry S¢. Pro potfeby
automatické obrazové analyzy je zase nezbytné fesit podobnou problematiku
v diskrétnich bodovych prostorech (pravidelnych miizkach obrazovych bodu).

Z4adné dva lipové listy nejsou stejné, ale vSechny se navzdjem podobaji.
Podle tvaru bezpecné pozname jablko od hrusky, uré¢ime plemena psti, po-
zname rostliny podle fady tvarovych znakid atd. Ve vSech pripadech se jedna
o realizace omezeného ndhodného objektu ,bfectan”, ,leopard, ,kiemen*.
V lese a na zahonu jsou rostlinné realizace rozmistény v systematicky ¢i na-
hodné, v mineralu jsou vedle sebe bez prekryvani usporadany prostor beze
zbytku vyplnujici krystaly, a obec i staty a svétadily jsou ,rozparcelovany*
podobnym zptsobem. Muzeme tedy mluvit o realizacich vice ¢i méné nédhod-
nych procest, jejichz komponenty maji definované ndhodné rozmeéry a tvary
a zakonité ndhodné jsou rozmistény v prostoru. Touto problematikou se za-
byva cast teorie geometrické pravdépodobnosti nazyvana stochastickou ge-
ometrii. V jejim ramci byla vyvinuta fada néastroju - stochastickych funk-
cionald - pro popis ndhodnych procest bodu, vlaken, ploch a ¢astic. Syste-
maticky je rozvijena i velmi obtiZznd problematika nahodnych tvart a jejich
popisu. VSimnéme si alespon tii velmi jednoduchych modela takovych pro-
cesu.

V prvnim z nich jsou jednotlivymi objekty body, odpada tedy nahod-
nost rozméru a tvaru. Jestlize jsou body v R? rozmistény nezéavisle rovno-
mérné nadhodné, nazyva se model Poissoniv bodovy proces (PBP). MuZeme
jej charakterizovat nékolika zpiisoby. Napt. tim, ze pocty bod n v libovolné
omezené borelovské mnoziné obsahu V' maji Poissonovo rozdéleni P(n) =
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()‘T‘l/!)n exp(—AV), kde A je intenzita bodového procesu. Staéi viak zadat pouze

tzv. pravdépodobnost dutiny, tj. pravdépodobnost Py (n = 0) = exp(—=AV),
ze v kompaktni mnoziné K obsahu V neni zadny bod procesu. Poissoniv
bodovy proces hraje v teorii procestt podobné zakladni roli jako normaéalni
rozdéleni u ndhodnych veli¢in; pravidelnéjsi rozlozeni bod maji tzv. uspo-
fadané procesy s negativni interakei (body se do jisté miry odpuzuji), méné
pravidelné jsou naopak procesy shlukové (body se pfitahuji).

V modelu zdrodek-zrno je zadan libovolny bodovy proces zarodki a do
nich je (obvykle nezavisle) umisténa ndhodnd mnozina - zrno (napt. koule
se zadanym rozdélenim poloméri). Jestlize proces zdrodkt je PBP, nazjva
se model Booleovgm. Jeho problémem je vSak to, ze v PBP dochazi v jisté
mife ke shlukovani a jiz p¥i nizkém objemovém podilu zrn (nad 5%) dochézi
k prekryvéani zrn, takZze jeho pouziti je bezesporné pouze pro dutiny (model
chleba, spékanych kompozitnich materidld, travertinu atd.)

Posledni model popisuje systém mnozin, ktery bez prekryvani vypliuje
cely prostor nebo alespon jeho omezenou oblast. Vychozim je opét libovolny
bodovy proces. Kazdému jeho bodu - generatoru - je prifazena oblast zvana
cela, sjednocujici vSsechny body obklopujiciho prostoru, jejichz vzdalenost od
jinych generatoru je mensi resp. nejvyse stejna. Hranice cel jsou tedy tvoreny
body, jez jsou stejné vzdalené od vice generatort. Model se nazyva Voronoi-
ova (jestlize proces generatort je PBP, pak Poissonova- Voronoiova) teselace,
v roviné casto také mozaika.

Doporucena literatura uvadi u nas dostupné zakladni monografie, jejichz
nazvy vesmés zietelné vymezuji jejich obsah.

Literatura

[1] Burago Yu.D. a Zalgaller V.A. (1980). Geometric Inequalities. Springer-
Verlag, Berlin.

[2] Kendall M. a Moran P. (1963). Geometric probability. Hafner Publishing
Company, New York.

[3] Klain D.A. a Rota G.-C. (1997). Introduction to Geometric Probability.
Cambridge University Press.

[4] Santald L.A. (1976). Integral Geometry and Geometric Probability. Addi-
son-Wesley, Reading (Mass.).

[6] Saxl I. (1989). Stereology of Objects with Internal Structure. Academia,
Prague & Elsevier, Amsterdam.



Geometricka pravdépodobnost 71

[6] Saxl I., Pelikan K., Rataj J. a Besterci M. (1995). Quantification and
Modelling of Heterogeneous Systems. Cambridge Int. Science Publishing,
Cambridge.

[7] SerraJ. (1982). Image Analysis and Mathenatical Morphology. Academic
Press, London.

[8] Solomon H. (1978). Geometric Probability. Society for Industrial and
Applied Mathematics. Philadelphia.

[9] Stoyan D., Kendall W.S. a Mecke J. (1995). Stochastic Geometry and its
Applications. J. Wiley & Sons, New York.

[10] Stoyan D. a Stoyan H. (1994). Fractals, Random Shapes and Point
Flields. J. Wiley & Sons, Chichester.

[11] Weibel E. (1995). Stereological Methods, Vol. 2. Academic Press, Lon-
don.






Pravdépodobnost a statistika na stfedni skole © MATFYZPRESS 2005

NAHODNE PROCESY

Viktor Benes

Univerzita Karlova v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta, Ka-
tedra pravdépodobnosti a matematické statistiky, Sokolovska 83,
186 75 Praha 8 — Karlin

viktor.benes@mff.cuni.cz

1. Uvod

Nahodné procesy predstavuji modely dynamickych stochastickych déjia, které
Ize popsat systémem nahodnych veli¢in ménicich se v ¢ase nebo v prostoru.
Tyto ndhodné veli¢iny zpravidla nejsou nezavislé a existuji rizné t¥idy mo-
delii popisujici jejich vzdjemnou vazbu. Vedle staciondrnich procestt (Andél,
1976), kde pozadavkem je, aby se pravdépodobnostni charakteristiky nemé-
nily v Case ¢i prostoru, existuje tfida Markovskych procesi s kratkym do-
sahem zéavislosti. Predlozend prednaska se omezuje pravé na tento model
oblibeny pro svou jednoduchost a pritom Sirokou aplikaci.

2. Markovovy retézce s kone¢nou mnozinou stava

Definice 1. Necht S = {s1,..., i} je kone¢nd mnozina, P je matice typu
k x k s nezdpornymi prvky p;; spliujici Z§=1 pij = 1l prokazdéi=1,...k.
Posloupnost ndhodnych veli¢in X = (Xo, X1, ...) se nazyvi homogenni Mar-
koviv Tetézec s prechodovou matici P jestlize pro kazdé n pfirozené a pro
kazda ¢, j,in—1,...,%0 z {1,..., k} plati

P(Xn-‘rl =Sy | Xn = Si;Xn—l = Sip_15 - 7X0 = Sio) = (1)
= P(Xn+1 = Sj | X, = S’L) = Dij,
kde P znaci pravdépodobnost.

Privlastek homogenni, ze kterého vyplyva, zZe p;; v (1) nezavisi na n,
budeme déale vynechévat. Rovnosti (1) se ¥ikd Markovska vlastnost. Lze ji
interpretovat tak, ze k pfedpovédi toho, co se stane v ¢ase n+1, staci uvazovat

Kli¢ova slova: Markovsky Fetézec, stacionarni rozdéleni.
Podékovani: Tato prace vznikla za podpory grantu MSM 0021620839.
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co se stane v Case n, zatimco ¢asové okamziky 0,...,n — 1 nedavaji zadnou
dopliiujici informaci. Toto je vlastnost modeli, kterymi se budeme zabyvat
v této kapitole.

Vedle prechodové matice je dalsi charakteristikou Markovova Fetézce po-
¢atecni rozdéleni €0 piseme-li

¢ =g",...g"),
kde £™ = P(X, = s;).
Véta 1. Plati €™ = £OP™ pro kazdé n prirozené.

Dukaz: Matematickou indukci. Pro n = 1 vyjdeme ze vztahu

k
P(Xy=s;) =Y P(X1=s;|Xo=s)P(Xo=s),

i=1

ktery predstavuje pravé j-ty prvek vektoru £ = ¢OP, Indukéni krok uziva
stejny argument: je-li £ = £OP" potom £+ = P = Oprp —
g(O)Pn-i-l.

Prvky mocniny P™ znacime pE;L), vzhledem k tvrzeni véty 1 je lze inter-

pretovat jako pravdépodobnosti prechodu fetézce ze stavu i do stavu j v n
krocich.

Definice 2. Rekneme, 7e stav s; je dosaZitelny ze stavu s;, jestlize exis-
tuje n pfirozené tak, ze P(X, = s; | Xo = s;) > 0. Markovav fetézec
je nerozlozitelny, je-li libovolny stav dosazitelny z libovolného jiného stavu.
Perioda d(s;) stavu s; je definovdna jako nejvétsi spoleény délitel mnoziny
{n > l;pgl) > 0}. Je-li d(s;) = 1 nazyva se stav s; aperiodicky. Markoviv
fetézec je aperiodicky jsou-li vSechny jeho stavy aperiodické. Jinak se nazyva
periodicky.

Priklad 1. Zjednodu$eny model pocasi se dvéma stavy s; = ,deStivo“, so =
,sluneéno“ je zaloZzen na predpokladu, Ze predpovéd na zitiejsi den se odviji
od dnesniho dne. Uvazme napi. prechodovou matici

= (o5 o7 )

fetézec s touto prechodovou matici je zfejmé nerozlozitelny a aperiodicky
nebot vSechny prvky matice IP jsou nenulové.
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Priklad 2. Nezavisle hazite hraci kostkou, vysledky Y;, ¢ = 0,1, ... pfedsta-
vuji pocet boda. Tedy stavovy prostor S = {1,2,3,4,5,6}. Polozme X, = Y,
dale X; 11 = max{X,,Y;;11}, i =0,1,... Markoviv Fetézec X = (Xo, X1,...)
na S neni nerozlozitelny, nebot ze stavu 6 neni dosazitelny zadny jiny stav
nez opét 6. rikdme, ze X je rozlozitelny.

Priklad 3. Uvazme ndhodnou prochazku ve vesnici se ¢tyfmi ulicemi, které
tvofi strany ¢tverce. Chodec ve vrcholu ¢tverce jde s pravdépodobnosti 1/2
vlevo nebo vpravo. Ozna¢me vrcholy S = {1,2, 3,4}, matice pravdépodob-
nosti prechodu ma tvar

(2)

=]

I
v~ O~ O
O~ Sl
v~ O O
O~ Sl

Ziejmé vsechny stavy jsou periodické s periodou 2 a Markoviv fetézec néa-
hodné prochazky je periodicky.

Véta 2. Necht X je nerozloZitelny aperiodicky Markoviv Tetézec, potom exis-
tuje N prirozené tak, Ze pg-L) > 0 pro kazdé i,j € {1,...,k} a kaZdé n > N.

Dukaz: Nejdiive ukdzeme tvrzeni v pfipadé i = j. Pro s; € S bud A; = {n >
l;pgf ) > 0}. Z aperiodicity plyne, Ze nejvétsi spoleény délitel A; je roven
jedné. Déle ukdZeme, Ze A; je uzaviend vuéi séitdni. Tyto dvé vlastnosti jiz
podle zndmého lemmatu z teorie ¢isel (Brémaud, 1998, Appendix) maji za
nésledek existenci M; pfirozeného tak, ze ng ) >0 pro kazdé n > M;. Budte
tedy n,m € A;, je P(X, =s; | Xo=35i) >0a P(Xpym =38 | Xn=s;) >0.
Odsud s vyuzitim Markovské vlastnosti

P(Xnim =3 | Xo=15;)) > P(Xptm =55, Xn =5; | Xo=15;) =
:P(Xner:Si | Xn :Sz)P(Xn = S; | X():Si) >0,

takze n+m € A;, coz je uzavienost A; vidi séitani. Polozme M = max{M,
ooy My}
Bud nyni ¢ # j, z nerozlozitelnosti plyne existence n;; pfirozeného tak, ze

pﬁ?i‘f) > 0. Polozme N;; = M +n;;. Pro kazdé m > N;; je podobné jako vyse

P(Xm = S5j | XO = Sl) Z P(Xm = Sjamemj = S; | Xo = Si) =
= P(Xm =S; | menij = Si)P(menij = 5S; | Xo = Si) > 0.
Tvrzeni véty nyni plyne pro N = max{N;;;i,j € {1,...,k}}.
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3. Klasifikace stavu Markovova Fetézce

Definice 3. Necht Markoviiv fetézec X s pfechodovou matici P startuje ve
stavu s;, potom definujeme ¢as dosazeni stavu s; predpisem

7;; = min{n > 1; X,, = s,},
pri¢emz 7;; = oo jestlize fetézec nikdy nedosahne s;.
Specielné pro i = j se 7;; nazyva ¢as navratu.
Véta 3. Pro nerozlozitelny aperiodicky Markoviv tetézec se stavovym pro-
storem S = {s1,...,8k} a prechodovou matici P plati pro libovolné i, j

P(1; < 00) =1. (3)
Navic stredni ¢as dosazeni je konecny, tj.
BT < o0.

(m)

Dikaz: Z véty 3 mizeme najit m < oo tak, ze p;;* > 0 pro kazdé i,j €
{1,...,k}. Zvolme takové m, polozme o = min{pl(.;n); i,j € {1,...,k}}, je
tedy a > 0. Dale zvolme pevné ¢, j, necht Fetézec startuje ze stavu s;. Plati

P(ri; >m) < P(Xp, #5j) <1—a. Déle
P(’Tij > 2m)

P(’Tij > m)P(TiJ‘ > 2m | Tij > m)
P(Tij > m)P(Xgm 75 Sj | Tij > m)
(1—a)

Iterujeme tento argument a dostavame pro kazdé [

<
<

P(Tij>lm) = P(Tij>m)P(Tij>2m|Tij>m)...
XP(Tij > Im | Tij > (l - 1)m)
< (1_a)la

coz konverguje k 0 kdyz | — oo. Tedy P(r;; = 00) = 0 a (3) je dokéazéno.
Dale

00 oo (I4+1)m—1
E’Tij = ZP(Tij>n Z Z P’le >TL
n=0 n=Ilm
< Z Z (1ij > lm) = mZP(TU > Im)
n=Ilm =0
ad m
< 1-a) == <.
< mZ( «) o= 00

=0
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Definice 4. Stav s; se nazyva trvaly, jestlize Pr(r; < oo) = 1. V opacném
pripadé, tj. jestlize Pr(r; = oo) > 0, stav s; se nazyva prechodny. Trvaly
stav s; se nazyva nenulovy, jestlize E'7;; < 0o, v opaéném piipadé se nazyvi
nulovy.

Do trvalého stavu se tedy Tetézec vrati s pravdépodobnosti 1 po konecéné
mnoha krocich, zatimco do prechodného stavu se s kladnou pravdépodobnosti
nikdy nevrati. Z véty 3 plyne nésledujici tvrzeni.

Dusledek 1. V nerozlozZitelném aperiodickém Markovové tetézci jsou vsech-
ny stavy trvalé nenulove.

Piiklad 4. Model havarijniho pojisténi. Necht pojistovna pouzivé tii kate-
gorie pojistného pro pojisténi osobnich automobili: s; zakladni pojistné, so
bonus 30 %, s3 bonus 50 %. Priibéh platby pojistného daného pojisténce lze
modelovat Markovovym Fetézcem s mnozinou stavi { s1, so, s3}, ktery startuje
ze stavu s1 pri uzavieni pojistky. Pfechody o kategorii vyse jsou podminény
bezskodnim pribéhem v daném roce, nastane-li aspon jedna pojistna uda-
lost, je pojistény zafazen v dalsim roce do stavu s;. Pfedpokladejme, ze pocet
vyskytt pojistnych udélosti v roce je ndhodné veli¢ina s Poissonovym roz-
délenim pravdépodobnosti s parametrem A. Potom matice pravdépodobnosti
prechodu ma tvar

l—e™ e 0

P=| 1—e? 0 e |. (4)
1—e™ 0 e

fetézec je nerozlozitelny aperiodicky a vSechny stavy jsou trvalé nenulové.

Priklad 5. Markovuv fetézec X z ptikladu 2 neni nerozlozitelny. Stav 6 je
trvaly, nebot pravdépodobnost, Ze padne 6, je kladnd, a jakmile se Fetdzec
dostane do stavu 6, uz v ném setrva (fikdme té7, Ze 6 je pohlcujici stav).
Naproti tomu ostatni stavy 1,2,3,4,5 jsou z tohoto divodu prechodné.

4. Simulace Markovova retézce

Necht Markoviv fetézec X md prechodovou matici P a pocdatecni rozdéleni
£©), Ptedpokladejme, ze Uy, Ui, ... je posloupnost nezavislych ndhodngch
veli¢in s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, 1), nezavislych téz na X.
V simulacich je tato posloupnost aproximovana generatorem pseudondhod-
nych cisel. Zabyvame se otazkou, jak simulovat realizaci fetézce X. Vybér
z pocateéniho rozdéleni se realizuje pomoci zobrazeni f : (0,1) — S tako-

vého, ze f(x) = s1 prox € <0,§§0)), f(z) = sy proz € ( 50), §0) +£§0)), .
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f(x) =sg prox € <Zf;11 fj(-o), 1). Potom polozime Xy = f(Up) a plati
P(XO = Sj) = P(f(UQ) = Sj) =

1
El{j(xy)=s;] = /O Lf()=s;da = £ (s5)

pro kazdé j =1,...,k.
Ptechod od X,, k X,, 41 pro libovolné n > 0 se realizuje funkci ¢ : S x
(0,1) — S definované pomoci matice P. Volime ¢(s;, ) = s1 pro = € (0,p;1),

9(si:) = 83 Pro x € (pin, pis +pia)s - - (i x) = sp pro @ € (X5 L pij, 1),
i=1,..., k. Simulace je potom dana pfedpisem

Xn+1 = ¢(Xn7 Un—i—l) (5)
a plati skutecné

P(XnJrl = S5j | X, = Si) = P(¢(Xn; UnJrl) =S; | X, = Si) =

1
= P(¢(Si, Un+1) = Sj) = /O 1[¢(si7x)=sj]d$ = Pij-

Priklad 6. V pfikladu 1 pfedpokladejme, Ze fetézec startuje ve stavu so =slu-
necno, tedy po = (0, 1). Polozime tedy pocatecéni funkci f(x) = so pro kazdé
x € (0,1). K simulaci dalsiho chodu volime napf.

¢(s1,2) = s1, © € (0, §)

a
3
¢(827x) = 81, TE <037 1_0)
52, T € (75, 1)-
5. Stacionarni rozdéleni
Definice 5. Vektor m = (1,...,m) se nazyva staciondrni rozdéleni Marko-

vova Fetézce X, jestlize ma nezaporné prvky se Ele m; = 1 a plati
7P = . (6)

Priklad 7. V piikladu 1 k dané pfechodové matici dostavame soustavu rov-
nic (6) ve tvaru

0,6m +0,3my = m

0,4m + 0, Tme = 7o,

SIS

jejimz Tesenim je stacionarni rozdéleni ve tvaru m; = %, Mo =
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Lze ukazat, ze stacionarni rozdéleni vzdy existuje. Zabyvejme se limitnim
chovanim posloupnosti rozdéleni £, Ukaze se, Ze za uréitych piedpokladi
tato posloupnost konverguje ke stacionarnimu rozdéleni.

Definice 6. Pro dvé pravdépodobnostni rozdéleni x = (x1,...,Xk), 7 =

(m,...,m) na S definujeme vzdalenost ve smyslu totalni variace dry jako
1k
dTv(Xaﬁ):§Z|Xi—7h‘|~ (7)
i=1

Posloupnost rozdéleni (™) konverguje k y v totalni variaci jestlize

lim drv(x™,x) = 0.

n—oo
Piseme (™) v, X-

Véta 4. Pro libovolné staciondrni rozdéleni m nerozloZitelného aperiodického
Markovova Tetézce X plati

¢ IV o (8)

Dukaz (H&ggstrém, 2002): Necht 7 je staciondrni rozdéleni fetézce X, ktery
startuje z rozdéleni £(©, tj.

Xo = feo (Uo), X1 = é(Xo,U1),...

pro funkce f = fe0),¢ a posloupnost Uy, Uy, ... z popisu simulace Marko-
vova Tfetézce. Vezméme nezavisle na této posloupnosti jesté druhou takovou
posloupnost Uj, Uy, ... a generujme fetézec X' predpisem

X(/) = fﬂ'(U(g)v X{ = ¢(X6a U{)v ceey

tedy s pocéteénim rozdélenim 7. X’ ma potom rozdéleni 7 v libovolném case
n, dale X, X’ jsou nezavislé.

Ukazeme, ze s pravdépodobnosti 1 se oba Tetézce setkaji v konecném
¢ase. Ozna¢me T = min{n; X,, = X}, T = oo pokud se nesetkaji. Z véty
2 existuje M prirozené tak, ze pf\;f > 0 pro kazdé i,j € {1,...,k}. Oznacme
o= min{pf\f;i,j e {l,...,k}}, je a > 0. Dostavame

P(T < M) > P(Xp = X}y) > P(Xos = 51, Xpp = 51) =

= P(Xr = 51)P(X}y = 1) =
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k k
= P(Xo=s;,Xp =51) Y P(X(=s:, X}y =51) =

i=1 i=1

P(XO :Si)P(XMzsl | XOZSZ‘)X

Il
.Mk

@
I
=

M=

X

Z(a
K3

takze Pr(T > M) <1 — a?. Analogicky P(Xon # X4y | T > M) <1—a?,
tedy

P(Xg = si)P(X}y = 51| Xo = s4)

i=1

-

Il
—

P(Xo = si)) (azf: P(X} = sz)) =a?,

P(T>2M)=P(T>M)P(T>2M |T > M) <
(1—-a®)P(T>2M | T > M) < (1—a?)P(Xaopr # Xhpy | T > M) <
(1 — a?)2. Tak dostavame pro libovolné [ : P(T > IM) < (1 — a?)! a koneéné

lim P(T > n) =0,

n—00

coz znamena, Ze Fetézce se s pravdépodobnosti 1 setkaji.
K dokonceni dukazu sestrojime tfeti fetézec X" = (X, X7, ...) tak, ze
polozime X = X, a dale

X1 = o(X,,Upny1) pokud X)) # X,
X1 = 0(X;,Upyq)  pokud X = X7

X" je Markoviiv fetézec, nebof U;, U/ jsou nezavislé, navic méa rozdéleni &™)
jako X pro kazdé n. Necht i € {1,...,k}, dostdvame

&V —mi = P(X] = 1) — P(X, = 5;) <
< P(XY = 50, X, # 5:) < P(X! # X)) = P(T'> n),
coZ konverguje k nule. Analogicky m; — §i(n) < P(T > n), a celkem

lim | ffn) —m |=0.

n— oo
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Odtud

k
. 1 n
S dry (€7),7) = lim (53167 — i ) =0
1=

a véta je dokazana.
Za predpokladt véty mame tedy bez ohledu na tvar pocatecniho rozdéleni
konvergenci £(™ ke stacionarnimu rozdéleni.

Dusledek 2. NerozloZitelny aperiodicky Markoviv tetézec md pravé jedno
staciondrni rozdélent.

Ditkaz: Necht m, 7’ jsou dvé stacionarni rozdéleni fetézce X. Jestlize Fetézec

startuje z €0 = 7/, je €™ = 7’ pro kazdé n ze stacionarity n’. Z véty 4
« (n) TV

ovSem plyne £\ — 7, tedy

lim dTv(’]T/,ﬂ') =0.

Odsud 7 = 7.

Priklad 8. V pfikladu 4 o havarijnim pojisténi najdeme jediné stacionarni
rozdéleni Fetézce s matici pravdépodobnosti pfechodu (4). feSenim soustavy
rovnic 7P = 7w dostavame pravdépodobnostni rozdéleni
(miymasms) = (1—e e —e 2, e72).

Parametr \ je charakteristika fidice; s rostoucim A se zvétSuje stfedni po-
¢et pojistnych udalosti. Pro A =0,1 resp. 0,5 je stacionarni rozdéleni rovno
(0,0952; 0,0861; 0,8187) resp. (0,3935; 0,2386; 0,3679). Tato ¢isla udavaji
priblizné podily pojisténych v jednotlivych kategoriich pfi dlouhém chodu
pojisténi.

Priklad 9. Uvazme Markoviv fetézec se dvéma stavy s; = stroj je v pro-
vozu, sy = stroj je mimo provoz. Necht pravdépodobnosti zmény stavu jsou
a, 3 z (0,1), matice pravdépodobnosti pfechodu

P= (5" 1 p) ©)

Potom stacionarni rozdéleni vychézi (srovnej piiklad 7)
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6. Rychlost konvergence

V mnohych aplikacich pravdépodobnosti a statistiky je zapotfebi simulovat
ze slozitého rozdéleni pravdépodobnosti (napf. mnohorozmérného), kde neni
mozny primy postup simulace jako vySe pro pocatecni rozdéleni. Potom se
pouzivaji metody nazivanU MarkovskU Monte Carlo (anglicky Markov chain
Monte Carlo, zkratka MCMC), kde hledané rozdéleni je limitni (stacionarni)
pro néjaky Markoviv Fetézec, jehoz chod simulovat lze. Zde hraje vyznam-
nou roli rychlost konvergence vySetfované v predchozim odstavci o stacio-
narnim rozdéleni, nebot v praxi je realizovany chod fetézce vzdy koneény.
Poznamenejme, Ze pro malou tfidu podobnych tloh Ize stacionarni rozdéleni
dosdhnout simulaci Fetézce koneéné délky (coZ se nazyva exaktni simulace,
viz Haggstrém, 2002), ale tyto metody pfesahuji rdmec naseho textu. Pro
velkou vétSinu tloh zistava studium rychlosti konvergence ke stacionarnimu
rozdéleni podstatné, proto uvadime tvod do této problematiky.

V pripadé kone¢ného stavového prostoru vede problém k vySetfovani
vlastnich ¢isel a vlastnich vektortt matice pravdépodobnosti pfechodu. Pti-
pomenime, Ze pokud pro matici A rozméru r X r existuji skalar A € C (C je
mnoZina komplexnich ¢isel) a nenulovy vektor v € C™ takovU, Ze

AvT = T, resp. vA = v,

nazyva se v pravy resp. levy vlastni vektor A prislusny vlastnimu c¢islu A.
Zde T znaéi transpozici fadkového vektoru na sloupcovy. Ma-li A navzéjem
ruzné vlastni ¢isla, oznaéme uq, . .., u, resp. v1, . .., v, sadu jejich levych resp.
pravych vlastnich vektort takovych, ze u;v] =1, i = 1,...r. Potom méme
spektrélni rozklad (Gantmacher, 1959)

T

A" =" Nl ;. (11)

i=1
Priklad 10. UvaZme matici pravdépodobnosti piechodu (9) z pfikladu 9. Jeji
charakteristicky mnoho¢len (1 — a — A)(1 — § — A) — af dava kofeny A\ =1
a X = 1—a— (. Vlastnimu ¢islu \; = 1 odpovida pravy vlastni vektor
v=1=(1,1) alevy vlastni vektor (10) (stacionarni rozdéleni). Rozklad (11)

m4 tvar (viz téz Resnick, 1992, str. 76)

pr_ L (ﬁ a)+(1—a—5)"<a —a)
a+p\ 0 «a a+f -8 B
a jelikoz |1 — a — 3] < 1, je (konvergenci matic uvazujeme po prvcich)

nllnéopnzpm:aiﬁ(g o)
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Tato algebraickd metoda dava

l-a-0)"/a -«
pr_pe = QTP
o+ (—5 g )’
tedy
sup [pl}) — mj| < K(1—a-p)",
17]

kde K > 0 je konstanta. Ukéazali jsme, zZe rychlost konvergence je geometricka
a uréend modulem druhého nejvétsiho vlastniho ¢isla. S uvdzenim véty 1 (pro
libovolné poéateéni rozdéleni) tedy geometrickd rychlost konvergence plati
i v (8), tj. pro absolutni pravdépodobnosti £(™) ve vét& 4.

Vysledek z piikladu zobecriuje Perron-Frobeniova véta, kterou formulu-
jeme specielné pro matici pravdépodobnosti pfechodu:

Véta 5. Necht P je matice typu r X r, kterd je matici pravdépodobnosti pre-
chodu nerozloZitelného aperiodického Markovova Tetézce. Potom P md vlastni
¢islo A1 = 1 ndsobnosti jedna a ostatnt vlastni ¢isla Az, ..., A\, lze sefadit se-
stupné 1 = Ay > |Ag| > |Ag| > -+ > |\|. Plati

P" = 177 + O(n™2 ! Ay |"),

kde mo je ndsobnost Ao a O(f(n)) je funkce n takovd, Ze existuji a, 3 € R
s0 < a<f < oo, pro néz plati af(n) < O(f(n)) < Bf(n) pro vSechna
dostatecné velkd n.

Dukaz: Gantmacher (1959).

U fetézcl s rozsdhlou mnozinou stav a slozitou prechodovou strukturou ne-
musi byt urceni Ao pfimocaré, potom se rychlost konvergence urcuje riznymi
odhady, viz Brémaud (1998, kapitola 6).
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1. Nahodny vybér
Ve statistice je ustfednim pojmem nahodny vybér.
Definice 1. Nahodnym vybérem rozumime posloupnost (vektor)
X =(X1,Xo,...,Xn) (1)

nezavislych ndhodnych veli¢in se stejnym rozdélenim. Cislo n se nazyva rozsah
nahodného vybéru.

Poznamenejme, ze takové ndhodné veli¢iny se oznac¢uji téz zkratkou #id (z
anglického independent and identically distributed). Nahodny vybér je mate-
matickym modelem pokust provadénych opakované a nezavisle za stejnych
podminek. V praxi pak dostavame

x = (21,%2,..., %) (2)

realizaci ndhodného vybéru. Jinymi slovy naméfené hodnoty z; ndhodnjch
velidin X;.

Zde miizeme poznamenat, ze nahodnd veli¢ina je takto ,,dvojjedind“, coz
mnohdy pusobi potize pii studiu statistiky. Na jednu stranu zde mame funkci
X : Q — R prifazujici elementarnim jevim teoretického pravdépodobnost-
niho prostoru néjakou redlnou hodnotu. Tedy X je v tomto pojeti funkci.
Na druhou stranu jako funkci ndhodnou veli¢inu nikdy nepozorujeme. Vzdy
mame pozorovani X = z, tedy redlnou hodnotu (v pt¥ipadé ndhodného vy-
béru vektor hodnot) a ndhodnou veli¢inu vnimame ¢asto pravé jako hodnotu,
byt pfedem nevime, jakd hodnota bude pozorovéana.

Klicova slova: Nahodny vybér, bodovy odhad, test statistické hypotézy.
Podékovdni: Tato prace vznikla za podpory grantu MSM 0021620839 a grantu GACR
201/03/p138.
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Nahodny vybér reprezentuje néjakou teoretickou ndhodnou veli¢inu s je-
jim rozdélenim. To znamena, ze reprezentuje rozdéleni této veli¢iny, je po-
zorovanym uskutecnénim néhody. Proto se téz casto tika ndhodny vybér z
... rozdélent, kde slovu rozdéleni piredchézi specifikace pravdépodobnostniho
modelu. Muzeme tomu také rozumét tak, ze ndhodny vybér je opakovanou
replikou ndhodné veli¢iny a kazda realizace ndhodné veli¢iny prispiva k in-
formaci o jejim rozdéleni. Pro ndhodnou veli¢inu s néjakym specifikovanym
rozdélenim budeme pouzivat znaceni X ~ ..., jako zkratku za vyrok ,na-
hodné veli¢ina X ma rozdéleni® ...

Piiklad 1. Pfi kontrole kvality vyrobku je provadéna kontrola u n ndhodné
vybranych vyrobki. Vysledkem kontroly je zjiSténi, zda vyrobek je bez chyby
(bezvadny) ¢i nikoliv. Matematizovat takovy proces je mozné napiiklad takto
Y, 0 je-li i-ty vyrobek bezvadny,
’ 1 je-li i-ty vyrobek kazovy.
Realizace ndhodného vybéru je tedy prvek mnoziny {0,1}". Navic zpravi-
dla predpokladame, ze pravdépodobnost vyskytu kazi u vyrobku je stala, a
to p = P(X; = 1). Nahodné veli¢iny X; tedy maji alternativni rozdéleni, a
kazovosti jednotlivych vyrobku jsou nezavislé jevy. Mame tedy vybér z al-
ternativniho rozdéleni, neboli, pozorujeme alternativné rozdélenou ndhodnou
veli¢inu.

K ¢emu potfebujeme nezdvislost? Vztahy (zévislost) mezi jednotlivymi
nadhodnymi veli¢cinami mohou nabyvat nepfeberného mnozstvi podob. Je vSak
jeden vyluény vztah, jenz umoznuje snadno urcit sdruzené rozdéleni ndhod-
nych velic¢in a tim je pravé nezavislost. Pfipomenme si, ze pravdépodobnost
pruniku nezavislych jevia je rovna soucinu pravdépodobnosti téchto jevi.

Piiklad 1 (pokracovani). Realizaci kontroly n vyrobkt je n-rozmérny vek-
tor (z1,...,Ty) sestdvajici se z nul a jednic¢ek. Pravdépodobnost jedné takové
realizace s pravé k jednic¢kami (kazovymi vyrobky) na danych mistech je rovna
diky predpokladu nezavislosti p¥(1 — p)"~%, tj. sou¢inu pravdépodobnosti
vyskytu kazu (k-krat) a pravdépodobnosti bezvadného vyrobku ((n — k)-
krét). Nés vSak spiSe neZ pravdépodobnost konkrétni realizace zajima prav-
dépodobnost, Ze pfi kontrole dojde k odhaleni daného poctu kazt. Oznacme
proto Y celkovy pocet kazil ve vybéru, tedy Y = > " | X;. Snadno zjistime,
ze pravdépodobnost, Ze mezi n vyrobky bude pravé k vadnych je

P(Y = ) = (Z)pka—p)"’“, ke {01, n). 3)
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Rozdéleni Y je tedy ndm jiz zndmé binomické rozdéleni B(n, p).

Vidéli jsme, ze nezavislost ndAm umoznila pfesné spocitat pravdépodob-
nost vyskytu daného pocétu zmetkid mezi kontrolovanymi vyrobky. Podobné
je nezavislost uziteéna i v jinych pripadech. Mtuzeme tedy shrnout, Ze ne-
zavislost je tim prirozenym prostiedkem, ktery ndm umozni snadnéji prova-
dét statistickou analyzu ndhodného vybéru. Diky znalosti rozdéleni mtzeme
pak napriklad navrhnout metodu pro odhad parametru pravdépodobnost-
niho modelu, nebo o ném testovat hypotézu. Nezavislost je navic rozumnym
a ocekavanym predpokladem pro chovani posloupnosti pokust zacinajicich
vzdy ,,od zacatku“.

2. Problém parametru

Predpokladejme, ze mame dobry duvod predpokladat urcity pravdépodob-
nostni model, tedy rozdéleni ndhodné veli¢iny, a Ze jsme schopni opakované,
nezavisle a za stejnych podminek opakovat ndhodny pokus, a tak vytvorit
nadhodny vybér. Jiz v prikladu 1 si mizeme povsSimnout, ze zde stale zistava
jedna nezndma4 jiz je hodnota p € (0,1). V obecné roviné pak miuzeme mlu-
vit o parametrické statistice. V predpokladaném modelu rozdéleni ndhodné
veli¢iny zustdva nezndmy parametr o némz chceme na zakladé ndhodného
vybéru zjistit co nejvice.

Definice 2. Parametrickou tiidou rozdéleni ndhodné veliciny X rozumime
systém distribu¢nich funkci

Fy(z) =Py(X <), 0€O, (4)

kde hodnotu 6 nazyvame parametrem, mnozinu ¢i prostor © parametrickym
prostorem (nej¢astéji podmnozZina d-rozmérného Euklidova prostoru a d je
néjaké (vétsinou malé) piirozené ¢islo). O parametru § predpokladame, Ze je
pevny (jednotlivd pozorovani ndhodného vybéru maji stejné rozdéleni), avsak
neni piimo pozorovatelny. Stejné tak neni pozorovatelna hypotetickd popu-
lace, kterou zde rozumime soubor vSech moznych realizaci ndhodné veli¢iny
s danym rozdélenim.

Poznamenejme, Ze statistika v tomto smyslu je (matematizovanou) meto-
dou induktivniho mysleni. Z pozorovanych realizaci ndhodné veli¢iny (ndhod-
ného vybéru) usuzujeme na neznadmé hypotetické vlastnosti populace (roz-
déleni ndhodné veli¢iny). V ptikladu 1 by nas pochopitelné zajimalo, jaky je
podil kazovych vyrobkt, pripadné rozhodnuti, zda tento podil prekracuje né-
jakou pfedem zvolenou mez. O parametru p si vSak muzeme udélat pfedstavu
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jen na zakladé poctu napozorovanych vadnych vyrobkt mezi n kontrolova-
nymi, jiné idaje nemame.

K odhadu parametru z ndhodného vybéru nam mohou napomoci charak-
teristiky ndhodnych veli¢in znamé z predchozich kapitol. Zatimco u pravde-
podobnostniho modelu se na prvni pohled (samoziejmé nespravedlivé) mohou
jevit jako ponékud nadbyteéné, nebot Uplné znalost rozdéleni je dostacujici,
nyni na porovnani populacnich a vybérovych charakteristik postavime jednu
z metod odhadovani parametrt rozdéleni.

Definice 3. Vybérovym primérem pro ndhodny vybér X = (Xy,...,X,)
rozumime hodnotu

X=13x, (5)

3

tedy aritmeticky pramér pozorovani.
Vybérovym rozptylem rozumime hodnotu
1o —.0
My ==Y (X; - X)*, (6)

n
i=1

a nestrannym vybérovym rozptylem pak

1 < —
S2 = Y (X - %)= M, (7)
i=1

n—1 n—1

pokud n > 2, jinak tato charakteristika nem4 smysl (coz ovSem v tom p¥ipadé
nemd ani My = 0). Podobné lze definovat dalsi centralni viybérové momenty
pron € N.

My == 3 (X - X" (®)

i=1

Poznamenejme, Ze vybérovy primér a rozptyl jsou opét nahodné veliciny
a také jejich rozdéleni zavisi na parametru 6. Obecné vSak toto rozdéleni
nemusi byt ani ze stejné tfidy, jako rozdéleni sledované nahodné veliciny.
Zopakujme, co uz vime.

Lemma 1. Nechtf X1,Xs,...,X,, n > 2 je ndhodny vybér a ddle necht
EX; =p avarX; = o?. Pak plati

o2

EX =y, varX = —, BES? =
n n—1

n

EM, = o* (9)
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Z lemmatu 1 vidime, pro¢ se S? nazjva nestranny vybérovy rozptyl.

Poznamenejme zde, Ze vybérovy priamér a oba vybérové rozptyly z defi-
nice 3 jsou v tomto pojeti ndhodné veli¢iny. Pro pozorovanou realizaci ndhod-
ného vybéru pak pochopitelné jde o realna ¢isla, ne ndhodné veli¢iny. Tato
pozorovani ozna¢ime malymi pismeny

n

1 1 _ 1 <« _
7= 1S = LS - S -

i=1 i=1

I zde miiZeme poznamenat, ze vybérové momenty jsou ,,dvojjediné“ ve stej-
ném smyslu jako nahodna veli¢ina, kterou ve skutecnosti jsou.

Stredni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny byvaji funkci parametru roz-
déleni, u = uy1(0),0% = p2(h). Tato skutecnost je zékladem jednoduchého

~

zpusobu odhadu 6 parametru 6, takzvané momentové metody.

3. Bodovy odhad parametru

Definice 4. Méjme ndhodny vybér z parametrické tiidy Fy. Odhadem )
parametru f momentovou metodou je hodnota splnujici

X =m(d), 6eeo. (10)

Je-li parametr 6 vicerozmérny a (10) nestac¢i pro jednozna¢né uréeni odhadu,
pokracujeme rovnostmi

~

My = ui(0),k =2,3,... (11)

dokud se nam nepodafi urcit  jednoznacné.

Poznamenejme, ze obvykle je § prvkem podmnoziny realnych Cisel a p
je jednoznac¢né zobrazeni a proto je pouziti momentové metody v téchto pfi-
padech snadné. I v obecném pripadé, kdy je parametr viceslozkovy, jako na-
ptiklad u normalniho rozdéleni, stac¢i pouzit nékolik momentovych rovnosti a
ziskdme hledany odhad.

Priklad 1 (pokradovani). Vratme se ke kontrole kvality vyrobka. Jiz z mi-
nula vime, 7e pro X ~ Alt(p) plati EX = p. Proto snadno vidime, ze p = X.

Hned ale vidime také dalsi vlastnosti. Odhad je nestranny, nebot Ep = p
pro vSechny hodnoty parametru. Plati také varp = p(1 — p)/n, neboli pro
kazdé p rozptyl odhadu konverguje k nule. Z pouceni v kapitole o zdkladech
pravdépodobnosti lze ovsem vyvodit vice: odhad p je ndhodnéa veli¢ina zalo-
zena na nahodném vybéru o rozsahu n a pii zvétSujicim se rozsahu vybéru
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tato veli¢ina konverguje ke skutecné hodnoté parametru v pravdépodobnost-
nim smyslu. Tomu se tika konzistence odhadu.

Dodejme hned, ze obecné odhad momentovou metodou nemusi byt ne-
stranny ani konzistentni. Kdybychom chtéli odhadnout rozptyl p(1 — p), ma-
zeme postupovat dvéma zplisoby. Bud pouzit vybérovy rozptyl Ms, nebo
odhad zalozeny na p(1 — p) = X (1 — X). V prvnim piipadé dostavame

n

1 — . — .
EM, =~ Y [EX? - 2EX;X + EX ] = EX? - 2EX, X + EX"
n
=1
:p—gzn:EXlXi-f—%zn:zn:EXin (12)
i=1 =1 j=1
2 2n-1) , 1<
—p—p— 22 CNTEX X
p==p —p +nj§::1 1X;
2 2(n—1 1 n—1 n—1
A LTty U P Y p(1—p).
n n n n n

Stejny vysledek, tedy EM; = EX(1 — X), obdrzime i v druhém piipadé.
Ve skutecénosti jsou v tomto pripadé oba odhady shodné, nebot v alterna-
tivnim rozdéleni plati P[X = 1] = P[X? = 1] a P[X = 0] = P[X? = 0].
Jednotlivé kroky vypoctu (12) vyuZivaji linearity stfedni hodnoty a nezavis-
lost jednotlivych proménnych. Dostavame tedy, ze odhad rozptylu provedeny
momentovou metodou neni nestranny, na druhou stranu vidime presné, co
mu do nestrannosti ,,chybi“. Plati totiz

—1
EM, =~

p(1—p) = varX - p(1—p). (13)

Clen p(1 — p)/n, odchylka od pozadované hodnoty, se nazyva vychglenim
odhadu. Zname-li vychyleni, neni tézké odhad upravit na nestranny, zde vy-
nasobenim konstantou n/(n — 1). Je vSak otazkou, zda je zde oprava nutna.
Vsimnéme si totiz, ze pro viechna n je vychyleni mensi nez (4n)~!, tedy pro
velké rozsahy vybéru zaéind byt zanedbatelné. At uz s opravou, nebo bez ni,
n4s odhad rozptylu je konzistentni. Konverguje-li X v pravdépodobnosti k p,
pak i kazda spojita funkce (tedy i X(1 — X)) konverguje k odpovidajici hod-
noté p(1—p). Teorie odhadu parametrt je pékné vysvétlena i s odpovidajicim
matematickym aparatem napiiklad v knihéch [1] a [2].

Rozlisujme zptisob provedeni odhadu a jeho vlastnosti. Ukazali jsme si
momentovou metodu jako jednoduchy (nejde vsak o jeding mozny) zptusob jak
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odhad provést. Ziskany odhad mtize mit rtizné kvality. Mtize jit o nestrannost,
kdy stfedni hodnota odhadu jako ndhodné veli¢iny odpovida odhadované ne-
znamé hodnoté. Jinou uzite¢nou vlastnosti odhadu je jeho konzistence, kdy se
zvétSujicim se rozsahem n ndhodného vybéru konverguje odhad k odhadované
hodnoté (tedy jako ndhodna veli¢ina degeneruje do bodu). Poznamenejme,
ze odhady stejného parametru ziskané riiznymi metodami mohou mit stejné
kvality. Na druhou stranu mohou mit odhady parametru v rtiznych modelech,
byt provedené stejnou metodou, rtizné kvality.

Ted jiz umime odhadnout parametr bodovée, nezndme ale jesté odpovéd na
predpokladame. Nelze napiiklad ¢ekat, Ze pfi n hodech kostkou bude zastou-
peni vSech vysledkt n/6, a to ani v pfipadé, kdy rozsah pokusti je ndsobkem
Sesti. Podle zédkona velkych ¢isel vsak plati, ze podil vysledkt se bude blizit ke
skuteéné hodnoté, pro symetrickou kostku tedy k hodnoté 1/6. Je-li nase do-
mnénka (hypotéza), Ze zkouméame symetrickou kostku, pravdiva, pozorované
podily vysledkii se budou limitné blizit k 1/6. Pfi koneéném poctu pokusti
ovSem nezbytné vyvstava otdzka na moznou odchylku od teoretického podilu.
Jaké odchylky od hypotetické hodnoty jesté ,tolerujeme® jako ndhodné, ne
v rozporu s hypotézou, a jaké by jiz byly prili§ méalo ,,vérohodné vysvétli-
telné* hypotézou? Tim se dostavame k problematice testovani statistickych
hypotéz.

4. Testy hypotéz
Zacnéme prikladem.

Priklad 2. Kazdy uz si asi ,hézel korunou® ve chvili, kdy se nedokazal roz-
hodnout o dvou v zasadé rovnocennych moznostech. Nahodnost takto udci-
néné volby je zfejmé, predem nevime co padne. Pfedpokladejme, ze jsme
schopni zarucit pii opakovanych pokusech jejich nezavislost. Mtizeme si polo-
zit otazku, zda mince, kterou hazeme je ,spravedliva“, zda oba vysledky, rub
a lic, maji stejnou pravdépodobnost, tedy 1/2? Tedy zda p¥i takto ndhodném
rozhodovani maji obé moznosti stejnou Sanci na uskutec¢néni.

Pripomenme si, ze jako pravdépodobnostni model zde predpokladame al-
ternativni rozdéleni s néjakym parametrem p € (0,1). My navic pfedpokla-
dame, Ze ve skuteénosti je p = 1/2, dokdzeme uskutecnit posloupnost neza-
vislych n pokust a z nich odhadnout, dle ¢etnosti pfedem zvoleného vysledku
Hlic“, hodnotu p pomoci p. Parametricky prostor © se ndm tak rozdéluje na
¢ast ©g = {1/2} a ©1 obsahujici zbylé mozné hodnoty p. Takovému déleni pa-
rametrického prostoru na dvé podmnoziny v ramci modelu fikdme hypotéza
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s alternativou.

Definice 5. Nechf jsou ddny disjunktni mnoziny @y C © a ©; C 0. Uva-
Zujme pouze takovy rozklad, ze ©g U ©1 = O, tedy alternativa je doplitkem
hypotézy ve zvoleném modelu. Vyrok 6 € ©p o neznamém parametru § € ©
nazveme (nulovou) hypotézou a oznaéime Hy, zatimco vyrok 6 € ©; oznadime
Hy a nazveme alternativou.

Na zakladé ndhodného vybéru chceme testovat, zda zvolena nulova hy-
potéza obstoji pfi snaze vysvétlit naméfené hodnoty touto hypotézou. Po-
kud ano, pak fekneme, Ze nulovou hypotézu nezamitdme. Naopak, pokud
hypotéza neobstoji, pak ji zamitdme. Rozhodnout se vSak musime, nepfi-
poustime néjaké poloviéni ¢ podminéné zamitnuti (nezamitnuti) hypotézy.
Je tedy zfejmé jiz z vybranych pojmt, ze hypotézu zamitneme tehdy, mame-
li k tomu dostatecné silné argumenty. Jinak, pon€kud opatrné, rikdme, ze
nemame dostatek dtikazii o neplatnosti Hy. S trochou nadsazky muzeme fici,
Ze pro nulovou hypotézu plati presumpce neviny.

Je ziejmé, Ze pri takovém dichotomickém rozhodovani celkem mohou na-
stat ¢tyri moznosti.

Hyj plati Hy neplati
Hy spravné Spatné
nezamitame | rozhodnuti | rozhodnuti
H, Spatné spravné
zamitame rozhodnuti | rozhodnuti

Zatimco u vyroku o platnosti hypotézy nevime, zda jsou pravdivé, jsme to
my, kdo rozhoduje o zamitnuti ¢i nezamitnuti hypotézy. Tabulka ukazuje,
kdy je nase rozhodnuti v poradku a proto bychom chtéli, aby takovych roz-
hodnuti bylo co nejvice. Naopak chybné rozhodnuti a jejich vyskyt chceme
co nejvice omezit. Jak jsme jiz fekli vySe, nejsou zde hypotéza a jeji alterna-
tiva v rovnocenném postaveni a proto i obé chyby maji riizné postaveni ve
statistice.

Protoze nase rozhodovani je postaveno na ndhodném vybéru, je nutné
o ném uvazovat opét jako o ndhodném jevu. Testovani hypotéz je v tomto
pohledu optimaliza¢ni tlohou, kdy chceme maximalizovat pravdépodobnost
spravného rozhodnuti a minimalizovat pravdépodobnost Spatného rozhod-
nuti. Ukazuje se, Ze je mozné (a mnohdy i optimalni) rozdélit prostor vSech
moznych vysledkid VW ndhodného vybéru X na dvé disjunktni ¢asti Wy a Wi,
a zaroven tak, aby Wy U W; = W. Jejich vyznam je nasledujici. Padne-li
realizace ndhodného vybéru x do Wy, nezamitneme Hy, zatimco pri x € W,
zamitame Hy a prijimdme Hy. MnoZina W) se nazyvd kriticky obor testu.
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Oznac¢me Py(X € A) pravdépodobnost jevu, ze ndhodny vybér padne do
mnoziny A pokud je skuteénd hodnota parametru 6.

Definice 6. Zamitneme-li platnou hypotézu, dopoustime se chyby pruvniho
druhu. Maximéalni pravdépodobnost takového rozhodnuti je

a = sup Pyp(X € W) (14)
[ASSH)

a nazyva se hladinou testu. Chybou druhého druhu je nezamitnuti neplatné
hypotézy. Silofunkci testu rozumime

B(0) =Py(X € Wy). (15)

Pravdépodobnost chyby druhého druhu se pro 6 € ©; fidi doplitkkem k silo-
funkci
1—6(9) ZPQ(XEWQ), 0 €O (16)

Nasim cilem je pochopitelné najit kriticky obor testu W, tak, aby hladina
a byla co nejmensi a sila 8(0) naopak co nejvétsi pro vSechny hodnoty 6 € ©.
Hned na prvni pohled je zfejmé, Ze soucasné snizovat hladinu a zvétsovat silu
nelze. Nizk4 hladina testu si vynucuje zmensovani kritického oboru (musime
byt opatrni pfi zamitdni hypotézy), coz ma ale za nésledek mensi silu. S
ohledem na rozdilné postaveni hypotézy a alternativy pak postupujeme tak,
ze si zvolime hladinu testu a kriticky obor hleddme tak, aby sila byla co
nejvetsi.

Co je vlastné hladina testu? Jde o védomé podstupované riziko, ze zamit-
neme platnou hypotézu, pfi¢emz miru tohoto rizika hliddme. Jak ale mame
hladinu volit? Muzeme si Fici, Ze jde o sazku, kde zamitnuti platné hypotézy
je prohrou, zatimco jeji nezamitnuti vyhrou. Zhodnoceni zavaznosti této pro-
hry ndm pomtize spolu se ziskem z vyhry nastavit hladinu testu. Mohu-li
vyhrat 10 000 K¢ a vsazim jen dnesni obéd, pak pfijmu klidné velké riziko
prohry. Pfi stejné vyhie nepristoupim na témér zadné riziko hrozi-li mi jako
prohra mési¢ni hladovka.

Zcela obecné pro dany model nelze najit test, ktery by byl optimalni pro
kazdou nulovou hypotézu (byt i jen kazdou jednobodovou). V mnoha zéklad-
nich pripadech vSak takovy test existuje a jeho provedeni je velmi intuitivni.

Priklad 2 (pokracovani). Necht vime, Ze pfedlozend mince miize byt bud
symetrickd (p = 1/2), nebo falesna (p = 1/3). Chceme zjistit, zda pii vysledku
t¥i lice z deviti pokusti miZeme minci prohlésit za falesnou pfi hladiné testu
10 %.
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Jak vybrat, co je hypotézou a co alternativou? Pomozme si opét nerov-
novahou mezi Hy a Hp. Protoze hypotézu ,chranime“, jeji zamitnuti ma
vy$si vypovidaci hodnotu nez nezamitnuti. Néktefi autofi dokonce nezamit-
nuti hypotézy vykladaji jako ,mlceni testu“. Proto tvrzeni, které bychom
radi prokézali (i kdyz radéji piSme ,prokazali“) vzdy volime za alternativu.

Piiklad 2 (pokradovani). Jest tedy nas test testem
1 1
Hozngversus leng. (17)

Platnost hypotézy vede k vétsimu poctu lic spis nezli platnost alternativy.
Proto kriticky obor bude tvofen malym poc¢tem lici. Ozna¢me X nadhodnou
veli¢inu zachycujici pocet lici v deviti nezavislych pokusech. Pochopitelné
X ~ B(9,p), modelem je binomické rozdéleni s nezndmym parametrem p.
Kolik je maly pocet lictt vedouci k zamitnuti hypotézy zavisi na hladiné testu.
Kriticky obor je pak

Wi ={0,1,...,k}, kde k = max{x € N: Py, [X < z] < a}. (18)

Zde tedy je hodnota k rovna dvéma, protoze
149
Pu[X < 2] = (5) [1+9+36] = 0,0898, (19)

zatimco Py, [X < 3] = 0,254 a tedy bychom piekroé¢ili hladinu 10 %.
Nase rozhodnuti tedy je nezamitnout na hladiné 10 % hypotézu o symet-
rické minci.

Vsimnéme si, ze pfi volbé libovolné hladiny mensi nez 8,98 % bychom
jiz kriticky obor pozmeénili a zamitali bychom hypotézu jen pfi nejvyse jed-
nom lici z deviti pokusii. Pfi malém poctu pozorovani se miize dokonce stéat,
ze hypotézu vibec zamitnou na dané hladiné nelze a to pri jakémkoliv vy-
sledku, coz je dasledek malého poctu pokusi. Tehdy existuje dostatecné velka
pravdépodobnost vyskytu kazdého vysledku pokusu za hypotézy. Napriklad
pii tfech hodech minci nelze na zadné rozumné hladiné (mensi nez 10 %)
zamitnout hypotézu z prikladu 2.

Nicméné je ted na misté duleZité upozornéni. Vzhledem k moznosti
ovlivnit rozhodnuti testu je nutné vzdy volit hladinu drive nez provedeme ja-
kekoliv vypocty. Upravovani hladiny tak, aby vysledek testu odpovidal nasim
predstavam, je nepfipustné a neetické. Podobné by hypotéza a alternativa
mély byt specifikovany dfive, nez za¢neme dana data analyzovat.
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Jednobodova hypotéza a alternativa jsou nejjednodussi moznosti. Mno-

hem zajimavéjsi je pripusténi vice hodnot, zejména pro alternativu.

Priklad 1 (pokracovani). Chtéli bychom se ujistit, Ze podil zmetki je
mensi nez 0,01. Testovat hypotézu mame na hladiné 2 % a z kontroly jsme
zjistili, ze z 1 000 provéfenych vyrobkt je pét zmetkt. Uvazujeme tedy hy-
potézu a alternativu
Hyip> — Hiip<— (20)
: —— versus : —
©P =700 P T00
Proti hypotéze svéd¢i malé mnozstvi zmetk. Proto bude mit kriticky obor
opét tvar

Wy ={0,1,...,k}, k=max{zr € N:supPpy[X <2z] <0,02}. (21)

Nastésti je uvedena pravdépodobnost monoténni v p a nejvétsi hodnoty pro
hypotézu nabyva pii p = 0,01. Staci tedy urcit

Wiy ={0,1,...,k}, k=max{x € N:Pp_g0[X <z] <0,02}. (22)

Priblizné hodnoty pravdépodobnosti jednotlivych malych poc¢tid zmetkt pti
p = 0,01 jsou

k| o0 1 2 3 4
PX=k] [4-107° 4-10* 0,0022 0,0074 0,0186 (23)
PX <k] |4-107° 44-10~* 0,0026 0,0090 0,0276

a vidime, Ze Pp—0 01[X < 5] > 0,02 a tedy hypotézu o podilu zmetkd nejméné
0,01 zamitnout na hladiné 2 % nemiZeme.

Vzhledem k tomu, Ze jsme si vybrali pomérné rozumné ¢isla pro nas pfi-
klad, mohli jsme pocitat vyrazy typu

1000
< L >(),01k0,9910°°—k (24)

a nékolik jich secist. Presto je vSak jiz na misté uvazovat o zjednoduseni
vypoétu. Pro binomické rozdéleni s velkym poétem pokust (zde 1 000) a ma-
lou pravdépodobnosti uspéchu (zde 0,01) je dobré pouzit Poissonovu vétu.
Pak namisto pouzivani vysokych binomickych ¢isel a pocitani velkych mocnin
¢isel blizkych nule ¢ jedné (coz je vétsinou osidné), vystacime si s exponencie-
lou a mnohem mensimi faktoridly a mocninami. Nésledné mnohem snadnéji
ziskdme hodnotu Pp—g 01[X < 5] = 0,067.
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Ukazali jsme si takzvanou jednostrannou hypotézu proti jednostranné al-
ternativé. Nékdy potfebujeme testovat bodovou hypotézu (pfedpokladame
jen jednu hodnotu v hypotéze) proti oboustranné alternative.

Piiklad 3. Mame zjistit, zda predlozena kostka méa pravdépodobnost Sestky
opravdu 1/6. Hypotéza tedy zni

1 1
Hozngversus H1:p7$6. (25)

Vsimnéme si rozdilu proti pfedchozimu prikladu. Tam jsme chtéli prokazat, ze
podil zmetkt je maly a proto jsme tento vyrok dali do alternativy. To zde vSak
nejde! Hypotézu p # ¢ bychom nikdy nemohli zamitnout (pro¢?). Musime
se tedy spokojit s vysledkem, Ze kostka, jejiz faleSnost neni prokizana, mize
byt prozatim povazovana za spravedlivou, neprokaze-li se casem jinak.

Piedpoklddejme, Ze jsme si stanovili hladinu 5 % a provedli 240 pokust
v nichz padlo 48 Sestek. Jak se postavit k hypotéze? Proti hypotéze svédci
jak malé, tak i velké mnozstvi Sestek. Nicméné s¢itat mnoho malych pravdé-
podobnosti zalozenych na hodnotach typu

240\ 5210

by ndm dalo spoustu prace a navic bychom jisté byli obéti numerické neptes-
nosti vypoctu. Mnohem lepsi je pouziti Moivrovy-Laplaceovy véty a aproxi-
mace rozdéleni binomické veli¢iny Gaussovym rozdélenim. V nasem piipadé

X —n T —n
P16l X < 2] =Py l P - p 1

Vnp(1—p) = /np(1 —p)

X —40 _ x—40 z—40
=P, < =9
p=1/6 [\/g 10 — 10 } < 10 >

(27)

kde @ je distribu¢ni funkce norméalniho rozdéleni. Nyni ovSem vime, Ze proti
hypotéze svéd¢i jak malé, tak i velké pocty Sestek, proto kriticky obor méa
tvar

Wy ={0,1,...,40 — k1 } U {40 + ko, . .., 240} (28)

Diky symetrii normélniho rozdéleni je vhodné volit k; = ko = k. Urceni
hodnoty k je snadné, musi platit

Py /6[X <40 — k] + Py j6[X > 40 4 k] < 0,05, (29)
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pricemz k& musi byt nejmensi hodnota s takovou vlastnosti a tedy

X —40 —kV3
szl/ﬁlﬁ < V3

10 — 10 10 — 10

X —40 _ kV3
) lﬁi > \—f] < 0,05. (30)

Proto hledame k tak, aby

> <¥S/§) +1-9@ <k1—\g§> =28 (%f) < 0,05. (31)

Z tabulek snadno zjistime, ze ®(—1,96) = 0,025 a tedy k£ = 12 > 1,96 -
10/4/3 = 11,31. Hypotézu bychom tedy zamitli, pokud by pocet Sestek ve
240 pokusech byl nejvyse 28 nebo nejméné 52. V nasem pripadé na hladiné
5 % hypotézu nezamitneme.

5. Vliv velikosti vybéru a volby hladiny na test hypo-
tézy

Pojdme si struéné ukazat, jak velikost vybéru a zvolena hladina testu ovlivni
vysledek testu hypotézy. Pokracujme v prikladu 3.

Piiklad 3 (pokracovani). Vidéli jsme, Ze na hladiné 5 % jsme pii 48 Sest-
kach z 240 pokust nemohli zamitnout hypotézu o spravedlivé kostce. Jak se
zméni nas zévér pii zméné hladiny na 10 %? Ovéfime-li si v tabulkéch, ze
®(—1,645) = 0,05, neni jiz t&zké dojit k zavéru, ze pro k = 10 > 1,64-10/v/3 =
9,47 plati zavéry predchoziho piikladu a tedy hypotézu bychom na hladiné
10 % zamitali pfi nejvyse 30 ¢i nejméné 50 Sestkach. Tedy do kritického oboru
ted pat¥i vice vysledkti, coz odpovida zvysené hlading testu, tedy vyssi po-
volené pravdépodobnosti chyby prvniho druhu. Nicméné ani nyni bychom
hypotézu o spravedlivé kostce nezamitli.

Vrafme se k hladiné 5 % a pokrac¢ujme v pokusech. Pfedpoklddejme, Ze
provedeme dalsich 120 pokusi a v nich se Sestka vyskytne 24 krat. Celkem
tedy mame 360 pokusti a v nich 72 Sestek. VSimnéme si, Zze podil Sestek
se nezménil, je 1/5. V testu, provedeném stejnym zpusobem jako vyse, se
zmeéni pocet pokusi a ocekévany pocet Sestek pii platné hypotéze nyni je 60.
Hledame k tak, aby

P [ﬂ<—_’f]+ [ﬂ>i
PS5 Tsve] YTy T hyA

atedy k =14 > 1,96-5-1/2 = 13,86. Hypotézu bychom na hladiné 5 % zamitli
prinejvyse 46 nebo nejméné 74 Sestkach. Vsimnéme si vsak, ze zatimco rozsah

] <0,05 (32)
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vybéru se zvysil o polovinu, Sifka intervalu, v némz nezamitame hypotézu
vzrostla z 22 na 26, coz pfiblizné odpovidéa ristu o rychlosti odmocniny z ristu
rozsahu vybéru. Tak to je také spravné (pro¢?). Nyni také jsme s poctem
Sestek ,blize* k zamitnuti nez pii stejném poméru a méné pokusech.

Pokracujme v pokusech dale a predpokladejme, ze v dalsich 120 pokusech
opét napozorujeme 24 Sestek. Celkem mame 480 pokust a misto ocekavanych
80 Sestek mame napozorovano 96. Jak nyni dopadne hypotéza? Snadno spo-
¢itame, ze k = 16 = 1,96-10-v/2/1/3 = 16,003. Hypotézu tedy zamitneme pii
nejvyse 74 ¢i nejméné 96 Sestkach. Coz je nas pripad a hypotézu o spravedlivé
kostce na 5 % hladiné zamitdme. P¥ipomenme, Ze podil Sestek ve vysledku
pokusu je opét stejny, tedy 1/5.

V ¢em je predlozeny piiklad poucny? P¥i zvétsujicim se poétu pozorovani
n se snizuje odchylka podilu p,, Gspécht (Sestek) od hypotetické pravdépo-
dobnosti (1/6), kterou jesté ,tolerujeme“ ve smyslu nezamitnuti hypotézy
(pfi pevné hladiné testu). Stejny vliv na zamitnuti hypotézy mé také zvy-
Seni hladiny testu. Pfedvedeny piiklad sice nemiuze nahradit rigorézni du-
kaz, nicméné ilustruje skute¢nost, ze v tomto pfipadé (a mnoha dalsich) sila
testu proti pevné alternativé roste s poctem pozorovdni. Mizeme tuto diskusi
uzavtit tim, Ze podle pozadované sily testu proti dané alternativé volime hla-
dinu testu a rozsah vybéru. Typicky nedostaneme jednoznac¢né ,,doporuceni“
a proto opét volime kombinaci hladiny testu a po¢tu pokusu tak, aby byla pro
nas optimalni. Bohuzel, ne vZdy mame takovou volnost, ze bychom mohli pro-
vést pozadovany pocet pokust, ¢asto je celkovy mozny pocet pokusti omezen
Casovymi ¢i ekonomickymi moznostmi.

6. Spojita rozdéleni

Pred dalsim vykladem si dovolime jednu malou odboc¢ku. V pravdépodobnosti
a statistice se Casto pouzivaji spojité nahodné velic¢iny jako vhodny model
pro modelovani ndhodnych veli¢in teoreticky nabyvajicich libovolné hodnoty
v néjakém (i nekoneéném) intervalu. U takovych ndhodnjch veliéin si jiz
nevystacime s kone¢nou aditivitou pravdépodobnosti. Jiz si také nevystacime
s pridélenim pravdépodobnosti jednotlivym bodtm, ta je ostatné u spojitych
nadhodnych veli¢in rovna nule. Namisto toho zde definujeme pro ndhodnou
veli¢éinu X pravdépodobnost vyskytu v intervalu [a, b] pomoci

Pla< X < b = / " fa)de. (33)

kde f je nezdporna funkce takova, ze ffooo f(x)dz = 1. Této funkeci se iika
hustota rozdéleni veli¢iny X. Pomoci hustoty miizeme pocitat nejenom prav-
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dépodobnost, ale i stfedni hodnotu
EX :/ xf(z)dx (34)
a dalsi charakteristiky diky predpisu

o0
Bg(X) = [ gla)f(@)is (35)
—0o0
pro ty funkce, pro néz mé integral smysl (napiiklad spojité funkce s koneénym

integralem, nebo indikatory mnozin).
Vyznamné postaveni pro testovani hypotéz maji kvantily rozdéleni. Kvan-
til g, definujeme pro a € (0, 1) jako FeSeni rovnice

da

f(@)dx =P[X < qq] = . (36)
— 00

Kvantil ¢, rozdéluje mozné hodnoty ndhodné veli¢iny na dvé ¢asti. Hodnot

mensich nez g, nabyva X s pravdépodobnosti «, hodnot vétSich nez ¢, s

pravdépodobnosti 1 — . Diilezitou tlohu pfi popisu dat predstavuje medidn

X = qu1/2, stfedni kvantil. Kvantil obecné nemusi byt dan jednoznacné, v tom

pfipadé se voli zpravidla nejmensi hodnota spliiujici defini¢ni rovnost.

Nyni jiz miizeme prikrocit k testovani parametru normalniho rozdéleni.

7. Testy o stfedni hodnoté normalniho rozdéleni

Jiz jsme vidéli, jak aproximace normalnim rozdélenim umozni snadno testo-
vat hypotézu o pravdépodobnosti ispéchu pfi mnoha provedenych nezavis-
Iych pokusech z alternativniho rozdéleni. Ukazeme si, jak testovat hypotézu
o stfedni hodnoté normaéalniho rozdéleni. Pfipomenme pfitom, Ze nahodna
veli¢éina X m4 normalni rozdéleni o stfedni hodnoté u a rozptylu o2, pokud

X—p
g

~ N(0,1), (37)

neboli X = pu+ oU, kde ndhodna velicina U se fidi normovanym normélnim
rozdélenim N(0,1). Ke studiu normalniho rozdéleni ndm tak staci znalost
normovaného normalniho rozdéleni z niz odvodime vse potifebné. Jedna se
tedy o tfidu rozdéleni uzavienou vuci linearni transformaci, kde u € R a
o > 0. Tyto dva parametry také normalni rozdéleni plné urcuji. Normalni
rozdéleni je modelem uzivanym pro mnoho pfipadi spojitych ndhodnych ve-
li¢in, uvedme napiiklad vysku ¢i IQ u lidi.
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Omezime se zde pouze na test o stfedni hodnoté. Zbyva vSak rozptyl,
ktery v praxi vétsinou nezname a tvori tak rusivy parametr naseho testu.

Predpokladejmw nyni, ze mame k dispozici ndhodny vybér z normalniho
rozdéleni X7, ..., X,,. VSechny tyto veli¢iny maji stejnou stiedni hodnotu g,
stejny rozptyl o2 a jsou nezavislé. Pro normalni rozdéleni plati, Ze soudet
normalné rozdélenych veli¢in mé opét normalni rozdéleni. Z toho diivodu ma
vibérovy primér X téz normalni rozdéleni, tentokrat se stiedni hodnotou
u a rozptylem o2/n. Této skutecnosti vyuzijeme pii tvorbé testu o stiedni
hodnoté.

7.1. Test pfi znamém rozptylu

Nyni je to snadné. Predpokladejme, ze mame hypotézu s alternativou

Hy : 1t = po proti Hy : p # o- (38)

Proti hypotéze hovoii malé i velké hodnoty vybérového priméru. O ném
vime, ze za platnosti hypotézy mé stfedni hodnotu pg a

7= \/E@ ~ N(0,1). (39)

Zale7i tak na normované hodnoté | Z|, kterd, abychom méli divod k zamitnuti
hypotézy, musi prekrocit kritickou hodnotu. Plati

P[|Z] > k] = 2®(—k), k> 0. (40)

Pfi dané hladiné o je snadné zjistit, zda mame hypotézu zamitnout ¢i nikoliv.
Hleddme tedy k tak, aby P[|Z| > k] = «. Naptiklad pro hladinu 5 % je
k = 1,96, coz odpovidd kvantilu gg 975 pro normalni rozdéleni.
Nékdy je potieba testovat jednostrannou hypotézu proti jednostranné al-
ternativé
Hq : p < g versus Hy @ > fig- (41)

Obdobnym zptusobem ptijdeme k zavéru, ze proti hypotéze svédéi vysoké
hodnoty Z (tentokrat bez absolutni hodnoty) a hleddme kritickou hodnotu
tak, ze P[Z > k| = 1 — ®(k) = . Zde pro hladinu 5 % dostavame k = 1,645.
Vsimnéme si, Ze tuto hypotézu zamitame jiz pro mensi kladné hodnoty Z nez
oboustrannou, zatimco ji nezamitame vibec pro zadporné hodnoty Z. Proto
je tento test zasadné doporucovan v pripadech, kdy potfebujeme testovat
jednostrannou hypotézu, je totiz citlivéjsi. Je zdsadné nutné mit rozhodnuti
o pouziti jednostranné ¢i oboustranné alternativy pfipravené pred samotnym
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testem, nesmime prizptsobovat hypotézu a alternativu napozorovanému vy-
béru.
Test opacné jednostranné hypotézy odvodime snadno.

Priklad 4. Chceme zjistit, zda primérnd vyska osmnéctiletych nastupujicich
student na UK je 176 cm, tedy zda odpovida priamérné vysce v populaci.
Test mame provést na hladiné 5 %. Ndhodné vybranych 168 nastupujicich
student® bylo zméfeno a jejich primérna vyska je 175,2 cm. Populaéni roz-
ptyl je zndmy a je 02 = 67,4. Testujeme tedy proti oboustranné alternativé
zahrnujici obé odchyleni od priméru. Spocitejme

1175,2 — 176

Z| =12
T

= 1,2629 (42)

Protoze tato hodnota je mensi nez 1,96, hypotézu o primérné vysce 176 cm
nezamitame.
7.2. Test pfi neznamém rozptylu

Odvozeni testu je obdobné snadné pomizeme-li si zde nedokazovanym vy-
sledkem z literatury.

Lemma 2 (t-rozdéleni). Pro ndhodny vybér o rozsahu n > 2 z normdlniho
rozdélent se stredni hodnotou p md nahodnd velicina
X —up

S )

T=+n (43)
kde S? je nestranny vijbérovyj rozptyl, (Studentovo) t rozdéleni o n—1 stupnich
volnosti.

Vsimnéme si chybéjiciho parametru o, ktery byl nahrazen v 39 odhadem
S. Nicméné zduvodnéni predchoziho vysledku je ponékud hlubsi a zajemce
odkazujeme na uvedenou studijni literaturu.

Nyni jiz vSe probéhne stejné jako u testu se zndmym rozptylem, jen s tim
rozdilem, Ze

PT| > k] = 2T, _1(~k), k >0 (44)

kde T,,_1 je distribuc¢ni funkce Studentova rozdéleni o n — 1 stupni volnosti.
Uvedme si napiiklad, Ze pro test na hladiné 5 % a rozsah vybéru 16 je kri-
tickd hodnota, tedy kvantil gg 975, rovna k = 2,131. Obecné jsou tyto kritické
hodnoty vyssi nez odpovidajici kritické hodnoty normalniho rozdéleni, s ros-
toucim n se k nim vSak monoténné blizi.
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Prfiklad 4 (pokracovani). Necht popula¢ni rozptyl vysky osmnéctiletych
muzii neni zndm a my jsme odkéazani na jeho odhad S? = 56,85 naméieny na
vybéru 168 studentt. Pak

1752 — 176|

T| =12
7] 96 7,54

=1,375. (45)
Kritickou hodnotou na hladiné 5 % pro tento test je kK = 1,975 jiZ naSe sta-
tistika |T'| nepfekrac¢uje. Na hladiné 5 % proto nezamitdme hypotézu o tom,
ze by prumérna vyska nastupujicich studentt UK byla 176 cm.

8. Problém dvou vybéru

Testovani hypotézy o parametru rozdéleni ndhodné veli¢iny je zajimavy pro-
blém, nicméné jesté zajimavejsi je otazka porovnani dvou veli¢in. Omezme se
na ukazku testu pro spojité nadhodné veli¢iny.

Jen pro Uplnost uvedme, ze zdkladnim predpokladem porovnani dvou na-
hodnych vybéri (tedy hypotéza o dvou populacich) je nezavislost vybéri.
Dalsim, ne vzdy nezbytnym, pfedpokladem je stejny model pro sledované
nahodné veli¢iny. Tento model se muze liSit parametrem, ktery je stejny v
ramci jedné populace, ale mezi sebou se populace lisit mohou. Populace se
mohou ligit napriklad svou stfedni hodnotou ¢i rozptylem, coz jsou nejcas-
téj81 uvazované rozdily. Méjme vzdy na mysli, Ze bychom méli porovnavat
porovnatelné, a ze vysledky by mély mit rozumny smysl v oblasti, v niz sta-
tistiku aplikujeme. Také interpretace vysledki je dilezitou soucasti analyzy
a ukvapené zavéry mohou, byt , podloZené tvrdymi statistickymi udaji“, byt
naprosto zcestné. Zde je na misté opét zduraznit vyznam peclivé pripravy
experimentu. Vymyslet hypotézy, otazky a odpovédi nad naméfenymi daty
jiz. byva pozdé. Mit pripravené otazky i pozadavky na to, co od statistiky
vlastné v daném problému océekdvame, pfipravené odpovédi (kladné ¢&i za-
porné) a interpretace, rozmyslenou hypotézu, hladinu a pozadovanou silu, to
vse mnohokrat zvysuje vypovidajici hodnotu vyzkumu.

Pro porovnani dvou spojitych ndhodnych veli¢in je mozné vyuzit uspo-
radani vSech vysledk pokusu podle velikosti a porovnat poradi vysledkt
v obou zkoumanych vybérech. Takovym testiim zaloZenym na poradi se fika
neparametrické, protoze jsou nezavislé na konkrétnim rozdéleni spojité na-
hodné veli¢iny. Ukéazeme si provedeni Wilcoxonova testu. Pfedpokladem Wil-
coxonova testu je, Ze rozdéleni (nezndmé, spojité) obou ndhodnych vybért je
stejné az na posunuti. Obecné se tedy da fici, ze nahodné veli¢ina X odpovi-
dajici prvnimu vybéru ma stejné rozdéleni jako ndhodnd veli¢ina Y + 60, kde
Y odpovidé druhému vybéru a 6 je neznamé hodnota.



Zaklady statistického mysleni 103

Piiklad 6. Zkouméame, zda pramér zndmek na vyvédceni se lisi u chlapct a
dévcat. K tomu ucelu vybereme v jednom popula¢nim ro¢niku osm chlapct
a pét dévéat a porovname jejich priméry na vysvédceni. Hypotéza je, ze
prumeérné vysledky se u chlapci a dévcat nelisi, testovat méame na hladiné
0,05.

Jak budeme postupovat? Ruzné pocty vzorku nejsou prekazkou pro test
hypotézy, pokud nejde o raddové rozdily. Predstavme si, Ze vysledky prvniho
vybéru oznac¢ime X;, i = 1,..., m. Vysledky druhého vybéru oznacime Y; pro
i=1,...,n. Celkem mame m + n pozorovani, ktera jsou s pravdépodobnosti
1 rizna za predpokladu spojitosti sledované nahodné veli¢iny.

Nyni sefadime vSechna pozorovani X; a Y; dle velikosti a pfifadime jim
jejich poradi v uspofddaném a setfidéném souboru R;, ¢ =1,...,m+n, ¢islo
mezi 1 a m+n. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze naméfené hodnoty jsou
vesmés ruzné. Pokud by tomu tak nebylo, ddvame shodnym hodnotam jejich
prameérné poradi. Nejmensi pozorovani bude mit hodnotu 1, nejvétsi m + n.
Dostavame tak

X1 Xo ... Xpn 4 Y. ... Y, (46)
Ry Ry ... Ry, Rm+1 Rmt2 .- Rmin

Celkem je soucet vSech poradi roven (m + n)(m + n + 1)/2. Testujeme-li
hypotézu o shodé rozdéleni, tedy 6 = 0, ocekavame, Ze

- .m(m+n+1) g . n(m+n+1)
I = izi,z = i — ’ 4
A

tedy soucet poradi odpovidajicich prvnimu a druhému vybéru bude priblizné
ve ,spravném‘ poméru. Pokud je tento soucet poradi prilis vzdaleny od oce-
kévané hodnoty, jsme rozhodnuti hypotézu zamitnout.

Priklad 6 (pokraéovani). Podivejme se na sefazené vysledky zakl i s cel-
kovym potradim.

Chlapci | 1,08 1,58 1,67 1,83 1,92 200 2,17 2,50
2 6 7 9 10 11 12 13
Dévéata | 1,00 1,17 1,33 1,50 1,75
1 3 4 5 8

Sec¢teme-li poradi odpovidajici dévéattim dostaneme hodnotu 21 (= 1+3+4+
5+ 8). Celkovy soucet poradi je 91 (= 13- 14/2). Pfitom p¥i platnosti nulové
hypotézy bychom ocekavali soucet pofadi pro dévéata asi 35 (= 5 - 14/2).
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Hodnota 21 je dle tabulek pro Wilcoxontiv dvouvybérovy test pro hladinu
0,05 jiz vyznamna. Hypotézu o shodnych skolnich vysledcich dévéat a chlapct
tedy na této hladiné zamitneme.

U priaméru na vysvédcéeni normalitu predpokladat nemiizeme, nebot zde
nemame jednoznac¢nou oporu ve zkusenosti. Na druhou stranu u IQ normalitu
predpokladat mizeme, nebot I1Q je zavedeno tak, aby v populaci mélo roz-
déleni co nejvice shodné s normalnim. Pak pro porovnani IQ dvou populaci
Ize pouzit postupu podobného jako pro test o nezndmém parametru stredni
hodnoty normalniho rozdéleni. Jedna se pak o alternativni test k Wilcoxo-
novu testu, takzvany dvouvybérovy t-test. Také dvouvybérovy t-test je testem
proti alternativé posunuti.

Testd porovnavajicich dva vybéry je celd fada, tak jako je fada rozdila
které chceme pripadné odhalit. Podle toho pak volime takovy test, ktery je
k danému rozdilu nejcitlivéjsi. Pro stejny problém mizeme obvykle vybirat z
vice testl. Pak vétsinou zalezi na modelu, ktery test je vhodnéjsi. Naptiklad
pfi alternativé posunuti je lepsi pouzit dvouvybérovy t-test, pokud mame
data normalné rozdélena. Pokud mame o normalité pochyby, nebo vime ze
data byt normalné rozdélena nemohou, je lepsi dvouvybérovy Wilcoxoniv
test. Pro diskrétni pozorovani pak byva doporucovan dvouvybérovy znamén-
kovy test, coz je obména Wilcoxonova testu.

8.1. Statisticka vyznamnost

Posledni, co ndm v této casti zbyva diskutovat je otazka: , Jak pozname sta-
tisticky vyznamnou odchylku“. Pro dany rozsah vybéru jde o funkci hladiny
testu. Pro mensi rozsahy vybéru se daji najit tabulky pfesnych kritickych
hodnot, dnes jsou béznou soucasti statistickych programii. Pro vétsi rozsahy
pak vétsinou spoléhame na néjaké asymptotické chovani testovaci statistiky,
Casto zejména asymptotickou normalitu (nezapomeiime v8ak na vyjimky, jako
je napriklad aproximace binomického rozdéleni Poissonovym pro velké roz-
sahy vybéru a malé hodnoty p). Pro asymptotické testy pouzivame kritické
hodnoty pro normalni rozdéleni, které jsou béznou soucasti statistickych pro-
gramu a tabulek. Pfipomenme vsak, Ze dnes jiz malokdy provadime vypocty
testd rucné. Naopak obvykle pouzijeme vhodny program a ten nadm, po vy-
brani pozadovaného testu, doda veskeré nezbytné vysledky. Véetné toho, zZe
pokud to nas$ program a pocita¢ zvladnou, dostaneme vysledky presného
testu, jinak dostaneme nabidnuté asymptotické vysledky.

Statistickd vyznamnost je ve specidlnich pfipadech pékné vidét na inter-
valu spolehlivosti.
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9. Interval spolehlivosti

Obecné uvazovany problém spolehlivostni mnoziny pro parametr rozdéleni
vytvari velmi slozitou matematickou tlohu. Jde vlastné o tlohu najit na za-
kladé ndhodného vybéru X podmnozinu O(X) parametrického prostoru tak,
aby tato mnozina obsahovala nezndmy parametr s danou pravdépodobnosti
a zaroven byla néjak optimalni. Zde si vSak uvedeme jen specialni ptiklad pro
normalni rozdéleni a jeho vztah k testovani hypotéz.

Lze fici, ze pro tlohy uvedené vyse muzeme stanovit spolehlivostni mno-
7inu (zde pujde o intervaly) takto. Interval spolehlivosti pro parametr 6 na
hladiné spolehlivosti 1 — a je mnozina ©g C © t&ch parametri €', Ze test
hypotézy 6 = €' proti oboustranné alternativé nezamitneme na hladiné «.
Tento interval je zfejmé dan realizaci x ndhodného vybéru.

Jiz z uvedené definice je zfejmé, Ze mezi intervalem spolehlivosti a tes-
tem hypotézy proti oboustranné alternativé je jednoznacny vztah. Obdobné
bychom mohli zavést jednostranné intervaly spolehlivosti odpovidajici testtim
hypotézy proti jednostranné alternative.

Pojdme se ted vénovat specidlnimu pfipadu normélniho rozdéleni. Bud
X = (X1,...,X,) ndhodny vybér o rozsahu n z normélniho rozdéleni o ne-
znamém rozptylu. Jiz vime, Ze test hypotézy pro stfedni hodnotu Hy : 1 = pg
proti oboustranné alternativé Hy : u # o na hladiné « je zalozen na hodnoté
statistiky

X — o 2 L )2
Z=+/n : S:n_IZ(Xi—X).
=1
Na hladiné o hypotézu zamitneme, pokud |Z| > ui_o/2, kde u, znaci a
kvantil normovaného normalniho rozdéleni.
Vyjdéme z definice, Ze interval spolehlivosti na hladiné (spolehlivosti)
1 — a je mnozina vsech p takovych, ze nezamitneme hypotézu Hy na hladiné

(testu) a. Pak tedy hleddme takové hodnoty p, ze

X —

i
|Z| < ulfa/2 a4 \/ﬁ < ’U,1,a/2 (48)
S pe [X - ul—(y/QS/\/ﬁvX + ul—oz/QS/\/ﬁ]'

Tim mame interval spolehlivosti stanoven. Vsimnéme si jeho zévislosti na
vibéru prostiednictvim X a S, jeho zavislosti na hladiné spolehlivosti pro-
sttednictvim u; _, /o a jeho zavislosti na rozsahu vybéru prostiednictvim V.
Zejména poznamenejme, ze Sifka intervalu spolehlivosti je primo dmérnd
vybérovému rozptylu S?%, pfimo timérna hladiné spolehlivosti 1 — o (a tak
nepfimo tmérna hlading testu «) a nepfimo Gmérna rozsahu vybéru n.
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Priklad 4 (pokracovani). Chceme stanovit interval spolehlivosti pro pri-
mérnou vysku nastupujicich studentd UK na hladiné spolehlivosti 0,95. Mame
X = 1752, S = 8,21 a /n = 12,96. Pouzitim (48) dostaneme interval spo-
lehlivosti

[175,2—8,21-1,975/12,96,175.2 — 8,21 -1,975/12,96] = [173,95, 176,45]. (49)

Vsimnéme si, ze testovand hodnota 176 lezi ve zjiSténém intervalu spolehli-
vosti a proto jsme nemohli zamitnou Hy : g = 176 na hladiné 5 %. Vidime
také, které vSechny hypotézy bychom nezamitli. Zajimava je také sitka inter-
valu spolehlivosti na zdkladé 168 pozorovani. Jde o 2,5 centimetru.

Zde je na misté poznamka o interpretaci intervalu spolehlivosti. Jelikoz
interval spolehlivosti ma ndhodné meze, zatimco neznamy parametr je pev-
nou hodnotou, nelezi parametr v intervalu spolehlivosti, ale naopak. Interval
spolehlivosti obsahuje nezndmy parametr s pravdépodobnosti 1 — a. V tomto
svétle je interval spolehlivosti intervalovym odhadem parametru, na rozdil od
bodového odhadu uvedeného v ¢asti 2.

10. Zavérem

Statistické uvazovani je zaloZeno na znalosti matematickych vlastnosti pred-
pokladaného pravdépodobnostniho modelu. Na zakladé zkuSenosti ¢i teorie
predpokladame pro nas experiment néjaky model ,Fidici ndhodu“. Ukézali
jsme si, Ze ndhodny vybér je modelem, v jehoZ ramci se da provést bohata
statistickd analyza. Nahodny vybér skuteéné je modelem, nebot predpoklé-
dame nezavislost a stejné rozdéleni. Proto se snazime o to, aby nas experiment
nezavislost a stejné rozdéleni pokust zarucoval.

Jak jsme vidéli, specidlnim piipadem pravdépodobnostnich modeli pro
nahodny vybér jsou takzvané parametrické modely. Typ (tfida, rodina) rozdé-
leni je znamy, specifikovany néjakym matematickym predpisem obsahujicim
hodnotu ndhodné veli¢iny a paremetr. Hodnota parametru je vSak neznama.
Ukolem statistiky je pak hledat odhady tohoto parametru a rozhodovat o
hypotézach o tomto parametru.

Predvedli jsme si vSak i piiklad testu hypotézy, kde t¥ida rozdéleni nebyla
specifikovana, jde o Wilcoxontuv test. Misto pfedpokladu o tvaru rozdéleni
jsme se omezili na predpoklad, Ze jde o rozdéleni spojité nahodné veliCiny,
¢imz jsme vyluGovali (alespoii teoreticky) vyskyt shodngch pozorovani. Pfed-
pokladali jsme ovSem, Zze oba porovnavané vybéry maji shodny tvar rozdéleni
lisici se nejvysSe v posunuti o konstantu. Takovym postuptim fikame nepara-
metrické.
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Zduraznéme, Ze volba modelu, zde nediskutovana, ma na kvalitu statistic-
kych zavért vyznamny vliv. Zvolime-li naptiklad model normélniho rozdéleni
pro maly vybér znaéné nesymetrickych dat (¢ili se nemizeme odvolavat ani
na asymptotické chovani priméru), pak zavér byt sebepfesnéji spocitaného
testu na peclivé zvolené hladiné bude stejné k ni¢emu. Automatické pouzi-
vani norméalniho rozdéleni na spojita data (s pomérné vagnim zdtvodnénim,
Ze se ,to tak déla“) nedoporucujeme. V piipadé nejasnosti je nakonec lepsi
pouzit neparametrickou metodu, nez sice optimalni parametrickou metodu,
ovsem na data nespliujici jeji predpoklady.

10.1. Statisticka a vécna vyznamnost

Dalsi, ¢asto opomijend, zaludnost statistického rozhodovani spociva v roz-
dilu mezi statistickou a vécnou vyznamnosti. Necht hypotetickd testovana
hodnota parametru je rovna 6y a my chceme odhalit neplatnost této hypo-
tézy s vysokou pravdépodobnosti, pokud se pro skutecény parametr 6 plati
|0 — 89| > n. Hodnota 7 zde reprezentuje vécné vgznamny rozdi, tedy rozdil,
ktery povazujeme za vyznamny ne statisticky, ale z hlediska jeho dusledku
(v§znamny pro Zivot, experiment, ... ). Stava se, Ze pro malé rozsahy vybéra
statisticky test neni (a ani nemiZze byt) takového odhaleni schopen a sila ta-
kového testu je mald i pro rozdil |§ — 6y| > 7, ba dokonce nékdy i mnohem
vétsi nez 1. Na druhou stranu, pro velké rozsahy vybéru se zédkonité stava, ze
pro fakticky zanedbatelny rozdil |§ — 6y| méme test s vysokou silou a hypo-
tézu zamitame, ackoliv po vécné strance nas takovy rozdil vlastné nezajima.
Predstavme si statisticky prokdzany rozdil mezi obvodem hlavy novorozenci
v Praze a v Brné 0,03 cm. Statisticky je takovy rozdil mozna vyznamny, ale
vécné zcela nevyznamny, tedy v redlném zivoté ¢i mediciné jde o nezajimavy
vysledek.

Pékné je vidét vztah statistické a vécné vyznamnosti u intervalu spolehli-
vosti. Dokonce bychom mohli fici, ze v pripadech, kdy interval spolehlivosti
je ekvivalentni testu hypotézy (jako je tomu u normélniho rozdéleni a to i
v piipadé asymptotickych test), doporucujeme ,testovat® hypotézu na za-
kladé zjic¢téni, zda je testovand hodnota obsazena v intervalu spolehlivosti. V
pripadé dvouvybérového testu (a odpovidajiciho intervalu spolehlivosti—viz
naptiklad uvedend literatura) jsou vSechny rozdily mimo interval spolehlivosti
statisticky vyznamné. Muzeme si také sami vytvorit interval ,,vécné vyznam-
nosti“ a porovnat jej pro nazornost s intervalem statistické vyznamnosti.

Nejsme-li spokojeni se silou testu proti vécné vyznamnym rozdiltm, po-
tfebujeme zvysit pocet pozorovani. Druhou moznost, tedy zvysSeni pravdé-
podobnosti chyby prvniho druhu nemutzeme piilis vyuzivat. Checeme ji totiz
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drzet pod kontrolou a nizkou. Jsme-li naopak v situaci, kdy by i vécné ne-
vyznamny rozdil vysel statisticky vyznamny, mtzeme snizit hladinu testu
tak, aby test mél velkou silu az pro opravdu vécné vyznamné rozdily. Diky
velkému poctu pozorovani bychom tak mohli snizit pravdépodobnost chyby
prvniho druhu na zanedbatelnou hodnotu a pritom mit pro vécné vyznamny
rozdil dostatecné vysokou silu. Bohuzel, bézné se takovy postup ke skodé
uzivatelt i statistiky nepouziva
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1. Uvod

Regresni model patii k nejcastéji pouzivanym statistickym modeltim. Vyja-
dfujeme jim uéené feceno podminénou stfedni hodnotu vysvétlované (zdvisle)
proménné jako funkci jiné ¢ jinych promeénnych, nazyvanych podle okol-
nosti jako regresory ¢i nezdvisle promeénné. Regresni funkci se pak rozumi
u(x) = E (Y|X = x). Regresni funkce tedy udava, jaka je stfedni hodnota na-
hodné veli¢iny Y pfi dané hodnoté x ndhodného vektoru X. Vektor x mizeme
zvolit sami, a to pevné, nendhodné. Pak chapeme X jako specidlni ndhodny
vektor s nulovym rozptylem.

Nejzndméjsim specialnim ptipadem je funkce p(x) = Bo + frz. Zavislost
je pak popsana regresni primkou y = By + [iz.

Samotné oznaceni regrese pochézi z predminulého stoleti, kdy se sir Fran-
cis Galton zabyval zavislosti vysky syna na vysce otce. Vezméme otce, ktefi
se lisi svoji vyskou feknéme o 10 cm od prameérné vysky otct. Galton zjis-
til mimo jiné, Ze se synové takovych otct se od primeérné vysky syna lisi
v prumeéru jen asi o 5 cm. Je patrny navrat zpét k primeéru, tedy regrese.

Kolega Saxl byl tak laskav a upozornil mne s odkazem na [2], Ze se ilohou
dédi¢nosti vysky muzu zabyval jiz kolem roku 1730 Sir John Gordon of Park.
Tehdy vsak jesté termin regrese nepouzil.

Moznosti regresniho modelovani si ukazeme na datech, kterd by mohla
pochézet z néjaké diplomové prace, ktera se zabyva souvislosti skolnich vy-
sledki s hodnotou inteligenéniho koeficientu 1Q.

2. Jak souvisi IQ se skolnim prospéchem?

Vezméme tdaje o 54 divkach ze sedmé tfidy. Obrazek 1 naznacuje, Ze v pri-
méru s rostoucim prumérem znamek zpravidla klesd hodnota 1Q. Lze tuto
zéavislost néjak popsat a prokazat?

Kli¢ovd slova: Nahodny vybér, bodovy odhad, test statistické hypotézy.
Podékovani: Tato prace vznikla za podpory grantu MSM 0021620839.
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Obrazek 1. Souvislost IQ s prumérnym prospéchem v 7. t¥idé u divek.

Body na obrazku je vedena piimka, kterd data v jakémsi presné defi-
novaném smyslu vystihuje nejlépe. Z ptislusného programu vypadne vztah
y = 143,987 — 21,751 - x, kde y je bézné uzivané oznaceni pro vysvétlovanou
veli¢inu (zde IQ) a  oznadeni pro nezdvisle proménnou (zde pro prameérnou
znédmku).

Uvedeny vztah ma jednoduchou interpretaci. Mame-li odhadnout 1Q Za-
kyné, kterd ma priameér 1, dostaneme po dosazeni odhad 143,987—21,751-1 =
122,236. Pro dvojkaiku ovsem dostaneme odhad jen 143,987 — 21,751 - 2 =
100,485.

3. Metoda odhadu

Nyni vysvétlime, podle jakého principu jsme vlastné uréili odhad koeficientti
pfimky. Vychozi pfedstavou je model uvazované zévislosti, totiz vztah (1 <
i<n)

Y; = Bo + Pz + Ei, (1)
kde Y; jsou realizace ndhodné veli¢iny 1Q, z; jsou zndmé konstanty ($kolni

pruméry) a plati n > 2. Nezndmé parametry [y, 1 jsou souéasti systema-
tické slozky IQ, ndhodné veli¢iny E1,..., E, popisuji ndhodnou slozku IQ.
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Predpoklada se, ze to jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny s nulovou stfedni hod-
notou a rozptylem (pro vSechny stejnym) o2. Zpravidla se piedpoklada také
normalni rozdéleni. V piikladu s méfenim IQ Ize tento predpoklad povazo-
vat za splnény. Ukazatel IQ byl konstruovan s cilem doséhnout normalniho
rozdéleni.

Modelové vztahy (1) miizeme pro vSechna n soucasné zapsat jako

Yl 1 I E1
Y> 1 T2 Ey

: = 0o : + 51 : + : . (2)
Y, 1 Tn E,

Pozorované hodnoty vysvétlované proménné (hodnoty 1Q) si pfedstavme jako
nahodny vektor Y o slozkach Y7, ...,Y,, vektor hodnot nezavisle proménné
(primérnych zndmek) oznac¢ime symbolem x, vektor n jednicek jako 1. Vztah
(2) pak miZzeme vektorové zapsat jako Y = (pl + fi1x + E. Vektor E je
nadhodna slozka vyjadrujici individualni nahodilé odchylky skute¢né hodnoty
1Q od slozky systematické. Nahodn4 veli¢ina F; vyjadfuje odchylku skuteéné
hodnoty IQ i-té divky od stfedni hodnoty IQ vsech divek se stejnym Skolnim
prospéchem. Velikosti pismen oznacujicich vysetfované proménné rozliSujeme
jejich kvalitu. Pro dané (tedy uz nendhodné) hodnoty x; (8kolni prospéch) se
snazime odhadnout stfedni hodnoty ndhodnych veli¢in Y; (hodnot IQ).
Vypocet odhadd parametria [y, 31 si muzeme predstavit tak, ze vlast-
né hledame takovou linedrni kombinaci vektord 1 a x, kterd je k realizaci
nahodného vektoru Y nejblize. Ndhodnou slozku E vyjadiujici nahodilé od-
chylky od pravidla totiz potfebujeme vyloudit, protoze ma nulovou stfedni
hodnotu. Odhady parametri Sy, 51, které oznac¢ime by, b1, dostaneme mini-
malizaci funkce (Etverec vzdélenosti Y od linedrni kombinace vektort 1 a x)

n

S(Bo, B1) = [[Y = (Bol + B> =D (Y — Bo — fri)” .

i=1

Odtud néazev metody odhadu — metoda nejmensich c¢tverci. Odhad metodou
nejmensich ¢tverc ma mnohé optimalni vlastnosti, zejména tehdy, kdyz maji
nahodné veli¢iny F; norméalni rozdéleni.

Na schematickém obrazku obr. 2 je znazornén jeden takovy ctverec. Ne-
piehlédnéte, Ze strany ¢tverce jsou rovnobézné s osami soufadnic. Strana
¢tverce je ddna vzdélenosti bodu [z;, Y;] se skuteénou hodnotou ndhodné ve-
liciny Y; od jeho protéjsku [z;, }7;] na leziciho na pfimce, ktery ma stejnou
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y=bg+b; X

Vi

Obrézek 2. Znazornéni metody nejmensich ctverct. Céarkovana tisecka spojuje
body [z;,Y;] a [£,Y], u bodu [z;,Y;] je nakreslen ¢tverec s plochou (Y; — bg —
bl . J)i)Q

hodnotu z-ové soutradnice, tj. 17; = bg + biz;. Nejde tedy o vzdalenost bodu
od pfimky zndmou z geometrie. Pfimka y = by + b1x ma vlastnost, ze celkova
plocha n takovychto ¢tvercu je nejmensi.

Zminéna minimalizace je péknym cvi¢enim na extrém funkce dvou pro-
ménnych. Parcidlni derivace podle Gy a 31 jsou

a%s(ﬁo, B) = =23 (Vi — By — Buzy),

i=1

%5(50,51) =-2 ;(Yi — Bo — Brxq)x;.

Kdy? tyto derivace anulujeme a piedpokldadame > . (x; —T)? (tj. mezi hod-
notami x; jsou aspoil dvé rizné), dostaneme FeSenim vzniklé soustavy dvou
linearnich rovnic odhady parametra $; a By ve tvaru
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by = Z(m’t - f)(Y_’L — Y), (3)
> (z; — )
bo = Y — b T. (4)
Ze takto vyjde pravé minimum plyne z toho, Ze jde o minimum nezaporné
kvadratické funkce v Gy, 0.

Zamysleme se nad odhadem b;. Jedna se o linedrni kombinaci nezavislych
nahodnych veli¢in Y; s norméalnim rozdélenim, takze také b; je ndhodna ve-
li¢ina s normalnim rozdélenim. Pokusme se déle zjistit, jaky vztah ma tento
odhad k odhadovanému parametru ;. Podle (1) vime, Ze pro stfedni hodnotu
vysvétlované proménné Y; plati

EY; = Bo + B1xi,
a odtud také

EY = ) + 1T
Proto je

S~ T~ )
Ry
(r; — ) =

:ggzgurﬁvmm‘“

Eb =

n

_E:Zmﬁrﬂyﬁu 7

—ﬁlzzt ) a:t—x) = B,

takze jde o nestranngy odhad neznamého parametru ;. Podobné Ize spocitat,
ze rozptyl odhadu by je

0.2

Varbl = W (5)
t=1\+&t
Na okraj si vSimnéme zajimavé interpretace odhadu b; smérnice regresni
pfimky, ktery mtzeme upravit na tvar
(xi — f)2 Y, —
n )2
Ty —T T —
1L, AT Zt:l( t ) g

&l ~|

by = (6)
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Pripadné vynechani séitancti s x; = T nic neovlivni, protoze jsou stejné nu-
lové. Vzorec (6) ukazuje, Ze by je konvexni kombinaci (vdZenym primérem)
smérnic tsedek spojujicich body [z;,Y;] s bodem [Z,Y].

Nejmensi hodnota funkce S, tedy S(bo,b1), se nazyva rezidudini soucet
¢tverci. U regresni pfimky lze rezidualni soucet ¢tverci vyjadrit ve tvaru

n n
S(bo,br) =Y (Y, =Y)> =01 Y (2. — %), (7)
i=1 i=1
coz do jisté miry ukazuje, o kolik se vychozi variabilita vysvétlované proménné
popsand vyrazem Y., (Y; —Y)? snizi v disledku jejiho ¢4steéného vysvétleni
pomoci zavislosti na hodnotéach 1, ..., z,.

Velmi ¢asto se k hodnoceni toho, nakolik predpokladand zavislost vysvét-
luje variabilitu zévisle proménné, pouziva koeficient determinace R? defino-
vany jako
B S(bg, b1)

i (i —Y)?
Zjistujeme tedy, jaky dil ptvodni variability vysvétlované proménné se po-
dafilo vysvétlit. Proto se koeficient determinace casto uvadi v procentech.

Jesté zbyva odhadnout parametr o2. Lze dokézat, Ze statistika

S(bo,b1)

n—2

R? =

§% = (8)
je nestrannym odhadem rozptylu o2 a Ze je (stochasticky) nezévisld na vek-
toru (bg, b1)7.

4. Prukaznost zavislosti

V praxi nas zajima nejen bodovy odhad neznamych parametri, ale také jejich
intervalovy odhad a zejména test hypotézy, ze 51 = 0. To by totiz znamenalo,
ze stfedni hodnota EY; nezavisi na konstanté x;, v nasem prikladu pak, ze
hodnota IQ nesouvisi se Sskolnim prospéchem. O této hypotéze se rozhoduje
pomoci tzv. t-statistiky

Hypotézu Hp : 1 = 0 budeme na hladiné « zamitat, kdyz bude |T'| >
tn—a(a), kde t,,_o(a) je tzv. kritickd hodnota t-rozdéleni s n—2 stupni volnosti
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urcend tak, ze ji ndhodna veli¢ina s timto rozdéleni v absolutni hodnoté pie-
kro¢i s pravdépodobnosti pravé a. Kritické hodnoty byvaji uvadény v uceb-
nicich (také [3]), existuji specidlni knihy s tabulkami (napf. [1]), pocitaji je
statistické programy.

Pokusme se tento postup (tento tvar kritického oboru) vysvétlit. Je ro-
zumné zamitnout hypotézu, podle které je 5; = 0, kdyz vyjde odhad b,
parametru (; pfiliS daleko od nuly. Pfi tom je tfeba vzit v ivahu velikost
kolisani odhadu b;. P¥i velkém kolisani (velkém rozptylu) musime tolerovat
hodnoty odhadu velmi vzdélené od nuly.

Kdybychom znali hodnotu parametru o, pak vzhledem k (5) by méla
nahodna veli¢ina

normalni rozdéleni s jednotkovym rozptylem, za platnosti testované hypotézy
dokonce s nulovou stfedni hodnotou. Statistika 7"z (9) se od tohoto vzorce lisi
jen tim, Ze nezndmy parametr o je nahrazen jeho odhadem S = v/S2. Proto
ma za platnosti testované hypotézy statistika T tzv. Studentovo t-rozdéleni
s n — 2 stupni volnosti (pfipomeiite, Ze jsme rezidudlni soucet étverct délili
pravé vyrazem n — 2, abychom dostali odhad S?).
Jesté jeden pohled na t-statistiku z (9) je uZiteény. Nahradme ve vyrazu
(5) pro rozptyl odhadu b; nezndmy parametr o2 jeho odhadem S2. Odmoc-
nina z tohoto odhadu rozptylu by se nazyva stredni chyba. Pro tuto odmoc-
ninu se ¢asto pouziva oznaceni S.E. s odkazem na odhad, o jehoZ variabilité
vypovida. Oznaceni pochézi z anglického Standard Error. Je tedy v nasem
pripadé S
S.E.(b1) = . 10
(b1) ST o) (10)

Testovou statistiku z (9) lze pak psét ve tvaru

by
= SEuT (11)

Analogicky je moZzno vyjadiit testové statistiky mnohych statistickych testi,
napt. dvouvybérového i parového t-testu.

Pokud testovanou (nulovou) hypotézu zamitneme, fikdme, ze odhad by
je na hladiné a vyznamny nebo Ze jsme na hladiné « prokazali zavislost.
Vedle bodového odhadu (b; = —21,751) muzeme spocitat také odhad inter-
valovy. 95% interval spolehlivosti pro (3; obsahuje takové hodnoty 3?, pro
které bychom hypotézu Hy : 31 = 3 na 5% hladiné nezamitli. Budou to
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tedy vSechna FeSeni nerovnosti (srovnej s t-statistikou z (11) pro test nulové
hypotézy 51 = 0)

b — B
SEMy| < 2@
Resenim je interval
(b1 - SE(bl) . tn,g(a); bl + SE(bl) . tn,Q(Oé)). (12)

Odtud je patrné slovni oznaceni pro stfedni chybu S.E.. Tato statistika pod-
statnou mérou rozhoduje o $ifce intervalu spolehlivosti pro (1, tedy o tom,
jak pfesnym odhadem parametru (3; odhad b, ve skutecnosti je.

5. Je zavislost IQ na Skolnim prospéchu prukazna?

Pfi troe ndmahy mutZeme tfeba na kapesni kalkuladce spocitat, Ze je (se
zaokrouhlenim)

T =1511; Y = 111,111;
54 54
> (xi —T)? = TATL; D (¥ —Y)? =9 585,333;
i=1 i=1
54
> (@i — )Y — V) = —162,499.
=1
Dostaneme tedy
—162,499
by = ——— = —21,751
! 7471 791,

bo = 111,111 — (—21,751) - 1,511 = 143,987,

kterézto odhady jsme uz v 2. odstavci pouzili. Dale mtzeme spocitat rezidu-
alni soucet ¢tvercti. Podle (7) dostaneme

S(bo,by) =9 595,333 — (—21,751)%/7,471 = 6 050,853.

Odhad rozptylu (rezidudlni rozptyl) je tedy S? = 6 050,853/52 = 1164.
Koeficient determinace vyjde

6050,853

R2=1- "
9585,333

= 36,87 %.
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Skolnim prospéchem tedy u divek vysvétlime vice nez tietinu variability hod-
not 1Q.

Pfi rozhodovéani o prikaznosti zavislosti IQ na Skolnim prospéchu u divek
pouZijeme t-statistiku

—21,751
T = —=—/T471 = —5511. 13
e Vo , (13)

Pii rozhodovani na bézné 5% hladiné porovname | — 5,511| s kritickou hod-
notou ¢52(0,05) = 2,007. Statistika v absolutni hodnoté pfekracuje zminénou
kritickou hodnotu, takze testovanou hypotézu (3; = 0 musime zamitnout.
Zévislost je na 5% hladiné statisticky priikazna.

V dnesni dobé pocitaca je k disposici fada programi, které provedou

v

uvede odhady parametri Gy, 51 ve tvaru

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 143.987 6.143 23.439 < 2e-16 ***
zn7 -21.751 3.947 -5.511 1.12e-06 ***

Sloupecek Std. Error udiva stfedni chyby obou odhadu. P¥i prokazovani
zévislosti dtlezité t-statistika z (13) je uvedena ve druhém Fadku a v pfedpo-
slednim sloupci. Snadno se lze presvédcit ze obé statistiky uvedené ve sloupci
t value opravdu dostaneme vydélenim statistik v prvnim a druhém sloupci
(viz (11)).

Jak jiz vime, na 5% hladiné jsme zavislost IQ na $kolnim prospéchu
v sedmé t¥idé prokazali, protoze jsem zamitli hypotézu, podle které by smér-
nice 31 popisujici skute¢nou zavislost byla nulova. Interval spolehlivosti pro
(1 spocitany podle (12) vyjde (—29,670; —13,832). To znamen4, Zze kdyZ na-
priklad porovnavame stiedni hodnoty IQ i divek s prumérnou znamkou 1
resp. 2, s 95% pravdépodobnosti oéekdvame rozdil téchto stiednich hodnot
nékde mezi —29,7 a —13,8.

6. p-hodnota

Posledni sloupecek zminéného vystupu udava tzv. p-hodnoty. Protoze jde
o pojem velice Casto pouzivany, vénujme se mu trochu podrobnéji. Obecné
p-hodnota udéva pravdépodobnost, Ze za platnosti hypotézy nam mohla
vyjit rozhodovaci statistika jesté méné pfizniva (nebo stejné piizniva) pro tes-
tovanou nulovou hypotézu, nez jakd nam vysla v nasem testu. Je to nejmensi
z moznych hladin «, pfi nichz bychom nulovou hypotézu zamitli.
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Konkrétné v nasem ptikladu pii testovani hypotézy Hg : 51 = 0 je p-
hodnota rovna pravdépodobnosti, ze ndhodné veli¢ina, kterda ma Studentovo
t-rozdéleni s 52 stupni volnosti, v absolutni hodnoté dosdhne aspon hodnoty
5,511. Tato pravdépodobnost je nepatrna, v tabulce je uvedena jeji hodnota
1,12-1076.

Pouziti p-hodnoty pfi testovani hypotéz je velice prosté. Staci porovnat ji
s pfredem zvolenou hladinou a. Hypotézu zamitame pravé tehdy, kdyz je
p < a. Tabulky kritickych hodnot pak nepotfebujeme.

7. Odhad v obecnéjsim modelu

UvaZujme nyni obecné&jsi situaci. Necht Y7,...,Y, jsou nezdvislé ndhodné
veli¢iny takové, ze pro 1 <i<n platik
EY; =) i;83,
j=1
kde z;; jsou zndmé konstanty, 51,. .., Or neznamé parametry (k < n). Cel-

kem n stfednich hodnot EY; tentokrat vyjadiujeme pomoci mensiho pocétu
k neznamych parametri. Budeme pfedpoklddat, ze matice X = (z;;) o n
radcich a k sloupcich ma linedrné nezavislé sloupce. Vime tedy, Ze vektor
stfednich hodnot EY je jakousi nezndmou linearni kombinaci sloupctt matice
X. Jako specidlni pfipad sem patii nejen regresni pfimka zavedena v (1), ale
také ndhodny vybér z normalniho rozdéleni, kdy maji vSechny ndhodné ve-
liciny Y; stejnou stfedni hodnotu (jediny parametr, tedy & = 1) a konstanty
x; jsou vesmeés rovny jednicce.

Zobecnénim pojmu rozptyl (variance) ndhodné veli¢iny na ndhodny vek-
tor je varianéni matice ndhodného vektoru. Tato matice mé na diagonale
rozptyly jednotlivych slozek vektoru, mimo diagonalu jsou tzv. kovariance
dvojic ndhodnych velicin. Jsou-li veli¢iny nezavislé, musi byt kovariance nu-
lové, takze varianc¢ni matice je pak diagonalni. Predpoklddejme, Ze ndhodné
veli¢iny Y7,...,Y, maji viechny stejny rozptyl o2, coz je vedle f31,..., 0Bk
dalsi neznamy parametr. Spolu s dfive uvedenym predpokladem nezavislosti
nahodnych veli¢in Y7, ..., Yi to znamena, Ze varian¢ni matice ndhodného vek-
toru Y = (Y1,...,Y,)T je ndsobkem jednotkové matice (diagonalni matice
s jedni¢kami na diagonale), coz zapisujeme ve tvaru varY = o2l.

Vénujme se nyni tloze odhadu vektoru 3 = (B, ..., 3k)T. Pro funkci

2
n

k
SB) =Y =XBIP=>_|Yi=) ;8 (14)
j=1

i=1

plati néasledujici tvrzeni:
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Véta 12. Funkce S(B) je minimdlni, pravé kdyz je 8 = b, kde je
b= (XT"X)"X"Y, (15)
a plati
Shb)=Y"Y - bTXTY. (16)

Dtikaz tvrzeni je pomérné jednoduchy. Funkci S(3) miZeme postupné
upravit

S(B) = [[Y = XBII* = [|(Y = Xb) + (Xb — XB)||”
=Y = Xb|[* +[[X(b = B)I|* + 2(b — B)' X" (Y —=Xb) ~ (17)
=Y = Xb|[* +[[X(b - B)II%, (18)

kdyz jsme v (17) vyuzili toho, Ze z vyrazu pro b v (15) plyne XTY = XTXb
a tudiz tfeti ¢len na pravé strané je nulovy. Dale druhy ¢len v (18) je ¢tver-
cem délky vektoru. Je tedy nezaporny, nulovy je pouze pro nulovy vektor.
Vzhledem z predpokladané linearni nezavislosti sloupctt matice X dostaneme
nulovy vektor pouze v pripadé, Ze je S = b. Minimalni hodnota funkce S je
tedy

S(b) = [|Y — Xb|[> = (Y — Xb)T (Y — Xb)
=YY —2Y"Xb + b"XTXb (19)
=YTYy - b"X"Y,

kdy?Z jsme pf¥i Gpravé (19) vhodné dosadili za b podle (15).

Vime, zZe stfedni hodnota EY nélezi k vektortim tvaru X3. Tvrzeni véty
umoziuje urcit ten z nich, ktery je k realizovanému ndhodnému vektoru Y
nejblize.

Minimalni hodnota S(b) funkce S se nazyvéa rezidudini soucet ctverci.
Nestrannym odhadem o2 je rezidudini rozptyl
S(b)

n—k’
kde, jak vime, k je pocet sloupcti matice X, o nichz stale pfedpokladame, ze
jsou linearné nezavislé.

Predpokladejme nyni, ze ndhodné veli¢iny Y7, ..., Y; maji normalni roz-
déleni. Podobné jako jsme usoudili na normalni rozdéleni odhadu by, lze do-
kézat, ze odhad b méa norméalni rozdéleni se stfedni hodnotou b a variancéni
matici 02V, kde jsme pouzili oznaceni V = (XTX)~!. Stfedni chyby odhadt
bj jednotlivych slozek vektoru B jsou dény vztahem S.E.(b;) = S,/v;, kde
v;; je j-ty diagondlni prvek matice V.

§% =
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8. Ma smysl pouzit prospéch ze dvou ro¢nika?

Na nasem prikladu si ukazme vySetfovani zavislosti na nékolika regresorech.
Kromé znamkového praméru z pololeti v sedmé tfidé pouzijeme jeSté stejné
informace z pololeti osmé tiidy. Model rozsifime na

Y; = Bo + fixi + PBozi + By,

kde z; jsou zjisténé skolni praméry v 8. tfidé. Program R dé& odhady

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 140.712 6.797 20.703 < 2e-16 ***
zn7 -29.046 7.638 -3.803 0.000384 **x
zn8 9.299 8.343 1.115 0.270256

Koeficient determinace vzrostl z 36,87 % jen na 38,38 %. Uvedené odhady
musime interpretovat velice peclivé. Odhad by = —29,046 Ize interpretovat
tak, Ze je to odhad rozdilu IQ pro divky, které se v 7. tridé liSily o jednotku
(napfiklad prameér 1 a pramér 2) a v 8. tfidé maji stejny pramér. Podobné
je by = 9,299 odhad rozdilu IQ divek, které v 7. t¥idé mély stejny primér
a v 8. tfidé se primérem lisily o jednotku. Chapu, Ze je tato interpretace
obtizna, kdyz ndm vychazi pfi horsim prospéchu v 8. tiidé ponékud vétsi
odhad IQ. OvSem pozor, na 5% hladiné nemtiZzeme zamitnout hypotézu (3, =
0, p-hodnota ¢ini 27 %. V zajmu co nejjednodussiho modelu tedy ztistaneme
u hypotézy 2 = 0. Neni pritkazné, Ze by pfidani informace o primérném
prospéchu v 8. t¥idé skutecné piidalo informaci o hodnoté IQ. Vystacime
tedy s jednodussim modelem, se zavislosti na primeéru v 7. t¥ideé.

Projevila se také tzv. multikolinearita. Obé nezavisle proménné jsou spolu
silné zdvislé (rok od roku se u jednotlive primérny prospéch pfili§ neméni,
v 8. tfidé byva podobny jako v 7. t¥idé). To mimo jiné zptisobilo, Ze se
presnost odhadu koeficientu (3 podstatné zhorsila, stfedni chyba vzrostla
témétr na dvojnésobek (z 3,947 u zavislosti IQ na prospéchu v 7. t¥idé na
7,638 u zévislosti na prospéchu v 7.1 v 8. t¥idg).

9. Souvisi pfedpovéd IQ podle skolniho prospéchu také
s pohlavim?

A7 dosud jsme se zabyvali studovanou zavislosti pouze u divek. Porovnani po-
skytuje obrazek 3, odkud je napfiklad zfejmé, Ze prospéch horsi nez 2,3 maji
pouze hosi. Navic pfimka odhadujici zavislost u dévcéat je ponékud strmé;jsi.
Proto neptekvapi, kdyz u chlapcti dostaneme ponékud jiné odhady:
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Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 140.680 4.122 34.125 < 2e-16 ***
zn7 -16.872 1.966 -8.581  9.97e-12 *x*x*

Co muze Tici o porovnani zavislosti u chlapct a divek statistika?

Zagneme nejpodrobnéjsim modelem (pro kazdé pohlavi obecné jind pfim-
ka) a pomtZeme si tzv. umélou proménnou, kterou symbolicky nazveme hoch.
Pro divku to bude nula, pro chlapce jednicka. Symbolicky pak zapiSeme uva-
zovanou zavislost jako

iq = fo + P1 - zn7 + P2 - hoch + (35 - zn7 - hoch.
Dosadime-li za umélou proménnou hoch hodnotu nula, dostaneme pro divky
iq = fo + 1 - zn7,
kdezto po dosazeni jednicky pro chlapce

iq = (Bo + B2) + (B1 + f3) - znT.

Parametr O3 tedy opravuje ,,divéi“ smérnici pfimky na ,chlapeckou®, po-

dobné By opravuje ,,divéi“ absolutni ¢len pfimky na ,chlapecky“. Prostiedi
R da odhady

Coefficients:
Estimate  Std. Error t value Pr(>lt])
(Intercept) 143.987 6.125 23.508 < 2e-16 ***
zn7 -21.751 3.935 -5.528 2.31e-07 **x*
hoch -3.308 7.390 -0.448 0.655
zn7 :hoch 4.879 4.401 1.108 0.270

Bezprostrednim porovnanim snadno ovérime, ze u divek jsme dostali stejné
odhady, jako kdyz jsme je vySetfovali samotné. U chlapca sta¢i k ovéreni
drobny vypocet; 143,987 + (—3,308) = 140,679 je az na zaokrouhleni totéz,
jako absolutni ¢len (140,680) v tabulce odhadt pro chlapce, podobné pro
smeérnici: —21,751 4+ 4,879 = —16,872.

Co kdyz jsou ve skutec¢nosti pfimky pro chlapce a pro divky rovnobézné?
Takovou hypotézu miZzeme v nasem podrobném modelu vyjadrit jako poza-
davek 5 = 0 (smérnice obou piimek jsou totozné, ,divéi“ smérnici nemusime
upravovat na ,chlapeckou®). Posledni tabulka ukazuje okamzité i rozhodnuti
o hypotéze 33 = 0. Protoze je piislusnd p-hodnota 27 % vét$i nez bézné
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Obrézek 3. Souvislost IQ s pramérnym prospéchem v 7. t¥idé u chlapct (sou-
visld ¢ara, trojuhelniky) a u dévéat (¢arkované, kiizky).

pouzivand hladina o« = 5 %, hypotézu nemtizeme zamitnout a nezbyvéa, nez
platnost hypotézy pripustit.

Model s rovnobéznymi primkami dostaneme zjednodusenim posledniho
modelu, vynechame ¢len s koeficientem (3. Odhady vsak musime spocitat
znovu. Dostaneme

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 138.093 3.043 45.376 <2e-16 *x*x*
zn7 -17.852 1.765 -10.116 <2e-16 *x*x*
hoch 4.513 2.198 2.054 0.0424 *

Také tyto odhady je tfeba interpretovat velice peclivé. Kdybychom odhado-
vali rozdil mezi IQ u déti se Skolnim primérem 1,5 a 2,5, pak miZzeme pouzit
odhad b; = —17,852 jen v pripadé, ze porovnavame chlapce s chlapcem nebo
divku s divkou. Jen tehdy nehraje zadnou roli odhad b2 = 4,513. Na druhé
strané, kdyZ budeme porovnavat predpovéd IQ pro chlapce a pro divku, kteri
maji stejny prameér znamek (aby nehral roli odhad b;), pak bude u chlapce
odhad vétsi pravé o hodnotu 4,513. Prave o tolik jsou ve svislém sméru vuci
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sobé posunuty odhady regresnich pfimek na obrazku 4. V poslednim sloupci
uvedend p-hodnota p = 4,24 % sdéluje, ze tento rozdil mezi chlapci a dév-
Gaty je na 5% hladiné statisticky priikkazny. Znamena to mimo jiné, Ze uz
nemuzeme model dale zjednodusit na jedinou pfimku pro obé pohlavi.
Spocitejme jesté jeden model. Zapomenme na Skolni znamky a pokusme
se zjistit, zda se co do IQ chlapci a dévéata vibec lisi. K tomu staci posledni
model zjednodusit jesté vylouCenim proménné zn7, tedy pouzit model

iq= o + [2 - hoch. (20)

Vzpomeneme-li si, Ze modelujeme stfedni hodnoty a dosadime-li za promén-
nou hoch nuly a jednicky, vidime, Ze stfedni hodnota IQ u divek je 3y, kdezto
u chlapcti By + 32. Parametr (5 tedy vyjadfuje rozdil stfednich hodnot. Rika,
o kolik je populaéni prumér IQ u chlapcii vétsi nez u divek. Vysledné odhady
jsou

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)

(Intercept) 111.111 2.035 54,593 <2e-16 *x*x
hoch -3.637 2.840 -1.281 0.203
o
1}
—
o
—
g -
o
(e}
o
©
o
N~
1.0 1.5 2.0 25 3.0
zn7

Obrézek 4. Souvislost IQ s pramérnym prospéchem v 7. t¥idé u chlapct (sou-
visla ¢ara, trojihelniky) a u dévéat (Garkovang, kiizky), kdyz predpoklddame
rovnobézné primky.
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U dévéat je prumérna hodnota IQ rovna by = 111,111, kdezto u chlapci
je tento primér roven by + by = 111,111 + (—3,637) = 107,474, je tedy
praveé o 3,637 mensi. Neni vsak statisticky prikazné, ze by rozdil mezi stied-
nimi hodnotami IQ u divek a chlapct (parametr ) byl nenulovy. Naptiklad
interval spolehlivosti pro (2 vyjde (—9,266;1,992), takze nula je mezi ,pfi-
jatelnymi“ hodnotami tohoto parametru. Neprokazali jsme (na zvolené 5%
hladiné vyznamnosti) prikazny rozdil mezi IQ u chlapct a dévéat.

Zdanlivé je tu neshoda. P1i stejném skolnim priméru o¢ekavame u chlapci
(statisticky prokazatelné) vétsi hodnotu IQ nez u divek, ale kdyZ ke zndmkam
nepiihlédneme, situace se zméni. Rozdil uz sice neni prukazny, ale u dévcat je
prumeérnd hodnota IQ vétsi. Lze ocekavat, ze kdybychom pouzili rozsahlejsi
data, rozdil mezi chlapci a dévéaty (bez pfihlizeni ke $kolnimu prospéchu) by
byl také prikazny.

Vysvétleni neshody spociva v tom, ze se chlapci od dévcat lisi velmi vy-
razné€ svym Skolnim prospéchem. Jak jsme jiz poznamenali, velmi Spatné
znamky maji pouze chlapci. Ty pak prumér IQ u chlapct vyrazné snizuji.
Dalsi pohled na vzajemnou souvislost mezi Skolnimi zndmkami a hodnotami
1IQ by vneslo vySetfovani zavislosti znamek na 1Q, jak zavisi popula¢ni pri-
mér zndmek pfi dané hodnoté IQ na této hodnoté.

Jesté dulezitd poznamka. K rozhodovani o shodé stfednich hodnot u dvou
nezavislych vybéri z normalniho rozdéleni se stejnym rozptylem se pouziva
tzv. dvouvybérovy t-test. Model (20) je jen jingm zapisem tlohy, kterd vede
na dvouvybérovy t-test. Hodnotu testové statistiky dvouvybérového t-testu
najdeme v posledni tabulce, je to T' = 1,281.

10. Zavér

Tato kapitola nese hrdy néazev regrese, ale jen néco malo naznacuje z toho,
co tato snad nejpouzivanéjsi statistickd metoda zahrnuje.

Predevsim jsme se vénovali jen modelu, kdy je stfedni hodnota vysvét-
lované veli¢iny linedrni funkci nezndmych parametri. Existuje také regrese
nelinedrni, kde se toto omezeni jiz neuplatiiuje.

Vsude v prikladech i u mnoha popisovanych vlastnosti jsme piedpokla-
dali norméalni rozdéleni, coz také nemusi byt ani ptriblizné splnéno. Nékdy si
muZeme pomoci vhodnou transformaci, kdy napiiklad hodnotime zavislost
logaritmu hmotnosti susiny kofenové ¢asti rostliny v zavislosti na procentu
cukru v zivném roztoku. Kdyz se vSak pokusime zjistit, zda mnozstvi vy-
koufenych cigaret ovliviiuje vyskyt rakoviny plic, bude vysvétlovana veli¢ina
pouze dvouhodnotova. P¥i vhodné posbiranych datech jde pak o tlohu logis-
ticke regrese.
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Normal Q-Q Plot
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Obrézek 5. Regresni diagnostika: ovéfovani normélniho rozdéleni.
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Obrazek 6. Regresni diagnostika: ovérovani tvaru zavislosti a konstatntniho
rozptylu (chlapci — trojuhelnik, divky — k¥izek).
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Kdyz uz pouzijeme predpoklad normalniho rozdéleni, zvolime model pro
stfedni hodnotu linedrni v neznamych parametrech, pfedpoklddame stejny
rozptyl pro vSechna pozorovani vysvétlované veli¢iny a predpokladame neza-
vislost jednotlivych pozorovani této veli¢iny, méli bychom byt schopni aspon
do néjaké miry ovérit, zda vSechny tyto predpoklady byly splnény. Tim vSim
se zabyva regresni diagnostika, kterd s ispéchem vyuziva ruzné grafickd vy-
jadfeni. Ani jedna z ukézek na obrazcich 5 a 6 neukazuje na problém.

Prvni z téchto obrazkid naznacuje, ze predpoklad normélniho rozdéleni byl
pfiméreny datim protoze jednotlivé body lezi blizko diagonalni pfimky, neni
tu patrné néjaké systematické odchylovani. Na obrazku 6 jsou body obou
pohlavi vpodstaté symetricky rozmistény kolem vodorovné primky v trovni
nuly, pficemz variabilita kolem této tirovné je ptiblizné stejnd pro malé vyhla-
zené hodnoty ne levé strané a pro velké vyhlazené hodnoty na pravé strané.

Pfi samotné interpretaci vysledkd nesmime zapomenout na to, jak byla
data porizena, kterou populaci mohou reprezentovat, na jakou populaci mu-
Zeme svoje zavéry zobecnit.
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1. Umrtnostni tabulky

demografii jsou umrtnostni tabulky konstruované pomoci demografickych me-
tod na zakladé pozorovani rozsahlych populaénich souborti. Umrtnostni ta-
bulky pro Ceskou republiku publikuje kazdoroéné na zakladé nejaktualnéjsich
amrtnostnich statistik Cesky statisticky arad.

Jednotlivé sloupce tmrtnostni tabulky obsahuji mimo jiné nésledujici
hodnoty (viz napi. vybrané tdaje z tmrtnostni tabulky muzii v Ceské re-
publice za rok 1995 uvedené v tabulce 1):

o Vek x:

& napf. x =0,1,...,103 (posledni vékova skupina znamend ,ve véku 103
let a vice“);

& v pojistovnach je casto x = 15,16,... anebo z = 18,19, ...

e Pravdépodobnost iumrti ve véku x: q,

& je pravdépodobnost toho, Ze jedinec, ktery je naZivu ve véku x, zemie
pfed dosazenim ve€ku z + 1. Napf. udaj gs0 = 0,008090 pro muze z ta-
bulky 1 znamend, ze z tisice 50letych muzi jich v primeéru osm zemie
pred dosazenim véku 51 let.

e Pravdépodobnost doZiti ve véku x: p,

& je pravdépodobnost toho, Ze jedinec, ktery je nazivu ve véku x, se doZije

véku x + 1. Zfejmé plati p, = 1 — q,.
e Pocet doZivajicich se véku x: [,

& je pocet jedincu z populace Iy soucasné narozenych jedinci, ktefi se
doziji véku x. Napf. adaj l59 = 91082 pro muze z tabulky 1 znamena,
ze z lp = 100 000 narozenych jedincti muzského pohlavi se jich v pruméru
91 082 dozije véku 50 let.

Kli¢ovd slova: Demografie, pojistnd matematika.
Podékovani: Tato prace vznikla za podpory grantu MSM 0021620839.
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{ posloupnost lg > [; > Iy > ... se nazyva dekrementni fdd vymirani po-
pulace: predstavuje hypoteticky snimek zivota zvoleného poctu jedincii
lo, tak jak by vypadal, kdyby se udrzelo imrtnostni chovani populace
z uvazovaného obdobi (napf. z roku 1995 pro tabulku 1);

& lo se nazyva kofen (radix) Gmrtnostni tabulky a obvykle se voli Iy =
100 000.

e Pocet zemrelych ve veku x: d

{ jednd se o pocet jedincu z ly, ktefi zemfou v dokoncéeném véku zx.
Napr. udaj dsg = 737 pro muze z tabulky 1 znamena, ze z lp = 100000
narozenych jedincti muzského pohlavi jich v priméru 737 zemfe pravé
ve veku 50 let.

o Stredni délka Zivota ve véku x: ey

& je prumérny pocet let, kterych se jesté dozZije jedinec ve véku x. Napf.
udaj eso = 23,46 pro muze z tabulky 1 znamenad, ze 50lety muz muze
v praméru pocitat jesté s 23,46 roky zivota. Speciilné ey je stredni
délka zivota (napft. podle tabulky 1 byla v roce 1995 v Ceské republice
stiedni délka zivota muzi 69, 96 roku).

Mezi predchozimi veli¢inami plati fada vztaht, napt.

dgc = ch - ch—i—la (1)

qx:?_z:lmlﬁ, pz:lIlJrl- (2)
x x x

Umrtnost Zen je prakticky celosvétové a ve viech vékovych kategoriich
nizsi nez umrtnost muzi (a to v nékterych vékovych kategoriich velmi pod-
statné, napt. v Ceské republice v roce 1995 bylo pro muze gso = 0,008 090,
zatimco pro Zeny jen gso = 0,003459). Pfi pouziti Gmrtnostnich tabulek
v zivotnim pojisténi se tato skuteCnost zohlednuje tim zptisobem, ze sazby
pojistného pro muze se konstruuji pomoci muzskych tmrtnostnich tabulek,
zatimco sazby pro Zeny vytvori posunutim sazeb pro muze vétsSinou o 5 let
(napf. Zena uzavirajici zivotni pojisténi ve véku 40 let tak plati stejné pojistné
jako muz uzavirajici tentyZz typ pojisténi ve véku 35 let).
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0 | 0,007307 | 0,992693 | 100000 | 731 | 69,96

30 | 0,001268 | 0,998732 | 97280 123 | 41,52
40 | 0,002832 | 0,997168 | 95526 271 | 32,18
50 | 0,008090 | 0,991910 | 91082 737 | 23,46

60 | 0,019847 | 0,980153 | 79982 | 1587 | 15,94

Tabulka 1.

2. Pojisténi jako ochrana proti rizikiim
Pojistovnictvi jako jedna z kli¢ovych oblasti hospodaistvi m4 dvé stranky:

e ctickd strdnka: projevuje se v solidarité ostatnich pojisténych s posti-
Zenym (tzv. princip solidarity);

o vydéleénd stranka: jednd se o prosperujici odvétvi pro podnikani (to
plati pfedevsim o Zivotnich pojistovnach, zisky plynouci z oblasti po-
jisténi majetku za¢inaji v poslednich letech celosvétové klesat).

Pojistné riziko je potencidlni moznost vzniku pojistné uddlosti, pri niz
pojistovna podle sjednané pojistné smlouvy vyplaci pojistné pinéni. Pfitom
pfedmétem pojisténi jsou pouze tzv. distd rizika prokazatelné ndhodného
charakteru (napf. doba Zivota, Graz, pozar, dopravni havarie apod. na rozdil
od uméle vytvarenych spekulativnich rizik, jako je napf¥. sdzkova ¢innost).
Nahodilost pojistné udalosti mze byt absolutni (nap¥. pozar) nebo relativni
(napf. Gmrti: uréité nastane, ale ndhodny je jeho okamzik).

Na pojisténi lze pohliZzet jako na ochranu proti pojistnym rizikim: po-
jistény prenese sva rizika, jejichz potencidlni Skodni dusledky jsou z jeho
individualniho hlediska netinosné, na pojistitele (pojistovnu), ktery pii dosta-
te¢né velkém souboru rizik podobného charakteru (soubor pojistnych smluv
podobného typu se oznacuje jako pojistny kmen) je schopen celkové prevzatéd
rizika s vyuzitim inkasovaného pojistného nejen zvladat, ale ucinit je pred-
métem vynosné komercéni ¢innosti. Pojisténi tedy v tomto smyslu slouzi jako
néstroj finan¢ni eliminace negativnich dusledkt nahodilosti.
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Typy pojistnych rizik:

e objektivni riziko: je ddno objektivnimi faktory, jako je napt. vék, po-
hlavi, zdravotni stav, profese, charakteristiky pojisténého predmétu
a prostiedi apod.;

o subjektivnd riziko: je ddno subjektivnimi faktory, jako je napf. snaha po-
jisténého zachovat své zdravi a zivot, vyhnout se stfetu se zdkonem, za-
chovat pojistény predmét ve funkénim stavu apod.;

e mordlni riziko: nastava v situaci, kdy pojistény nepreferuje jednoznacné
zdbrannou ¢innost pred vznikem skody (figuruje ¢asto v souvislosti s po-
kusy o pojistné podvody);

e o0sobni riziko: napt. riziko pfedcasné smrti, télesného poskozeni, socialni
nedostatecnosti pti doziti urcitého véku apod.;

o Zivelni riziko: riziko pfimych skod na majetku v dusledku zivelnich udéa-
losti (napf. pozéaru, povodné apod.);

e dopravni riziko: riziko Skod vzniklych v souvislosti s dopravnim pro-
stfedkem (tzv. havarijni ¢ kaskopojisténi) nebo s piepravovanym zbo-
Zim (tzv. kargopojisténi);

e riziko odcizeni a vandalstvi: jako podminka pojistného plnéni se ¢asto
klade prekonani predepsanych zabezpecovacich opatieni pri kradezi ne-
bo zjisténi pachatele pti vandalstvi;

e Somdzni riziko: riziko pferusSeni provozuv disledku havéarie (nap¥. zka-
Zeni zmraZenych potravin, sankce p¥i nedodrzeni kontraktu) a riziko
uslého zisku (napf. prosperujici firma po Zivelni katastrofé musi vykli-
dit misto konkurenci);

e strojni riziko: riziko havarie ¢i poruchy strojniho zafizeni v dtsledku
neodborného zachéazeni, vady materialu, chybné technologie apod.;

e odpovédnostni riziko: riziko Skod zptisobenych v dusledku jednéni po-
jisténého na zdravi a Zivoté jiné osoby nebo na cizim majetku (napf.
pojisténi odpovédnosti za Skody zptisobené provozem motorového vozi-
dla, za skody zpusobené vykonem povolani danového poradce, za skody
zpUsobené havérii v domdacnosti, za vyrobeny lé¢ebny pripravek apod.);

e socidlné-politické riziko: zahrnuje valecné operace, etnické konflikty,
embarga, stavky apod.;

e obchodné-financni riziko: vyplyva ze zmén ekonomickych podminek
a dodavatelsko-odbératelskych vztaht na domécim a zahrani¢nim trhu,
specialné sem spada tvérové riziko spocivajici v nebezpeci nesplaceni
dluh;

e moderni rizika: napf. atomové riziko, ekologické riziko, riziko spojené
s provozem kosmickych téles, riziko AIDS aj.
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Z hlediska pojistitele se rizika pfevzaté v ramci pojistného kmene transfor-
muji na tzv. pojistné-technické riziko pojistitele, které spociva v potencialnim
nebezpeci, ze ve skutecnosti nedojde k vyrovnani mezi pfijatym pojistnym
a vyplacenym pojistnym plnénim. Toto riziko se méri vysi variability mezi
ocekavanym stavem, z néhoz vychazi vypocet pojistného, a skutecnym sta-
vem, ktery se odrazi ve vyplaceném pojistném plnéni. Podstata pojistovaci
¢innosti je pritom zaloZena na tom, ze s rustem velikosti pojistného kmene
(tj. s rastem aktualniho poctu uzavienych pojistnych smluv) se pojistné-
technické riziko zmensuje.

Priklad 1. Pfedchozi tvrzeni mtze byt demonstrovano s vyuzitim pravdé-
podobnostniho apardtu napf. ndsledujicim zpiisobem. Necht v urcitém po-
jisténi nastéava pojistnd udalost s pravdépodobnosti 0,01 (tj. v jednom ze
stovky pfipadil), pfi¢emz pojistnad udélost je spojena se $kodou 1 mil. Ké.
7 individuélniho hlediska se zjevné jednd o znac¢né rizikovou zalezitost vy-
zadujici pojistnou ochranu. Provedte rozbor z hlediska pojistné-technického
rizika pojistitele.
Reseni: Z pohledu pojistitele je rozhodujici vyse skody ptipadajici v priiméru
na jednu pojistnou smlouvu v jeho pojistném kmeni tvofeném n pojistnymi
smlouvami:

Podle pravdépodobnostniho poc¢tu je stiedni (tj. primérnd) vyse skody
na jednu pojistnou smlouvu

1000000 x 0,01n/n = 10000 K¢,
takze pojistitel jako cenu za poskytnuti této pojistné ochrany vysadi po-
jistné préavé v této vysi (takové pojistné inkasované napt. v n = 100 po-
jistnych smlouvach, tj. celkem 100 x 10000 = 1000000 K¢, zfejmé pokryje
pravé jednu pojistnou udéalost, ktera by v jejich ramci vzhledem k uvedené
pravdépodobnosti méla nastat).

Pojistné-technické riziko pojistitele, ze pojistné 10000 K¢ v rdmci pojist-
ného kmene s n pojistnymi smlouvami nebude stacit, je pfirozené mérit smeé-
rodatnou odchylkou vyse $kody na jednu pojistnou smlouvu, coz je v pravdeé-
podobnostnim poctu obvykld mira pro ocenéni chyby p¥i pouziti priimeéru (tj.
pfi pouziti stfedni hodnoty). Tato smérodatnd odchylka je v nasem p¥ipadé
(s vyuzitim vzorce pro smérodatnou odchylku binomického rozdéleni)

0,01x0,99 99500
1000000 x 1/ 2= X220 Ke.
n NG

Pro n = 100 je pojistné-technické riziko jesté pomérné velké (pojistné 10 000
K¢ podléha chybé fadové ve vysi 99500/+/100 = 9950 K¢&), s rostoucim n
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ale klesa, takze napi. pro n = 10000 se jiz redukuje na pfijatelnou troven
(pojistné 10000 K& pak podléhd chybé fadové ve vysi 99500/4/10000 =
995 K¢).

Klasifikace pojisténi mize byt provedena zhruba nésledujicim zptsobem:

o komercni (individudlni) pojistént:

& pojistént osob (to se nékdy dale déli na kapitdlové Zivotni pojisténi
obsahujici spofivou rezervotvornou slozku vyplacenou napt. pfi doziti
sjednaného véku, rizikové zivotni pojisténi kryjici riziko smrti bez spo-
tivé slozky a diichodové pojisténi chapané jako komercéni produkt umoz-
fujici napf¥. zakoupeni dozivotni renty);

& drazové pojistént;

O pojisténi majetku (véené pojisténi);

& pojistént odpovédnosti za Skody (nékdy se trazové pojisténi, pojisténi
majetku a pojisténi odpovédnosti oznacuji souhrnné jako neZivotni po-
jistént, zatimco termin Zivotni pojisténi je vyhrazen pro pojisténi osob);

® socidlni pojisteni zabezpecujici ihradu davek pro pripad pracovni neschop-
nosti, kterd mize byt docasnéd (pak se jednd o nemocenské pojisténs) nebo
trvald v dusledku véku ¢ invalidity (pak se jednd o dichodové ¢&i penzijnd
(pTi)pojisténd garantované statem ¢ penzijnimi fondy);

e zdravotni pojisténi garantované statem ¢i v individudlni smluvni formé.

Z pravniho hlediska lze provést nasledujici klasifikaci:

e dobrovolné pojisténi: sjednava se v zavislosti na dobrovolném rozhodnuti
klienta (formou pojistné smlouvy);
® povinné pojisténd:

& povinné smluvni pojisténd: pravni predpis urcéuje povinnost sjednat toto
pojisténi (formou pojistné smlouvy) jako podminku uréité ¢innosti (na-
pf. pojisténi odpovédnosti za Skodu zptisobenou provozem motorového
vozidla oznacované kratce jako povinné€ ruceni, pojisténi odpovédnosti
provozovatelu civilnich letadel, pojisténi odpovédnosti za skody z vy-
konu nékterych povolani, jako jsou advokati, notari, lékafi v nestatnich
zaFizenich, lékarnici, dafiovi poradci, auditofi aj.);

& zakonné pojisténi: jeho povinnost uklada zakon, pficemz se nesjednava
pojistnd smlouva (u nds uz jediné zadkonné pojisténi odpovédnosti or-
ganizace za Skodu p¥i pracovnim trazu a nemoci z povolani).
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3. Pojisténi osob

V ramci pojisténi osob lze sjednat:

e pojistent pro pripad smrti: pojistnou udalosti je smrt pojisténého;

e pojistént pro pripad doZiti: pojistnou udalosti je doziti sjednaného véku
pojisténym;

e smisené pojisténi: pojistnou udalosti je smrt nebo doziti sjednaného véku
pojisténym;

e duchodové pojisténi: je v podstaté specidlnim pripadem pojisténi pro pri-
pad doziti s pravidelné se opakujicim pojistnym plnénim ve formé vyplaty
dichodu.

Ucastnici pojisténd jsou:

e pojistitel je provozovatel pojisténi (vétsSinou pojistovna);

e pojistnik je fyzickd nebo pravnickd osoba, kterd s pojistitelem uzaviela
pojistnou smlouvu a ma povinnost platit pojistné;

o pojistény (pojisténec, ucastnik) je fyzickd osoba, na jejiz zivot a zdravi je
pojisténi sjednéno (pojistnik a pojistény mohou byt pfipadné tataz osoba);

e oprdvnénd osoba (obmysleny) je fyzickd nebo pravnickd osoba, kterd mé
pravo na vyplatu pojistného plnéni v pfipadé smrti pojisténého (opréavné-
nou osobou ale také muze byt napi. banka v pojisténi kryjicim riziko smrti
dluznika u hypoték).

Priklad 2. Uvazujte situaci, kdy 40lety muz uzavie na dobu 20 let pojisténi
na pojistnou ¢astku 500 000 K¢, a to (1) pro pfipad smrti; (2) pro p¥ipad do-
7iti; (3) smiSené pojisténi. Co se bude dit pii téchto jednotlivych variantach,
jestlize
® pojistény zemie pred dozitim véku 60 let?
e pojistény se dozije véku 60 let?
Resent:
(1) Pojisténi pro pfipad smrti:

e opravnénym osobdm (vétsinou poztstalym) vyplati pojisfovna éastku

500 000 K¢;
e pojisténi zanikne bez nahrady.

(2) Pojisténi pro piipad doziti:

e pojisténi zanikne bez nahrady;
e pojisténému vyplati pojistovna ¢astku 500 000 K¢.
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(3) SmiSené pojisténi:
e opravnénym osobdm (vétsinou pozustalym) vyplati pojisfovna éastku

500 000 K¢;
e pojisténému vyplati pojistovna ¢astku 500 000 K¢.

(2’) Jako ptiklad diichodového pojisténi lze uvazovat ptipad, kdy 40lety muz
uzavie pojisténi na mésiéni dichod 5 000 K¢ odlozeny k véku 60 let. Pak na
zacatku kazdého meésice, kterého se dozije po dosazeni véku 60 let, inkasuje
tento pojistény castku 5 000 K¢.

Pojistné€ miize byt:

e jednordzové: zaplati se najednou pfi uzavieni smlouvy;

e bezne: plati se opakované, a to obvykle v pravidelnych pojistnych obdo-
bich splatkami stejné vyse (navic pojistovna vétsinou zohlediiuje urcitym
zvyhodnénim mensi frekvence placeni pojistného, nap¥. 5Sprocentni slevou
ro¢ni pojistné zaplacené na zacatku kazdého pojistného roku vici meésic-
nimu pojistnému placenému vzdy na zac¢atku kazdého pojistného mésice);

e nettopojistné: je vypocteno tak, aby v priméru pojistovné krylo pojistna
plnéni;

e bruttopojistne: je nettopojistné rozsitené o slozky na pokryti spravnich
nakladt pojistovny a piipadnych neptiznivych skodnich vychylek formou
bezpecénostni prirazky;

e valorizované: pojistné se zvysuje nejcastéji podle momentalniho vyvoje
inflace.

Sazebnik pojistovny uvadi pro jednotlivé pojistné produkty vysi pojist-
ného, pricemz v tivahu bere:

® pohlavi pojisténého: vzhledem k tomu, Ze imrtnost Zen je prakticky ve vsech
vékovych kategoriich nizs$i neZ Gmrtnost muzi (a to pro nékteré vékové
kategorie velmi podstatné), plati Zena v pojisténi pro p¥ipad smrti (resp.
v pojisténi pro pripad doziti) mensi pojistné (resp. vétsi pojistné) nez muz
stejného véku;

o vstupni vék pojisténého: v Ceské republice se stanovuje jednotné jako roz-
dil kalendainiho roku uzavieni pojisténi a roku narozeni pojisténého (napf.
pojistény narozeny 17. prosince 1960, ktery uzaviel pojisténi dne 17. ledna
2003, ma vstupni vék 2003 - 1960 = 43, i kdyz z ¢isté matematického
hlediska je v okamziku uzavieni pojisténi jeho vék jen 42% a napr. v né-
meckém pojistném systému by byl jeho vstupni vék vyhodnocen opravdu
jako 42);
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e pojistnd doba:

& docasné pojisténi: jeho pojistnd doba je predem smluvné omezena
(napf. pojisténi pro piipad smrti sjednané ve véku 40 let na dobu 10 let
pokryva riziko smrti jen po tuto smluvni dobu, takze napf. pfi amrti
pojisténého ve véku 51 let jiz pojistovna pozistalym klienta nic nevy-
plati);

& trvalé pojisténi: jeho pojistnd doba neni pifedem smluvné omezena
(napf. v pojisténi dozivotniho dichodu probiha vyplata az do smrti
klienta bez jakéhokoli deterministického smluvniho omezeni);

& pojisténi s odkladem: povinnost pojistného plnéni pojistovnou je od-
loZena o sjednanou dobu (napi. dichod odloZeny k véku 60 let muze
byt sjednan za jednorazové pojistné zaplacené jiz ve veku 40 let, i kdyz
vlastni vyplaty diichodu za¢nou az od véku 60 let).

Pojisténi vice Zivotu je pojisténi, u néhoz pojistné plnéni zavisi na zivoté
¢i smrti dvou nebo vice osob, napt. smiSené pojisténi dvojic, vdovsky a sirotci
dtichod aj. (napf. vdovsky diichod se vyplaci jen v situaci, kdy Zena zlistava
nazivu po smrti muze).

Skupinové pojisténi je hromadné sjedndvané pojisténi pro skupinu osob
(napf. zaméstnavatel hromadné pojisti své zaméstnance). Vzhledem k admi-
nistrativnimu zjednoduseni (nap¥. hromadné placeni pojistného pfes jednu
mzdovou U¢tarnu) lze obvykle stanovit nizs$i pojistné a pfipadné ignorovat
rozdilné vstupni véky pojisténych.

SdruZené pojisténi je pojisténi vice rizik v rdmci jedné pojistné smlouvy
(nap¥. Grazové pripojisténi nebo tzv. rodinné pojisténi slouzici ke komplexni
pojistné ochrané rodiny, jako je napt. sdruzené pojisténi mladeze pokryvajici
rizika smrti a Grazu jak u rodice (rodic¢d), tak u ditéte (déti).

Zajisténi je pojisténi pojistovny formou pfeneseni (cese) ¢asti rizik po-
jistovnou (prvopojistitelem, cedentem) na jiného pojistitele (zajistitele, ce-
siondre) za cenu odstoupeni Gasti inkasovaného pojistného (tzv. zajistné)
prvopojistitelem zajistiteli. Zajistovny (tj. pojistovny specializujici se na za-
jisténi) pusobi obvykle v mezindrodnim méfitku a mohou se opfit o obrovské
pojistné kmeny.

Zakladni nastroje vypocetnich postupt v rdmci pojisténi osob jsou:
o dekrementni ndstroje: predevsim tmrtnostni tabulky (viz odstavec 1);
e financéni ndstroje: jedna se predevsim o tzv. pojistné-technickou trokovou
miru, kterou zivotni pojistovna pouziva pro diskontovani nap¥. pti kalkulaci
pojistného.
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Ve vsech pfikladech uvadénych v tomto textu se pracuje s muzskymi amrt-
nostnimi tabulkami v Ceské republice pro rok 1995 a s pojistné-technickou
urokovou mirou 4%.

Priklad 3. Jaké pojistné by méla jednorazové pozadovat Zivotni pojistovna
od 30letého muze, ktery s ni uzavird pojisténi pro pripad doziti véku 50 let
s pojistnou éastkou 100 000 Ké? (Pojistovna tedy vyplati pojisténému tuto
Castku, jakmile se pojistény dozije véku 50 let; pfi jeho tmrti pfed dozitim
tohoto véku pojisténi zanikne bez nahrady. V praxi se ovsem tento typ pojis-
téni, aby byl pro klienty pfijatelnéjsi, obvykle nabizi s tzv. vyhradou vraceni
dosud zaplaceného pojistného opravnéné osobé v pfipadé smrti pojisténého.)
Resent:

Podle principu fiktivniho souboru pojistovna kalkuluje s tim, ze odpovidajici
pocet 30letych pojisténych bude I3y = 97280, z nichz se l50 = 91 082 dozije
véku 50 let (viz tabulka 1). Pojistovna tedy po uplynuti 20 let bude vyplacet
castku

100000 50 = 100000 x 91082 = 9108200 000 Ké.

se soucasnou hodnotou
9108200000 x (1/1,04)%° = 4156 863 583 K&.

Podle principu ekvivalence vsak tuto ¢astku musi zaplatit ve formé po-
jistného 30leti pojisténi, takze na kazdého z nich vyjde

4156 863 583 /130 = 4156 863 583/97280 = 42 731 K¢.

Jestlize pomineme provozni naklady pojistovny (tj. omezime se na net-
topojistné misto skuteéné pozadovaného bruttopojistného) a pomineme pii-
padny zisk z vyssiho droceni kapitdlu nez pouhymi 4%, pak by prislusné
pojistné mélo byt 42731 K¢ (stejné pojistné by ziejmé vzhledem k 5letému
posunu zminénému v odstavci 1 zaplatila zena uzavirajici ve véku 25 let po-
jisténi pro ptipad doziti véku 45 let). Celkovy vypocet lze zfejmé shrnout do

tvaru

100 000 750 v2° lso v™° D5
OO 500" 100000 =100 000—=22
30 30 230 D3p ’

kde v = 1/(1 +1) je diskontni faktor odpovidajici pojistné-technické trokové
mite i a D, = [, v* je pfikladem tzv. komutacnich éisel (viz dal).

Komutacni ¢isla jsou pomocné hodnoty, které vznikaji finanénim diskon-
tovanim hodnot z tmrtnostnich tabulek. Pojistovny je pouzivaji obvykle v ta-
belované formé pro zjednodusSeni a zpiehlednéni pojistné-matematickych vy-

vvvvvv
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e diskontovany pocet doZivajicich se veku x:
D, =1,v", (3)
kde v = 1/(1+1) je diskontni faktor odpovidajici pojistné-technické trokové

mife ;
e diskontovany pocet zemrelych ve véku x:

Cp = dy v ; (4)
e komutacni ¢isla vyssich radi:
Nm:Dz+Dz+1+v Mz:Cm+Cz+1+ (5)

Ve vzorci (5) se na rozdil od (4) diskontuje pfes z+ 1 obdobi, nebot pocet
zemfelych dx odpovida stavu az na konci daného roku. Pfitom napf. plati

Cx = dxv’c"’l = (lx — Zx+1)1]x+1 = Dx’U — D:C-‘rl'

Velice vyhodné pro prakticky vypocet komutacnich ¢isel jsou tabulkové
procesory typu Excel aj. V tabulce 2 jsou uvedena vybrand komutac¢ni ¢isla
odpovidajici idajim z tmrtnostni tabulky muzi v Ceské republice za rok
1995 (viz tabulka 1).

x qdx D, Cy N, M,
0 0,007307 | 100000,0 | 702,9 | 2384830,5 | 8275,7

30 | 0,001268 | 299932 | 36,5 | 608124,5 | 6603,3
40 | 0,002832 | 19897,0 | 54,1 | 356748,1 | 6175,9
50 | 0,008090 | 12816,4 | 99,7 | 191545,9 | 5449,2

60 | 0,019847 | 7603,1 | 145,1 | 881481 | 421238

Tabulka 2.

Napf. je
D3o = l30v®° = 97280 x (1/1,04)%° = 29993, 2;
Cso = dzov®! =123 x (1/1,04)3! = 36, 5;
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Nsg = Dsg + D3y + -+~ = 29993, 2 + 28803,2 + - - - = 608 124, 5

a v prikladé 3 je opravdu

D 12816, 4
100000 =22 = 100000 ’

S200 R 49731 Ke
Do 29993, 2 ¢

Priklad 4. Jaké je jednordzové a bézné ro¢ni pojistné pro 40letého muze
v docasném pojisténi pro pripad smrti na dobu 20 let s pojistnou ¢astkou
100 000 K¢é? (Pojistovna tedy vyplati tuto ¢astku opravnéné osobé v pii-
padé smrti pojisténého; pii jeho doziti véku 60 let vSak pojisténi zanikne bez
nahrady. Tento typ pojisténi se na pojistném trhu ¢asto nabizi pod nazvem
Zivotni wvérové pojistént a jeho sjednani si banky casto kladou jako podminku
poskytnuti Gvéru: v pripadé smrti dluznika, ktery si musel sjednat toto pojis-
téni s pojistnou ¢astkou ve vysi dluzné castky jako podminku ziskani véru,
je prislusna pojistna castka v prvni fadé pouzita k umoteni dluhu. Nékdy se
toto pojisténi uzavira s klesajici pojistnou ¢astkou za predpokladu, ze dluzna
castka bude dluznikem postupné umofovana a v pripadé jeho smrti tedy
k umoteni bude zbyvat podstatné méné, nez je ptivodni vyse pojistné castky.
V kazdém pfipadé vSak nutnost sjednani takového pojisténi nezanedbatelné
prodrazi napi. hypotecni ivér, pficemz pii hypote¢nim tivéru musi byt navic
jesté pojisténa prislusnym majetkovym pojisténim odpovidajici nemovitost.)
Resent:

Jestlize symbolem P oznacime bézné rocni pojistné, pak princip ekvivalence

soucasnd hodnota ocekdvaného pojistného
= soucasnd hodnota ocekdvanych pojistniych ndroki

davéa pro docasné pojisténi pro pripad smrti se vstupnim vékem x, pojistnou
dobou n a pojistnou ¢astkou S rovnici tvaru

Plo+Plyv+-+Plopn 10" P =Sdyv+Sdpp1v? 4+ +Sdpyn_10™.
(6)

Jestlize obé strany rovnice (6) vydélime hodnotou I, a vzniklé zlomky
rozsifime hodnotou v*, pak dostaneme

Zx v 4 l;c+1vx+1 4+t ch—i—n—l Uﬁc+n—1
I, V%

P

)

g d, poHl dm+1’ux+2 + ot dern1 pTtn

lp V%

)
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neboli po dosazeni komutaénich ¢isel typu (3) a (4)

D:c + D;c-i—l + -+ D;c-l—n—l _ SC;r + Cx—i—l + -+ Cx-{—n—l

P
D, Dy

(7)

Tuto rovnici vSak lze jesté upravit dale s pouzitim komutacnich ¢isel typu
(5) do tvaru

Nz — Ngyn My — Mgin
P = .
D, s D, ®)
Prava strana rovnice (8)
My — Mgy
S — 9
- )

pak zfejmé predstavuje prislusné jednorazové pojistné, zatimco odpovidajici
bézné roéni pojistné P ziskdme FeSenim rovnice (8) jako

P_SMI_Mern

== "7 10
Nx_Nx-i-n ( )

V nasem prikladé je konkrétné z = 40, n = 20, S = 100000, takze po-
zadované jednorazové pojistné dostaneme dosazenim komutacnich ¢isel z ta-
bulky 2 do (9) jako

Mao — Meo _ 1000006175,9—4212,8

S
Dyo 19897,0

= 9866 K¢

a bézné roéni pojistné dosazenim hodnot z tabulky 2 do (10) jako

Mo~ Mgy _ o0 6175,9-4212,8

p — g 2740 — 60
N4o — Neo 356748,1 — 88148,1

= 731 K¢.
Rovnéz 3bleta Zena by tedy zaplatila za tuto 20letou pojistnou ochranu jed-
norazové 9 866 K¢ nebo roéné (do pfipadného tumrti) 731 K¢.

4. Urazové pojisténi

Pojistné plnéni v ramci trazového pojisténi pojistovna vyplaci, jestlize doslo
k télesnému poskozeni (popf. smrti) pojisténého v dusledku trazu (trazové
pojisténi se velmi Casto uzavird jako pripojisténi k jinym pojistnym produk-
ttim). Konkrétné se pfitom jednd o nasledujici moznosti pojistného plnéni:
o pojistné plnéni za dobu nezbytného lééeni (DNL) télesného poskozeni zpu-
sobeného trazem: pojistovna vyplati tolik procent ze sjednané pojistné
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castky, kolik odpovida podle ocenovacich tabulek primérné dobé nezbyt-
ného 1éceni prislusného télesného poskozeni;

e pojistné plnéni za trvalé ndsledky trazu (TNU): pojisfovna vyplati tolik
procent ze sjednané pojistné castky, kolik odpovida podle ocenovacich ta-
bulek rozsahu trvalych nasledkid trazu po jejich ustéalent;

e pojistné plnéni za smrt tirazem (SU).

V ramci trazového pojisténi pojisfovny obvykle provadéji diislednou klasi-
fikaci rizika, napf. rozlisuji ¢innost pracovni a mimopracovni a rizné rizikové
skupiny podle povolani, registrovanych sporti apod., napf.

— rizikova skupina 1: vSechny profese mimo 2, 3, 4; pési turistika, .. .;

— rizikova skupina 2: manudlni délnické profese mimo 3; sporty mimo 1, 3,
4;

— rizikova skupina 3: pokryvaé, dfevorubec, policista, ...; cyklistika, vzpi-
rani, ...;

— rizikova skupina 4: kaskadér, rizikovy zpravodaj, ...; box, horolezectvi,
parasutismus, ...

Priklad 5. Mé&si¢ni pojistné pro zékladni pojistnou ¢astku 1000 K¢ v rizikové
skupiné 2 piedepisuje pojistovna pro DNL ve vysi 2,00 K&, pro TNU ve
visi 0,40 K& a pro SU ve vysi 0,20 Ké. Uréete roéni pojistné, jestlize ve
skutecnosti byly sjednany pojistné ¢astky 70000 K¢ pro DNL, 300000 K¢
pro TNU a 300000 Ké& pro SU.

Reseni:

Meési¢ni pojistné je ziejmeé:

70 x 2,00+ 300 x 0,40 x 300 x 0,20 = 320 K¢.

Jestlize je pojistény ochoten zaplatit za cely rok dopfedu formou ro¢niho
pojistného, poskytuje pojistovna obvykle slevu, takze pii Sprocentni slevé je
vysledné ro¢ni pojistné:

12 x 320 x 0,95 = 3648 K¢.
5. Pojisténi majetku
Pojisténi majetku umoziuje sjednat nasledujici pojistnou ochranu:
e Pojisténi majetku obyvatelstva, napr.:
& pojisténi domdcnosti: predmétem pojisténi je soubor zafizeni doméc-
nosti, pfi¢emz se obvykle jednd o sdruzené kryti riznych rizik (vétsina

zivelnich rizik, vodovodni riziko, riziko odcizeni pri prekonani zabezpe-
¢ujicich prekéazek aj.);



Demografie a pojistna matematika 141

O pojisténd budov (staveb): predmétem pojisténi je budova (i ve vystavbeé),
napf. rodinny dim, najemni obytny déim, rekreac¢ni stavba, hospodart-
sk&d budova, drobné stavba (gardz) apod., pficemz se obvykle jednd
o sdruzené kryti rtiznych rizik (Zivelni rizika, vodovodni riziko, naraz
dopravnich prostiedki, riziko odcizeni (stavebnich soucasti), odpovéd-
nost vyplyvajici z vlastnictvi budovy aj.);

& havaryni pojisténd (kaskopojisténi): pfedmétem pojisténi jsou skody na
motorovych vozidlech, pficemz se obvykle jedna o sdruzené kryti rtiz-
nych rizik (Zivelni rizika, riziko havérie formou stfetu, narazu apod.,
riziko odcizeni ¢asto podminéné instalaci zabezpecujicich zafizeni na
vozidle apod.). Pojistné plnéni se vétsinou provadi do vyse ¢asové (tj.
amortizované) ceny vozidla sniZené o cenu upotiebitelnych zbytkt, a to
navic maximalné do vySe sjednané pojistné ¢astky. Pro havarijni po-
jisténi je obvykle typickd spoluticast v predem sjednané vysi. Pojistné
zavisi Casto na typu a stari vozidla, obsahu motoru, vysi zvolené spo-
lutéasti, regionu (velkomésto - mésto - venkov), ucelu vyuzivani (slu-
Zebni ¢i rekreaéni) apod., pfiGemz se sniZzuje o tzv. bonusy (smluvné
zarucené slevy pojistného podle poc¢tu minulych bezskodnich let) a pii-
padné zvySuje o tzv. malusy (pfirdzky k pojistnému podle poétu a vyse
uplatnénych pojistnych ndrokd v minulosti).

e Pojistent pramyslovych a podnikatelskych rizik, napf.

& Zivelnd pojisténi: je zdkladem pojistné ochrany kazdého podnikatelského
subjektu. Kryje vétsinu zivelnich rizik (pozér, vybuch, blesk, vichfice,
krupobiti, povodeii, sesuv lavin, zficeni skal, zemétfeseni aj.);

& strogni pojistént: kryje rizika havarie stroju;

& pojistént pro pripad preruseni provozu a uslého zisku (Somdini pojis-
téni): navazuje na Zzivelni a strojni pojisténi v tom smyslu, ze kryje na-
sledné skody. Tyto nasledné skody Casto vyrazné prevysuji primé skody
na majetku. Pojistné plnéni se obvykle vyplaci po urcitou sjednanou
dobu (nap¥. ve vysi sumy fixnich ndkladi a o¢ekdvaného zisku v tomto
obdobi);

& pojisténd proti odcizent: kryje majetek podnikatelského subjektu pro
pfipad odcizeni, poskozeni nebo zni¢eni majetku jednanim pachatele,
které smérovalo ke kradezi vloupanim nebo loupeznym prepadenim. Po-
jistné je obvykle diferencovano podle trovné zabezpecujicich opatieni;

& dopravni pojistént (pojistént prepravy, kargopojisténi): kryje riziko zni-
¢eni, odcizeni nebo ztraty véci ve vnitrostatni prepravé nebo v zahra-
niénim obchodé (vzhledem k dlouhym dopravnim trasim a rizikovosti
pIi pfepravé muze cena dopravy pfevySovat cenu zbozi);
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& kaskopojisténd podnikatelskych subjektu: sem spadd predevsim havarijni
pojisténi motorovych vozidel (napf. kamiont), ale také pojisténi letec-
kého ¢i ndmorniho kaska apod.;

& pojisténd dvéru: kryje riziko ztrat v p¥ipadé nesplaceni poskytnutého
avéru;

e Pojisténi zemedelskych rizik, kam vedle druha pojisténi uplatniovanych
v podnikatelské stéfe (viz vyse) spadéd pfedevsim:

& pojistént plodin: kryje majetkové Skody na rostlinné produkci, napf.
krupobitni pojisténi, pojisténi trody plodin, pojisténi proti vybranym
riziktim (napf. jarni mraz nebo pojisténi vinné révy ¢éi chmele);

& pojistént hospodarskych zvitat: vztahuje se na soubory hospodaiskych
zvitat, ale také piipadné na jednotlivd zvifata (napf. zévodni koné
apod.);

& pojisténd lest.

Jeden z hlavnich rozdila pfi vypoctu pojistného v ramci pojisténi ma-
jetku ve srovnani s pojisténim osob spociva v tom, ze v pojisténi majetku se
vétSinou pouziva tzv. prirozené pojistné. Prirozené pojistné je vykalkulované
tak, Ze pokryje pojisténé riziko na jeden rok (¢i obecnéji na jedno pojistné
obdobi) dopfedu; na konci tohoto roku je pojistné inkasované od kmene po-
jisténych beze zbytku spotfebovano, nebot odpovid4d pravdépodobnosti, Ze
v daném roce nastane pojistna udédlost (nap¥. havérie ¢ kradez motorového
vozidla v havarijnim pojisténi). Naproti tomu pojistné v pojisténi osob se
kalkuluje na celou sjednanou pojistnou dobu, kterd je vétsinou viceletd (viz
odstavec 3).

Zakladni vzorec pro vypocet pojistného v pojisténi majetku je mozné
zformulovat nasledujicim zptisobem:

P = (hQQS (11)

S ...sjednand pojistna castka
q1 - - - Skodni frekvence popisujici pravdépodobnost vyskytu piislusné pojistné
udalosti v pojistném kmeni:

odhadnuty pocet pojistnych udalosti v daném roce

q1 = (12)

odhadnuty pocet pojistnych smluv v daném roce

q2 . ..Skodni rozsah popisujici primérnou vysi skody vzhledem k primérné
vysi pojistné ¢astky (na rozdil od pojisténi osob totiz v pojisténi ma-
jetku byva vyse skody a odpovidajiciho pojistného plnéni obvykle mensi
nez sjednand pojistna ¢astka):

primérna skoda v jedné pojistné udalosti

= —— — - 13
2 prameérna pojistna c¢astka v jedné pojistné smlouvé (13)
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Priklad 6. Ze statistik vedenych pojisfovnou v rdmci pojisténi domécnosti
byla odhadnuta skodni frekvence ve vysi 3,11% (tj. pravdépodobnost Skodni
udélosti v tomto typu majetkového pojisténi je 0,0311) a Skodni rozsah ve
vysi 12,7% (tj. pramérna vyse skody pfedstavuje v primeéru 12,7% sjednané
pojistné ¢astky). Jaké pojistné by mélo byt pfedepséno pro pojistnou ¢dstku
300000 K¢?

Resent:

Podle (11) pro ¢ = 0,0311, g2 = 0,127 a .S = 300 000 je

P=qiqgS=0,0311x 0,127 x 300000 = 1185 K¢&.

Ptislusné pojistné by tedy mélo byt 1185 K¢&. Opét se ovSsem jednd pouze
o nettopojistné bez zakalkulovanych spravnich néklada pojistovny. Konecéné
bruttopojistné muze byt podstatné vyssi.

6. Pojisténi odpovédnosti

Pojistnou udéalosti je zde vznik povinnosti pojisténého nahradit skodu (na zi-
voté, zdravi, majetku), pokud tato skoda vznikla v souvislosti s éinnosti nebo
vztahem pojisténého blize specifikovanymi v pojistné smlouvé. Pojisténi se
obvykle nevztahuje na skodu zptisobenou imyslné, na Skodu nad ramec sta-
noveny pravnimi pfedpisy (napf. vyplyvajici z trestné ¢innosti pojisténého),
na skodu, za kterou pojistény odpovidd pfimym pfibuznym nebo osobam
Zijicim s nim ve spole¢né domécnosti, pri nesplnéni povinnosti k odvraceni
skody apod. U nés stéle existuji tfi formy odpovédnostniho pojisténi:

o Smluvni pojisténi odpovédnosti, kdy ekonomicky subjekt (obcan, podnika-
telsky subjekt) pojistuje svou odpovédnost za Skodu na zdkladé vlastniho
uvazeni, napr.:

& pojisténi odpovédnosti za Skody obcana v béZném oblanském Zivote:
toto pojisténi zahrnuje napft. skody zpusobené ¢innosti obana v béz-
ném zivoté (s vyloufenim ¢innosti v rdmci pracovné-pravnich vztaht),
provozem domécnosti, jednanim nezletilych déti, nezavodnim provozo-
vanim sportl (véetné pouzivani jizdnich kol) apod.;

& pojistént odpovédnosti za Skody obcana - vlastnika, drzitele, ndjemce
nebo sprdvce nemovitosti ¢i vlastnika budovy ve stavbé nebo v demolici;

& pojistént odpovédnosti za vijrobek.

e Povinné smluvni pojisténi odpovédnosti, kdy urcité ekonomické subjekty
jsou povinny na zakladé pravnich predpist sjednat pojistnou smlouvu jako
podminku provozovani urcité ¢innosti, napft.:
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& pojistént odpovédnosti za skodu zptisobenou provozem motorového vo-
zidla (tzv. povinné rucdend);

O pojistént odpovédnosti za skody z vgkonu povoldni (nap¥. advokati, no-
tari, stomatologové, veterinarni lékari, 1ékafi v nestatnich zdravotnic-
kych zafizenich, lékarnici, architekti, dafiovi poradci, auditofi).

e Zdikonné pojisteni odpovéednosti, kdy vymezenym subjektiim je ze zakona
stanovena povinnost platit pojistné, aniz by byla sjednana pojistna smlou-
va. U nas existuje uz jen jeden typ zdkonného pojisténi odpovédnosti, a to:

& zdkonné pojistént odpovédnosti organizace za Skodu pii pracovnim trazu
a memoci z povoldnd.

7. Penzijni pojisténi

Penzijni pojisténi je dichodové pojisténi vétsich populacnich skupin, které
jsou Casto urcitym zptisobem vymezeny: napi. obyvatelé celého regionu ¢i
statu (socialni dichodové zabezpedend), zaméstnanci koncernu ¢i profesniho
sdruzeni (penzijni pokladny), Gcastnici penzijniho pFipojisténi se statnim pi¥i-
spévkem (tyka se penzijnich fondii v Ceské republice) apod.

Pro penzijni pojisténi riznych typi je spolecné, ze za prislusné pojistné
(prispévky) se pojistuje riziko socidlni nedostatecnosti a invalidity s pojist-
nym plnénim vétsinou ve formé riznych penzi (ddvek):
starobni penze po dosazeni stanoveného véku;
vysluhovd penze po dosazeni stanoveného poctu let tcasti v pojisténi;
invalidni penze po nastoupeni plné (nebo ¢astecné) invalidity;
pozistalostni penze (pfedevsim vdovska a sirot¢i penze);

e jednordzové vyrovndni misto nékterych z predchozich penzi.

V souvislosti s penzijnim pojisténim se mluvi o tzv. penzijnich pldnech,
které mohou byt klasifikovany
e podle zpusobu vypoctu prispévki a ddvek:

& prispévkové definovany: v takovém penzijnim pléanu se podle vySe za-
placenych prispévkil urcuje vyse davek;

& davkove definovany: v takovém penzijnim planu se podle vyse pozado-
vanych davek urcuje vyse prispévkii.

e podle zpusobu financovani:

& fondovy (penzigni fond): vytvaii fondy (rezervy) znaénych objemu ke
kryti svych pozdéjsich zavazki (kdyby doslo k pfedéasnému rozpusténi
takového penzijniho fondu, pak diky rezervam by se fond mohl vyrovnat
v plné vysi se vSemi svymi zavazky, napt. by mohl nechat dobéhnout
vSechny pfiznané starobni penze);
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& pribézné financovany (nefondovy, pay-as-you-go): prispévky daného
roku pokryji praveé objem davek v tomto roce. Vétsina penzijnich plani
organizovanych stitem je prubézného typu (véetné naseho socidlniho
dichodového zabezpeceni, i kdyz se zde stale duraznéji mluvi o nutnosti
dtchodové reformy a vibec reformy celého systému vetfejnych financi).

Penzijni pripojisténi pomaha statu Celit rostoucimu dichodovému bre-

menu (mife zavislosti populace v poproduktivnim véku na populaci v produk-
tivnim véku). Stejné jako v celém vyspélém svété i u nas populace postupné
starne v tom smyslu, ze ve vékovém slozeni populace se zacinaji prosazovat
starsi ro¢niky. Penzijni pfipojisténi byva vétsinou fondového typu organizo-
vané riznymi penzijnim fondy.
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1. Uvod

Neddvno vysel v ¢asopise MFI velmi zajimavy ¢lanek [6], zabyvajici se vy-
uzitim modernitho CAS systému MuPAD ve vyuce matematiky na stfedni
gkole. Pripomenme, ze CAS je zkratka anglického Computer Algebra Sys-
tems, coz v prekladu znamena systémy pro pocitacovou algebru. Jiz z nazvu
je patrné, ze se jednd o programy umoznujici provadét symbolické matema-
tické vypoclty na pocitaci. Nejznaméjsimi zastupci této skupiny jsou komeréni
programy Mathematica a Maple. Autor zmitiovaného ¢lanku mluvi o méné
znidmém, pfitom vSak velmi kvalitnim programu MuPAD Light 2.0' | ktery je
mozno ziskat zdarma pro vzdélavaci tcely. Autor tvrdi, Ze program MuPAD
lze vyuzit pri vyuce na stfedni skole. ..

Dale vSak nechme mluvit jednoho z autorti. »V dobé svych studii na
Matematicko—fyzikalni fakulté jsem se poprvé seznamil s pocitacovym pro-
gramem Mathematica. Nadchly mé moznosti, které pfinasi pro zjednoduseni
a zkvalitnéni prace v oblasti numerickych i symbolickych vypocti. Vzpomi-
nam, jak jsem jej s oblibou testoval. Pocital jsem napiiklad ¢islo 7 s pfesnosti
na nékolik stovek tisic desetinnych mist, fesil nejriznéjsi rovnice, hledal pri-
mitivni funkce a kreslil grafy ¢asto i velmi bizarnich funkci. Bavilo mé hledat
nedokonalosti programu a shromazdovat pfiklady, pfi nichz pocitacové feSeni

Klicovad slova: MuPAD, systémy pro pocitacovou algebru.

Podékovani: Tato prace vznikla za podpory grantu MSM 0021620839.

LVyvoj v oblasti software je velmi rychly, takze v dobé&, kdy tento piispévek jde do
tisku, jiz jeho Ctenaf na Internetu misto verze 2.0 nalezne verzi 2.5.2. Domnivame se vsak,
ze vSechny jeho zadkladni rysy zlstavaji tytéz, takze jsme zaradili pouze kratky odstavec
informujici o novinkdch a zméniach v MuPADu verze 2.5. oproti textu pfipraveného na
zakladé nasich zkuSenosti s pouzivanim verze starsi.
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selhavalo. Pozdéji jsem pracoval i s dalsimi matematickymi systémy, z nichz
mé nejvice zaujal Maple a Matlab.

O to vice mé mrzelo, Ze jsem nemohl zadny z téchto skvélych programi
vyuzivat ve své ucitelské praxi. U¢im na gymnéziu matematiku a je mi jasné,
ze bézna stfedni Skola si nemiize zakoupit program, jehoz multilicence pro
jednu pocitacovou ucebnu stoji fadoveé nékolik set tisic korun. Pokousel jsem
se trochu improvizovat a patrat po levnéjSich alternativach. Z dob svych
studii jsem znal jesté Cesky program Famulus, se kterym se mi také velmi
dobre pracovalo. Neni sice vybaven symbolickymi vypocty, nabizi vsak rychlé
numerické algoritmy a snadno programovatelny graficky vystup. Vzdy se mi
libil i jeho jednoduchy programovaci jazyk se syntaxi podobnou Pascalu. Ani
cena programu neni vysoka, nehledé na to, ze velké mnozstvi stfednich skol ho
jiz vlastni. Vse méa vsak jeden hacek. Program je k dispozici pouze ve verzi
pro opera¢ni systém DOS, kterd je navic jiz nékolik let stara. Dalsi vyvoj
programu byl zastaven a bohuzel se s nejvétsi pravdépodobnosti nedockame

verzi pro opera¢ni systémy typu MS Windows ¢ Linux?.

v

Na Internetu se mi jesté podafilo nalézt nékolik volné Sifitelnych pro-
gramki, napriklad pro zobrazovani tfirozmérnych grafii. Ve srovnani se Spic-
kovymi komerénimi CAS systémy byly vSak jejich moZnosti Zalostné.

Pak se na mne preci jen usmaélo $tésti. Na Letni skole historie matema-
tiky jsem si zakoupil CD ROM [1], na némz je zpracovan kurz diferencidlniho
poctu funkci vice proménnych s vyuzitim programu Maple. Jedna z kapitol
textu se zabyva problematikou vyuziti pocita¢i pri vyuce matematiky. Je
doplnéna pomérné obsidhlym pfehledem matematického softwaru vhodného
pro vyuku. V ném jsem objevil odkaz na mé do té doby neznamy CAS systém
— MuPAD. Z kratkého popisu jsem se dozvédél, ze systém je vyvijen na uni-
verzité v Paderbornu v Némecku. Nejvice mé vsak zaujala véta: ,MuPAD je
nabizen po vyplnéni licenéniho ujednani zdarma.“ Nevahal jsem a navstivil
domovskou stranku celého projektu na internetové adrese:

http://www.mupad.de/

Tam jsem nalezl nékolik dilezitych informaci. Program MuPAD existuje
v né&kolika verzich pro rtizné opera¢ni systémy. Z nejznadméjsich uvedme MS
Windows, Linux, Unix a Apple Macintosh OS. Nékteré verze jsou placené,

byl ,hrackou“ skupiny pocitacovych nadsenct, urazil obrovsky kus cesty vpfed. Dnes je
plnohodnotnym opera¢nim systémem, vhodnym i pro bézné uzivatele. Na Internetu je
mozno zdarma ziskat nejen samotny Linux, ale i velké mnozstvi pro né€j urcenych kvalitnich
aplikaci. Jinou moznosti je zakoupeni nékteré distribuce Linuxu na CD za symbolickou cenu
100-200 Ke.
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§in€ jsou nabizeny po registraci zdarma®. Napiiklad pro opera¢ni systém MS
Windows jsou k dispozici dvé verze. Odlehéend verze MuPAD Light, ktera
je zdarma, a ostrd verze MuPAD Pro, za kterou musime v kazdém ptipadé
zaplatit. Pro Linux je k dispozici verze jedina, kterad je zdarma. Navic si
muzeme vybrat mezi anglickou a némeckou verzi programu. Muj zajem se
sousttedil na verze pro MS Windows, nebot tento opera¢ni systém pouzivame
na nasi Skole nejvice. Zacal jsem tedy stahovat nejnovéjsi anglickou verzi
Mupad Light 2.0 for Windows a oddal se pfijemnému pocitu o¢ekavini néceho
nového a neznamého. . . «

2. MuPAD Light se predstavuje

Cela distribuce je zkomprimovéna v jediném spustitelném souboru o velikosti
priblizné 10 MB. Instalace probihd zpusobem béznym ve Windows. Hard-
warové naroky programu jsou pomérné nizké. Za minimalni konfiguraci je
mozno povazovat systém s procesorem 486/66 Mhz s 16 MB RAM a 25 MB
volného prostoru na disku. Po zdarném ukonceni instalace mtizeme program
ihned spustit. Pfivita nas hlavni okno se zobrazenou vyzvou k zaregistrovani
programu®.

V horni ¢asti okna je k dispozici bézné roletové menu a tlac¢itkova lista
s ikonami urcenymi k ovladdani a zménam nastaveni programu. Veskery dialog
s programem probihé ptes ptrikazovou fadku, coz je v programech podobného
typu bézné. Kdyz si navic zapamatujeme nékolik klavesovych zkratek, potom
pri ovladani programu prakticky nebudeme potfebovat nabidkové menu ani
tlac¢itkovou listu. To pfinasi velkou vyhodu zejména v rychlosti komunikace
S programem.

Podivejme se, jak vypadd prace s programem v praxi. Pfredstavme si, ze
nés bude zajimat kolik je 2'234. Potom staéi zapsat do p¥ikazové fadky, ktera
vzdy zacina znaky >>:

271234

3V dalsim textu jesté nékolikrat pouziji formulaci: ,,Uréita verze MuPADu je k dispozici
zdarma.“ Vzdy tim myslim toto: Prislusnou verzi MuPADu mutzeme po vyplnéni licencniho
ujednani vyuzivat zdarma ve vzdélavacich institucich pro nekomercni tcely. Dalsi podrob-
nosti naleznete primo v licenci, ktera je soucasti kazdé distribuce MuPADu a pfecist si ji
muzete i na internetové adrese http://www.sciface.com/personal.shtml

4Jiz zminéna registrace je zdarma a probiha formou vyplnéni licenéniho ujednani na
domovskych strankdch MuPADu. V neregistrované verzi je omezeno mnozstvi programem

vodu nedostatku paméti.«
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Stiskem klavesy Enter odesleme zapsany vyraz ke zpracovani. Okamzité ob-
drzime pfesny vysledek®:

29581122460809862906004469571610359078633968713537299223\
95562070506573507962389242610538372483780501864436477590\
70955993120820899330381760937027212482840944941362110665\
44377518349572681192920386118201521832389207735598339319\
12089288676526559936024879031137085494026686245211006117\
94270340232766099317098048887493809023127398253860618772\
619035009883272941129544640111837184

Drive zapsany text jiz neni mozno znovu editovat. Tato moZznost je nabi-
zena pouze v placené verzi programu MuPAD Pro. Pokud se chceme k zapsa-
nym prikazim vratit a napfiklad zménit nékteré parametry, jedinym Feseni
je oznacit pozadovany text a zkopirovat jej pres schranku systému Windows,
napi. pomoci klavesové zkratky CTRL + c. Potom se premistime naptiklad
pomoci klavesové zkratky CTRL + End na konec vstupni oblasti a zde stiskem
CTRL + v vlozime text.

Piejdéme k dalsi tloze. Mame urcit druhou odmocninu z é&isla 72. Zadny
problém, jednoduse zadame:

sqrt (72)
a ziskdme: 1/2
6 2

Pokud véas vysledek prekvapil, pak vézte, ze MuPAD provadi vSechny vy-
pocty symbolicky a proto s absolutni presnosti. Misto pfiblizného vysledku
jsme obdrzeli zjednoduseny ciselny vyraz 6 - 2% = 61/2. Chceme-li znat jeho
vyjadfeni desetinnym ¢islem, pouzijeme funkci £loat ():

float (%)
a obdrzime vysledek s presnosti na 10 platnych ¢islic:
8.485281374

Dodejme jen, ze znak % ma v jazyce MuPADu vyznam posledniho vysledku.

Nestaci vam presnost vysledku na deset platnych ¢islic? Potom si ji na-
stavte tfeba na sto platnych ¢islic zménou hodnoty systémové proménné
DIGITS (pozor, musi byt zapsano velkymi pismeny):

5Zpétna lomitka ve vypisu vysledku znamenaji, ze dalsi cifry &isla pokrac¢uji na nasle-
dujicim radku.



Pouziti programu MuPAD ve stfedoskolské vyuce 151

DIGITS:= 100

Potom znovu zadame:

float (sqrt(72))

a ziskdme vysledek s presnosti na 100 platnych ¢islic:

8.485281374238570292810132345258188471418031252261688439\
060078427944394870772642233102325205965849436

Zajimé vas napriklad hodnota ¢isla 7 s presnosti na 100 platnych ¢islic?
Pokud jiz médme nastaveno DIGITS:=100, zadame pouze:

float (PI)
a za okamzik vidime vysledek:

3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820\
974944592307816406286208998628034825342117068

Poznamenejme, Ze presnost vypocti v MuPADu je omezena pouze paméto-
vymi moznostmi pocitace a dobou trvani vypoctu. Muzete si sami vyzkouset,
na kolik desetinnych mist se vam podafi na vasem pocitaci ¢islo 7 urcit.

e MuPAD obsahuje nepfeberné mnozstvi funkci z mnoha oblasti matematiky.
Zabyvéate se tifeba teorii ¢isel? Pak muzete vyuzit napiiklad funkci, kterd
zjistuje, zda je dané ¢islo prvocislem:

isprime(2398232343243249984321312321)
Vysledkem je pravdivostni hodnota:
FALSE

nebot zadané ¢islo prvocislem neni. Jestliz nés zajima rozklad tohoto ¢isla na
prvocinitele, staci zadat:

factor(2398232343243249984321312321)
a obdrzime CtyTi prvocinitele:

3 733 15117701 72140687161773179



152 Jaromir Antoch, Michal Cihdk a Jan Prachai

Dobfe, umime rozlozit pfirozené ¢islo na prvocinitele. Co se vSak stane,
pokud misto ¢iselné hodnoty uvedeme v argumentu funkce factor naptiklad
viraz z2 422417 Kdo by o¢ekaval, ze program ohlési chybu, bude piekvapen.
Po zadani:

factor(x"2 + 2xx + 1)

ziskame vyraz: 5

(x + 1)

ktery je rozkladem piivodniho vyrazu na soucin. Tim jsme se dostali do oblasti
symbolickych vypocti, ve které je MuPAD velmi silny.

Chcete nalézt napifklad primitivni funkei k funkci 423 — 5z + sin(2z)?
Staci zadat:

int (4*%x~3 - 5*x + sin(2*x), x)

abychom dostali:

UZiteénym nastrojem je i funkce solve. Umoziiuje fesit celou fadu rovnic,
vCetné rovnic s parametrem a jejich soustav. Zvidavého ¢tenare opét odkazuji
na ¢lanek [6], kde je tato funkce pouZita p¥i Feseni nékolika velmi hezkych
stfedoskolskych tloh.

3. Grafika v MuPADu

Velmi efektni ukazkou moznosti MuPADu je také vykreslovani grafickych ob-
jektt. K dispozici mame procedury pro vykreslovani 2D a 3D grafu funkci,
ale i obecnéjsi procedury umoznujici vizualizaci dat a nejruznéjsich geomet-
rickych objektt. Samoziejmosti jsou i velké moznosti v nastaveni popisu os
a definovani dalsich vlastnosti grafickych objektt, jako jsou naptiklad barvy,
druhy c¢ar apod.

Ukazme si, jak bude vypadat napiiklad ¢ast tfirozmérného grafu funkce

f(z,y) = cos (\/xQ + yQ). Jestlize zadame:

plotfunc3d(cos(sqrt(x~2 + y~2)), x = 0..4%PI,
y = 0..4%PI)
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MuPAD otevie ve zvlastnim okné prohlizeé¢ grafi VCam Light se zobrazenym
grafem (obrazek 1). Tlaéitky v horni ¢asti okna mtZeme graf libovolné otacet,
oddalovat i ptiblizovat a také ménit perspektivu pohledu.

cos((x"2 + y"2)"(1/2))

Obrazek 1. Graf funkce f(z,y) = cos (\/.IQ + y2>

Ukazme si, jak si MuPAD poradi se zobrazenim parametricky zadanych
kfivek a ploch. Do jediného obrazku vykreslime kulovou sféru spolu s jejimi
pravouhlymi priaméty do dvou navzajem kolmych promitacich rovin:

plot3d(Axes = None, Scaling = Constrained,
// nezobrazovat osy, stejné mé¥itko na vSech osach
[Mode = Surface,
[cos(u)*sin(v), sin(u)*sin(v), cos(v)],
u”= [0, 2xPI], v~= [0, PI],
// parametricka rovnice kulové sféry
Grid = [15, 15], Smoothness = [2, 2],
Style = [ColorPatches, AndMesh]

1,
[Mode = Surface,
['ll, v, _213

u'= [-2, 2], v'= [-2, 2],

// parametricka rovnice plidorysné promitaci roviny
Grid = [15, 15], Smoothness = [2, 2],

Style = [ColorPatches, AndMesh]

] )
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[Mode = Surface,
[-2, u, v],
u'= [-2, 2], v'= [-2, 2],
// parametricka rovnice narysné promitaci roviny
Grid = [15, 15], Smoothness = [2, 2],
Style = [ColorPatches, AndMesh]
1,

[Mode = Curve,
[cos(u), sin(u), -21,
u~= [-2*PI, 2x%PI],
// parametricka rovnice kruZnice v~ plidorysné
Grid = [100], Smoothmness = [2],
Color = [Flat, RGB::Black]
1,
[Mode = Curve,
[-2, cos(u), sin(w],
u~= [-2*PI, 2*PI],
// parametricka rovnice kruZnice v narysné
Grid = [100], Smoothness = [2],
Color = [Flat, RGB::Black]
]

Vysledek vidime na obrazku 2. Pfi popisu grafickych objektt jsme kromé
rovnic pouzili jesté specialni parametry urcujici zpusob vykresleni. Parame-
trem Grid nastavujeme pocet bodi, mezi kterymi je provadéna interpolace
kiivek a ploch. Jestlize nastavime vys$si pocet bodil, ziskame hladsi kiivky
a hustsi mrizku znazornujici prostorové plochy, avsak vykresleni objekt bude
trvat déle. Pomoci parametru Smoothness muzeme bez zahusténi miizky pti-
dat dalsi interpola¢ni body, ¢imz jesté vice vyhladime k¥ivky a plochy. Para-
metrem Style se nastavuje zptsob zobrazeni plochy. Volba AndMesh zajisti
vykresleni kompletni povrchové mtizky a volba ColorPatches zptisobi vy-
barveni jednotlivych povrchovych plosek.

V dokumentaci nalezneme mnoho dalsich parametri slouzicich k popisu
zpusobu zobrazeni grafickych objekta i celé scény. Napriklad muzeme volit
tzv. CameraPoint, coz je bod, ze kterého celou scénu sledujeme, dale pa-
rametry perspektivniho zobrazeni, barvy jednotlivych kfivek a ploch, nebo
tfeba zplisob zobrazeni soustavy soufadnic. VSe je mozno doplnit popisky
s volitelnym fontem.



Pourziti programu MuPAD ve stfedoskolské vyuce 155

Obrazek 2. Zobrazeni parametrickych 3D kiivek a ploch.

Vytvorenou scénu mizeme ulozit do souboru ve specidlnim formétu po-
uzivaném prohlizeCem. Bohuzel verze VCam Light neumoziiuje uloZeni ob-
razku v béznych grafickych formatech PostScript, JPEG, GIF nebo BMP.
Tato moznost je nabizena pouze v placené verzi programu MuPAD Pro. Je
vSak samoziejmé mozné ziskat bitmapové obrazky grafi béZnym sniméanim
obrazovky ve Windows pomoci kldvesy Print Screen a poté je zkonvertovat
v nékterém vhodném grafickém editoru do pozadovaného formatu® Program
je mozné ziskat na adrese http://www.xnview.com/.

4. VySetfovani prubéhu funkce

Pojdme se nyni podivat na to, jak ndm miZe byt MuPAD nipomocen pfi
feSeni dulezité ulohy ze stfedoskolské matematiky — vySetfovani prubéhu
funkce. Mame naptiklad zadanu funkci

SPodobnym zptisobem autor ziskal obrazky pro ¢lanek, ktery pravé ¢tete. Snimani
obrazovky bylo provedeno pfimo z vyborného freewarového grafického prohlizece Xn View,
ktery zaroven umoznuje konverzi souboru do témér libovolného grafického forméatu.
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fa)= 25—

22
Abychom nemuseli vyraz, jimz je funkce definovana, stale opisovat, oznac¢ime
si ji identifikdtorem f£:

f:=x->1/x"2 - x

Vysetfovani pribéhu funkce zahajime uréenim definié¢niho oboru. Pomoci
funkce discont nalezneme body, ve kterych neni funkce definovéna:

discont(f(x), x)
{0}

Jisté nas bude zajimat pribéh funkce v okoli bodu 0. Spocteme tedy limity
prox — 0y ax — 0_:

limit(£(x), x = 0, Right), 1limit(f(x), x = 0, Left)
infinity, infinity
Podobné zjistime, ze limity pro x — Foo jsou rovny Foo:
limit(£(x), x = -infinity), limit(f(x), x = infinity)
infinity, -infinity
Priiseciky grafu funkce s osou = nalezneme feSenim rovnice f(z) = 0:

solve(f(x) = 0, x)

1/2 1/2
{1, - 1/2 173 -1/2, 1/2 173 - 1/2}
Jedinym realnym kofenem rovnice je ¢islo 1. MuPAD nalezl jesté dva kom-
plexni kofen; —% — ?i a —% + @i.

Nyni se budeme zabyvat hledanim extrému funkce. Nejprve vyjadiime
prvni derivaci funkce:

£ (x)
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a ihned Fesime rovnici f'(z) = 0:
solve(f’(x) = 0, x, Domain = Dom::Real)

Kli¢ové slovo Domain oznacCuje mnozinu, ve které chceme rovnici fesit. Protoze
nas zajimaji pouze realné koreny, pouzijeme Dom: :Real. Vysledkem budeme
nejspise zaskoceni:

1/3 1/2
{(-2) (1/2 173 - 1/2)}

Ocekévali jsme realné ¢islo, obdrzeli jsme vSak podivny vyraz obsahujici
soudin ¢isel &/—2 a —% + @i. Podobna prekvapeni nas pfi praci s programy
typu CAS ¢ekaji pomérné ¢asto. Musime si uvédomit, Ze vyraz ¢/—2 je ma-
tematickym zapisem tulohy resit kubickou rovnici

2242=0

v oboru komplexnich ¢isel. Tato tlloha mé vsak tii feseni. Z divodu jedno-
znaénosti zépisu v MuPADu je symbolem </—2 zastoupen pravé ten kofen
rovnice, jenZz ma nejmensi argument v goniometrickém zapise. V nasem pri-
padé je to koren f/i(cos %77 +1isin %77) Jestlize jej s pouzitim Moivreovy véty
vynasobime ¢islem —% + */Tgi = cos %w + isin %w obdrzime vysledek — /2.

A jak si usnadnit predchozi vypoéty s MuPADem? Jestlize mame o vy-
sledku jistou predstavu, mizeme MuPADu poradit, jaké Gpravy ma s vyrazem
provézt, aby jej ziskal v jednodussim tvaru. V nasem piipadé se nabizi po-
uzit funkci rectform, kterd nalezne redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho
vyrazu z, tj. zapiSe jej ve tvaru z = R(z) + (2):

rectform(%)

Vidime, 7e feSenim je skuteéné reélné &islo —+/2, nebot imaginarni ¢ast kom-
plexniho vyrazu je nulova. Nalezli jsme lokalni extrém funkce f. Hodnota
druhé derivace funkce v bodé —/2:
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£20(-27(1/3))

je kladna a proto funkce v tomto bodé nabyva minima.

Zabyvejme se jesté asymptotickym chovanim funkce f. Pro z — Foo
se hodnota vyrazu 1/22? blizi k nule a je tedy ziejmé, Ze hodnoty funkce
f(x) = 1/2® — x se asymptoticky blizi k hodnotam funkce g(z) = —a:

g =X —-> X

Nase vysledky miZzeme snadno ovérit vykreslenim grafu funkce f spolu
s asymptotou g:

plotfunc2d(f(x), g(x), x = -5..5, y = -5..5)

Zobrazeny graf vidime na obrazku 3.

1472 -x, -x
4 -
¥
21
-4 -2 0 2 4
X
21
41

Obrézek 3. Graf funkce f(z) = & — .

2
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5. Programovani

Mnozstvi preddefinovanych funkci jazyka MuPADu je obrovské. Piesto diive
¢i pozdéji narazime na problém, ktery nelze fesit zddnou z vestavénych funkci.
Je bézné, ze matematické systémy nabizeji pro tyto tcely vhodny programo-
vaci jazyk. Jeho prostfednictvim je mozno cely systém neustale zdokonalovat
a rozsifovat o tzv. knihovny funkci, fesici problémy z riznych oblasti matema-
tiky, fyziky a dalsich véd. V zdkladni distribuci MuPAD Light je obsaZeno 37
knihoven, mimo jiné z téchto oblasti: linearni algebra, diskrétni matematika,
kombinatorika, teorie Cisel, statistika, linedrni optimalizace, integrace, dife-
rencialni rovnice, numerickd matematika atd. Dalsi knihovny muzeme ziskat
od jinych uzivateld® MuPADu napiiklad v internetovych diskusnich skupinach.

Z hlediska rozvoje naseho intelektu je vsak cennéjsi chybéjici funkci napro-
gramovat. MuPAD nam nabizi jazyk, jehoz syntaxe je velmi podobné Pascalu.
Domnivam se, ze rozhodnuti tvirct MuPADu bylo vtomto pfipadé velmi
stastné. Pascal je v soucasnosti nejéast&ji vyucovanym jazykem na stfednich
i vysokych skolach a ovlada jej nejvice studenti i ucitelti. Ti budou jisté poté-
Seni, ze nemusi ztracet ¢as ucenim se zcela novym prikaziim a programovym
konstrukcim.

Z jazyka MuPADu jsou oproti Pascalu vypustény nékteré prvky, které
v matematickém systému nenachézeji vyuziti (naptiklad typ zéznam). Na-
proti tomu bylo pridano mmnozstvi uzite¢nych datovych struktur vhodnych
pro praci s matematickymi objekty. Jmenujme napiiklad seznamy, tabulky,
vektory, matice, ¢i polynomy.

Ukazme si, jak miuzeme naprogramovat funkci poc¢itajici faktorial daného
prirozeného ¢isla. Pfi zapisu zdrojového textu procedury pfimo na vstup Mu-
PADu neni mozné ukoncovat Ffadky stiskem kldvesy Enter, nebot by doslo
k jejich okamzitému vyhodnoceni. Pro prechod na dalsi fadek je nutno pouzit
kombinaci klaves Shift + Enter (tzv. mékky konec fadku). Davku piikazt
oddélenych mékkymi konci fadki najednou spustime jedinym stiskem klavesy
Enter:

faktorial := proc(n : Type::NonNegInt)
begin
ifn=20
then return(1)
else return(n*faktorial(n - 1))
end_if
end_proc
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Na prvnim fadku prifadime funkci identifikdtor faktorial, pomoci néhoz
bude pozdéji volana. Trochu matouci mize byt pouziti klicového slova proc.
V MuPADu jej pouzivame nejen pii definici procedur, ale i funkci. Pro pfe-
dani navratové hodnoty pouzivame funkci return. VSimnéte si, ze v jejim
argumentu mazeme uvézt i rekurentni volani pravé definované funkce.

S takto definovanou funkei pracujeme stejné jako s jinymi funkcemi Mu-
PADu. Chceme-li uréit faktorial ¢isla 100, staci zadat:

faktorial(100)

93326215443944152681699238856266700490715968264381621468\
59296389521759999322991560894146397615651828625369792082\
7223758251185210916864000000000000000000000000

Pro prvni kroky programatora doporucujeme zejména vyborny MuPAD
Tutorial, ktery je soucasti distribuce programu. S jeho pomoci se velmi rychle

nauéite pracovat s programovymi konstrukcemi a datovymi strukturami’.

prostiedi v némz chybi editor a debugger. Zdrojové texty procedur muizeme
sice zapisovat pfimo do prikazové radky, bohuzel vSak s minimalnimi moz-
nostmi editace. Zejména v pripadé delsich algoritmi je prace v prikazové
fadce znacné nepohodlna. Vyhodnéjsi je vyuzit libovolny externi textovy
editor. Vybrat si mizeme tieba Pozndmkovy blok systému Windows, nebo
jakykoliv svilj oblibeny editor. ZapiSeme-li v editoru zdrojovy text néjaké
funkce, mame nékolik moznosti jak jej prenést do systému MuPAD. MuzZeme
pouzit bud schranku systému Windows, nebo piikaz read k nacdteni souboru
a definovanou funkci ihned vyzkouset v interaktivnim rezimu. Jestlize budeme
chtit funkci pouzivat Castéji, vyplati se zarfadit ji do nékteré z uzivatelskych
knihoven, ¢imz ji budeme mit neustale k dispozici.

Pokud vam vadi nepfitomnost debuggeru, mame pro vés jeden tip. Ve
muzete ladit programy v Linuxu a hotové je prezentovat tfeba v MS Windows.

Uvedme jesté jednu pro programatory nesmirné cennou informaci. Ves-
keré procedury obsazené v knihovnach MuPADu jsou k dispozici ve formé
zdrojovych text v adresari 1ib. Mame tak moznost zjistit, jakym zpiisobem
jsou jednotlivé algoritmy implementovany a poucit se z nich p¥i tvorbé vlast-
nich knihoven. Je tfeba si uvédomit, ze neni zdaleka bézné nabizet uzivateltim
volny pristup ke zdrojovym textim knihoven matematickych programi. Na-
opak, v komerénich programech jsou knihovny obvykle zkompilovany. Autofi

"Tutorial je mozno ziskat v anglické nebo némecké verzi.
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programii si tak chrani své dusevni vlastnictvi. Hloubavéj$im uzivatelim vsak
obvykle vadi, kdyz jsou nuceni pouzivat knihovny jako ,Cerné sk¥inky*, které
sice néco pocitaji, ale neni mozno zjistit jak to pocitaji. O to vice je tfeba
v tomto sméru ocenit pristup autoria MuPADu.

6. OnLine Help System

Na zavér jsme si nechali jednu z nejvétsich prednosti programu MuPAD, kterou
je interaktivni systém napovédy. Vyvolat jej miizeme piimo z pfikazové radky.
Napriklad nadpovédu k funkci diff ziskdme takto:

? diff

Nejprve se otevie tzv. Help Browser, coz je bézny rejstiik zndmy z napovédy
v systému Windows. Zde upresnime nazev hledaného hesla a po potvrzeni
se otevie hypertextovy prohliZe¢ s pozadovanou manudlovou strankou (obré-
zek 4).

_,‘Esldlih,dvi - MuPAD Light Help [Unregistered)

File “iew Go Targels Help

=] %] 23] wleo[w] &2 B

Example 3. You can differentiate with respect to more than one variable with a single H
diff call. In the following example, we differentiate first with respect to x and then with
respect to y:

i diff(x~2¢sin(y), x, y) = diff(diff(x~2#sin(y), x), y) J

2 x cos(y) =2 x cos(y)

Example 4. We use the sequence operator $ to compute the third derivative of the
following expression with respect to x:

BB diff(ein(x)*cos(x), x § 3)

2 2
4 sin(x) - 4 cos(x)

Example 5. Polynomials may be differentiated with respect to both the polynomial
indeterminates (in the example below: x) or the parameters in the coefficients (in the
4| | .z

Obrézek 4. Interaktivni napovéda systému MuPad.

Aktivni hesla jsou v dokumentu podbarvena zluté. Jestlize na né klik-
neme mysi, preneseme se na dalsi stranky s upfesnujici napovédou. Kromé
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toho méame k dispozici nékolik tlac¢itek pro pohyb na strankach. Za nejuzitec-
néjsi povazuji tlacitka pro presun vpred a vzad v historii dosud zobrazenych
stranek.

Popis kazdé funkce je v manualu doplnén spoustou ukazek pouziti. Vedle
kazdé z nich je umistén zelené podbarveny znak >>. JestliZze na néj klikneme,
zdrojovy text ukazky se prenese pfimo do prikazové radky MuPADu. Takto
muzeme pii ¢teni manualu velmi rychle a pohodlné spoustét veskeré priklady
a ihned si prohlizet vysledky. Vyhody interaktivni prace s napovédou vynik-
nou zejména pii studiu tutorialu, ktery je dodavan spolu s programem. Po
nékolika hodinach prace s nim jsem dosel k nazoru, Ze si takto predstavuji
vzorovou interaktivni ucebnici.

Je vcelku pochopitelné, Ze uzivatel zatouzi vytvorit si vlastni hypertex-
tovou ucebnici spolupracujici s MuPADem, ktera by se dala vyuzit ve skolni
vyuce. Po chvili patrani v dokumentaci zjisti, Ze program zobrazujici manua-
lové stranky je ,obycejny“ prohlize¢ dvi® soubort obohaceny o hypertextové
funkce a propojeni s MuPADem.

Nékteri ctenafi systém TEX mozné neznaji a proto nam dovolte uvézt
o ném nékolik zakladnich informaci. Jedna se o volné §ifitelny systém, ktery
se po celém svété vyuziva pri sazbé védeckych Casopist a knih. Naptiklad
vSechny prispévky pro vas kurz byly vysazeny v TEXu. Védci jej maji ve velké
oblibé, nebot umoznuje precizni sazbu i velmi slozitych matematickych vzorct
a rovnic. V TEXu lze vSak velmi dobfe sazet i chemické vzorce, elektronicka
schémata nebo tfeba notové zaznamy. Autorem TEXu je profesor Donald E.
Knuth ze Stanfordské univerzity, jeden z nejznaméjsich védct v oboru vypo-
Cetni techniky. Systém existuje jiz témér dvacet let, jeho genidlni koncepce
v8ak dodnes zaznamenala miniméalnich zmén. K systému je v soucasné dobé
k dispozici velké mnozstvi nadstaveb, z nichZ nejznamé;jsi je soubor maker
ITEX. S jeho pomoci zvladnou i bézni uzivatelé, ktefi nejsou seznameni s ty-
pografickymi zasadami, vytvorit dokumenty dokonalého vzhledu. Chcete-li
se dozvédét o TEXu a vSem co s nim souvisi vice, doporucujeme naptiklad
knihu [5]. Pro sezndmeni s A TEXem je vhodna kniha [8]. Obrovské mnozstvi
informaci dale naléznete i na serveru Ceskoslovenského sdruzeni uzivateli

TpXu:
http://www.cstug.cz/

kde naleznete i rizné distribuce TEXu spolu s mnozstvim maker a pomocnych
program.

84vi je vystupni format systému TEX. Jedna se o zkratku anglického De Vice Indepen-
dent, coz znamend vystupni formét nezéavisly na zobrazovacim zafizeni.
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Vrafme se ale k systému MuPAD. Postup tvorby interaktivni uéebnice je
velice snadny. Vytvoiime bézny dokument v IXTEXu a pomoci baliku ma-
ker MHelp jej opatfime hypertextovymi odkazy a znackami. Zménou jediného
parametru v hlavicce dokumentu potom miZeme zdrojovy soubor pielozit
TEXem bud na béZny dvi soubor, ktery je vhodny pro tisk, nebo na dvi
soubor s hypertextovymi vlastnostmi, ktery je uréen pro interaktivni praci
v MuPADu. Pro zajimavost uvedme, Ze i tento ¢ldnek byl vytvofen stejnym
zpusobem. Je tedy zbytecné, aby jste pii svych pokusech s MuPADem opi-
sovali zde uvedené ilustrac¢ni priklady. Radéji si stadhnéte interaktivni verzi
¢lanku v podobé dvi souboru z internetové adresy:

http://www.cihak.com/mupad/mupad2004.dvi

Zde naleznete i nékolik dalsich ukéazek pouziti MuPADu ve vyuce mate-
matiky a také Ceské fonty pro hypertextovy prohlize¢ MuPADu potiebné pro
spravné zobrazeni dokumenti v estiné.

Pfimé propojeni precizné vysazeného TEXovského dokumentu s MuPAD
em lze povazovat za jednu z nejvétsich prednosti tohoto programu. Kdyz
k ni pripo¢teme rychlé vypocetni jadro, vyborny a snadno zvladnutelny pro-
gramovaci jazyk a v neposledni fadé také efektni graficky vystup, nezbyva
nez konstatovat, ze se jedna o Spi¢kovy produkt zejména pro potfeby vijuky
a vzdélavani. Ucitelé tak dostavaji zdarma do rukou t¢inny soubor nastroji
pro tvorbu velmi kvalitnich interaktivnich matematickych ucebnic nejriznéj-
§tho druhu, od jednoduchych lekci uréenych stredoskolaktim az po pripravu
rozsahlych ucebnich textt zahrnujicich latku nékterého univerzitniho kurzu.

Volné sititelna verze programu ma sice oproti verzi placené néktera ome-
zeni jako napftiklad chybéjici notebook a debugger, nebo omezené moznosti
ukladani grafiky, ty vSak nikterak nesnizuji jeho uZitnou hodnotu v oblasti
tvorby interaktivnich ucebnic.

Dalsim neopomenutelnym kladem programu je fakt, Ze je neustale vyvijen
a zdokonalovan. Dokladem toho je nejen novéa verze 2.5, ktera byla dokoncena
teprve pred nékolika mésici, ale i mnozstvi projektt zabyvajicich se jeho vy-
uzitim v riznych oblastech védy a vzdélavani. Na domovské strance MuPAD
u muzeme nalézt odkazy na nékolik velmi zajimavych vzdélavacich projekti,
které probihaji na vysokych i stfednich skolach v Némecku a ukazuji moznosti
pocitaci podporované vyuky matematiky.

Zavérem si dovolujeme nabidnout pomoc vSem zajemcim o tvorbu a vy-
uziti interaktivnich vyukovych materidld v MuPADu. Nevahejte a napiste
o svych planech na adresu:

mcihak@karlin.mff.cuni.cz
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Na oplatku obratem obdrzite potfebna makra pro BTEX véetné nadvodu na
jejich pouziti v dokumentech. Pokud se budete chtit pochlubit s vysledky své
tvorby ostatnim uzivatelim MuPADu, nabizime moznost uverejnéni vasich
prezentaci na internetové adrese:

http://www.cihak.com/mupad/

kde by jeden z autort chtél postupné vytvaret archiv c¢eskych vyukovych
materialtt vhodnych pro pouziti v hodindch matematiky.

Zajimavé internetové adresy

http://www.mupad.de/ — domaéci stranky projektu MuPAD. Zde je
mozné ziskat distribuce MuPADu pro rizné operacni systémy, velké
mnozstvi dokumentace v angli¢tiné nebo v némciné, informace o no-
vych projektech a adresy internetovych diskusnich skupin zabyvajicich
se MuPADemn.

http://www.cihak.com/mupad/ — stranky jednoho z autord tohoto
textu. Ukazky interaktivnich vjukovych materidlt pro program Mu-
PAD. Ceské fonty pro hypertextovy prohlize¢ text@ a helptt MuPAD
u.

http://www.cstug.cz/ — stranky Ceskoslovenského sdruzeni
uzivateli TEXu. Naleznete zde mnoho uziteénych informaci o typogra-
fickém systému TEX, mnozstvi maker a pomocnych programt, odkazy
na literaturu a dalsi zajimava mista na internetu.
http://www.xnview.com/ — stranky grafického prohlizece Xn View.
http://www.mathworks.com/ — Internetové stranky producenta sys-
tému Matlab.

http://www.wolfram.com/ — Internetové stranky producenta systému
Mathematica.
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Appendix A. Pracovni material pro prednasku

Béhem prednasky si pouziti MuPADu ptredvedeme na nésledujicich ptikla-

dech, které si podrobné okomentujeme.

info(1ln)
7?solve
info(stdlib)

info(solvelib)

HELP

ZAKLADNI FUNKCE A OPERATORY

Funkce Popis funkce

+,-,%/, zékladni aritmetické operace
abs absolutni hodnota

ceil zaokrouhleni ,nahoru*

div celd ¢ast po operaci ,modulo
fact, ! faktorial

float aproximace realnym c¢islem
floor zaokrouhleni ,dolu“

frac zlomkova Cast

ifactor, factor | rozklad na prvocinitele
isprime test prvociselnosti

mod zbylek po operaci ,modulo®
round zaokrouhleni

sign znaménko

sqrt odmocnina,

trunc celd cast

Zakladni funkce a operatory pro ¢isla v MuPADu.
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L PRESNE“ POCITANI S CISLY

1+ 5/2

1+ (5/2 = 3))/(1/7 + 7/9)"°2

sqrt(28)

27100

2710000

100!

isprime(123456789)

ifactor(123456789)

factor(123456789)
,NEPRESNE“ POCITANI S CISLY

float (sqrt(28))

sqrt(28.0)

sqrt(28.)

(1 + (5/2 = 3))/(1/7 + 7/9)"°2
(1.0 + (6/2 % 3))/(1/7 + 7/9)"2
DIGITS; float(PI)

DIGITS; float(E)

cos(PI), 1n(E)

DIGITS := 100 : float(PI); float(E); DIGITS := 10 :
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2/3*sin(2), 0.6666666666*sin(2)

float(2/3 * sin(2)), float(0.6666666666 * sin(2))
sqrt(-1), I"2

(1 + 2xI)*(4 + I)

1/(sqrt(2) + I)

rectform(1/(sqrt(2) + I))

Re(1/(sqrt(2) + I)), Im(1/(sqrt(2) + I))

abs(1/(sqrt(2) + I)), conjugate(l/(sqrt(2) + I)),
rectform(conjugate(1/(sqrt(2) + I)))

SYMBOLICKE POCITANI

f = y72 + 4%x + 6%x72 +4*x"3 + x74

diff (f,x), diff(f,y)

diff (diff (diff(f, x), x), x), diff(f, x, x, X)
sin’, sin’(x), D(sin), D(sin) (x)

int(f, x)

int(f, x = 0..1)

integral := int(1/(exp(x~2) + 1), x)

diff (integral, x)

int(1/(exp(x”2) + 1), x = 0..1)

float (%), last(2)

sum(i, i"= 1..n)
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sum(i, i"= 1.

sum(i~2, i~=

.n) : factor(%)

..n)

sum(1/i"2, i"= 1..infinity)

product(i~3, i= 1..n); rewrite(%, fact)

ZJEDNODUSOVANI VYRAZU

Funkce Popis funkce

collect koeficienty

combine | kombinace podvyrazi

expand | rozvoj (expanze)

factor faktorizace

normal nalezeni spole¢ného jmenovatele a zkraceni
»Spole¢nych ¢lent”

partfrac | partial fraction (rozklad na soucet raciondlnich
¢lentt)

radsimp | zjednoduSeni racionélnich vyraza

rectform | redlnd a imagindrni ¢ast komplexniho vyrazu

rewrite zjednoduseni vyrazt pomoci identit

simplify | univerzalni ,.zjednoduSovac*

Zakladni funkce pro zjednodusovani vyrazu.

X"2 + a*x + x*sqrt(2) + sin(x) + a*sin(x)
collect (%, x)
collect (%, [x, sin(x)])

expand(exp(x + y)), expand(sin(x + y)),
expand(tan(x + 3*PI/2))

factor(x™3 + 3*x"2 + 3*x + 1),
factor(x~2/(x + y) - z°2/(x + y))

factor((exp(x)~2 - 1)/(sin(x) "2 - cos(x)"2))
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fi=(x+6)2-17)/G-1)/(x+1) +1:
f, factor(f), normal(f)

normal (x"2/(x + y) - y~2/(x + y))

f:=x/(1 +x)-2/(1 -x), g=normal(f),
partfrac(g, x)

simplify ((exp(x) - 1)/(exp(x/2) + 1))

radsimp(sqrt(4 + 2*sqrt(3)))

RESENI (SOUSTAV) ROVNIC

solve(x~"2 - 2%x + 2 = 0, x)

equation := {x + y = a, x - axy = b} :
unknowns := {x,y} : solve(equation, unknowns);

POCITANI LIMIT

limit(sin(x)/x, x=0)

1limit((1 + 1/n)"n, n = infinity)

GRAFIKA

Vsechna volani funkci pro dvourozmérné kresleni vypadaji v zasadé na-
sledovné :

>> plot2d(sceneOptionsl, sceneOptions2, ..., Objectl,
Object2, ...)
>> plot3d(scenelptionsl, sceneOptions2, ..., Objectl,

Object2, ...)

Mezi parametry ,scény grafu“ mimo jiné patii parametry os (¢ara nebo Sipka,
jejich 8kéalovani, popis, font...), popis obrazku, barvy, miizka, ,hladkost“
vykresleni, velikost grafickych objektt (markert) apod.
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Kresleni funkci

plotfunc2d(sin(x~2), x = -2..5)
plotfunc2d(sin(x), cos(x), x=0..4*PI)
plotfunc2d(1/(1-x) + 1/(1+x), x=-2..2)

plotfunc3d(sin(x"2 + y~2), x = 0..PI, y = 0..PI)

Kresleni kfivek

Parametrické k¥ivky v 2D, napiiklad kruh, nemtizeme malovat stejné jedno-
duse jako funkce, nicméné i zde MuPAD nabizi snadné feseni, které umoziuje
kreslit i funkce.

[Mode = Curve, [x[ul, y[ull, u™= [a, b],
objectOptionsl, objectOptions2, ...]

Object :
SinGraf := [Mode = Curve, [u, sin(u)], u~= [0, 4x%PI],
Grid = [100]]

Circlel := [Mode = Curve, [cos(u), sin(u)],
u~= [0, 2*PI]]

sceneOptionsl := BackGround = [1,1,1], ForeGround =
[0,0,0], Ticks = 0, Axes = Box :
sceneOptions2 := BackGround = [0,0,0], ForeGround =

[1,1,1], Ticks = 0, Axes = Box :
plot2d(sceneOptionsl, SinGraf)
plot2d(sceneOptions2, Circlel)
info (RGB)
export (RGB)

Circle2 := [Mode = Curve, [cos(u), sin(u)],
u~= [0, 2%PI], Grid = [10], Title = "KruZnice 1",
TitlePosition = [1.7,2], Color = [Flat, RGB::Red]]:
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Circle3 := [Mode = Curve, [cos(u)/2, sin(u)/2],
u~= [0, 2*%PI], Grid = [100], Title = "KruZnice 2",
TitlePosition = [6.3, 2.8], Color =
[Flat, RGB::Blue]l]

sceneOptions3 := Title = "Dvé& kruzZnice", FontSize =
14, TitlePosition = [5, 0.7], Axes = Origin,
Labeling = TRUE, Labels = ["x", "y"],
BackGround = RGB::Gold, ForeGround = [1,1,1]

plot2d(sceneOptions3, Circle2, Circle3)

Kresleni povrchu

Parametrické plochy v 3D, napfiklad kouli, nemtizeme malovat stejné jed-
noduse jako 3D-funkce, nicméné i zde MuPAD nabizi snadné feseni, které
umoznuje kreslit i 3D-funkce.

Object := [Mode = Surface, [x(u,v), y(u,v), z(u,v)],
u”= [a, b]l, v*= [A, B], objectOptionsi,
objectOptions2, ...]

plot3d(BackGround = [1,1,1], ForeGround = [0,0,0],
Axes = None, [Mode = Surface, [cos(u) * sin(v),
sin(u) * sin(v), cos(v)], u~= [0,2%PI], v~= [0,PI],
Grid = [20,20], Smoothness = [2,2], Color=[Height],
Style = [ColorPatches, AndMesh]])

plotfunc3d(sin(x"2 + y~2), x = 0..2*PI, y = 0..2%PI)

plot3d(BackGround = [1,1,1], ForeGround = [0,0,0],
Axes = None, Title = "Graf funkce sin(x"2 + y~2)",
TitlePosition = Below, [Mode = Surface, [x, y,
sin(x"2 + y~2)]1, x = [0, 2*PI], y = [0, 2%PI],

Grid = [20, 20], Smoothness = [2, 2],
Color = [Height], Style = [ColorPatches, AndMesh]])

plot3d(Axes = Box, Ticks = 0, Scaling = Constrained,
Title "Spiral", TitlePosition = Below,
[Mode = Curve, [cos(12*%uxPI)x*sin(u*PI),
sin(12*u*PI)*sin(u*PI), cos(uxPI)], u~= [0,1],
Grid = [50], Smoothness = [5]])
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plot3d(Axes = Box, BackGround = RGB::White,
ForeGround = RGB::Black, [Mode = Surface, [x, y,
x"2 -y°2], x = [-1, 1], y = [-1, 1], Grid =
[15,15], Smoothness = [3,3], Style = [ColorPatches,
AndMesh]])

Kresleni seznamiu

PlotPoints := [point(i, sin(i*6.28/50)) $ i = 0..50]

plot2d (BackGround = [1,1,1], ForeGround = [0,0,0],
Scaling = UnConstrained, PointWidth = 30,
[Mode = List, PlotPoints])

Kresleni vrstevnic, rota¢nich ploch apod.

info(plot)

MojePlocha := [x, y, (x"2 + y°2)°3 - (x"2 - y~2)"°2],
x = [-1, 1], y = [-1,1]

plot3d(Axes = Box, BackGround = RGB::White, ForeGround
= RGB::Black, [Mode = Surface, MojePlocha, Grid =
[15,15], Smoothness = [3,3], Style = [ColorPatches,
AndMesh]])

plot(plot::contour(MojePlocha, Contours
[-0.05,0,0.05], Grid = [10,10]))

plot(plot: :contour(MojePlocha, Contours
[-0.05,0,0.05], Grid = [100,100]))

r := plot::xrotate(sin(x), x = 1..2+PI) : plot(r)

plot(plot::xrotate(cos(x), x = 1..4%PI))
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VLASTNI FUNKCE

F:=x->%x"2: Fx), F(y), Fla + b), F’(x)

JEDEN ELEMENTARNI PRIKLAD

Prostudujme si chovani funkce

fi=x>x-1"2/(x-2)+a):
singularities := discont(f(x), x)

limit(£(x), x = 2, Left), limit(£f(x), x = 2, Right)

roots := solve(f(x) = 0, x)
£ (x)
extrema := solve(f’(x) = 0, x)

£, £7°(3)

£(1), £(3)

limit(£(x), x = -infinity), limit(f(x), x = infinity)
series(f(x), x = infinity)

subs(f(x), a™= -4): G := subs(f(x), a™= 0):

subs(f(x), a~= 4):
, H

oo
Qo

3

plotfunc2d(F, G, H, x = -1..4)
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HRATKY S PRVOCISLY

Podobné jako jiné systémy pro symbolickou matematiku poskytuje MuPAD
fadu elementarnich funkci z oblasti teorie ¢isel, naptiklad:

Funkce Popis funkce

isprime(n) test prvociselnosti

ithprime(n) vrati n-té prvocislo

nextprime(n) | vrati nejmensi prvocislo vétsi nez n
ifactor(n) rozklad ¢isla n na prvodéinitele

Vybrané elementarnich funkce z oblasti teorie ¢isel.
primes := select([$ 1..10000], isprime)
nops (primes)
primesl := [ithprime(i) $ i = 1..1229]
nops (primes1)

primes3 := select([ithprime(i) $ i = 1..5000],
x => (x <= 10000))
bool (primesl=primes3)

primes4 := []: i7:= 2 :

repeat
primes4 := primes4 . [i];
i”:= nextprime(i + 1);

until i”> 10000 end_repeat

primes := select([$ 1..500], isprime)
dist1 [primes[i]-primes[i-1] $ i=2..nops(primes)]

Funkce zip(a, b, f) kombinuje seznamy
a=[ay,az...] a  b=1Ib,ba,...]

po slozkach, pfiemz na jednotlivé dvojice aplikuje funkci f. Jinymi slovy,
funkce zip(a, b, f) vraci seznam

[f(a1,b1), f(az,b2),...]

a ma tolik prvkt, kolik jich ma kratsi seznam.
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b := primes : delete(b[1])
dist2 := zip(b, primes, (x, y) -> (y-x))

bool(distl = dist2)
nops(distl), distl

nops(dist2), dist2

KNIHOVNY FUNKCI A PROCEDUR

Vétsina matematickych znalosti neni obsazena v jadru MuPADu, nybrz
v jednotlivych knihovnach, naptiklad pro:

Néazev knihovny | Pouziti

combinat kombinatorika

Dom preddefinované datové struktury

fp funkcionalni programovani

generate generator vystupt pro C, Fortran a TpX
linalg linearni algebra

misc rizné

module sprava modult

network teorie grafu

numeric numerické algoritmy

numlib teorie cisel

plot rutiny pro kresleni

property vlastnosti identifikatora

RGB nastaveni barev

stdlib ZAKLADNI STANDARDNI KNIHOVNA
student vybrané elementarni algoritmy

Type identifikatory datovych typu

Vybrané knihovny MuPADu.
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Knihovna pro numerickou matematiku

info(numlib)

?numlib

expose(sin)

expose (numlib: : quadrature)
decimal(2/3)

numeric::solve(sin(x), x = 2..4)

|
(@]
=
p—

quadrature(exp(x) + 1, x =
numeric: :quadrature(exp(x) + 1, x = 0..1)
quadrature(exp(x) + 1, x = 0..1)

export (numeric, quadrature)
quadrature(exp(x) + 1, x = 0..1)

delete(quadrature) : quadrature(exp(x) + 1, x = 0..1)

JAK SKONCIT?

quit
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ULOHY PRO CVICENI

Ovéfte pomoci MuPADu, Ze plati:

1.
. 1
i, @) limy g+ _ g
x x
limg_o, In(z) = —o0, limg_o 25 =1,
x
x e’
T
limg 0 xln(m) = 00, limz—o (1 + z) = eﬂ-v
x
2 @
limg—o_ Tz = 0,  limz—o ((sin(x)))l/ .

2. Prostudujte help pro funkci diff a spoc¢téte pomoci MuPADu pétou
derivaci funkce sin (x2)

3. Spoctéte presné v/27 — 24/3 a cos(7/8). Dale uréete numerickou apro-
ximaci obou vyrazu s presnosti na pét platnych ¢islic.

4. Rozviite vyraz (a:2 + y)5.

5. Ovérte pomoci MuPADu, ze plati:

6. Prohlédnéte si help pro funkci sum a ovéite pomoci MuPADu, Ze plati:

n

2
Z(iQ—l—i—l—l): n(n +33n+5)

i=1
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7. Spoctéte

e}

2k — 3 > k
D+ 2)(k+3) ; (k—-1)2(k+1)2

(2 7

8. Nakreslete graf funkce

9. Spoctéte pomoci MuPADu

* d
/xdx, / rdr a — Inlnz.
1 dx

10. Vytesté pomoci MuPADu rovnici
zt + pr+1=0

v = s jednim parametrem p.

11. Vyrtesté pomoci MuPADu soustavu rovnic
x+y=1,x -y =1.

12. Co dostanete, napisete-li v. MuPADu
assume(x > 2): is(x"2 > 4), is(x"3 < 0), is(x~4 > 17)?
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Appendix B. Prehled zakladnich funkci MuPADu

Tento dodatek je podstatné rozsifenym piekladem textu W. Oevela, MuPAD
— An Overview, 1998.

1. Informace a napovéda

? : vyvolani napoveédy
error : vystup chybového hlaseni
info() : vypis kratké informace (o objektech,

:  datovych typech,...)
setuserinfo : nastaveni informaéni Garovné
userinfo :  vypis informaci o procedure
warning : vystup varovani

2. Systémové proménné

Systémové proménné jsou globalni proménné, jez definuji vlastnosti prostiedi
MuPADu a tidi operace algoritmt v procedurach MuPADu. Pfednastavené
(default) hodnoty mohou byt uzivatelem zménény.

default

DIGITS 10 pocet platnych cislic pro zobrazeni
vysledkl

HISTORY 20 pocet vysledkt dostupnych pomoci
prikazu last

LEVEL 100 hloubka vypoctu

LIBPATH cesta k souborim MuPADu a ke
knihovnam

MAXDEPTH 500 maximalni hloubka rekurze

MAXLEVEL 100 maximalni hloubka vypoctu

ORDER 6 pocet ¢lenu rozvoje funkce v fadu

PRETTYPRINT | TRUE | kontrola tvaru textového vystupu

READPATH cesta k soubortim pro ¢teni pomoci
funkce read

SEED 1 pocatecni hodnota pro generator
nédhodnych ¢isel, viz funkce random

TEXTWIDTH 75 maximalni pocet znakt na jednom
radku vystupu

WRITEPATH cesta k souborim pro zapis pomoci
funkce write
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3.

V jadru MuPADu jsou pfeddefinovany nésledujici datové typy (domény):

Preddefinované datové typy (Domény)

DOM_ARRAY
DOM_BOOL :
DOM_COMPLEX :
DOM_DOMAIN
DOM_EXEC
DOM_EXPR
DOM_FAIL
DOM_FLOAT
DOM_FUNC_ENV :
DOM_IDENT
DOM_INT
DOM_LIST
DOM_NIL
DOM_NULL
DOM_POINT
DOM_POLY :
DOM_POLYGON :
DOM_PROC
DOM_RAT
DOM_SET
DOM_STRING
DOM_TABLE
DOM_VAR

pole

logické konstanty TRUE, FALSE a UNKNOWN

komplexni ¢isla

datové struktury
jednoduché funkce

vyrazy
objekt FAIL

realnd Cisla s plovouci desetinnou ¢arkou
prostiedi funkci
jména objektt jazyka

cela cisla
seznamy
objekt NIL

prazdny objekt null ()
body (jako zdkladni graficky prvek)

polynomy

mnohotuhelniky (jako zédkladni graficky prvek)

procedury
raciondlni ¢isla
nastaveni
textové fetézce
tabulky

lokalni proménné procedur
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Vice datovych struktur a informace o jejich konstrukei jsou dostupné v kni-

hovné Dom (informace lze ziskat pomoci piikazu info(Dom)).

4.

Generovani datovych struktur

->

array
asympt
factor, ifactor

definuje proceduru (DOM_PROC)®

generuje pole (DOM_ARRAY)

asymptoticky rozvoj (Series: :gseries)
rozklad na soucin nerozlozitelnych prvka

(Factored)

9V zévorce je vzdy uveden datovy (doménovy) typ generované datové struktury.
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funcenv definuje prostfedi funkci (DOM_FUNC_ENV)
matrix definuje matici nebo vektor (Dom: :Matrix())
new generuje novy datovy typ (doménu)
newDomain generuje novou doménu (DOM_DOMAIN)

null generuje ,,prazdny objekt“ (DOM_NULL)

0 generuje fad zbytku v Taylorové rozvoji

ode reprezentuje obyc¢ejnou diferencialni rovnici

numlib: :contfrac:

poCita rozvoj v fetézovy zlomek (generuje
numlib::contfrac)

piecewise generuje podminéné definovany objekt

point generuje datovou strukturu DOM_POINT pro
kresleni bod

poly generuje polynom (DOM_POLY)

polygon generuje datovou strukturu DOM_POLYGON pro
kresleni mnohothelnikt

rec generuje rekurentni rovnici

rectform rozklad komplexniho ¢isla na redlnou
a imaginarni ¢ast

RootOf symbolickd mnozina kofent polynomu
(Root0f)

series rozvine vyraz v fadu (generuje datovy typ
Series::Puiseux ¢i Series: :gseries)

slot definuje a/nebo ¢te atributy (slots) funkci
nebo doménovych typt

taylor Tayloruv rozvoj v bodé zg
(Series: :Puiseux)

table generuje prazdnou tabulku (DOM_TABLE)

Vice konstrukei specidlnich datovych struktur je definovano v knihovné Dom,
napiiklad Dom: :Matrix () generuje matice apod.

5. Operatory

Nasledujici operatory mohou byt uzivany k volani systémovych funkci intui-
tivnéjsim, a pro mnohé srozumitelnéjsim, zptisobem, napf. a+b misto
_plus(a,b), x<1 misto _less(x,1) atd.
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systémova
operator priorita | funkce vyznam
2000 slot pristup k atributim funkci
a doménovych typt
) 1900 D derivace (operator
diferencovéni)
[1 1800 _index indexovy operator
. 1700 _concat spojovani fetézcl
@@ 1600 _fnest opakovéani slozeni funkce
@ 1500 _fconcat slozeni dvou funkci
! 1300 _fact faktorial
- 1200 _power umocnovani
* 1100 mult nasobeni
/ 1100 _divide déleni
+ 1000 _plus s¢itani
- 1000 _subtract odcitani
div 900 div celociselné déleni
mod 900 _mod funkce ,,modulo“
intersect 800 _intersect | prunik mnozin a intervalt
minus 700 _minus rozdil mnozin a intervala
union 600 _union sjednoceni mnozin a intervall
500 _range obor hodnot
= 500 _assign pfifazeni hodnoty
= 400 _equal rovnost
<> 400 _unequal nerovnost (#)
< 400 _less porovnani
> 400 _less porovnani
<= 400 _leequal porovnéani
>= 400 _leequal porovnani
in 400 _in vytvori posloupnost prvka
obsazenych v objektu
$ 300 _seqgen vytvori posloupnost prvki
$ 300 _seqin vytvori posloupnost prvki
not 300 _not logicka ,negace”
and 200 _and logické ,,a“
or 100 _or logické ,,nebo”
, _exprseq oddé€lovaé¢ mezi prvky seznamu
(posloupnosti)
; _stmtseq oddélova¢ mezi prikazy; vypis

vysledku neni potlacen
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oddélova¢ mezi ptrikazy; vypis

_stmtseq
vysledku je potlacen

Uzivatel si miize definovat vlastni operator pomoci pfikazu operator.

6. Aritmetické funkce

Nasledujici funkce mouhou byt pouZivany pomoci operdtorti nebo slovnich

prikazd, tj. a+b misto _plus(a,b), -a misto _negate(a), atd.

_and logické ,,a“

_assign pfifazovaci funkce (pfifadi proménné
hodnotu)

_break predcasné preruseni cyklu

_case vétveni v cyklu typu switch

_concat spojovani objektt

_delete vymazani (odstranéni) prvku nebo
hodnoty

div celociselné déleni

_divide déleni

_equal rovnost

_fconcat slozeni funkci

_fnest opakované slozeni funkci

_for cyklus (vzestupny) typu ,,for*

_for_down cyklus (sestupny) typu ,,for*

_for_in cyklus pres prvky objektu

if podminény piikaz

_index indexovy operdtor (pfistup pfes indexy)

_intersect : prunik mnozin a intervali

_leequal nerovnost <

_lazy_and zkracené vyhodnocovéani logického ,,a“

_lazy_or zkracené vyhodnocovani logického ,nebo“

_less nerovnost <

_minus rozdil mnozin a intervald

_mod funkce ,,modulo®

mult nasobeni

_negate negace nebo nasobeni —1

_next preskoci krok v cyklu

not logicka negace

_or logické ,,nebo*
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_plus
_power
_procdef
_quit
_range
_repeat
_seqgen
_seqin

_subtract

—unequal
_union
_while

s¢itani

umocneéni

definice procedury

ukonéeni MuPADu v UNIXu a LINUXu
rozsah

cyklus typu ,repeat”

vytvori posloupnost prvki

vytvoii posloupnost prvki obsazenych
v objektu

odcitani

nerovnost typu <> (rdzné, nerovno)
sjednoceni mnozin a intervalt

cyklus typu ,,while“

Matematické symboly a konstanty

C_
CATALAN

E
EULER

FAIL

FALSE

I
infinity
NIL

PI

Q-

R_

TRUE
undefined
universe
UNKNOWN
Z_

complexInfinity:

mnozina vSech komplexnich ¢isel C

00 1y
konstanta: Z:O ﬁ =0.915965...
=

nevlastni bod komplexni roviny
Eulerovo éislo: exp(1) = 2.718281...

Eulerova-Mascheroniova konstantas:
n

> i-In (n)> =0.577215 ...
i=1

chybovy objekt, indikuje selhani vypoctu
nebo neexistujici prvek apod., jediny ob-
jekt doménového typu DOM_FAIL
Booleova konstanta — nepravda
imaginarni jednotka

nekonecno

nulovy objekt, jediny objekt doménového
typu DOM_NIL

m=3.141592653 ...

mnozina vSech racionalnich ¢isel Q
mnozina vSech realnych ¢isel R

Booleova konstanta — pravda
nedefinovana hodnota

teoreticky soubor vSech mnozin

Booleova konstanta — nezndmé hodnota
mnozina vSech celych ¢isel Z

v = lim
n—oo

185
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8. Matematické funkce

Nasledujici matematické funkce jsou souc¢asti MuPADu verze 2.0. Mohou byt
pouzivany v argumentu funkci typu expand, float, simplify, atd.

abs
arccos
arccosh
arccot
arccoth
arccsc
arccsch
arcsec
arcsech
arcsin
arcsinh
arctan
arctanh
arg :
bernoulli :
bessell
bessell]
besselkK
besselY
beta
binomial
ceil

Ci

cos
cosh
cot
coth
csc
csch
dilog
dirac
Ei

erf
erfc
exp

absolutni hodnota

inverzni funkce k funkci cos
inverzni funkce k funkci cosh
inverzni funkce k funkci cot
inverzni funkce k funkci coth

inverzni funkce k funkci csc

inverzni funkce k funkci csch

inverzni funkce k funkci sec
inverzni funkce k funkci sech
inverzni funkce k funkci sin

inverzni funkce k funkci sinh

inverzni funkce k funkci tan

inverzni funkce k funkci tanh

argument (polarni thel) komplexniho ¢isla
Bernoulliho ¢isla a polynomy
modifikovand Besselova funkce prvniho druhu
Besselova funkce prvniho druhu
modifikované Besselova funkce druhého druhu
Besselova funkce druhého druhu

Beta funkce, tj. B(a,b)= fol 20711 —2)b " ldx
binomicky koeficient (")

nejmensi celé ¢islo > x

Ci(z) =v+In(z) + [y (cos(t) —1)/tdt
kosinus

hyperbolicky kosinus

cotangens

hyperbolicky cotangens

1/sin (z)

1/ sinh (z)

dilogaritmicka funkce [ In(t)/(1 - t)dt
Diracova d—funkce

Ei(z) = [Tt et dt

chybové funkce erf(z) = 2xr=/2 [ et dt
doplnék chybové funkee, tj. 1 — erf (z)
exponencialni funkce e*



Pouziti programu MuPAD ve stfedoskolské vyuce 187

fact

floor

frac

gamma
heaviside:

id
igamma

Im
lambertV

lambertW
1n

log
polylog
psi

Re
round
sec
sech

Si

sign
signlm
sin
sinh
sqrt
tan
tanh
trunc
zeta

faktorial

nejveétsi celé ¢islo < x

desetinnd ¢ast cisla

I'funkee, tj. ['(a) = [;~ et~ 1 dt
primitivni funkce k Diracové

d0—funkci

identické zobrazeni x — x

netiplné I'—funkce igamma(a,x) = [ e *t*~ldt,
igamma(a,0)=gamma(a)

imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla

dolni vétev Lambertovy funkce

(FeSeni rovnice ye¥ = x)

horni vétev Lambertovy funkce

prirozeny logaritmus

logaritmus o libovolném zakladu, napi. log, =
polylogaritmus, Li,(z) = Y jo, xF/k"
polygamma funce — derivace logaritmu I'-funkce
realné ¢ast komplexniho ¢isla

zaokrouhleni na nejblizsi celé ¢islo

sec(z) = 1/ cos(x)

sech(x) = 1/ cosh (x)

Si(z) = [, t'sin tdt (,integral sinus*)
znaménko realného nebo komplexniho ¢isla
znaménko imaginarni ¢asti komplexniho ¢isla
sinus

hyperbolicky sinus

druhd odmocnina

tangens (tg)

hyperbolicky tangens (tgh)

odriznuti desetinné ¢asti cisla

Riemannova (—funkce

9. Operace s polynomy

Nasledujici funkce pracuji s polynomy doménového typu DOM_POLY vytvore-
nymi piikazem poly. Nékteré také pracuji s polynomidlnimi vyrazy (domé-
novy typ DOM_EXPR).

coeff

vraci nenulové koeficienty polynomu,
napf. coeff (x72-3*x+2)->{1,-3,2}



collect
content

degree
degreevec

diff, D

divide
evalp
factor

ged
gcdex

genpoly

ground
irreducible

lcm
lcoeff
ldegree

Ilmonomial
lterm
mapcoeffs
multcoeffs
norm
nterms
nthcoeff
nthmonomial
nthterm
pdivide

poly

polylib: :decompose :

polylib::discrim
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vrati koeficienty ¢lenti polynomu
settidéného podle mocnin

vraci nejvétsi spoleény délitel vsech
koeficientti

vraci stupen polynomu

vraci exponent(y) nejvyssiho ¢lenu
polynomu

spoéte (parcidlni) derivace funkce, vyrazu
nebo polynomu

déleni polynomt se zbytkem

hodnota polynomu v bodé

rozklad polynomu na soucin dale
nerozlozitelnych polynomu

nejvetsi spolecny délitel

nejvétsi spoleény délitel polynomt (uzitim
rozsifeného euklidovského algoritmu)
generuje polynom pomoci b—adického
rozvoje

absolutni ¢len polynomu

test nerozlozitelnosti (irreducibility)
polynomu

nejmensi spole¢ny nasobek polynomu
koeficient u nejvyssiho ¢lenu polynomu
stupen ¢lenu s nejvétsim nenulovym
exponentem

nejvyssi netrividlni monom polynomu
nejvyssi clen polynomu

aplikace funkce na koeficienty polynomu
nasobeni koeficient polynomu skalarem
vypocet normy polynomu

pocet nenulovych ¢lend polynomu

n-ty nenulovy koeficient polynomu

n-ty netrivialni monom polynomu

n-ty nenulovy ¢len polynomu
pseudo-délitelé polynomu v jedné
proménné

generdtor (vytvafeni) polynomi
funkcionélni rozklad polynomu
diskriminant polynomu
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polylib: :primpart
polylib::resultant:
poly2list :
tcoeff

Vice procedur pracujicich s

prvotni polynom (koeficienty vydéleny
nejvétsim spoleénym nasobkem)
determinant Sylvestrovy matice
konvertuje polynom na seznam ¢lenti
koeficient nejnizsiho ¢lenu polynomu

polynomy je dostupnych v knihovné polylib.

10. Operace s objekty MuPADu

alias
anames

append
assign

assignElements

assume
bool

combine
contains
delete
denom
domain
domtype
expand
export
expose

expr

extnops

definice zkratky (aliasu) pro objekt
seznam identifikatort, které maji
prifazenou hodnotu nebo vlastnost
pripojeni prvku k seznamu

prifazeni hodnoty dané jako rovnice
prifazeni hodnoty pro prvky pole,
seznamu nebo tabulky

pridéli vlastnosti identifikatoru

logicka hodnota vyrazu s vystupem typu
TRUE nebo FALSE

aprava vyrazu podle zadanych pravidel
(opak expand)

test na existenci prvku v seznamech,
mnozinach a tabulkach
odstrani hodnotu identifikatoru
jmenovatel racionalniho vyrazu
definuje novy datovy (doménovy) typ
(synonym pro datovy typ — doménu)
zjisténi doménového typu objektu
rozklad vyrazu na ,zakladni prvky“ (opak
combine); napiiklad

expand ((x+y) "2)=2xy+x"2+y"~2
zpristupnéni dané knihovny funkci
zobrazi zdrojovy MuPADovsky kéd funkci
z knihoven a definice doménovych typua
prevod (konverze) objektu na prvky
zékladni datové domény

vraci poCet operandu interni reprezentace
objektu v doménovém typu
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genident
getprop
has
hastype

history
indets

is
lasterror

length
lhs

listlib::insert:

map

maprat
match

nops

numer

op

protect
radsimp
rationalize
rewrite

rhs
select

simplify
slot

split

subs
subsex
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vytvoreni nového, dosud nepouzitého,
identifikdtoru

vraci matematické vlastnosti vyrazu,
napf. zda se jedna o celé ¢islo apod.
testuje, zda se dany objekt vyskytuje

v syntaxi nékterého jiného objektu
testuje, zda se dany typ objektu vyskytuje
v syntaxi nékterého jiného objektu
pristup do tabulky historie MuPADu
vraci neuréené proménné a konstanty
vyskytujici se ve vyrazu

kontrola matematickych vlastnosti
vyrazu, napt. zda se jedna o celé ¢islo
apod.

znovu zobrazi posledni chybovou hlasku
vraci délku (velikost) objektu MuPADu
levé strana vyrazu

vlozeni prvku do seznamu

aplikuje funkci na vSechny operandy
objektu

aplikuje funkci na ,racionalizovany“ vyraz
porovnavéa syntakticky vzor s vyrazy
vraci pocet operandti objektu

Citatel racionalniho vyrazu

vraci operandy objektu

ochrana identifikdtoru proti zapisu
zjednoduseni vyrazu s odmocninami
prevod vyrazu na ,raciondlni“ tvar
vyjadii vyraz v matematicky ekvivalentni
formé (dle ,potieb uzivatele“)

prava strana vyrazu

vybira prvky objektu spliujici dané
podminky

zjednoduseni vyrazu

vraci a/nebo ¢te atributy (slots) funkei
nebo doménovych typt

rozdéleni prvki (operandil) objektu podle
zadané vlastnosti

substituce do objektu

rozsifend substituce (sloZitych vyrazi)
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subsop . substituce operandi

sysorder :  porovnani objektt na zakladé jejich
vnit¥niho usporadani v MuPADu

testtype . testovani objektu na zadany datovy typ

traperror . zachyceni chyb

type . zobrazi typ objektu

unalias :  odstrani zkratku (alias)

unassume . odstrani vlastnosti identifikdtoru

unexport . znepftistupnéni dané knihovny funkci

unprotect :  odstranuje ochranu identifikdtort proti
zapisu

zip : sloueni seznamti pomoci dané funkce

11. Manipulace s textovymi retézci

concat : spojovani Fetézct

. spojovani fetézcl

expr2text : pfevod vyrazu na fetézec

ftextinput : Cteni textového souboru

int2text : konverze celého ¢isla na Fetézec

length : zjisténi délky fetézce

revert . ,obrdceni “ fetézce, napf.
revert("abc")="cba"

strmatch : porovnani fetézci

substring : vybér podfetézci

tbl2text : konverze tabulky na retézec

text2expr : konverze Fetézce na vyraz

text2int : konverze fetézce na celé ¢islo

text2list : konverze fetézce na seznam

text2tbl : konverze fetézce na tabulku

textinput : interaktivni vstup textu (pfes prompt)

Vice procedur pro manipulaci s textovymi fetézci naleznete v knihovné
stringlib.

12. Procedury pro vstup a vystup

fclose :  uzavfeni souboru



Jaromir Antoch, Michal Cihdk a Jan Prachai

finput ¢teni MuPADovského objektu ze souboru
fopen otevieni souboru pro ¢teni a pro zapis
fprint zapis dat do souboru

fread :  Cteni a provedeni MuPADovského souboru
ftextinput : vstup ze souboru textového tvaru

input interaktivni vstup hodnot (pfes prompt)
print vystup (jakéhokoliv) objektu na obrazovku
protocol otevieni a uzavieni protokolu o praci
read Cteni ze souboru

textinput interaktivni vstup textu (pfes prompt)
write ulozeni hodnot proménnych do souboru

Vice procedur pro fizeni vstupt a vystupd naleznete v knihovnach
import a output.

13. Procedury pro grafiku

plot vykresli jednorozmérny graficky objekt
plot2d vykresli dvourozmérny graficky objekt
plot3d vykresli t¥irozmérny graficky objekt
plotfunc2d : vykresli graf funkce jedné proménné
plotfunc3d: vykresli graf funkce dvou proménnych

Mnohem vice procedur pro grafiku naleznete v knihovné plot.

14. Procedury pro rizeni vypocta

bool vyhodnoceni logickych vyrazi s vystupem
TRUE nebo FALSE

context vyhodnoceni procedury (v kontextu
volajici procedury)

eval vyhodnoceni objektu

evalassign: vyhodnoceni vyrazu do dané hloubky
a jeho prirazeni

freeze vytvoreni neaktivni kopie funkce

hold zabranéni vyhodnoceni objektu

indexval indexovany pristup k vektorim a maticim

bez jejich vyhodnoceni
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last
%

level

unfreeze
val

pristup k pfedchozimu vysledku

pfistup k pfedchozimu vysledku (lze uzit
misto last)

vyhodnoceni objektu do predem dané
hloubky

znovu aktivuje ¢innost funkce

nahradi vSechny identifikdtory objektu
jejich hodnotami (ekvivalentni

k level(.,1), ale bez vnitiniho
zjednoduseni)

15. Priikazy pro definovani procedur

_procdef
args
error
return
testargs :

definice procedury

pristup k argumentim procedury

vystup chybového hlaseni

ukonceni procedury a vraceni vysledkt
kontrola datovych typi argumentti na vstupu

16. Matematické funkce a algoritmy

S nékterymi funkcemi uvedenymi v této ¢asti se pozorny ¢tenaf mohl se-
tkat v sekcich jinych. Zde je znovu uvadime pro tplnost a usnadnéni hledani

v tomto textu.

abs
arg

asympt
binomial
ceil
conjugate
D

J

diff
discont
div
factor

float

absolutni hodnota

argument (polarni ihel) kompleniho
¢isla

pocitd asymptoticky rozvoj vyrazu
kombinaéni ¢slo ()

nejmensi celé ¢islo > x

komplexné sdruzené cislo

derivace (operator diferencovani)
derivace (operator diferencovani)
derivovani vyrazu nebo polynomu
bod(y) nespojitosti funkce

cela ¢ast racionalniho vyrazu
faktorizace polynom, vyrazi a celjch
Cisel

prevod vyrazu na desetinné ¢islo
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floor ;. nejvétsi celé ¢islo < x

frac : desetinna cast ¢isla

ged : nejvétsi spoleény délitel

gcdex : nejvétsi spoleény délitel (pouzitim
roz§ireného euklidovského algoritmu)

ifactor . rozklad prFirozeného ¢isla na prvocinitele

iged ;. nejvétsi spoleény délitel celych Cisel

igcdex ;. nejvétsi spoleény délitel celych Cisel
(rozsifeny Euklidiv algoritmus)

ilem : nejmensi spoleény nasobek celych ¢isel

Im : imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla

int : integrace (vypocet ur¢itych a neurditych
integralt)

intersect :  prunik mnozin a intervala

isprime : test prvociselnosti

isqrt . celociselna aproximace odmocniny
z celého ¢isla; vraci floor (sqrt(x))

iszero : test nulovosti

ithprime . vraci i-té prvocislo

lcm : nejmensi spoleény nasobek polynomt

limit . vypocet hodnoty limity

linsolve :  TeSeni soustav linedrnich rovnic

1llint : vypocet LLL-redukované baze svazu

max : maximum

min : minimum

minus : rozdil mnozin a intervala

mod, modp, mods . funkce ,modulo“

nextprime : nejmensi prvocislo > z, x €N

norm : vypocet normy polynomi, vektor®
a matic

normal :  pfevod racionalnich vyrazi na zakladni
tvar (normalizace objektti)

not . logicka negace

numeric::fft : rychld Fourrierova transformace

numeric::invfft : inverzni rychld Fourrierova transformace

numeric: :lagrange . interpolace pomoci polynoma

numeric: :cubicSpline: interpolace kubickym splinem

numlib: :contfrac : rozvoj ve tvaru fetézového zlomku

or . logické ,,nebo”

pade :  Padeho aproximace



partfrac
polylib::sqrfree
powermod

product

random

Re

rectform

revert
round
series
sign
signlm

solve
solvelib: :pdioe

sort
sum

taylor
trunc

union
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rozklad na parcidlni zlomky

rozklad polynomu na souc¢in mocnin
urci efektivné b mod m

soucin

generator ndhodnych ¢isel

realnd ¢ast komplexniho ¢isla
rozklad komplexniho ¢isla na realnou
a imaginarni ¢ast

reverze (obriceni) fad, Fetézcl

a seznami

zaokrouhleni na nejblizsi celé ¢islo
rozvoj ve tvaru fady

znaménko realného ¢isla (pro komlexni
¢islo sign(z)=z/abs(z))

znaménko imaginarni ¢asti komplexniho
Cisla

fesi systémy rovnic a nerovnic

feSeni polynomialnich diofantickych
rovnic

tridéni seznamu

vypocet formalnich i numerickych
soucti
Taylortv rozvoj okolo daného bodu
odfiznuti vSech ¢islic za desetinnou
teckou

sjednoceni mnozin
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Vice specidlnich matematickych funkci naleznete v knihovnéch popsanych
v oddile 17..
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17. Knihovny a moduly

Jednotlivé knihovny MuPADu 2.0 obsahuji daleko vice specidlnich matematic-
kych funkci nez zde uvadime. Lze pfitom ocekavat, Ze jednotlivé knihovny bu-
dou neustale rozsifovany. Piehled soucasnych funkci se vola prikazem info ()
nebo 7. Napovédu k jednotlivé funkci dostanete prikazem

?libraryname: : functionname. Napovédu k modulu ziskate pomoci ptrikazu

vvvvvv

moduly MuPADu.

adt : abstraktni datové typy

Ax . preddefinované axiomy; generator axiomu

Cat :  preddefinované kategorie; generator kategorii

combinat : kombinatorika

detools : diferencialni rovnice

Dom . preddefinované datové struktury a domény

fp : funkciondlni programovani

generate : generovani vystupu ve formatech C, Fortran
a TEX

groebner : vypodet Groebnerovych bazi (ideald pro poly-
nomy)

import : import dat

intlib :  symbolické a numerické integrovani

linalg : linearni algebra

linopt : linedrni optimalizace (linedrni programovani)

listlib : manipulace se seznamy

matchlib : porovnavani vzoru s vyrazy

misc :  pomocné funkce (miscelanea)

module : sprava dynamickych moduli

Network : teorie grafu

numeric : algoritmy numerické matematiky

numlib : teorie cisel

orthpoly : ortogonalni polynomy

output : formatovani vystupu

plot : procedury pro kresleni

polylib : procedury pro manipulaci s polynomy

Pref . uzivatelska nastaneni systémového prostiedi

prog :  programovani a trasovani

property : vlastnosti identifikdtort a vyraza
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RGB :  preddefinované nazvy barev (je pouzit aditivni
zpusob skladéani barev cervend—zelend—modra)

solvelib : TeSeni, nejenom linearnich, rovnic

stats :  statistické funkce

stdlib :  standardni knihovna funkci

stringlib: manipulace s textovymi fetézci

student : nékteré elementarni algoritmy vhodné pro vy-

uku matematiky
transform: integralni transformace
Type . objekty pro syntaktickou kontrolu datovych

typl

18. Trasovani, ladéni a méreni ¢asu

Procedura debug pro trasovani neni k dispozici u verze Light, nicméné je
k dispozici ve volné Sifené verzi pro operacni systém Linuz.

debug : procedura pro trasovani (ladéni) procedur
a funkci
prog::profile: statistika o dobé potiebné k provedeni procedur
a funkci
prog::trace : protokol o provedeni procedury nebo funkce
rtime . celkova doba vypoctu (v milisekundéch)
time :  Cas pouziti procesoru

Vice procedur pro ladéni naleznete v knihovné prog.

19. Technické parametry

bytes :  obsazeni paméti

export :  zpfistupnéni knihovny nebo funkce z knihovny

external : externi pfistup k modulim

getpid : v UNIXu a LINUXu vraci ID ¢islo procesu jadra
MuPADu

loadlib : naéteni knihovny (doporuéujeme radéji pouzivat
prikaz package)

loadmod : nacteni dynamického modulu

loadproc : nacteni procedury z knihovny

operator : definuje novy operator
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package nacteni uzivatelem definované knihovny
patchlevel : informace o nainstalovanych opravach knihoven

MuPADu
pathname upravuje zapis cest k soubortum podle typu
operacniho systému
quit ukonceni MuPADu pod UNIXem a LINUXem
register registrace MuPADu
reset resetovani (inicializace) prostiedi MuPADu
sysname vraci nazev uzivaného operacniho systému
system spusténi prikazu operacniho systému
unexport znepfiistupnéni dané knihovny funkeci
unloadmod odstranéni nactenych moduli
version informace o ¢islu verze MuPADu
20. Novinky a zmény v MuPADu verze 2.5

MuPAD 2.5 obsahuje 70 novych funkci v knihovné stats, kompletné pie-

pracovanou knihovnu combinat obsahujici nyni 11 podknihoven a 4 nové
funkce v knihovné numeric. Novinkou je moznost pfimého propojeni MuPAD
u s numerickym systémem Scilab. Dalsi informace naleznete v dokumentu
News and Changes, ktery je obsazen v distribuci MuPADu 2.5. Nové funkce,
klicova slova, operatory a datové typy:

== : logickd implikace

<== logicka ekvivalence

.. zapis intervalovych vyrazt typu DOM_INTERVAL

assert definuje tvrzeni pro debugging

card pocet prvkit mnoziny

copyClosure : kopie procedury s ochranou lokalnich identifikator

DOM_INTERVAL : obdélnikové komplexni intervaly

FILEPATH cesta k nactenému souboru

fname néazev otevieného souboru

frame zméni rdmec platnosti lokalnich identifikatora

frandom generuje ndhodné ¢islo z intervalu [0, 1)

hull konvertuje numerické a intervalové vyrazy na typ
DOM_INTERVAL

hypergeom hypergeometricka funkce

interval :  konvertuje konstantni podvyrazy na intervaly

PACKAGEPATH : cesta k baliktim knihoven funkci

save chrani globalni identifikatory v procedure
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