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ODHAD RADU AUTOREGRESNIHO MODELU

Ladislav Tomasek, IHE, Praha

1. Ovod

Pri studiu autoregresnich modeld hraje dileZitou roli stanoveni radu
modelu. 2Z literatury jsou znamy nékteré metody, které urduji rad modelu

neprimo - na zakladé testd hypotéz o nulovych autoregresnich
koeficientech. Byly. vSak navrZzeny i primé metody, které vyuZivaji
skuteénosti, 2e odhad rozptylu v modelech s podcenénym radem vede

obvykle k hodnotam vys$Ssim, nez je skutednid hodnota rozptylu, zatimco v
modelech s pfecenénym rddem jsou hodnoty obou rozptyld srovnatelné.

Autoregresn{ posloupnosti{ radu p budeme rozumét stacionarni{
posloupnost { xt} nadhodnych veli&in, které spliuji vztah

X +ax + ... +ax = e 1.1
t 17 t-1 p t-p t ( )

kde ap# 0 a kde { et} Jje posloupnost nekorelovanych nihodnych veli&in
s nulovymi stfednimi hodnotami a stejnymi rozptyly c. Parametry a .
. ap Jsou vazany podminkou, Ze vSechny kofeny polynomu

P p-1

2z o+ alz + ... +a =0

P
le?i uvnit? jednotkoveho kruhu.

Pi*i odhadovanf autoregresnich koeficientd vychazime z posloupnosti

délky N . Neznamé parémetry a’=(a1,....ap)- seodhaduji obvykle metodou
nejmensich &tvercl. UvaZuje se funkce kvadratickych odchylek
Sta) - i (x + a x + ... +ax )?° (1.2)
&1 t 1 t-1 P t-p
Hodnoty  vektorového parametru a , které minimalizuj{i soudet S(a) se

povazuji za odhad metodou nejmen3ich &tvercl. Reseni 4 dostaneme ze
soustavy normdlnich rovnic

N

X (xt+ ax + ... +ax ) 0, j=1,...,p .

t-} t- P t-p

t=p+t
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mﬁzeme1 za predpokladuy regularity matice C vyjadrit redeni ve tvaru
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Odhad parametru o°se ziska na zidkladé veliciny

s’= S(a)/(N-p) = (c,, - c;c"co)/(h-p) .(1.3)

2. Nékteré metody odhadu Féadu autoregresniﬁo modelu

Ozna&me s: odhad parametru oz za predpokladu, Ze F&d modelu je p.

Podstatou tzv. primych metod odhadu radu modelu je %alezeni ninima v
kone¢né posloupnosti vhodné transformovanych hodnot sp . Je zrfejmé, 3e

tato transformace musf znevyhodiiovat modely s prilis vysokymi hodnotami
Fadu p a dale mus{ byt do transformace zahrnut i parametr N .

T - Jednim z prvnich, kdo se zabyvali otdzkou odhadu radu autoregresniho
o . modelu, byl H.Akaike. Pri konstrukci nejlep3{ line&rni{ predikce prvku x .

S B N+l
o 3 dospél k vyrazu pro odhad rezidudlnfho rozptylu

E (X -x )%= ¢2(1+ p/N) , (2.1)

£
%

kde §u+1 se ziskd na zikladeé p predchazejicich hodnot a odhadd

agtoregresnich koeficientd metodou nejmensich &tverca. Neznémy parametr
- ¢ ve vyrazu (2.1) H.Akaike nahradil veli&inou S(4)/(N-2p) a tento
: odhad rozptylu ozna&il jako FPEp (final prediction error).

AR

T L

Vzhledem k tomu, Ze P « N, miZeme tuto veliéinu prevést na tvar

% WYy
L

FPE = (N-p) s§(1+p/N)/(N-2p) = Ss(1+2p/N)

-

V logaritmovaném tvaru byvd oznadovina jako

AIC = 1n ss + 2p/N . (2.2)

Pozdé&ji zkoumal otazku odhadu rfadu modelu G.Schwarz. Na zikladé
bayesovskych dvah o fFadu regresniho modelu jako o veli&ing s apriornim

rozdélenim dospél ke kriteriu prd odhad fadu modelu =zaloZeném na
velid&inach




In Lp(xl,...,xn) -+ plnN,
kde Lp Jje vérohodnostni funkce v modelu rfadu p . Aplikaci na
autoregresni model dostaneme transforma¢éni funkci ve tvaru

1n si + p(ln N)/ N . (2.3)

Ke stejnému vysledku doSel i J.Rissanen na ziklad& Gvah zaloZenych na
co nejispornéjsim zdznamu posloupnosti Xoooo o X

PribliZzné ve stejné dobé zkoumali tento problém E.J.Hannan a
B.G.Quinn. Jako funkci penalizujici podet parametrd navrhli )

h(N) = 2c(1ln(ln N))/N, c >1 . (2.4)
Odhad radu modelu =zaloZeny na takové funkci je konzistentni. Dikaz je
zaloZen na odhadu rozptylu pomoc{ parcidlnich autokorelac{ a na zékonu o
iterovaném logaritmu.

Pozdéji navrhli J.And&l, M.G.Perez a A.I.Negrao kriterium ve tvaru

= :
Ap— s (1+p w") , | (2.5)

N
P( Ap< Ak’ k#p) = 1 .

Konkrétné byla navrZena penalizaén{ funkce w, Ve tvaru

kde w-»0 a Nw“» o pri N +w. Za té&chto predpokladt je asymptoticky

W, =cC N, ¢c>0 , O0<a< ¥ .

Z predchazejicich poznamek vyplyvd, 2e kritérium pro odhad {adu
autoregresniho modelu miZeme obecné zaloZit na veliéinéch

Q(p,N) = (1n s:) +ph/N , (2.6)

kde h“ je neklesajici funkce N takova, Ze hu/N + 0 prfiN-»>>.
Veliéinu h“ budeme dile nazyvat penalizadni faktor.

3. Simulace

K posouzeni kvality rlznych metod odhadu radu P byly provedny
simulace autoregresnich posloupnosti do tretiho radu.Simulované
posloupnosti byly ziskdny na zéklad& vztahu (1.1), pridemZz pro t = p
bylo X, = 0 a pro zlepSeni stacionarity posloupnosti bylo prvnich 60

¢lend posloupnosti vynechéno.
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Generujic{ autoregresni koef icienty byly zvoleny nasledovna:
p al a2 a3
1 0.38

2 0.2¢ 0.36
3 0.30 0.36 0.36

Rozptyl o? velidin e, byl jednotkovy. Autoregresni posloupnosti

byly simulovany pro hodnoty N = 50, 75 100, ..., 250 , U ka3dé
posloupnosti byly pak vypolteny odhady sp prc p=0, 1,..., 7. Pro
kaZzdy rad ‘a kazdou délku posloupnosti bylo uskute&né&no 1000

realizaci. Kvalitu raznych metod ilustruj{ nasledujict tabulky, které
obsahuji &etnosti modelt pro rdzné hodnoty p . ’

N p=0 1 2 3 4 s ¢ 7
50 36 20 89 419 149 96 92 99
75 1 7 53530152 98 81 78
100 1 1 8573154 101 89 73
125 0 0 4609143 91 82 T
150 O 0 2606149 96 74 T3
175 0 O 0614137105 70 74
200 0 O 0651120 95 71 63
225 0 O 0603165 93 58 g1
250 0 0o o

635 147 72 73 73
Tab. 3.1 Akaikeova metoda pro AR(3) ‘

N p=0 1 2 3 4 5 6 7
S0 204 42168459 78 26 9 14
75 §3 39127697 53 18 9 4
100 21 9 60819 71 15 3 2
125 10 4 27887 48 20 3 1
150 1 0 11931 42 12 1 2
175 1 1 2944 39 11 1 1
200 0 0 4941 4t 12 2 o
225 0 © 0695 36 7 1 1
250 0 0 0971 27 1 1t o

Tab. 3.2 Schwarzova metoda pro AR(3)




N p=0 1 2 3 4 5§

6 7

50 226 43 171 447 73 22 7 11

5 55 40 133 691 52 17 9 3

100 21 9 60817 72 16 3 2
126 10 4 27 885 49 21 3 1
150 1 0 8 926 49 13 1 2
175 o 1 1936 45 15 1 1
200 0 o 1937 46 14 2 O
225 0 0 0942 44 11 2 1
250 0 0 0962 35 1 2 0

- Tab. 3.3 Hannan~Quinnova metoda pro AR(3) , c=1.5

N p=0 1 2 3 4 5 6 7

50 112 34 139 497 101 S5 33 29

75 42 37 123 691 61 24 14 8
100 27 11 63 816 66 13 3 1
125 14 6 37892 36 14 0O 1
150 4 4 18938 32 4 0 O
175 4 0 1095 16 & 0 O
200 2 0 6972 17 3 0 0O
225 o 1 4987 8 0 0 O
250 o o0 1994 4 1 0 O

Tab. 3.4 And&lova metoda pro AR(3) , c=0.3, @®=0.4

Z Cetnosti uvedenych tabulek je patrné, Ze Akaikeova metoda obecnd
precefiuje rdd modelu, coZ je vyrazné zejména u del3ich posloupnosti. Tato
skuteénost je ostatnézndma 2z 1literatury.0 néco lépe funguji kritéria
Schwarze a Hannana, kde pod{l pfecené&nych modell je u delsich posloupnost{

relativné nizs{, u kratkych posloupnostf je naopak ve srovnani 8 -

Akaikeovym kritériem vy35{ podil nedocen&nych modeld. Relativné nejlepsi
vysledky david metoda Andé&lova.

4. Empirické odhady penalizaéniho faktoru

Na zakladé vysledkd simulaci byla dile studovéna otézka, Jaké mezni
hodnoty penaliza&nfho faktoru lze pripustit pr'i predepsanéchybé precenénf,
resp. podcenéni radu modelu.

UvaZujme autoregresni posloupnost Ff4du p . JestliZe ma kritérium pro
volbu rfadu tvar

Q(k,N) = In si + kh N, =0,...,K , (a.1)

je minimidln{ hranice penalizaéniho faktoru pro odhad, ktery nepieceni fad
p , dédna vyrazem

1Y ! N
e o T e A
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| 3y h. = - N min (1n st - In %)/ (k-p) . (4.2)

R ,' N k>p P .
Analogicky maximsln{ hranici penalizadniho faktoru proti podcenénifidu p
lze vyjadrit ve tvaru .

h; = - N max (ln s: - 1n s:)/(k-p) . (4.3)
k<p

Na 24kladé hodnot h a h+vypoétenych v jednotlivych simulovanhych
posloupnostech 1ze si utvorit predstavu o hodnotéch pénalizaéniho faktoru
pPro rdzné hodnoty N . Nejvhodné js{ charakteristiky Jsou empirické
kvantily, které Jjsou uvedeny v nasledujici tabulce. (isla v zavorkach
oznatuji procento daného ‘kvantilu.

P N n(98) n(ss) h (90) h"(80) a*(20) n*(10) n'(s) v (@)

=ln-P O

E 5 50 7.6 5.8 4.5 3.4 2.5 1.1 0.1 -0.7
o 75 7.2 5.5 4.1 3.0 4.9 2.9 1.3 0.2
; 100 7.1 5.1 4.2 3.1 7.6 5.5 3.5 2.2
125 7.3 5.6 4.1 3.0 10.7 7.1 4.5 2.6
f 1 150 7.4 5.8 4.4 3.3 13.2  10.3 7.7 5.1
175 7.0 5.1 4.0 2.9 15.8  12.6 9.5 6.6
200 6.3 4.9 3.8 2.8 18.4 14.5 11.8 8.8
. : 225 6.5 5.2 4.2 3.1 22.1 18.4 15.6 11.4
. 3 250 7.2 5.4 4.1 3.0 23.6 19.7 16.3 12.9
50 7.8 6.1 4.6 3.3 2.3 1.3 0.6 -0.1
75 7.8 5.6 4.4 3.2 3.7 2.5 1.7 1.0
5 100 7.1 5.4 4.3 3.1 5.5 3.8 2,8 1.6
125 7.4 5.8 4.6 3.3 7.6 5.7 4.8 2.9
1 2 150 6.6 4.6 3.8 2,9 8.8 7.0 5.5 4.2
[ 175 7.4 5.4 4.1 3.0 10.9 9.0 7.2 5.8
- 200 6.7 5.4 4.1 2.9 12.9 10.9 9.4 7.4
i 225 6.6 5.2 4.2 2.9 14.8 12,2 10.7 8.6
{ 250 7.0 5.4 4.1 3.0 16.3 13.8 11.4 10.0
k ' 50 8.0 6.6 5.0 3.6 1.9 0.8 0.1 -0.4
- 75 7.4 5.6 4.4 3.2 3.8 2.4 1.1 0.1
k: 100 7.5 6.2 4.6 3.3 6.1 4.6 3.1 1.9
' 125 6.6 5.6 4.3 3.2 8.2 6.8 5.2 3.1
. F 3 150 7.2 5.3 4.1 3.0 10.4 8.4 7.3 5.7
{ . 3 175 6.9 5.2 4.1 3.1 12.4 10.4 8.9 7.0
‘ - 200 7.1 5.5 4.2 3.1 14.3  12.5 10.5 8.9
' & 225 7.0 5.2 4.4 3.1 16.9  14.4 12,6 10.4
E ; 250 6.1 4.7 3.9 2.9 18.9  16.5 14.8 12.4
o ° - .
Tab. 4.1 Empirické kvantily velié&in h“ a hN v AR modelech
Z uvedené tabulky jsou patrné relativné malé rozdily empirickych kvantild
. pro rizné rady . Ma tedy smysl spojit soubory hodnot h™ a h+pro modely o
} riznych f4dech a uréit empirické kvantily.
d

Nasledujic{i grafické vyjadrent ilustruje vztah téchto empirickych
kvantilt a penalizadnich faktord metod z &asti 2.
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