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KONTINGENCNT PARADOXY
Popularizaéni prednaska o kontingenénich paradoxech.

Dan Pokorny, Ulm

Varovdni: Clanek Kontingenénf paradoxy je moZno &fst a% po dikladném
prostudovdni pri{pravného materidlu, citovaného v 1literatufe &lénku
Kontingenéni{ paradoxy.

PARADOXY

. Jednoho dne mé&l jisty Kréfan prohléasit: V&ichni Krétané jsou 1hari.
Vyrok jest chépati tak, Ze Kréfané nelZou pouze prilezitostné, ale %e jsou
zésadovi a charakterni 1idé, ktefi 13ou z principu. Zminénou vétou o
Kréfanech vlastn& nic nerekl, ale /snad/ vynalezl pro Evropu paradox. Jakub
Maly, mimoi&dny é&len krilovské &eské spolednosti nauk, ve svém Struéném
vBeobecném slovniku vécném z roku 1881 uvadi, Ze "paradoxni /je/ v3e, co se
piiéi obecné domnénce, tfeba to bylo pravdivé; paradoxon - tvrzeni takové".
Stru¢ny etymologicky slovnik z roku 1968 vysvétluje “paradex /jako/ vyrok
skute¢né nebo zdénlivé protismyslny". Slovo je sloZeno z reckych ¢&asti
‘para-", vedle a “doxa", minénf{. :

Ne v8Se, co se prrié{ vSeobecné prijatym mySlenkdm nebo co je
protismyslhé, pocifujeme jako paradox. Paradox Je néco, nad &im na% “rozum
zlstdvd stat", ba spife néco, nad ¢im .se nd$ rozum nemi¥e zastavit.
Uvérime-1i, 2e v3ichni Kréfané jsou lhai, musime v 2apéti uvérit, Ze jimi
nejsou, coZ nds vede k tomu, Ze jimi prece Jjenom jsou atd.

Galileo Galilei poloZil ot&zku, zda je prirozenych &isel 1, 2, 3, 4, 5,
... vice nebo stejné neZ &tvercd piirozenych &fsel 1, 4, 9, 16, 25, ... .
Na tuto otdzku dostal dvé spravné a navzidjem si odporujici odpovédi.
Zvlastn{ stav, do kterého je nase mysl uvadéna paradoxem, je snad nejlépe
vystiZen slovy jednoho z hrdind Vladimira Ren&ina: "Podivejte! A predstavte
- 8i, Zze Gpln& stejné jsem rozpolcenej! Vnitrné&!"

Paradoxem neni nedekané a prekvapujici tvrzeni nasim rozumem
akceptovatelné. Napi.: "Sné2ny mu% Zije". Nebo: “Jako lemma byl v prednisce
o exaktnich testech predveden deterministicky polynomidlné slozity
algoritmus obchodniho cestujicfho zaloZeny na jednoduchém triku. Proto,
mimochodem, PN=P". /Pozn.: Algoritmus v prednidSce nebyl prFedveden vzhledem

k Casové tisni zplsobené diskus{i ke gnostické teorii/. Paradoxem také neni
© tvrzeni, pri&fci se vseobecné domnénce "1+1=3 /asymptoticky/", které je
pouze nesmyslem.

Matematik a filosof matematiky Petr Vopénka popisuje paradox jako stav,
kdy se do rozporu dostanou dva nebo vice Jevl, vSechny pro nis cenné a
ddlezité. Na rozdil od sporu, antinomie, lze paradox principidlné resit za
cenu znevéZeni jednoho z jevld vstupujicich do paradoxu. ReSeni paradoxu

tedy neni{ u&ené vysvétlen{ zdinlivého rozporu, ale rozhodnuti treba i
bolestné, kriZovatka védy, ze které je nutno vykroéit a na kterou bude
moind treba se i vracet. Paradox Kréfana nefeSime prostym “zavedenim
porddku" do formalni logiky, ale rezignaci na viru v neomezené vyjadifovaci
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schopnosti 1lidské fe&i. Paradox Galileiho lze fesit bud zneviZenim
tisfcileté intuice pojmu: "mnozstvi" nebo znevéZenim abstrahujic{ predstavy
nekoneéna. /Vopénkovy uUvahy tlumodeny volné a svévolné/.

V tomto &lanku se budu vénovat ndkterym znidmym i méné Znamym
nepi‘{ jemnym vlastnostem nejbé&Zznéj&ich mér a statistik souvislosti v
dvourozmérnych kontingenénich tabulkdch. Na umélych prikladech budu
demonstrovat, Ze tyto dlvérné znamé postupy mohou statistika privést pred
jeho klientem do situac{ zna&né delikatnich. Ctenaf necht si pak sam
promy$li, jak by se coby statistik z téchto situaci wvylhal jak pred
klientem, tak sam prfed sebou. Co by znevaZil - zda béZné statistické
postupy, celou matematickou statistiku, sebe jako némezdného klauna této
védy nebo klienta s jeho ndboZnou Gctou k exaktnim védam.

KONTINGENCNI REPETITORIUM

Budenme sledovat vlastnosti statistik v RxC kontingenéni tabulce

X =£s(a.-e ) /e."
ij ~ %ij ij

Y =2%3Ta.. 1n (a,, / e,.),
ij ij 7 ®1ij

majici asymptoticky rozdé&leni x2 s (R - 1) (C - 1) stupni volnosti.

Pro 2x2 tabulky se budeme v&novat nasledujicim miram a statistikam:
- Fisherlv test, '

~210garitmické integraéni statastika, navrzend Goodmanem:
W™ = (ln (a11 a5 / a, a21)) / (l/a1 + 1/a,, + 1/a,, + 1/a,,), kde za

1 12 21 227"
aij = 0 dosazujeme hodnotu 1/2
- CROSS = (a11 a22) / (a12 a21)
- YULE Q =’(a11 a,, " 34, a21) / (a11
= (CROSS + 1) / (CROSS - 1).

8y, * 8y, 85) =

PODOBENSTVI 0 KRITICKYCH HODNOTACH

Obecng platf, Ze &im vét3i je poclet stupfil volnosti d, tim vétsi je

kritickd hodnota Kd. Pro velkd d roste prislusnd hodnota Kd. priblizné

linearné. Cim vé&ts{ ésou dimense tabulky R, C, tim vétsi musi byt hodnota
statistiky /napf.: X°/, aby test prokazal hypotézu souvislosti v tabulce.
Cim vice Udaju s&itame, tim jsou prisnéjsSi nade kriteria. Lze zavést
nasledujici podobenstvi:

d, poéet stupni volnosti ... vyska ¢lovéka
Kd' kriticka hudnota ... nejvétsi pramér hlavy, ktery u

-

&lovéka vydky d jesté povazZujeme
5 za umérny,
X“, hodnota testové _statistiky ... primér hlavy jistého ¢lovéka
testové kriterium X~ = Kd ... "ten &lovék ma velkou hlavu".
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Pi{klady: T

i Jedinci s nevelkou hlavou

/nevyznamné/

Jedinci s velkou hlavou
/vyznamné/

Véimndme si hodnct K " /pro hladinu 0,05/ a poméra K 4 /7 d:

d Kd Kd/d
1 3.84 3.84
2 5.99 3.00
3 7.81 2.60
4 9.49 2.37
5 11.07 2.21

Vidime, 3e analogie platf j potud, Ze "dfté ma relativné véts{ hlavu”.

Uvahu o hodnotich k d Jsem provedl proto, abych &tenari vsugeroval, 2e

"pfiddme-1i do tabulky néco, co plispiva Souvislosti", mi3e sge vysledek

testového kriteria - vzhledem ke zménénym stupfitm volnosti - zménit
véelijak, ale hodnota statistiky by nemsla klesnout. Pok

mySlence nezfsks patriény citovy vztah, pak né&které
prikladd mu nepripadnou paradoxnf.

PARADOX O ZATOULANE KRYSE
Déjstvi 1

Badatel: Léta Pracuji s krysami a najednou mé napadlo, %e sice ne vSechny
samice koj{ mlidata, ale prece Jenom:

Samice kojf mlad'ata ¢astéji, ne: samci.

Tak jsem to zaZal pozorovat a tady mate protokol:

KoJt NEKOJ1
SAMICE 11 13
SAMEC o

11




Myslite, 2e to mohu-publikovat?

Statistik: Dobra, vasi hypotézu o souvislosti pohlavi a kojeni budeme

tﬁstovat logaritmickou interakéni §tatist1kou ... okamzik ...

We = (In ((11 x 11) 7 (13 x 0.5)))" /7 (1/0.5 + 1/11 + 1/11 + 1/13) ...
éili e

W =3.79 < K1 =3.84 ..., ... nevyznamné ...

. lituji, va3e hypotéza, Ze mladata koji samice se neprokazala.

Badatel: /odchazi, brblaje cosi o uZiteénosti védy statistické/.

Badatel: Na£li jsme pod kotcem jeden ztraceny zéznam, tak vam ho tu pro
aplnost nesu, opravte vypocdty. '

Nebyde to asi k nifemu, predstavte si:

jeden samec kojilt

Statistik: No dobri, tak tedy to mime tabulku:

KoJt NEKOJ
SAMICE 11 13
SAMEC 1 11

W2 =3.95> K, = 3.84

No vidite, ted je to vyznamné.
Samice koj{ Castéji neZ samci. Gratuluji!

Badatel /hne brvou/: Ale jak je to moZné?!

Statistik /nehne/: Vy jste neslysel o vyjimce, kterd potvrzuje pravidlo?
/Pro sebe mumld odbornicky/: ... nékdy jsou kontaminovanid data dokonce
leps{. :

kterou md statistika “2 a 2édga JinA z vySe popsanych mér a statistlk.
ZneviZena je proto statistika W pro 2x2 tabulky.

POMOCNY PARADOX V PODTABULCE
Vybereme-1i 2z tabulky podtabulku, napr.
3 ) .
0 1
3 2§ d=2 d=1
F{iki nim 1ntu1ce. %e souvislost v podtabulce miZe byt vice i méné vyznamné,
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protoZe v podtabulce je "méné zdvislosti™, ale i méné stuplid volnosti /zde
2, resp. 1/. "Ménsd zavislosti" v této intuici odpovid4d mens{ hodnoté
statistiky. V nasem dobenstvi, v podtabulce ekame mens{ bytost s mens{
hlavou. Statigtika nés zklame: jejf hodnoty v 3x2 tabulce a 2x
podtabulce jsou

X2 = 3.6 X% = 4.0

Obecné “slugné* chovani{ Y2 a moZné chovani X2 lze znazornit:
Y2 | ’ X2

PARADOX APOLINARSKY

Méjime . zdravotnické zarizenf Z s dvémi klinikami V a A /venericki a
protialkoholnf/. Na tyto kliniky prichézej{ pacientky s rGznym stupném V
nebo A obti%f, né&které z nich jsou po wylé&ent posfliny k dolédeni
komplikacf{ na sousedn{ kliniku. Ukolem statistikovym bylo zjistit
souvislosti mezi stupném obtfZf V a A. Ob& veliginy byly sledovéna na
8kdle: 1-t&zke, 2-stiednf, 3-lehké, 4-2&dné obtiZe.

V tabulce 4x4 byly Zetnosti:

Cetnosti ) adjustovani residua

Vi v2 v3 va Vi v2 v3i wva
0 0 0 -.9 —':9 -.9 +2.4

Al

A2 2 2 2 o
A3 3 3 3 0
M S S 5 13
10 10 10 16 46

T T -1.9
9 .9 .9 -2.4
-.8 -.8 =-8 +2.1

8000
S

Test Xz ukdzal, %e souvislost nenf vyznamnd prokéz&na:
X =153 < K, = 16.92

Sdéliv to zklamanym lékarskym vyzkumnikim, 2zamyslel se statistik nad
tetnosti 13 v politku A4-V4, V diskusi se ukézalo, Z%e nejde o 1é&bu
zdravych pacientek, ale omylem zapol{tand sestl'iéky obou klinik.

Statistik vysvétlil, 3Ze prispdvek polf&ka A4-V4 k hodnoté Xz Je
neopravnény; 2Ze vdak ax;& nelze do tohoto poliéka dosadit &etnost 0, ktera
by k celkové hodnoté také prispivala. Je nutno se drZet modelu. tzv.
kvasinezédvislosti a do poliéka A4-V4 dosadit takovou hodnotu, aby rozdfl
této hodnoty a nové vypoltené olekdvané hodnoty byl nulovy. V piripadé pouze
Jednoho polféka, které Je strukturaing nulou, 't. J. neobsazené Jiz 2z
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definice vybéru, ge tato Vypolita snadno:

]
g = (r4 - a44} . (k4 - a44)_/ {m - Ty - k4 + 344) a 3,

Statistika by méla byt mensf; polet stupig volnosti se zmens{ o1,
Rekl, u&ini}.

Lékattm fek]: 2 |
X" =18 <K, < Ky < x§= 15.3,

Pavodn{ ‘tabulka byla hevyznamng, vyloudili jsme vliv poli&ka Ad-Va g velkya
v¥zZnamns. ‘

residudlem +2.1, takZe tabulka Je ted

Pak lékari zadali pit a statiétlk prestal nebo haopak, j4 uZ nevin.

PARADOX O KONTROLN! SXuUpINE

R uprimnosti. 24dali doporuden{ Pro plén hlavnfho exXperimentu. Pokyg
byl Prosty: osobsém bilp » havedenym a kontrolnim PoloZili otézku: *Jate

blbej nebo havedenej?* Bilbg odpovidali, 3ze bilb{, nivedeni. Ze(navedeni.
kontrolng osoby Prizndvaly v Poloviné pifpadf to, v poloving o .

odpovéd’
B N
B  —
osoba N 0 2
X 1 1
. Hodnocen{ X2 testem: X%= 5.866 > K, = 5.84

Statistik doporuéil: Je to vyznamné na Stj Procentech, ale jen o fous.
Proto doporuéuji: a/ experiment provést,

b/ z2dvojnisobit kontrolng vzorek.
Vie pak klaplo, zcela piesné jako v pilotszi:

odpovéd’

B N
B [2a 0
osoba N 4] 2
K 2 2

2, x2

Hodnocenf ¥ testem: = 5,833 ¢ K2 = 5,84
nevyznamné!
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. mySlenku, 2ze od nyndjska ‘“sniZovdnim rozsahu souboru ziskividme na
. prikaznosti a Setiime ‘celospoledenské niklady".

-3 Psychologové mu zcela spontdnné poloZili otézku, kterou predtim kladli
" 3 . probandQm.

* ,J ‘ZnevéZeni: Posledni tfi paradoxy se tykaly vlastnosti statistiky XZ. o

-4 [ statistice Y2 Je naopak 0, 2e tyto neZadouci vlastnosti nema.

- Historicky star#f statistika /navrZend zaldtkem stoleti K. Pearsonem/ je
vypotetné nendroéni, jejf vzorec je velmi "prihledny” a vysledky snadng
1nterpretovatelr_1é. Ja* upozornil v diskusi I. Vajda, na rozdfl od Y
nenabyvé statistika X™ svého minima prfi volbé eij = rikj / m, ale pfi

hodnotéch pon&kud odliZnych. Tato vlastnost stoj{ v pozad{ demonstrovanyc
paradoxd. MlZeme proto ne zatratit, ale poné&kud znev4%it Pearsonovu
3 > statistiku. /Ostatné to uZ moZnAd u&inila pred némi pan{ Pearsonovi/. 2Z
¢ }-  trochu obecnéjsfho pohledu miZeme znevaZit intuitivné "dobré a rozumné
£ pledpoklady”, které se v matematice &astec a snadno dostavaji do sporu s
Jinymi predpoklady, intuitivn® stejné dobrymi a rozumnymi.

PARADOX MARGINALN?

Organizatori konference ROBUST si cht&li ovérit oblibu této akce u
odborné verejnosti. KaZdému z 8 540 respondentd poleZzili tri otazky:

3 /1/ Jste muZz nebo Zena? .

b ' /2/ Jste statisticky expert nebo laik? /Do kategorie laik byli
zahrnuti experti v nélem jiném, experti v nidem a experti ve viem/.

/3/ Preferujete konferenci ROBUST nebo COMPSTAT?

Hypotéza, kterou organizatori radi prokézali, hovorila o souvislosti
expertstvi ve statistice a preferenci ROBUSTu. Vyhodnocen{ vysledkll z obou
sledovanych soubord bylo proto velkym zklamanim.

W21 ZENY:

3 ROBUST COMPSTAT ROBUST COMPSTAT
expert 1000 240} 1240 expertka 200 600 800
laik 2500 500| 3000 laicdka 1000 2500 3500

3500 740 4240 1200 3100 4300
" & x§= 4.4 Xo= 4.1
Y°= 4.3 Y'=4.2
Q = -0.091 Q = ~-0.091

Témér shodnymi hodnotami statistik vy%lo v obou souborech:

EXPFRTI PREFERUJI COMPSTAT -
EXPERTKY PREFERUJI COMPSTAT

Pro publikaci byla piripravena jen ‘sumarizujic{ tabulka, bez &lendni na
podsoubory:




LIDE:
ROBUST COMPSTAT
expert 1200 840 2040
laik 3500 3000 6500
4700 3840 8540
X2= 15.5
Y2= 15.6
Q =0.101

Hodnoty statistik jsou vzhledem k vét$fmu vzorku vyznamné&js{,
souvislost vyjadifend Yuleovym Q ma& zhruba stejnou intenzitu ... a opaé&nou
orientaci, experti/tky preferuji{ ROBUST.

Nase zkoumdni lze shrnout do dvou vét:

EXPERTI I EXPERTKY PREFERUJI COMPSTAT
EXPERTI A EXPERTKY PREFERUJ{ ROBUST.

Znevazeni: I kdyZ vime, 2e parciilni a margidlni asociace ve vicerozm&rné

kontingenéni tabulce se mohou podstatn& 1i%it, presto nis /nebo alespon
mne/ tento priklad uvadi v GZas. MaZeme detailné studovat kteroukoliv
jednotlivost prfikladu; to, s &im se téZko smifujeme, je celek. Situace tim

pripomind znimy obrizek do sebe uzavieného a do nekoneéna vedouciho
schodisté. :

"Margindlni paradox" neni - narozdil od predchozich - z&visly na volba
konkrétni{ miry &i statistiky; to co zde selhava, je nase zfejmé
zjednodusend intuice samotného pojmu souvislosti.

BAJKA SIMULACNE

Na -Lutherové université wittenbergské Zili, pracovali a o
kontingenénich tabulkach piremyZleli prof. Helmuth Enke a Jeho mlady
aspirant, dr. Malte Bismarck.

Prof. Enke byl pritelem Jednoduchych vypocetnich postupd,
nepotrebujicich po&itade ani jinAd dila d4blova. Ve snaze osvobodit
statistiky od tumornych vypoé&td Fisherova exaktniho testu a zklamin mnoha
nectnostmi PeaEsonovy X statistiky, wupnul své nadéje k maximilné
vérohodnostni Y~ statistice. Dr. Bismarckovi uloZil, aby ovéril hypotézu,
ze vysledky Fisherova a Y®-testu vychizeji souhlasné tak zhusta, 2Ze oba
postupy jsou prakticky vzidjemné nahraditelné. Dr. Bismarck badal a s
Gzkosti si vSimal vSech situaci, kdy oba testy vychazeji nesouhlasné a
zdrahal se hypotézu prof. Enkeho potvrdit. ProtoZe se aspirantura Dr.
Bismarcka zvolna chylila ke konci, rozhodli se, Ze otazku rozfesi Jjednou
provzdy simulaénim pokusem.

Prakticky vyzkum, jehoZ vysledky pravé analyzovali, jim poslouzjl jako
vzor pro design simulaénfiho pokusu:

/a/ Bude generovidno 80 objektd s dvéma® nezavislymi dichotomickymi
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velidinami;

/b/  Vznikl4 tyfpoinf tabulka bude testovdna na hlading s procent
Fisherovym a -testen; .

| /¢/ Takovych &tyfpolnich tabulek bude 22.

-V diskusi s kolegy prof. Enke a dr. Bismarck vyjadrili zasadng ochotu
snit pocet objektd i predpoklad nezdvislosti veli&in; na &em? vsak
kategoricky trvali, byl celkovy polet tabulek 22. Jaky ma smysl, ptali se,
simulacemi modelovat analyzy desetitisich tabulek, kdy% tak rozsshlé
problémy v praxi stejn# nikdo neffesj.

U ka2dé z 22 tabulek zaznamenali vysledky obou testd a vie shrnuli do
Jedné Etyrpolnt tabulky:

VYZNAMNE NEVYZNAMNE
FISHER VYZNAMNE 1 ] 0 1
NEVYZNAMNE 1 20 21
2 20 22

Prof. Enke analyzoval tabulku Yz-testem a pomyslel si;
3 'Yz = 5,36, ale sou;islost mezi testy se prokazala, je tedy leps8i uZfvat
+ vypoletné neniroény Y.

Dr. Bismarck analyzoval tabulku Fisherovym testem a pomyslel si:
*Fisher = 0.0909, hle, souvislost mezi testy se neprokdzala, je tedy leps{
pouz{vat presny. Fishertv test".

, Prof. Enke a dr. Bismarck sl podali ruce a fekli nahlas:
' "A je to jasny“!

* PRVNI KONEC BAJKYs

V Jjiném z moZnych svétd to dopadlo pravé haopak: Yz—test souvislost
. mezl testy neprokizal a Fishertiv test ano. Katastrofalnimi dasledky, které
- to vz4pett vyvolalo, se musela na wittenbergské universiteé Zzabyvat fFada
» odbornych a spoleéenskych organizaci:

- spole&nost Pro matematiku a fyziku, "
Gesselschaft fur Mathematik und Physik,
- podspole&nost pro matematiku, "
‘ Untergesselschaft fur Mathematilk,
- nadspolednost pro védu a vyzkum,
Forschungswissenschaftliche Obergesselschaft,
" - statistické bratrstvo, "
= i . Statistische Bruderschaft,
' .~ dataanalytické sesterstvo, - '
Dataanalytische Schwesterschaft,
- odborovy svaz pracovnikd v kontingenénich tabulkéach,
: Kont1ngenzgewerschaftsbund,
' - zemédé1lgké druzstvo, které se do aféry zamichalo omylem,
- Landwirtschaftlich Produktionasgennossenschaft Sluschwitz,
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- a dalsi.

Koneéné slovo musel rici sam rektor.

X

X| Prof. Enke analyzoval tabulku svym oblibenym Yz—testem a rekl si:

"Hle, souvislost mezi testy se neprokézala, dr. Bismarck mél pravdu. Budu
pouzivat Fishera"!

Sou¢asné dr. Bismarck analyzoval tabulku svym oblibenym Fisherovym
testem a Fekl si: “"Hle,,souvislost mezi testy se prokédzala, prof. Enke mél
pravdu. Budu pouZivat Y -test".

Rekli, uéinili.

Prof. Enke reanalyzoval tabulku svym nové oblibenym Fisherem a ekl si:
"Hle, souvislogi mezi testy se prokdzala, prece jenom jsem mél pravdu j4.
Budu pouZzivat Y -test"!

Soudasné dr. Bismarck reanalyzoval tabulku Yz-testem-é rekl si: "“Hle,
atakddle, budu pouZfvat Fishera"! /Ctendrf nyn{ bude pokradovat ve &teni od

znacky Xy » 1 kdyZz se proto nikdy nedozvi, co nakonec ekl rektor/.

A tak prof. Enke a dr. Bismarck po¢itali a poéftali, zatahovali do
sporu dals${ kolegy, z nichZ ti nejpilnéjs{ ménili ndzor { dvacetkrat denng.

Enke-Bismarckdv problém nakonec université pohltil veskeré kapacity
lidské i vypofetni a hrozil, Ze proval{ starobylé universitn{ zdi 2 ochrom{
celé mésto. - '

V této situaci spoledenské organizace moudie rozhodly prestéhovat
zbytky university z Wittenbergu do Halle. Posledn{ slovo ovSem musel rici
sam rektor: “Narizuji, 2Ze napristé se na jednou sebrani data smi pouzit
pouze jeden statisticky test a to pouze jednou".
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