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ANALYZA EXPERIMENTO S KVALITATIVN! ODPOVEDf

Josef Machek, MFF UK Praha

1. Ovod

Ve vSech oborech vyzkumné &innosti jsou velmi <&asté experimenty, pri
kterych se na jednotlivych experimentalnich jednotkdch neméfi hodnota
néhodné velidiny se spojitym rozdélenim, nybrz zjisfuje se pritomnost ¢&i
nepfitomnost urditého kvalitativniho =znaku nebo se Jjednotky tridi do
nékolika skupin /kategorii/ podle jednohao nebo nékolika znakd. Napf. pri
srovniani nékolika terapeutickych prostifedkt v klinickém pokusu je u kaZdého

ofetfeného jedince zaznamenino, zda do$lo k Gplnému uzdraveni skategorie Al

znaku A/, &Asteénému zlepZeni /kategorie A, znaku A/, &i nenastalo Zadné

2

zlepSeni /kategorie 'A3/ . Vysledky takovych pokusd byvaji =zaznamendny v

tabulce nasledujiciho tvaru /tzv. kontingenéni tabulce/:

Kategorie Kategorie znaku B

znaku A B B ... B, ... B
1 2 J c
A : P11 T2 o0 My o Pie Mo
Ay Nap DPag -+- My -e- Ppe "o
A, n, n, n, . n, n,
i i1 i2 ij ie io
A 1.,
r rl re rj rc ro
n n «e. N, ... N n
ol o2 oj oc

Takovd kontingenéni tabulka vyjadfuje nejcastéji Jjednu ze dvou

. nésledujicich experimentalnich situaci:

a/ Kategorie znaku B /tj. sloupce tabulky/ odpovidaji rdznym
experimentdlnim podminkdm, rdznym "oSetrfenim" a kategorie znaku A riznym
moZnym kategoriim vysledku. Pak 2znadéi noj podet jednotek, na kterych bylo

zkousSeno osetreni Bj’ nij pofet jednotek s oSetrenim Bj’ u kterych byl
zjistén vysledek Ai a ngo celkovy podet vyskytd vysledku Ai pri vsech
ofetfenich. Cilem analyzy je zjistit, zda pravdépodobnosti rdznych vysledkd
Ai pri rdznych oSetrenich, Bj’ reknéme Pij’ Jjsou &i nejsou zavislé na j,
tj. ovérit hypotézu Pij = Pi pro vSechna j = 1,2, ..., ¢ a pro vSechna i =

1,2..., r. Test této hypotézy je 2znadm jako "test homogenity". Je-li
hypotéza splnéna, pak osSetfeni se nelisi ve svych G&incich. Jde o 1ulohu
obdobnou analyze rozptylu pri jednoduchém tridéni.
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b/ A a B jsou dva ruzné znaky, n znaci celkovy poclet pozorovanych jednotek,
n.lj podet jednotek, u kterych se vyskytla kategorie Ai znaku A souasné s

kategorii Bj znaku B, n., celkovy pofet jednotek se znakem Ai a noj celkovy
podet jednotek se Znakem Bj' C{lem analyzy je ovéfeni, zda znaky A a B

jsou navzdjem nezavislé éi nikoliv, tj. ovéreni hypotézy, ze
pravdé&podobnost soudasného vyskytu kategorif Ai a Bj' Pij’ je rovna soutinu

pravdépodobnosti Pio varianty znaku A pravdépodobnosti Poj varianty Bj
znaku B; test hypotézy P1j = Pio'Poj pro vSechny dvojice i,j je znam pod
nizvem test homogenni nezavislosti.

Mezi uzivateli statistickych metod je asi nejrozirenéjsf - pro oba

typy hypotéz - test zaloZeny na nisledujici znamé skutednosti: jestliZe
marginalni d&etnosti Ny noj jsou dost velké /zpravidla se 24da, aby

nio.nbj/n z 5 pro vdechny dvojice i, J; podrobn&j&i diskusi lze najit v [1]

a [21/, pak statistika

r c 2
2 _ (niJ - nio.noj/n)
X ' nio.no./n
i=1 j=1 J »

ma v pripadé a/ za platnost hypotézy Pij = P /pro viechny dvojice i, j7 av
pfipédé b/ za platnosti hypotézy Pij = FHIEPOJ rozdéleni‘x2 s (r-1)(c-1)
stupni volnosti. Prekro&i-1i statigtika x vypoétené- z konkrétnich dat
100(1 - a)%-ni kvantil rozdéleni x~ s piislusnym poltem stupiid volnosti,
povafuje se hypotéza homogenity, -resp. hypotéza nezavislosti za pochybnou,
zamité se.

Pravé popsany test nema prilis velkou G&innost, protoZe nen{ zamér'en
proti specifickym alternativam, je prilis universalni. Zavéry, které lze po
Jjeho uskutednéni udélat, jsou takée prilis vieobecné. Predmétem tohoto
referatu jsou proto nékteré dalgi zplisoby analyzy kontingen&nich tabulek,
kterymé l1ze v urditych zvlastnich pripadech doplnit nebo nahradit tradiéni
test x .

2. Odpovéd s ordinalnimi kategoriémi

fikame, Ze kategorie Al, Az, e s Ar znaku A jsou ordinalni /nebo Ze

znak A je ordindlni/, jestlize je lze usporadat do néjakého prirozeného
poradi, jako kdyby klasifikace byla zaloZena na ndjakém m&ritelném znaku;
napi. pokusnéd osoba splnila dany ukol v psychotechnickém testu bez nesnaz{

a spravné /kategorie AI/' s potiZemi, ale spravné /kategorie AZ/, s chybami

/kategorie A3/, vibec nesplnila /kategorie A4/. Pro analyzu kontingenénich

tabulek s ordindlnimi kategoriemi lze modifikovat nékteré poradové testy,
jak uvadi E. L. Lehmann [4].
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2. 1 Srovndni dvou odetfeni pri  odpovédi s ordindlnimi

k. kategorienmi

Necht nU, resp. n12 i=1,2, ... ,r, znad{ poZet vysledkd z kategorie

Ai pri prvnim, resp. druhém oSetfeni Ny n., celkovy polet jednotek, na
nichZ bylo zkouseno prvni, resp. druhé oSetreni n. = n., + n,, celkovy
poet vysledkd z kategorie Ai a kone&né P11 a Piz pravdépodobnost vysledku
Ai Pfi prvnim a druhém ofetfeni. Test hypotézy Pil = P12' i=1,2 ... ,r,

. tj. test hypotézy, Ze nenf rozdilu mezi oSetienimi, proti alternativnimu
L typu "P11 - P;, Je rostoucf funkcf i lze odvodit ze znamého Wilcoxonova

testu. Na jednotky z tésze kategorie Ai se pohlfZi jako na jednotky, u

kterych doflo ke shodé pozorovanych hodnot ‘v obvyklém Wilcoxonové testu,
tzn., 2e se jim priradsf stejné "poradf" rovné aritmetickému - priméru
potadovych &isel, kters by tyto jednotky dostaly, kdyby klasifikace byla
zaloZena na veli&iné se spojitym rozdélenim a sestrojf{ se statistika
v obdobnd Wilcoxonové statistice W = soudet poradovych &isel jednotek s
" ofetfenim 1. Testova statistika m& tedy tvar

nlo+1 n2°+1
W=n11 +n21(n1°+ —2)+...
nro+1
* ..o 4,0, tn, +... B, — 3 )

Za platnost hypotézy nulového rozdilu mezi oSetrfenfmi m4 statistika W
asymptoticky normdlni rozdéleni se stfednf hodnotou

EW) = nolfn + 1)72
4 8 rozptylem

3
Var(Ww) = {(“01'“02)’12} . {n +1 - Z(Nio - nio)/n(n—l]}.
Hypotéza P“ = Pi2’ i=1,2, ..., r se tedy zamita ve prospéch zmin&né
alternativni hypotézy, kdyz
1/2

W > EMW) + u, . (var(W))

2. 2 Srovninf ¢ > 2 odetfens pri odpovédi s ordinilnimi
- kategoriemi

Pr'i analyze dvojrozmérné kontingenéni tabulky, wve které sloupce
odpovidaji osetrfenim a radky ordindlnim kategorifm vysledku, lze pouzit
analogie Kruskalovy—Wallisovy statistiky pro neparametrickou analyzu
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rozptylu pri jednoduchém tridéni, toti2

o . R?i £@}-a)
kK= n(n+1) 2: n,; - 3(n+1y } 4 { 1+ n(n+1) }'
j=1

kde nj jsou rozsahy. vybéra, Rj soutet poradovych ¢&isel prirfazenych
Jjednotkdm z  j-tého vyb&ru pfi usporddani vSech n = ; nj Jjednotek

podle velikosti a di polet Jjednotek se stejnym poradovym ¢islem, i-tym

podle velikosti. Pri aplikaci na kontingenéni tabulku s c oSetrfenimi a r
kategoriemi odpovédi dostane - jako pri postupu z predchédzejiciho odstavce
~ vSech n., jednotek s vysledkem z kategorie Ai stejné poradové &islo rovné

Do * Pgg ¥ o0 ¥ Pjy 0t (B * 172
takZze bude
r
Rj = 2: nij [n10 *h, t.. 4 (nio + 1)/2],
i=1
di = nio'

Za platnosti hypotézy, %f mezi osSetifenimi nen{ rozdilu, m& statistika K
asymptoticky rozdéleni x s (c - 1) stupni volnosti. Rozdily v a&¢incich
oSetreni se tedy povazuji za statisticky vyznamné na hladi vyznamnosti o,
kdyz statistika K prekro¢i 100(1-a)%n{ kvantil rozdéleni x s (c-1) stupni
volnosti.

2. 3 Test nezdvislosti dvou ordindlnich znakii

V pripadé, Ze kontingenéni tabulka obsahuje vysledky n nezavislych
pozorovani tiidénych podle dvou ordinilnich znakd a Z4d4 se ovéfeni jejich
nezavislosti proti alternativn{ hypotéze typu “"vys3{ kategorie znaku A se
vyskytuj{ &astéji ve spojeni s vySsimi kategoriemi 2znaku B" /pripadné
naopak/, lze pou2it testu odvozeného ze Spearmanova koeficientu korelace

rg = 1 - 6D/(n3 - n),

kde
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R
(X

a S jsou poradova c¢isla pozorovani Xi a Yi v nidhodném vybéru n dvojic
Y ]

i
il

P#i aplikaci na kontingenénf tabulku s obéma znaky ordindlnimi se
priradf{ vsem jednotkdm s kategorii Ai znaku A-a zarovefi s kategorif Bj

znaku B /tj. v3em jednotkdm v poli i, j kontingenéni tabulky/ poradové

¢isla Rij a Sij rovné

n, +n, + ... +n, ; + (n, + 1)/2,

Rij ™o * P20 * i-1,0 io

Sij SOy v Dyt v ng gt (noj + 1)/2.

Veliéina D ve vzorci pro rqg pak je rovna

‘2 asymptotickych vlastnosti Spearmanova koeficientu korelace pifi vyskytu

stejnych pozorovini /tzv. vazeb/ pak plyne, 2Ze statistika rg mid =za

platnosti hypotézy nezdvislosti znakd A a B asymptoticky normilni rozdé&leni
se stFedni hodnotou

c
1 .
E(r ) = —s 2: (n - ny 2: 5 n_.) }
. Z(n = n) { j=1 oJ

s rozptylem

1 io nio
Var(rs) = =07 {[1 - 3 ].[1 -

]}

3. Analyza odchylek pozorovanych ¢etnosti od hypotetickych

Jak jsme poznamenali uZ v dvodu, univerzilni test xz pouzitelny k
testovidni homogenity i k testovani nezavislosti dvou znakl, poskytuje jen
velmi obecny zAvér typu "oSetreni maj{ rdzné uéinky", prfipadné “znaky A a B
nejsou vzédjemné nezavislé". K podrobnéjsimu rozboru povahy rozd{ld mezi
oSetfenimi nebo charakteru zavislosti mezi znaky doporué¢ S. J. Haberman
[5] analyzovat jednotlivé s&itance skladajici statistiku x“, tzv. normované
residuidlni odchylky

e,. =(n,, - .n_./n)/ (n;, .n /1'1)1/2

ij i Mo 0J io"0j
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Normované- residudln{ odchylky e, 3 majf{ - za platnosti hypotézy homogenity,

pitipadné nezévislosti - asymptoticky normdlni rozdé&leni s nulovou stiedni
hodnotou a 8 rozptylen \I1 § JehoZ maximélné vérohodny odhad je

A
[}
VU = (1 - nm/nlll - nojln)._

. | |
Tzv. modifikovens rezidua dy, = 91,/("1_,’1/2 majf tedy - za platnosti

testované hypotézy - pii velkych rozsazich vybérd pfibliZné norméinf
rozdélen{ s nulovou stfedni Wou a 8 Jednotkovym rozptylem. S. J.
Haberman doporutuje doplnit test x° jednoduchou grafickou analyzou téchto
modifikovanych residuf, napf. sefazenim hodnot d1 Jpodle velikosti v

posloupnost

A1y 9¢2yr oo+ 19¢re)

a studiem grafu bod

Mgk - 1)/03re + 1) d))e ¥ = 1020 .o ey

¥

kde. up znad{ 100p%n{ kvantil rozdélen{ N(0,1). /Misto UseZek
[
“(3&-—1) /(3rce1) 1ze také poulit tabelovanych stfednich hodnot poitadkovych

statistik vybéru rozsahu rc z N(0O, 1)/. Za platnosti testované hypotézy

budou body seskupeny - aZ na nihodné odchylky - kolem primky prochézejicf
polétken se smérnic{ 1. Residua, jejichZ obrazy se od této primky vyrazné

odchylujf, odpovidaj{f tridém, ve kterych je hypotéza nezivislosti,
eventudlnd homogenity, porusena.

4. Mnohonésobné srovniévén{ nékolika odetfen{

UvaZujme dvojrozmérnou kontingenéni tabulku jako v oddflu 1, ve které
81. Bz. .Bc /tj. sloupce/ odpovidaj{i rtznym “oSetfenim” a Al.‘Az.

.Ar /tj. radky/ ridznym kategorﬂn_ _odpovédi. Nékdy Je jako zavér analyzy

takovych dat pi‘ijatelny rozklad skupiny c oSetfen{ na takové podskupiny, Ze
ofietfen{ z jedné podskupiny se mezi sebou nelisf, zatfmco oSetfeni z
riznych podskupin ano. Pro feseni takovych Gloh navrhl K. R. Gabriel [6]
simulténni test odvozeny z testu pomérem vérohodnosti /souvisejfici také se
statistikami odvozenymi z teorie informace [7]/.

Necht P je dand skupina p oZetrfen{. Oznalme n‘; = Z n g
' jeP
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r
4n: - Zn‘: . K ovéfen{ hypotézy "PU-: P, pro vSechna j € P* ge usfvé

i=1
statistiky

. r r
P P P P
I(P) = Z Z nu.ln nu - Z noJln n‘_,J - Z ni.ln n, o+ n, in n,.
JeP im1 ‘ |

Za platnosti testované hypotézy m& velidina 2I(P) asymptoticky rozdéleni xz
8 (p - 1)(r - 1) stupnt volnosti.

Nyni necht Pl' Pz. P3 +++ Jsou rQzné skupiny odet¥enf, které lze

utvofit z celkového po&tu c srovniavanych osSetfenf{. Skupinu Pk nazvéne
homogenni, jestliZe pro vlechna J e Pk ate Pk plat{ PiJ - Pit' i =12,

v+« »T. JestliZe pro ndkterou dvojici § e Pk ate Pk a nékteré i je Pu "

‘ Pit‘ Tekneme, %e skupina Pk‘Je heterogenn{. Simulténn{ test spotivajici v
prohliZen{ skupiny Pk za heterogennf, jakmile statistika ZI(Pk) pirekroé{

100(1 ~ «)%nf kvantil rozdslenf s (r - 1)(c - 1) stupni volnosti, mé tyto
vliastnosti: ' _

1/ Jestlile ndkters skupina P je testem uznina homogenni, pak
i viechny jejf podskupiny jsou uznény za homogenn{.

2/ Pravdépodobnost, e n&kters ze skupin ve skute&nosti
homogennich .bude na zékladé testu prohlédena za heterogennf,
Je nejvida rovna «.

Princip, na kterém je tento postup zaloZen, je podobny principim
simultdnnfch testt pro vét#tf polet kontrastd v analyze rozptylu a m& také
stejné vyhody i nedostatky. K. R. Gabriel v citované praci uvaZuje 1
moZnost rizné kombinovat té2 kategorie odpovédi Ai'

5. Faktoridln{ pokusy s alternativni odpovéd{

Uvalujme pokus typu faktoriélniho experimentu, ve kterém se zjistuje

viiv k faktord; i-ty faktor ms ry tzv. Grovni, takZe celkem Jde o Tg-Tp -un
r

k ofetfenf. Vysledek kaZdého ofietfen{ se klasifikuje Jen do dvou
kategorii, rfeknéme “aspéch® a “nedspéch®. Pfedpoklidejme, Ze o&etfen{

(11.12. .ik). tj. kombinace 11-té Grovné prvniho faktoru, 1,-té Grovnd
druhého faktoru atd., bylo aplikovéno na n(i.1,, ..., i) experimentélnich
Jednotek, 2z nichZz u x(ii,lz. .ik) byl pozorovin jako vysledek “Gspéch“.

Rozbor dat je tu zjednodugen tim, Ze sta®{ analyzovat &etnosti "aspé&chd” .
C{lem rozboru je 2ji&téni, Jak dalece Jednotlivé faktory ovliviiuj{
pravdépodobnost “dspéchu" a Jak dalece se pripadné Jejich G&inky vz4jemné
kombinuj{, : . ]
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Oznaéme P(il,iz. cee ,1k) pravdépodobnost *Gsp&chu” pii ofietieni
(11.12. cee ,1k). Odhadem této pravdépodobnosti Je prirozend relativmf
Setnost Gspschli, tj. ' ’ :

1)

p(il,iz. - .1k) = x(il.iz, .o .ik} / n(il,iz, RS

K vySetfeni vlivu Jednotlivych faktord nebo Jejich kombinaci{ na
pravdépodobnost i “Gspéchu” se uziva nékolika postupd.

NapF. Grizzle, Starmer a Koch [8) /také Johnson a Koch [9]1/ pripoustaj(
pro analyzu takovych dat uzit{ metody nejmensich &tvercd na linedrni model

P(1,,1,, ... ) =am+ miiy) ¢ mi,) ¢ ...+ mli,,1,) + ml,,4,) +
+ ...

’

kde m(...) jsou parametry obdobné hlavnim efektdm a interakcim ve
faktoridlnfm experimentu s kvantitativn{ odpovédf. Ukazujf, 2e tento postup
dava dobré vysledky pri vysokych hodnotach n(il,iz....] a piti

pravdépodobnostech Gspéchu z intervalu 0,15 a2 0,85. Pokud by poslednf
podminka nebyla splnéna, mohl by postup vést k nepiijatelnym hodnotam pro

pravdépodobnost i P(il.iz, ...}

Proto je G&elné aplikovat teorii linedrnich modeld na transformovang
data

y(ii.iz. cel) = h(p(il.lz. e )),

kde funkce h{.) Je zvolena tak, aby prom&énnd y mohla nabyvat jakychkoliv
redlngch hodnot a aby parametry zfiskaného linedrntho modelu mély
prijatelnou interpretaci. Nejlépe ge osvédiuje tzv. logistickd /&1
logitova/ transformace

h{p) = 1n [p/(1-p)].

Zapige-1i se pravdépodobnost "asp&chu” pii dané kombinaci Grovnf faktorg ve
tvaru

+ ...}
3

+ ...}
i3

ep (B +B, +B +..+8 . +g
PG 3 ) - o 11 12 1112 111
H i A 1 - exp {BO+Bi +Bi + ... 0+ Biii + Bi
1 2 172

1

vyjde
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hiP(i,,i,, ...)] =g + B, +B, + ... +8, + B, + ...
1'72 ) o 11 12 1112 1113

takto transformovanou pravdépodobnost P(il,i ) nazveme' logitem a
oznadime A(il.iz, ...). Logit Mil'iZ'

vyznam: je to logaritmus tzv, “Sance, na 1ispéch® - Je=11 napf. roven 2,
Inamend to, Ze v priméry pripadé e“ usp&chd na Jeden neispéch, apod.

2'
) m& velmi jasny prakticky

Podobné rozdily mezi logity majf jasnou interpretaci: napr. 7&(11.12. o) =
l(li.iz -++) Je logaritmus podilu "Sance na dsp&ch"” pri osetren{ (il’ S
a pfi osetfeni (1;.12, +++), €ili ukazuje, kolikrat vzroste &i klesne

‘Sance na Gspach" zménou ofetfenf. Analyzu dat s alternativng odpovéd{

ZaloZenou na logitové transformaci podrobné vykladd D.R. Cox v [10]. Rizné

metody odhadu parametri Bo. 81 , B1 s ees B1 g s - @ testy hypotéz o nich
1 2 172

porovnivd Ch. L, Odoroff [11].

_ Podfly "Sanc{ na Gspé&ch" nazyvaj{ mnozi autofi interakcemi a jejich

logaritey - &114 rozd{ly logitt - logaritmickymi interakcemi. 0 pouzit{

logaritmickych interakcf pli ‘analyze sloZit&jsich kontingen&nich tabulek
. a2 jsou ty, kterymi se zabyvéme v tomto referatu, pojednava J. Andél [12],

113],
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