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ANALYZA PREZIVANI, cox®v MODEL

Viéra L4inské, IKEM, Praha

Pfispévek je zaméfen na statistickou analyzu dob pretivini. Bude uveden
pfehled zakladnich statistickych metod. Hlavni dfirez bude kiaden na vyﬁo;}ovcni
viivu tak zvanych vysvétlujicich proménnych. Tento pHstup je velmi lesto uZivén
v medicinské statistice, i kdy? oblast vyu%itl je jisté daleko Bir$i. Zakladnim

pfedpokladem je existence nezipornd velidiny (tasto cenzorované), s odhadnutelnym

. rozptylem.

1.0vop

Pfedmétem analyzy pfeliveni je vyketfovanl jednd nebo vice skupin objektd,
kde pro ke%dy jednotlivy objekt mdme ddnu uddlost (selhani) , kterd nastivé po
néjakém &asovém intervalu (doba do selhdni, doba ptezitl). Ptiklady doby do selhdnl
zahrnuji dobv Zivotnosti souddstek, dobu pfeZivani pacientd v klinickych

experimentech, dobu trvianl stdvek, délku doby ne_zam&stnanosti. dobu potlebnou k.

vykondnl ndjakého specifického dkolu a dal¥l. Problémy, kterd ase nejlastdji Feiii,
jsou odhad pravdépodobnostniho rozloZeni doby pfefiti v dané skupiné nebo
statisticke porovnéni dob ptesitl v nékolika skupindch. Pokud mdme pro katdého
jedince k dispozici vektor vysvétlujicich proménnych, midieme analyzovat jejich
vztesh k dobd pre¥ivéni. K jednozna&nému uréeni doby do selhdni potfebujeme znit
jednoznalnd politek, méFitko %asu musi byt shodné pro viechny jedince a okamZik
gelhénl musi byt také jednoznaénd urlen. Mo%nost vyskytu “nedplnych”
(cenzorovanych) pozorovini zabrafiuje uditi klasickych statistickjch metod. Tato
" pozorovdni ném davdji pouze informaci, 2e k sethani do ndjeké doby nedoblo.
DileZity pfedpoklad je, Ze selhan] neovlivujl cenzorovdni. Existuje nékolik typd
cenzorovanl, v nasledujicim vykladu budeme pfedpokladat ndhodnd cenzorovini.
Vedle specidlnich metod, které budou uvedeny v ptispévku, existuje mnoho jinych,

kterd ize také vyullt (kontingen&ni tabulky, diskriminani analyza, logi_;tipkﬁu;,m

regrese nebo regresni analyza pokud nemédme cenzorovani pozorovdni). Programové

_vybaveni je z velké ¥dsti obs_aieno v souborech programfi BMDP, SAS nebo GLIM.
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2. PARAMETRICKE MODELY
UveZujme nezipornou nihodnou velidinu T, kterd popisuje dobu do seihanf.

Punkel ple3itl rozumime S(t)-_P(th). Budeme pledpokiddat, %e existuje hustota
rozloten| f(t) = -S’(t). Intenzita selhdni (rizikové funkce) je definovand vztahem

o e - PUAST<t+h | T>O) I (())
MO - iy TEST<U SO °

Mezi funkcl pFe2it] a intenzitou selhin] plati

t
S(t)-exp{—l Ma)ds } .
0

latenzita melhdil popisuje okamZita riziko ulhilni a je velmi dasto pouiivand v
analyze pfe2ivini.

Nynl uvedeme n&kterd pravdépodobnostni roziofenl vhodnd pro doby do
selhini:

(i) exponencidini roziofeni, Mt) = A, A>0 ,

(i) Gamma rozloZenl, intenzita mi komplikovand vyjddteni s 2 parametry
(iii) Weibullovo rozlo%eni, A(t) = kA (\t) k"l. A k>0

(iv) log normiin} rozloignf. intenzita neni monotdnn] a ma dva parametry

(v) inversni Gaussovo rozioZeni, dvouparametrickd, neni vhodné pro cenzorovans
data

P¥i odhadovini neznimych parametrf v parametrickych modelech se
nejlastéji uZivi metoda maximalni vérohodnosti. Necht f(t; 6) je hustota rozloZeni
doby do selhani. Vektor' nezndmych parametri uvaXujeme ve tvary 0 = = (W A),
kde vektor parametri w nds zajimé a vektor A obsahuje rukivé parametry. Jedinec,
u kterého dojde k selhdnl v okamiku t ptispivd k funkci vérochodnosti ¢lenem f(t;0)

-8 jedinec, ktery je cenzorovdn v okamZiku c¢ ptispivd Zlenem S{c;8). Funkce

vérohodnosti pro n nezdvislych jedincll s indexy i=1,...,n md tvar

e - ] rege [[ sezo.
necenzor. » cenzor.

Tedy pro logeritmus vérohodnostni funkce plat] vztah




- 139 =

1(0) = Z log f(t; 6) + Z log S(c;; 6) .
necenzor. cenzor. )

: t
Oznatime-li x; = min (t;, ¢;) a Alt; 6) ~ I Ms; 0) ds, pak dosteneme
0

n n
10) = > log Mx;; 0) + D log Stx 0 = > log M 0) - D Alxs 0).
necenzor. je] - necenzor. 9=

Tento wvztah pro logaritmickou vérohodnostnl funkci ukazuje jednu z vyhod
zavedeni intenzity selhdni. Odhady nezndmych parametri maximalizuji 1(8).
Testovani hypotéz o nezndmych parametrach je zaloZeno na asymptotickych
viastnostech maximalnd vérohodnych odhad. Uvedeme tfi zakladni statistiky pro
testovan] hypotézy H: w = w,. '

(i) vérohodnostni pomér W (W) = 2 [ U, \) - Wwo, iwo) ]

(i) Waldova statistika’® W,(wp) = ( @ - we)’ Vi@, V) (@ - wo),

kde v, je submatice inverzni inf ormadni matice

i) skérovd funkce  Wylw) = Uwg) v(we, Ry ) Ulwy),
- 0 -
kde Ulwy) = == lw, )‘)lw-wo, MR,

Viechny tyto statistiky maji za platnosti hypotézy )(2 rozlo¥eni pravdépodobnosti
ge stupni volnosti , kterd se rovnaji dim Wwy. (Podrobnd odvozeni lze najit napf. v

(1}, 12}, (5}, [71)

3. NEPARAMETRICKE METODY

V pfedchozi ¢asti jsme pfedpoklddali, e zndme tiidu pravdépodobmostnich
rozloZenl, kterou se tidi doba do selhdnl. Nynl uvedeme dva zdkladnl neparsmetrické
odhady pravddpodobnosti pretiti. Klasicka metoda, uzivand hlavné v epidemiologii a
v pojiﬂ_ovaci matamatice, se nazyvd "life-table”. Sledovany Zasovy iUsek se rozdéil
na pevnd podintervaly I, = (0,7}, ... ,I,= (7., 7,) ( napF. 0-6, 6-12, 12-24, 24 a yice).
Oznadime si '
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n =& fivych jedincll na poldtku I,
d, - # selhani bé¢hem L,
l; = # ztracenych béhem I, ,
w, = # tikon&eni bez selhdni béhem L,
p; = P(pteZiti L1 na potitku I je naZivu),

w, + li = § cenzorovanych pozorovéni v intervalu li‘

Pro pravdépodobnost pfeiti plati

k

i=-1
Metodou "life-table” odhadneme p; pomoci p; =1-dy/n), kde n;’ = a; - 1/2 (w; + 1))
se nazyva efektivni rozsah a odhad pravdépodobnosti pleZiti je pak

§('rk Hp i

3 i=1

Rozptyl odhadu je dén tzv. Greenwoodovou f ormuli

d;

var(S(Tk » - (S('Tk »? z n'(n’; -d) °

Tento odhad se nehodi p-ro mald vybéry, kdy rilznou volbou intervall mfiZeme
dostat velmi odliné vysledky. ’

Pro ptesndjsi odhad funkce pfefiti se uZivda Kaplan-Meierfiv . odhad
(nazyvany té% “product-limit”). Odpovida pfedchozimu, kde za T; bereme i-té
uspofddand pozorovéni. Tedy pledpoklddejme, %e pozorujeme dvojice (Y,, 6)), ...
{Yn, 6p) kde §; oznaéﬁ,je indikator selhdni (Ji-l pro selh&ni, 8,0 pro cenzorované

‘pozorovéni) a plati Y,y < .. < Y (nenastdvaj’ shody). Pak odhad funkce preZiti
(1) (n)

méd tvar

1 )(1)

St) - I"[ a- -1

Yst

Pokud G(n)- 0 je t¥eba-dodefinovat S(t) pro t > Yiny nejéastdji se v tomto pfipadd
klade S(t) - 0. Rozptyl odhadu je opét ddn Greenwoodovou f ormuli. Dale lze
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dokdzat, e S(t) md asymptoticky rozlofeni. Parametr polohy se nejlastdji odhaduje
medidnem §(1/2)'l a nebo odhadem stfedni hodnoty I S dt.
0

Ke srovnini dvou a vice vybérll existuje mnoho statistik. Pro jednoduchost
budeme uvatovat pouze dva vybéry a zminime se pouze o dvou zdkladnich testech.
Necht prvni vybér T, .. ,T, (doby do selhani) Jjsou nezavislé stejnz rozloZené
néhodné velitiny s distribuéni unkci Fi; Cy .+ ,Cp Jsou jsou také nezdvislé stejns
rozlozené ndhodné veliciny s distribuénl funkei G, (k nim plisludné okamZiky
cenzorovéni). Pozorujeme dvojice (X,, 8,), +.. »(Xn &n), kde X; = T; A C; a & = x(
T; < C). Pro druhy vybér méme Uy, ... Un 8 F, a Dy ... .Dm 8 G, @&
pozorujeme (Y, &), «oo J(Ym €m). Obvykld hypotéza je Hy : F, = F, .

Prvnl test se nazyvd Gehanfiv a je zobecnénim Wilcoxonova (resp. Mann-
Whitney) neparametrického testu na cenzorovand pozorovani. Vychazime z testovaci
statistiky, kterd md tvar

1 pro ti>“j

n m '
U= E E U, » kde U, = { 0 Jinak-.
i=l ol v ’ -1 pro t,<u j

Druhy, Mantel-Haenzelflv, 'je zalo¥en mna  posloupnosti &tytpolnich
kontingen¥nich tabulek. Vybéry sloutime, uspofdddme a pro ka®dé necenzorované
pozorovéni vytvofime tabulku pro polty v kategor\iich skupina 1,2, a selhal,
- neselhal.

Testovaci statistika se rovna

- >~ (a; - Eo(AD

l ZvaroAi ’

kde a; je podet jedinch v levém hornim poli¥ku kontingenéni tabulky u i-tého

' necenzorovaného pozorovéni, A; je odpovidajici otekdvans hodnota.

Oba vy%e uvedené testy lze zapsat pomoci

Zwl(al - EQ(Ai))’

kde w;=1 pro Mantel-Haenzelliv a w.=n; pro Gehanflv test, kde n; je polet jedincfl
v riziku v okamZiku i-tého uspofddandho selhdni. Odtud je viddt, Ze Gehanfiv test
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klade v&t§i vahu na poladtetni selhdni, zatimco MH test didvd viem stejnou véhu.
Oba testy meji zobecnnl pro vice skupin. (Podrobndji literatura viz napf. [2], (6],
[9l.) '

4. REGRESN| MODELY

V nasledujici &4sti uvedeme nékterd modely, které jsou vhodné pro
vydetrovani vlivu vysvdtlujicich faktorl (nezdvisle proménnych) na dobu do
selhdnl. Pro ka%ddho jedince méme ddn p-rozmérny vektor vysvétiujiclch faktordl.
Jeho sloZky reprezentuji rfzné velidiny, jeko nepf. zpfisob obetfeni, vnitfni
viastnosti jedincé (pohlavi, v&k) a vnd & vlastnosti. Dal#i slofky vektoru mohou
byt dodateénd vytvoleny; napf. sloZky k vyﬁetfovdni interakci mezi faktory.
Vysvétiujlcl faktory mohou byt konstantni a nebo proménné v <ase. Casto je
vyhodné definovat vektor vysvetlujicich faktordl z tak, aby z = (0,..,0) odpovidal
néjaké »,akladni” mnoZind podminek. Modelovani pak md dv¥ drovnd:

(a) model pro dobu do selhani pfi z = (0,...,0%

(b) reprezentace zmén pfi nenulovém z.

4.1 Parametrické regresni modely

Intenzita selhdani \t, z; 6) je urlena aZz na vektor neznamych parametri 8 =
(¢, B), kde ¢ ovliviujl intenzitu a 8 se vztahujl k vysvétiujicim faktorfim. Pfesnd
pravidla, kdy aplikovat plnd parametricky model neexistuji, ale je vhodné mit na

mysli nasledujici doporudeni:

(a) pro velmi sloZité situace je vhodnd alespoll ¢dstelnd parametrizace

{b) pro pouhé srovnani nékolika skupin s relativné velkym podtem pozorovani
je vétinou nejlepsi u2it test na porovnéni empirickych funkei preZiti

{c) mdme-li studovat relativnd sloZité zdvislosti a data jsou cenzorovand, pak
proporcipnélni C&xﬁv model je vyhodn¥

(d) klademe-li hlavni dfiraz na vysvétlujici faktory, odhad funkce pFeZiti neni
dfilezity

(e) jest tfeba provést alespot n&jakou .kontrolu sprdvnosti parametrického ,

vy jadteni
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(f) statistické zdvéry jsou citlivé na extremni hodnoty jak v prostoru z, tak

v prostoru dob do selhéni

Analyza plné parametrickych modell je opét zaloZena na metodé maximaini
vérohodnosti.  Rovnice maximdlni vérohodnosti je obvykle Fefena iterativni
numerickou metodou. Hypotézy o parametrech se testuji pomoci statistik uvedenych

v paragrafu 2. Nyni uvedeme ndkterd nejtastdji utivané modely.
(i) exponencidlni rozloZeni s intenzitou AMt, z; 9) = exp{ B’z }
(ii) Weibullovo rozlofeni s intenzitou AMt, z; 8) = k tl expl B’z }, k>0

(iii) obecny proporcionalni model s intenzitou Mt, 23 0) = \(t; @) h(B; z),

kde A, a h jsou 7ndmé a nezdporné funkce

(iv) aditivni model s intenzitou Mt, z3 0) = A\(t; 9) + h(B; z)

kde Ao a h jsou zndmé a nezdpornd funkce

(Podrobndj&l literaturu 1ze najit napt. v [2], [6], [9].)

4.2 Coxflv regresni model

Tato &ist bude vénovani proporciondlnimu semiparametrickému modelu s

intenzitou
Nt, z) = N(t) exp(B’z),

kde M(t) je nezndmd nezdpornd funkce a B je p-rozmérny vektor nezndmych
regresnich koeficientfl. Nejprve se budeme zabjrvat odhadem regresnich koeficientdl.
Odvodime funkci, kterou Cox nazval "podmin&na” vérohodnost. S jeji pomoci ziskédme
odhady regresnich koef icient_ﬂ, které maji stejné asymptotické vlastosti jako odhady
. maximalng v&rohodné a jejichZ efficience je pomérné velkd. Budeme predpoklidat, Ze
v jednom &asovém okamZiku nedojde k vice uddlostem (nenastdvaji shody). Pro
uspofddand pozorovani potom platl y,, < y,< .. <y, s &, je indikdtor selhani a
z,, je vektor vysvétiujicich faktorfi pfislufny k Yi - By oznaluje mnoZinu jedincd,
‘ktei‘i jsou v riziku tésné pfed okamZikem y,, (tedy mnoZina o, obsahuje jedince,

ktefi ptisludejl k &asfim Yip Yiap = s Yl Pro kaZdé necenzorované pozorovani




- 144 -

: plati

.ﬁ’z
P( dojde k selhdni v [ Yipr Yortay ) 1 By ) = Z e. " Aol vy, JAY
J€ B,

a déle plati, ze

exp(f’ zm

explB’z }
J€ %m

P(gelfe (i)-ty v ase y,, | jeden jedinec z T, selle v &ase y) =

Vezmeme-li soudin téchto podmindnjch pravdépodobnosti, dostaneme tzv,

"podminénou " vérohodnost

explf’z}

necenzor. E expif’z}
J€ Ty

Le(B) =

Pti odhadovan] regresnich koeficientfi zachdzime s Lc(B) jeko s obvyklou
vérohodnostni funkei. Tedy k nalezeni odhadfi uZijeme skorovy vektor a vybérovou
informadni matici

U(8) = ( =2~ log Lc(8) i=1,..,p) a i(B8) = [ Sﬁ 86 log Lo(8) ]1 =1

ﬂ
Vektor B je telenim soustavy rovnic U(8) = 0, kterd vitdinou vy¥aduje iterativni
metodu. Stejnd jako pro maximdiné vérohodné odhady plati , %e B je asymptoticky
normdlni se stfedni hodnotou B a rozptylem iB8). X testovani hypotézy Hy: 8=0
lze uZit skérovou statistiku U(0) i"M0) U(0), kterd mad za platnosti hypotézy  X°
s p stupni volnosti. Jednotlivé sloZky skérového vektoru a_informaéni matice maji

pro B=0 jednodus¥i tvar

k log Lo(0) = Z (Zip - Zg!

aB necenzor.
a
i(0) = E : {%‘1 z : (zy - 2) (2 - Z(m)}’
NeCenzZor. = & T,

kde z, =n 2 z, a n = polet prvkd mnoZiny T
i€ Ty, '
Specidin®, pro p=1 a vysvétlujici faktor, ktery oznaluje ptisiuénost do skupiny,

tedy z=0 pro jedince z 1. skupiny a z=1 pro jedince z 2. skupiny, vy$e uvedend
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statistika odpovida Mantel-Haezelové za pfedpokladu , e nedochdzi ke shodam.

Dile uvedeme odhad funkce pteZiti S(t; z). V literatufe ’existﬁje mnoho

ptistupll, zde uvedeme pouze jeden. F unkci pleZiti vyjdd¥ime ve tvaru

Bz | eﬂ,
S(t; z) = expl -e IP\D(S) ds } = Sy,
4]

# Sy(t) odhadneme podle Breslowa pomoci

- ) g,
So(t) = 1- A |
met ( X expifz) )
i€ Ry

Literatura t¥ykajici se Coxova modelu je napf. [2], [6], [8}, [9).

Nyni se budene zabjvat vztahem mezi "podm}néno_u“ vérohodnosti a
ndkterymi jinymi typy vérohodnosti. Nejprve uvaZujme margindlni vérohodnost pro
‘pofadi a opat ptedpoklddejme, %e nedochdzi ke shoddm. Pozorujeme d.vojice (X, 1),
e ofXn 67), kde k nim ptisludni T, maji distribu&ni funkci Fi s hustotou f; . Vektor
potadi R = (R,, ... ,Rn) je vytvolen ndsledujicim zpfisobem:

Ri = pofadi mezi necenzorovanymi pozorovanimi, je-li §=1,

R, - potadl ptedchoziho necenzorovandho je-li 8;=0.

Margindinl vérohodnost pro pofadi md pak vyjddfeni

neg

p(l', §) - l wes ]. I—I {fu[,-,(ui) I—I [1- FJ-(ui)]} dul son dunneco

jmd 2c,;
W< e <Uppe %6

Dosadime-li
. ﬁ, zi t
Fi(t) = 1 - expl-e ' [Ag(s) ds ),
dostaneme °

Le(B) = plr, 9).

Déle pfedpoklddejme, 2e mdme posloupnost dvojic ndhodnych velidin (X,,S,, ...
XmSw). Nechi y,, ozneluje i-t& uspofddané necenzorované pozorovini a mnechi
X, obsahuje informaci o cenzorovdni v intervalu ¥ y.1p Yuy) 8 SOutasns informaci o
tom, e k selhani dojde v Y. @ S, nechi obsahuje informaci o tom, ¥e pravé jedinec

8 vektorem vysvatlujicich faktorll z,, selfe v y .
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Potom plati, Ze margindlni vérohodnogt S, ... ,;Sm méd tvar

m
DSy v SnlB) = | | PSSy, -ov Siis ).

i=1

Podminénd vérohodnost S;, ... ;Sm pri Xy «o: s Xm ma tvar

m
B(Sy wvr Sm | Xy cve X 38) = [ ] P8/ 1 Sus e Sis Xy oo XiiB)-
i=1

Plnd v&rohodnpst ge rovni

m
PSps orr Sms X e X 3B = | | PGS, | Xy wov sXes Spy oo Sy =
i~1

m m
- T 20 1 X eee Xy Stp o S138) [T 28t X ooe Xits X5 Sy oo S8
-1 i=1

Cox v [15] dokdzal, %é plati

m
Lo(8) = I'I oS, | Xy v Xiss X S ooe SiB)-

i=1 ,

Proto se L. také nazyva &isteind vérohodnost.

Pted pouZitim Coxova modelu je vhodné ovéFit, zda jsou splnény pfedpoklady
proporcionality. Obvykle se pousiva test graficky, ktery je vhodné ve spornych
ptipadech doplnit testem numerickym. Nyni uvedeme hlevni myBlenku grafickédho
testu. Vektor vysvétlujicich faktorfi napifeme ve tvaru z'= (zy, ... ,Zy, Zy +1)s kde
prvnich k sloZek spifiuje pfedpoklad proporcionality. Intenzita pro i-tdho jedince méd

tvar
Nty 'z, j,j-l,... WkH1) = polt, z +1 explByz;y + - "'ﬁkzik}"
Za platnosti pfedpokladu proporcionality plati
uolts Zypay) = Molt) X0y 1y Zipagh
Vysvétlujicg faktor z, ., se kategorizuje do p drovni. Potom plati

k(t. zij,j"l,... ,k"’l) - )\os(t) exp{ﬁlzil + ... +Bkzik}. 8-1, ves 3y Do
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Za platnosti hypotézy dostaneme
o
)\o+1(t) - kos(t) e .“‘, 8-1, wes 3 Do

Oznaéime-1i .
Agtt) = [hostw) du, s=1,... , p,
-0
pak grafy log f\s(t) s=1,..,p versus t maji za platnosti pfedpokladu proporcionality

konstantni diference c, ... , op.

Pomérné jednoduchy numericky test 1ze najit v [12] a nebo v [24].
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