NEKOLIK POZNAMEK KE KONZISTENCI M-ODHADD -

Jana Jure&kovd, MFF UK Praha

Ovod

V literatufe byvad doporufovana fada M-odhadd parametru polohy a
regrese vytvorenych riznymi vahovymi funkcemi. 2Zdiraziiujf se nékteré
Jejich vlastnosti, hlavné robustnost vzhledem k odchyl_kém od
predpoklédaného rozdéleni pravdépodobnosti, ale na druhé strané jejich
konzistence byvad  povaZovéna jaksi za samozi'ejmost. Ze tomu tak
nemusi byt, ukazuji napf. Freedman a Diaconis (1982), kteil
dokazuji, %e M-odhad nemus{ byt konzistentni, pokud prislusna p-funkce
neni konvexn{ a rozdélenf{ chyb neni unimodalni.

I. Model polohy

Necht X,.X,,... Je posloupnost nezivislych pozorovéni z populace s

distribuén{ funkci F(x-8); distribuéni funkce F je obecné neznéma,
pouze piedpokladame, %e patfi do tridy ¥ distribuénich funkci
symetrickych kolem 0. Chceme odhadnout parametr @ na zdkladé pozorovani
xl,....xn.

Jednu z rozsadhlych trid robustnich odhadd parametru polohy tvori{
M-odhady zavedené Huberem (1964). Definujme M-cdhad anarametru 2]

jako globdlni minimum statistiky

n

' _ x, -t
(1.1) Rn(t) = P ks, = pin

=1

vzhledem k t € R, kde s_ = s (X,....X ) je Skilové statistika

vyhovujici podminkém

sn(x1 +C, ... ,)g:c) = sn(xl, e s xn) .

(1.2) 1
sn(cxl, e cxn) = c §§X1. vee 2 X)) , c €R

a k>0 je volitelnd konstanta. O statistice s, dale predpokladéime,

ze
{(1.3) s P ¢g=¢(F)>0 pfi n o o R

kde o(F) je n&jaky kladny funkcional distribuéni funkce F.Rada autort
doporuéuje volit konstantu k tak, aby ziskany odhad byl vydatny pro
néjakou speciélni distribuéni funkci F, vétsinou pro normalni rozdé&leni.

Odhad definovany pomoci (1.1} Je ekvivariantni vzhledem kezmé&né

méritka, tj.
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(1.4) Mn(cxl, cee an) = cMn(Xl, e, Xn). c>0 .

Casto se téz volf s = 1; pak posloupnost s, oviem nevyhovuje(1.2) a

vysledny odhad neni ekvivariantni ve smyslu (1.4).Nejéastéjéi robustni
volbou s, Jje bud mezikvartilovs odchylka

(1.5) *n = X0 (3nva) - Xn:lnsa]

kde Xn.1 < ... Xh:n Jsou poradkové statistiky prislusgné Xi, N Xh

(pak o(F) = F'1(3/4)—F'1(1/4) ) nebo medisnova absolutni odchylka (MAD)

(1.6) S, = med | Xi - Xn i
1=<i=p

kde ﬁn Jje mediin Xl....,Xh (pak ¢(F) = F_1(3/4) Pro symetrickou F).

»

© Jestlize P Jje konvexn{ funkce symetrickd kolem 0, a tedy

pix) = -gg Je neklesajict antisymetricks funkce, 1ze M-odhad uréit
Jednozna&né ve tvary

[ Mn = Mn * Mn ' ﬂ

2 [ X, -t ) )
_ i
(1.7) M = su t: ) X 5 >0 ¢+,

Z L I
n (xi_t 1 3

\ +_ . N L

- Mn = inf t )] _j??;—- >0

Z n)

=1
JestliZe navic § plx-t) dF(x) mad jediné minimum v t=0, pak
. Mnkonverguje kevy Pravdépodobnosti skoro Jisté pfi n 3w (Huber(1981)). v

té2e Huberove knize mizeme najit i obecné&js{ podminky pro konzistenci
posloupnost i Mn. Specialns, JestliZe p nent nutné konvexni, ale Je to

absolutna sSpojita, zdola ohraniéens nekonstantni funkce symetricki kolenm
0 a takova, ze Je neklesajicf na [0,0), pak pro konzistenci Mh stadi, ze

F mad silneg uniimodalnf hustotu f (tj. £ je rostouci pro x<0 a klesajici
Pro x>0, viz naps, Freedman a Diaconis(1981, 1982)).

Nyni uvazZujme, co se stane, kdyZ funkce




(1.8) n{t) = § p (x-t) dF(x)

nemd globalni minimum v bodé t=0.

Pak plati nisledujic{ tvrzeni Freedman a Diaconis (1981):

Tvrzeni 1. Necht funkce p je symetrickd kolem O a mé& ohranidenou
spojitou derivaci . Necht XI'XZ"" jsou nezavisld pozorovani se

)
{

i

spoleé¢nou distribuéni{ funkci F(x-e), kde F je spojita, symetricka t
kolem O a takov4, %e funkce h{t), definovani v(1.8), -je ohranilena a 1
nemad globalni minimum v bodé t=0. Pak existuje >0 tak, ze s
pravdépodobnosti 1 statistika ?
n .

(1.9)  R_(t) = E: plx,t) :
=1 '

pro dostateéné velkd n nemd své globalni minimum v intervalule-e,
o+e ]. Speciiln&, M-odhad definovany jako globdlni minimum Rn(t) neni

konzistentnim odhadem ©. 1

Dikaz:
Bez Ujmy na obecnosti mdZeme polozit © = 0. Pak miZeme psat
n"l R (t) = h(t) + § plx-t) AL F (x)-F(x) )
= h(t) - § (F (x)-F(x)) g(x-t) dx
kde Fn(x) je empirick4d distribuéni funkce prislufna xl""'xn , ti.
n
_ -1
Fn(x) = n Z I [xisx]
i=1

a pro nzn_ plati

Pak tedy k libovolnému %>0 existuje n,

(1.10) | n 'R (t) -h(t) | s7.

Proto%e h nenabyva globdlnfho minima v bodé t=0, existuje t0¢0 tak, Ze
h(t)>h(t,). Zvolme >0 a #>0 tak, e h(t)zh(t;)+3n pro|t|se . Pak pro
|t{se plyne z (1.10)

-1
n Rn(t) z h(to) + 27

n ! R_(t) = h(ty) + 7

-1

a tedy n Rn(t) = n-'1

Rn(to) + n prot , odkud plyne tvrzeni.
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Rada autort (viz napr. Hampel. Ronchetti, Rousseuw a Stahel (1985) )
doporucuji uzivat tzv. redescentni M-odhady, jimZ prisluZnid funkce y (=
p ) Jje bud rovna O pro |X{zc nebo konverguje k 0 pro x . Hlavnim
argumentem pro pouziti téchto funkci je, 2Ze zcela potlacuji vliv
odlehlych pozorovani na vysledny odhad.Takovéto funkce ¥ samozrejm&€ neni
neklesajici a prislu3na p neni konvexni, a mohou tedy vést k M-odhadim,
které nejsou konzistentni pro nékteri rozdélen{ pravdépodobnosti.

Uvedme si nékteré priklady.

2
p{x) = log(l+x)
(a) { 2

Wix)
(Funkce p je vérohodnostni funkci Cauchyho rozdéleni.)

2x/(1+x)

2 3
-{1-x") pro |x| =1
plx) = {
0 || > 1
(b) 2.2
6x (1-x%) pro- |x| s 1
Yix) = {
0 , || > 1
(tzv. Tukeyhc biweight funkce).
2 2
-(1-x7) pro |x| s 1
plx) = {
0 || > 1
(c) 2
2x (1-x") pro |x| =1
yx) = {
0 x| > 1
x2/2 pro |x| s 1
plx) =
{ 1/2 x| > 1
(d)
X pro |x| =1
pix) =
{ 0 |x] > 1

{M-cdhad, vytvofeny témito funkcemi, se v knize Andrews a kol.
(1972) nazyva “"skipped mean").
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| x| pro |x]| =1
plx) =
1 |x| > 1
(e}
sign(x) pro |x| =1
pix) = {
0 [x] > 1

-

(prislusny odhad je v literatufe nazyvan *skipped median").

Pravé k ndkteré z té&chto funkci miZe existovat distribuéni funkce F,
absolutn® spojit4 a symetrickd, ale takova, Zze funkce(1.8) nabyvd v bodé
t=0 nikoli minima, ale maxima. Pro populaci s distribuéni funkci F(x-e)
neni globdln{i minimum funkce R(t)

(1.9) obecn& konzistentnim odhadem ©. N&ktefi autori doporuduji

n
definovat jako odhad parametru © to reSeni rovnice Z ¢(Xi~t) = 0,

i=1
které je nejblize né jakému konzistentnimu. potate&nimu
odhadu, napt.medianu. V situaci, kterou jsme naznacili, by takovy
odhadmohl byt 1 konzistentnim odhadem, ale konvergujicim Kk bodu
maximafunkce hit) (specialné, takovy odhad by odpovidal
*minimilnévérohodnému odhadu").

Freedman a Diaconis (1981, 1982) ukézali, 2Ze takové distribudnifunkce
{a hustoty) skutelné mohou existovat. Priklady nalezlimezi
multimodalnfmi hustotami s ohraniZenymi nosiem. Popismemékteré z jejich
pirikladd.

p(x)=1+x2.xen1

(1) { (vérohodnostni funkce Cauchyho rozdé&leni)
% ,
a pk(x) = p( % )

i ) 2
p(x) = (1-x2)/(14x%)

Polotme x = YV 32 -5 @& .81; zvolme libovolné k =z intervalu ( 1,

l/xo) a x;, z intervalu {xo. 1/k). Necht 2 je ndhodndveliina, ktera

nabyva hodnot tkx, a +kV 3 ., ka3dé s pravdépodobnosti 1/4. Pak

1
Ep (2) =E { k25 (2/K) } <0

a funkce E nabyvad maxima v bodé t=0 .

Necht nyni Y Jje néhodna veli&ina se symetrickou hladkou hustotou g,
kladnou na (-1,1) a rovhou O jinak. Pak, pro dostatecné velk4d m,
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2 Y
ndhodnd veliéina Z; - a md hladkou symetrickou multimod4lni

hustotu na nosiét [-2,2] a funkce E{pk(Z;-t)} nabyvA maxima v bodé&

t=0. Podle tvrzeni 1 odtud plyne, %e majf-li Xl-e, Xz-e, ... stejné

rozdéleni jako Zu1 Je M-odhad vytvoreny funkci Py nekonzistentni.
V tomto prinadé miZeme dokonce dokézat:
n
(1) Rovnice i);lwk(xi—t) =0 md tfi kofeny, M_ , M, , M, .Vyraz R_(t)

: - V1
= 121"’1:"‘1'“ m& lokaln{ maximum v t=M_ a lokdln{ minima v boda t=M,_,

M-n' Jeden 2z bodi M+n‘ M_n. je 2zérovefi globdlnim minimem, a tedy :
M-odhadem ©. Existuje ¥ = y(F) > Otak, Ze M_n—>-1. MOn—>0 a M+n—>1 s !

pravdépodobnost{ 1 prfin—w. DAle existuji{ podposloupnosti n, j a ,n_“j #
prirozenych ¢&isel tak, 2e Rn (t) md globalnf minimum v t=M+n a

=J +J
R (t)m& globaln{ minimum v t=M__ . Tedy M-odhad nekoneé&n&

n

n
-5 -3
mnohokrat osciluje mezi -y a y a neml2e byt siln® konzistentni. -

(11) UvaZujme Tukeyho funkci (b). Pak, podobn& jako v predchiazej{cim

prikladé, poloZime-1i xb =)V 3-V8 «0.18 a zvolfme k v intervaiu

( V5/3), llxo ), miZeme najit hladkou symetrickou multimodalni hustotu 8
chranienym nosifem tak, 2e odhad vytvoieny funkci Py Jje nekonzistentnf.

2 numerickych hodnot se ukazuje, %e pro lc>1/x0 % 5.41 je M-odhad

patrné jiZkonzistentni (Tukey navrhuje volit k=6).

(iii) Uvazujme funkci p z prikladu (c} a 1libovolné k>1.
Pakexistuje symetrickd hladkd hustota na ohrani&eném nosidi takov4,Ze
ridi-1i se pozorovani touto hustotou, je M-odhad nekonzistentni.

Z téchto konstrukci nemiZeme vyslovit jednoznadny zavér, spise
nékolik poznimek:

M-odhad je konstruovany tak, aby omezil vliv odlehlych pozorovani a !'
rozdéleni s té&%kymi chvosty. PouZijeme-1i v8ak redescentnich M-odhadd,

riskujeme, Ze odhad nebude konzistentni v pripad® rozdéleni s lehkymi
chvosty, ke kterym patfi useknutd rozdélenia jina rozdélenf s
chranifenym nosiem. Pokud z povahy mé&fen{ dat vime, Ze rozdéleni je
useknuté, jsme opatrni pri pouZiti redescentnich M-odhaddi. Vzhledem k
uvedenym protiprikladim . je vhodné nejprve porovnat vyb&rové rozpéti s
vybérovou mediinovou odchylkou: pokud je rozp&ti mensi nez &tyfnasobek

"

e , ' : F
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mediinové odchylky, nepouZijeme Cauchyho vérohodnostni funkci s hodnotou
blizkou 1; a funkci p z prfikladu (b) pouZijeme jen pro kz6.

II. Line&rni regresni model

Uvazujme klasicky linearﬁi regresni model

y = XB +e
kde y = (Yl...,YA je vektor pozorovéani,
X = En je dand regresni matice rfddu n.p.
g = (Bl""’Bn) je parametr
a e= (ei,....en) je vektor nezavislych chyb, stejné rozdé&lenych

s distribuéni funkci F.
M-odhad (nestudentizovany) definujeme jako reSen{ minimalizace

(2.1) E p(Y. - x. t) —> min, t € RP
'L TR =

kde Xy je 1-ty radek matice X . Jestlize p jJe xonvexn{ funkce, je

(2.1) ekvivalentni feSen{ soustavy rovnic

(2.2) 121 Xy w(Y1 - % t) = o0, Y= p'

JestliZe obecné p neni konvexn{ a funkce h(t)=fp(x-t)dF(x) nemid minimum
v bodé t=0, miZeme vyslovit tytéZ zavéry jako u modelu polohy, a tedy
pro nékteri rozdéleni chyb miZe byt resen{ (2.1) nekonzistentnim odhadem

8-

V3imnéme si tedy podrobnéji situace, kdy funkce p a rozdéleni F jsou
takové, Ze p je absolutné spojitd s derivaci ¢ a plati

(2.3) 7= ¢ (x) dF(x) > O .

2a tohoto prfedpokladu a za né&kterych dal$ich podminek regularity na
posloupnost {X} existuje FeZeni soustavy (2.2), které je konzistentnim
odhadem B a pro dostetné velkd n  je reSenim minimalizace (2.1).

JestliZe navic je p konvexni funkci, je toto resSeni urdenoc jednoznadng.
Timto pripadem se =zabyval Portnoy (1984) a za vice omezujicich
podminek Yohai a Maronna (1979); tito autori dokonce pripoustéli
situaci, zZe P, pri n—ow. Portnoy ve svém dikazu zajimavé pouzil vét

z obecné teorie nelinedrnich rovnic, zaloZenych na vétich o pevném bodé
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(viz Ortega a Rheinholdt (1970)). Podstatné pro pouziti té&chto vét je,
Ze leva strana rovnice (2.2) je spojitou funkei t.

NevyreSenou dosud zlstavd otdzka M-odhadu, vytvoreného funkcemi p =z
prikladu {d) a (e) (skipped mean a skipped median u parametru polohy)
a dalSiml funkcemi, které nemaj{ absolutn®é spojitou derivaci. 2a
predpokladu, Ze funkce p je zdola ohraniéend a funkce h(t) = § p (x-t)
dr(x) je ryze konvexni v bodé& t=0, studovala tuto otdzku Jurelkova
(1988). Za urditych podminek regularity na posloupnost { )-Sn } a na

chovdni distribuéni funkce v okoli bodd nespojitosti funkce ¢ ukézala,
2e minimalizace {2.1) je asymptoticky ekvivalentni mimimalizaci konvexni
kvadratické funkce, a Ze tedy existuje M-odhad, konzistentni vzhledem
ke konvergenci v pravdépodobnosti a asymptoticky normdlni. Podstatny je
vSak predpoklad, Ze h(t) je ryze konvexni v bodé& t=0 ktery, stejné jako
v &asti I, nelze zarudit pi*i neznémé distribuéni funkci F.
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