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_ STATISTICKE TOLERANCNI MEZE PRO NORMALN! ROZDELENI A JEJICH ROBUSTNOST

Milo& Jilek, MBU CSAV, Praha

1. Ovod

Rlada statistickych problémd vd&&i za svou formulaci potiebamprimyslové
a vyzkumné praxe. Nejinak je tomu i s formulovanim problému stanoveni
statistickych toleranénich mez{: intuitivni poZadavky lze vysledovat
predevaim v Shewhartovych knihach ([23] a [24]), tykajicich se nékterych
problémi kontroly jakosti, a v praci Thompsonové [25], zabyvajici se
problémem “"normélnich” hodnot v biomedicinském vyzkumu v praxi. Skuteéné
z4klady teorie statistickych toleran¢nich mezi pak pred 50 léty polozil
svou prac{ [27] Wilks, ktery problém piesné formuloval a soudasné podal i
Jeho neparametrické refeni. :

Na tuto Wilksovu studii navazujf{ stovky praci podavajicich parametricka
i neparametrickd reSeni =za rdznych predpokladd o rozdéleni n&hodnych
veli®in (rozdéleni spojitého nebo diskrétnfho typu, symetricka nebo
asymetricka, &i rozd&leni patfici do nékteré znamé tridy rozdéleni (napr.
normalni{, exponenciilni, Weibullovo, atd.) s nékterymi nebo viemi parametry
neznéimymi, atd.), a pri rbdznych zpdsobech ziskavani{ empirickych dat
slouzfcich ke stanoveni toleraninich mezi (jednoduchy néhodny vybér,
dvojity vybér, sekvenn{ - usporddani, a pod.). Z&hy byla - udloha
pfeformulovdna (a reSena) i pro vicerozmérné pripady, byly studovény
vlastnosti toleraninich mez{ a hleddny optimilni toleranZni meze, plivodni{
pozadavky na toleran&ni meze byly nékolikerym zpisobem modifikovany atd.
(jak je tomu ostatné pfi rozvijeni kaZdé teorie).

Resen{ nékterych dﬁleiitﬁch problémd lze nalézt napf. v prehledné
Patelové praci [20] &i v knize [12], (samozfejmé netplny) piehled dosud
publikované literaury poddvajf bibliografie [10] a [13].

V této praci nejprve zavedeme pojem statistickych toleranénich mezi a
pak se vénujeme toleranénim mezim pro normaln{ rozdéleni a Jjejich
citlivosti na porusSeni predpokladu normality. ,

2. Statistické toleranéni meze

Necht X oznaduje mnoZinu u v$ech moZnych vysledkd, necht a je c-algebra
podmnoZin mnoZiny X, a necht Q je mnoZina inquﬁ. Predpokladejme, 2e na a
je definovéna tfida pravdépodobnostnich mér {Px;aen}.

Necht n je prirozené &islo, a necht Xn=(x1......xn)' je ndhodny vybér

rozsahu n.
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Statistiku T =zobrazujfici Xn do a nazveme (statistickda) toleranéni
oblast (obS{rn&ji: statistick4d toleranéni oblast pfi vybéru rozsahu n).

"Rekneme, %e T je (statisticka) toleranén{ oblast typu A (obﬁirnéji:
statistickd toleranéni oblast pro tridu pravdépodobnostnich mér {PX;BEQ} s

pravdépodobnostnim pokrytim rovnym alespofi 8 na hladiné spolehlivosti ¥y pri
vybéru rozsahu n), jestliZe pro dana &isla B a ¥ (0<B,y<1) a dané prirozené
¢islo n plati

(1) P§ {P3 (T(X ))=B} = 7 pro viechna <h.
n

Rekneme, Ze T je (statisticki) toleranZni oblast typu B (oRs$irnéji:
statistickd toleranéni oblast pro tiidu pravdépodobnostnich mér {PX;BEQ} se

stfedni hodnotou pravdépodobnostniho pokryti B pri vybéru rozsahu n),
jestlize pro dané &islo B (0 < B < 1) a dané prirozené éislo n plati

(2) Egn{Px(T(Xn))} = B pro véechna 6eQ.

Jestlize X < Rl, jsou toleranénimi oblastmi zpravidla intervaly -
nazyvéme je toleranéni intervaly - a statistiky, jez jsou mezenmi
toleranénich intervald, nazyvame tolerantni meze. Je-1li toleranni interval
ohranien jen Jjednou toleranéni mezi (shora nebo zdola), mluvime o
Jednostranné (horni nebo dolni) toleranéni mezi, jinak mluvime o
oboustrannych toleranénich mezich (dolni a horni).

Oznaéme symboly T a Ty dolni a horni toleranéni mez.

UvaZzujeme-1i tolerandni meze typu A, lze vztah (1) prepsat v tomto
pripadé ve tvaru -

6 ,.8 _
(3) Pxn{PX{x>Td(xn)} z B} = ¥y pro v8echna 6eQ
resp.

(3) Pgn(Pg{X < Th(Kn)} z B} =y pro viechna 8€Q,

jde-1i o jednostranné toleranni meze, nebo

(2} a
(5) Pxn{PX{Td(xn) <X < Th(xn)} = B} = ¥ pro vSechna Bef]

v pfipadé oboustrannych toleranénich mezi. Vztah (5) ovsSem nespecifikuje,
jakd &ast z podilu 1 - B, ktery miZe maximilné leZet (se spolehlivosti 7)
mimo toleranéni interval (Td(xn). Th(Xn)), lezi pod dolni mezi Td(xn) a

Jakd &tast nad horn{ mez{ Th[Xn). Tuto neurdéitost (jez pFi aplikacich miZe
mit nepr{jemné diisledky) eliminujf Owenovy toleran¢ni meze, kontrolujict

oba konce rozdé&leni{ [18]: na statistikéach Td a Th pozadujeme, aby (misto




(5)) platilo pro pfedem dana &fsla B1 a 32(0 < 31. BZ< 1, 81+BZ=I—B; ¢asto
volime Bl=82=(1—B)/2)

o ,.0 ' ‘
(6) Pxn{PX {X < Td(xn)} < Bl a soudasné
(] : _
Py {X > Th(xn)} < Bz} = y pro v3echna 0ef.

UvaZujeme-1i toleranini meze typu B, miZeme (obdobné jako (3) az (5))
pozadovat, aby

e ,.0 _
(7) Exn{PX{X > Td(Xn) =B
resp.

(8) Eg {PSAX < T (X))} =g
n
nebo

0 .6 _
(9) Exn{?x{Td(X) <X < Th(ln]} =B
pro vSechna 6e€Q.

Budeme rikat, Ze T je neparametrickd toleranéni oblast (pro tiidu (P;;
geQl}), JjestliZe indukované rozdéleni pravdépodobnostniho pokryt{ PX(T)

nezavisi{ na 6.

Wilks [27] pouZil ke konstrukci toleranénich mez{ por‘ddkovych statistik
a dokézal za predpokladu spojitosti rozdéleni, 2e toto reSenf nezavisi na
tvaru rozdéleni ani na jeho parametrech a tedy Ze jde o neparametrické
toleranéni meze pro tfidu viZech spojitych rozdéleni. (2ahy se v8ak ukazalo
- viz o tom [7] - Ze omezenf na spojitd rozdélenf nen{ podstatné, a ze
Wilksovy toleranéni meze 1lze u%it i pro diskrétni rozdé&leni, pokud
toleranén{ meze =zahrneme do toleranén{ oblasti a pokud v (1) a (2)
nahradime znaménko rovnosti = zndménkem nerovnosti = ).

Vedle Wilksovych neparametrickych toleranénich mezi byly pozdéji
odvozeny statistické toleranini{ meze pro uZsi tridy pravdépodobnostnich
rozddlen{ (normalni, gama, Weibullovo a nékter& dalsi spojitd rozdéleni; z
diskrétnich rozdé&lenf pro Poissonovo, binomické a negativné binomické
rozdéleni}.

Toleraninf meze pro takové tridy rozdélen{ jako je trida normalnich
rozdéleni{ 1ze ziskat i na z&kladé velmi malych vybérd, i kdyZz jsou
toleranénf{ intervaly pfi malych vyb&rech (z hlediska aplikaci) prilis
“velké". (Stanovenim vhodného rozsahu vybéru se zde zabyvat nebudeme - viz
napf. [51, [4], [él, [9]1, {11], ({12]). Na druhé strané ke stanoveni
neparametrichych toleraninich mez{ Jje potfeba pomérné velkych vybéra
(viz [15], tab.38B), a pii stejné velkych vyb&rech jsou neparametrické
toleranéni intervaly “v&t3{" neZz intervaly ziskané pro uZsf tridu
rozdéleni.
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Je tedy zfejmé vyhodnéjgi{ uZivat toleranénich mezi pro co nejuzii
tffdu rozdéleni, pokud oviem mdme pro pi‘edpoklad o tvaru rozdéleni dobré
divoedy. CoZz ovSem neni vZdycky pravda; vyvstidvd pak otazka, jak Jjsou
toleran®ni meze citlivé na poruseni predpokladu, Ze rozdéleni patfi do dané
tridy (Ze jde napr. o normdlnirozdéleni); lze ofekavat, Ze toleranini meze
budou citlivé zv1Aa3f na vét3{ odchylky od predpokladaného tvaru rozdéleni.

3. Toleranéni meze pro normdlni rozdéleni

Pro norﬂéypi ﬁyozdélegi Ngy.vz)jsou vyuZzivany a studovany toleranéni
meze tvaru i + ko, kde i a ¢ jsou hodnoty parametrl p a o neboc jejich
odhadd, a k je tzv. toleranéni faktEr. zavisly na zvolenych hodnotach B a
¥, na znalostech o parametrech p a ¢, a na rozsahu vybéru n.

Jako odhadd se zpravidla uZzivad vybérového priméru

- 1 n
X = n z xi
1=1
a odhad rozptylu
n
2 _ 1 o, 2
s = _“_‘—Tzel (x, - 0°
(nezname-1i strfedni{ hodnotu u), resp.
n
2 _ 1 Y
S“ = 0 21:=1 (xi u)

(zndme-1i stredni hodnotu ).

Tab. 1. Toleran&ni meze pro normdlni rozdéleni

parametry toleranéni meze
Znamé neznamé jednostranné oboustranné
uzvz - u-ke nebo ptko p~ko a ygtke
o H, X-ko nebo X+ko X-koc a X+ko
u o, u-kSp  nebo p+kSp p-kSpy a pu+kSu
- [T X-kS nebo X+kS X-kS a X+kS
(V tab. 2 aZ 4 je pouZito nasledujiciho oznadeni:
zp ........... p-kvantil rozdéleni N(0,1)
xg(f) ........ p-kvantil xz—rozdéleni o f stupnich volnosti
tp(f)....;...p-kvantil t-rozdélen{ o f stupnich volnosti
t ;(f,d) ..... p-kvantil necentrilniho t-rozdéleni t-rozdéleni s

parametrem necentrality d o f stupnich volnosti
£6G.......... hustota rozdéleni N(O,1), distribuéni funkce
rozdéleni N(O,1)
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(Kromé toho se uzivd i Jjinych odhadd - medidnu a vyb&rového
rozpéti [16] &i modifikovanych maximalné vérohodnych odhadd [14], [1] nebo
odhadd stfedni hodnoty a rozptylu zaloZenych na raznych vybérech v
z&vislosti na experimentilnim uspofddani a pod. Témito variantnimi pristupy
se zde v8ak pro nedostatek mista nemdZeme zabyvat).

Toleran®ni meze, které zde budeme uvaZovat, maji tedy tvar uvedeny Vv
tab. 1. Toleran&nfi faktory potfebné k jejich konstrukci jsou uvedeny v tab.
2 (pro toleranéni meze typu A) a v tab. 3 (pro toleranéni meze typu BJ;
toleranéni faktory i pro konstrukci Owenovych oboustrannych toleran¢nich
mez{ kontrolujicfch oba konce rozdéleni jsou uvedeny v tab., 4.

Tab. 2. Toleran&ni faktory k pro normilni rozdéleni
{(toleranén{ meze typu A)

parametry tolerandni faktory k
Znamé neznimé  jednostran.tol.meze oboustran. tol.meze
: (vztahy (3) a (4)) _(vztah (5))
2 - : -
T k—zB 1) k=z 1 _gy/2 1)
2 - _ z . .
c m k—;B+-TEr k je feSenim rovnice 2)
z z :
(1+7)/2 ~(CQ-y)/2 _\_
| G[_Vn-"'k] G[_—Vﬁ- “]'ﬁ
2 _ n 1/2 1 _ n 1/2
H d k”a[ Z (n')] pro B k'z(1+;3)/2[' 2 ]
1-y ' xl—y
0o pro l3=l
: 2
zﬂ[ zn ']1/2 pro B(—;—
2 (n)
- u,o‘z ké__lvat'(n—l. zﬂVn) k je reSenim rovnice,
3)
kterou dostaneme z (5)
1)

PX(X > p—ch) = B resp. PX(X < p+ch) =B ,
resp. Px(p—zﬁc < X < p+ch) = B plati pro vsechna Be(0,1) s
pravdépodobnosti 1

2) k je tabelovédno v [15], tab. 19B

3) k je tabelovéno v [7]; pribliZzné hodnoty ziskané
Waldovou-Wolfowitzovou aproximaci [26] jsou v [15], tab.19C
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Tab. 3. Toleranéni faktory k pro normalni rozdélent
(toleranéni meze typu B)
parametry toleranéni faktory k
znadmé neznamé Jednostran.tol.meze oboustran.tol.meze
(vztahy (7) a (8)) (vztah (9))
¢2 _ z 1) 2 1)
K B (1+48)/2
0_2 ) 2 ( n+1 )1/2 2 ( n+l )1/2
K 8 "n (1481720 2
M 02 t t (n)
B(n) (1+8)/2
2 n+l [1/2 n+l ,1/2
H,c tB(n 1)(—7;——) t(1+B)/2(n 1)( o )

1)wiz Tab. 2, pozn. 1)

Tab. 4. Toleran&ni faktory k pro normadln{ rozdélenf (Owenovy
toleranéni meze typu A - vztah (6))

parametry ’ tolerandn{ faktory k
Zname neznamé

02 _ . z 1)

o (1+8)/2
e z o+ L2

® (1+8)/2 ¥ “Va Z(149)/2

¢2 z n 1/2
. g2\ 7

xl_wfn)

- u.vz k je reSenim rovnice,

kterou dostaneme z (6) 2)

1)viz Tab. 2, pozn. 1)
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jsou na poruSeni tohoto pfedpokladu citlivéjs{ neZz mnohé jiné statistické
metody. . (JestliZe piedpokladame, je krom& tvaru rozdélen{ zname i né&ktery
jeho parametr, musime poditat s tim, e miZe byt porusen i tento
piedpoklad. Lze se domnivat, Ze toleranini meze budou silné citlivé na
porugeni tohoto predpokladu, studie tohoto typu v3ak dosud nebyly
provedeny). Problematika robustnosti toleranénich mez{ dosud nebyla
dofedena; o tom, jak je tomu Vv pripadé norm&lniho rozdéleni.(dosud byla - z
hlediska robustnosti toleranénich mez{ - vénovdna pozornost jenom tomuto
rozdéleni), si vSak pfrece jen lze na z4kladé dosud publikovanych vysledkd
udinit jakousi pfredstavu, a tomu budou slouZit pasledujici{ radky. Prvni
studii, vénovanou tomuto problému, publikoval Sharpe [22], ktery navrhl,
abychom v uvahich o toleranénich mezich rozlisovali dva typy robustnosti:
robustnost kritéria a robustnost inference lpodobné jako V uvahdéch o
robustnosti textd). Mluvime-1i o robustnosti kritéria, mame na mysli zmény
pravdépodobnosti a jinych vlastnosti, k nimZ dojde jestliZze téhoz kritéria
uzijeme pro riznéd rozdéleni (jestliZe. napf. na z&kladé nahodného vybéru z
logaritmicko-normélniho rozdéleni zkonstruujeme toleranéni meze tak, jako
kdyby 3lo o vybér z normalniho rozdéleni, lze odekavat, Zze dojde ke zZnéné
deklarované spolehlivosti y). O robustnosti inference mluvime, jestliZe se

zajimime o zmény vlastnosti toleran&nich mezf, ke kterym dojde, jestlize se

pri zméné rozdéleni provede adaptace pivodniho kritéria tak, aby platil
vztah (2) nebo (3) (takovou adaptaci mdZe byt napf. vypodet novych hodnot
toleranénich faktord, aby za novych podminek nadale platily vztahy (2) nebo

(3)). Jako miru robustnosti navrhuje Sharpe [22] hodnotu 100(0-E)/E, kde O |

resp. E jsou- stiedni hodnoty toleran¢nich mezi stanovenych za nespravného
resp. spravného predpokladu o tvaru rozddleni. Jinou mirou robustnosti mG2e
byt skuteénd spolehlivost ¥ ‘([21], (81), resp. rozdil deklarované
spolehlivosti 7 a skute&né spolehlivosti y‘vyjadrené v procentech skutecné
spolehlivosti, 100(y - 7')/y. Chan a Hill (121, [31) uZivaji krom& toho
jesté stredni hodnotu  a smérodatnou odchylku pravdépodobnostniho pokryt{
toleranéniho intervalu. :

Shriime nyn{ struéné vysledky, jez byly dosud pro normalni rozd&leni
publikovany ([22], (211, 81, f21, {31); podrobn&jsi diskusi a nékteré
numerické vysledky lze nalézt v [12], odst.2.5, 5.7, a 9.4. Rozséahlé
simulaéni studie v uvedenych pracech naznaéuji Ze

a) toleranéni meze typu B jsou na porudeni predpokladu normality
méné citlivé nez toleranéni meze typu A,

b) takové poruseni normality, kdy rozdéleni mé t&2%{ konce, ale
je zachovéana jeho symetrie, nepliscbi prilis velké zmény,

c) poruseni symetrie rozdéleni miZe vyrazné zvysit hodnotu miry
robustnosti,: a citlivost na poruseni symetrie roste s
ristem nihodného vybéru.

(Balakrishnan a Kocherlakota {1}, [(14] navrhli pro zvysen{ robustnosti
pouzivat pri konstrukci toleranénich mezi modifikovanych maximilnd
vérohodnych odhadd stifedn{ hodnoty a rozptylu; tyto tolerantni meze viak
maj{ vyznam jen za predpokladu, Ze neni poruSena symetrie rozdéleni).

24vérem lze doporugit, aby v piipadé, Ze tvar rozdéleni nezname, ale je
zrejmé, Ze jde o rozdéleni asymetrické, nebo jestliZe tvar rozdéleni znéme,
ale neznime zplsob konstrukce toleranénich mez{ pro toto rozdéleni, byla
déna prednost pouziti neparametrickych toleranénich mezi pied toleranénimi
pmezemi navrenymi pro normilnf rozdéleni,
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Dodatek

Srovnéni rdznych tolerandnich faktord pro stanoveni oboustrannych
toleranénfich mezi pro normélni rozdéleni

Hodnoty toleranénich faktora k pro stanoveni oboustrannych
tolerapénich mezi pro normalni rozdéleni (B = 0,90)

7=0,90 o ¥=0,95
n (a) M (&) (d) (a) (b) (c) (d)
5 3,499 3,494 3,948 6,257 4,142 4,152 4,550 7,221
10 2,546 2,535 2,840 3,036 3,026 3,018 3,296 3,524
20 2,158 2,153 2,368 2,456 2,570 2,564 2,765 2,868
50 1,918 1,917 2,054 2,094 2,285 2,284 2,414 2,461
100 1,823 1,823 1,920 1,945 2,172 2,172 2,265 2,294

(a) hodnoty k spliiujic{ tvrzeni (5) {17]

(b) hodnoty k spliiujfci tvrzent {5) ziskané pomoci
Waldovy-Wolfowitzovy aproximace [15]

(c) hodnoty k splfiujici tvrzeni (6) [19]

{d) hodnoty k pro stanoveni robustnich toleranénich mez{ [1]




