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Detekce strukturalnich zmén

Marie Huskova

1 Uvod

Cilem &lanku je vylozit zékladni principy konstrukce testi a podat pfehled zikladnich
typu uloh, které jsou v a,nglicky psané literatufe nazyvany ”testing constancy of regression
relationship over time” a ”change point problem”.

Soustfedime se na ]ednodussu ptipady, kdy mame nezav1sle nahodné vehcmy
X1, Xa2,..., X, pozorované v po sobé jdoucich Easovych okamzicich ¢; <13 < --- < i, a '
X; ma distribuéni funkei F;, t =1,...,n

Detekei zmény regrese budeme rozumét dlohu testovat hypotézu

(1) Ho:8, =---=0_proti Hy: 3mcaly =--=8, #6,_ . =0

~m+1 ~T

kde vychazime ze situace, ze X; ma distribuéni funkci F(z — ggg..), i = i, N
(€i1,---,Cip)’ je vektor neznamych parametrd, i = 1,...,n.

Detekci zmény rozdélent budeme rozumét Glohu testovat hypotézu

(12) Ho F1 = Fu pl‘Oti H]_ : 3m<ﬂFl moerc = Fm # Fm-H: == Fn.

Tedy hypotéza H, v {1.1) znamena, ze az do uréitého tasového okamfiku 7 € (tm,tm+1),
ktery obecné nezname, se pozorovani fidila jedm’m regresnim modelem popsanym
parametrem §, a po ném dochazi ke zméné a pozorovani se fidi jinym regresnim modelem
popsanym pa,rametrem o .. 1 . Casovy okamzik T se nazjva bodem zmenx (change point).
Podobné je tomu s hypotézou H;. Kromé verifikace platnosti hypotéz nds miZe zajimat
odhad bodu zmény 7 (popf. m). Pii specialnich tlohach mohou byt nékteré z hodnot
parametri znamy.

Nyni si uvedeme nékteré modifikace zminénych tloh. Pfi detekci zmény regrese
miuzeme do hypotézy H; zahrnout i zménu méfitka (viz (3.1) dole). Daléi moZnost je
uvazovat v alternativé vice nez jednu zménu (tj. existenci bodii zmén nn < 13 < --- <
7,, v > 1). Déle zména hodnot parametrii mize probéhnout néhle, coz odpovida (1.1),
nebo mize probihat spojité, s tim, ze zaine v okamziku 77, pak v Easovém intervalu
(7F,73) 2zména pokratuje (jde o jakysi pfechodny stav) a teprve v 73 se situace ustali a
sledované charakteristiky se uZ neméni.

Se viemi témito ilohami se miZeme pii aplikacich setkat. Uvedeme si aspoii nékteré .
z nich.

P#i kontrole jakosti sledujeme ukazatele kvality vyrobki a zajimi nas, zda doilo
ke zméné ukazatele &i nikoli, a pokud ke zméné doslo, co nejdfive ji odhalit (vétsinou
sledujeme podil vadnych, napi. Page (1955, 1957)).
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Xi maji normalni rozdéleni a k sestaveni testové statistiky se pouzivaji odhady ziskané
metodou nejmensich ¢tverca.

Pti robustnim piistupu se piedpoklada, ze distribuéni funkce F; spliuji néjaké
podminky regularity, ale jinak jsou nezndmé. Pii sestavovani testové statistiky se

_ pouzivaji tzv. robustni odhady (R,-, M—odhady, U-statistiky), popf. statistiky .

Kolmogorova-Smirnovova typu.

Pochopitelné existuji postupy, které jsou kombinaci piistupii vyse uvedenych, nebo
které bychom tézko klasifikovali podle tohoto tiideéni.

Byla napsina celd fada pfeblednych élankd, vétsinou zaméfenych jen na uréité typy
pfistupii a postupti. Patf{ mezi né nasledujici ¢lanky: Zacks (1983), Shaban (1980),
Schulze (1986), Hackl a Westlund (1985), Deshayes a Picard (1986), Huskova a Sen
(1989), Wolfe a Schechtman (1984), Csdrgd a Horvath (1988), Krishnaiah a Miao (1988).
Pravdépodobné nejvétsi popularitu ziskal élanek Browna, Durbina a Evanse (1975).

Zbytek ¢lanku je ¢lenén nédsledovné. Paragraf 2 je vénovan problému posunuti (tj.
zména se projevi v posunuti). Je rozdélen do dvou ¢asti. V prvni jsou pro piipad
nezdvislych normalné rozdélenych Xi,..., X, vylozeny zakladni typy test® (bayesovsky,
podilem vérohodnosti, CUSUM a MOSUM). V druhé &&sti jsou pak jejich robustni
analogie zalozené na pofadich a M—odhadech. Tfet{ paragraf je vénovan detekci zmeény
regrese a je lenén obdobné jako druhy. Ctvrty paragraf obsahuje poznamky k postupim
v pfedchozich paragrafech, o odhadech bodu zmény a dalsich testech. '

2 Detekce zmény posunuti

2.1 Testy pii normalnim rozdéleni

Predpoklidejme, ze Xi,...,X, jsou nezdvislé velitiny, X; ma rozdéleni N (6:,1) ¢ =

l,...,n. V tomto piipadé lze formulovat jako dlohu (1.1) s p = 1, ¢; = 1 nebo dlohu
(1.2).
\ .

Bayesovské feseni problému (bod zmény T je nihodna veli¢ina s rozdélenim P(r €
(tmstm+1)) = pm, m =1,...,n =1, p, = P(r > t,)) a pro jednostrannou alternativu, tj.
pro ulohu

(21a) Ho:0y=:-- =0, =08 proti Hy : 3ppenbp=6,=--- =86, #FOpp1 == 0,,
navrhli Chernoff a Zacks (1964) a Gardner (1969) pro dvoustrannou alternativu:
(21')) Ho:01 =oee =0n300 pl‘Oti Hl :3m<n00=01 ="'=0m #OmH = =0n,

Pro jednostrannou alternativu (pfi rovnomérném apriornim rozdéleni 7 tj. pm =1/n, m=
l,...,n) ma testova statistika tvar

. n-1.
(2.2) Taa=3_(i+1){(Xi -8,  pii 6 znamém
i=l
n—1 _
(2.3) T2 =D (i + 1)(Xi — X,) pfi 6o neznimém,

=1
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Pfi sledovani vyvoje ekonomiky nas zajima, zda doslo ke zméné strukturalnich
parametri ¢i nikoli. Znamé jsou aplikace v ekonomickych ¢asovych fadach (Hsu (1979)),
vyvoj nezaméstnanosti v Némecku, vyvoj cen na trhu (Deshayes a Picard (1986)). Dale
jsou znamy aplikace na hydrologické tasové fady (Cobb (1978)), aplikace v biologii (zmény
chovani zvifat — Dienske a Metz (1977), vyvoj stavu zvifat Deshayes a Picard (1986)),
v mediciné (detekce zmeény vysledkia opakované provadénych vySetfeni) a pouziti pfi
rozpoznavani obrazci.

Pro feseni vyse zformulovanych uloh (podobné jako u vétsiny statistickych tloh) byly
pouzity ruzné piistupy. V zdsadé se daji roztiidit do nékolika skupin: '

A. Sekvenéni a nesekvencéni pristup.

Pfi sekvenénim pfistupu vychazime z posloupnosti nezavisiych nahodnych velicin {X;}%2, ,
pozorovanych v ¢asovych okam?zicich ¢; < ty---, X; ma distribuéni funkci F;. Zajima nas,
zda existuje mg piirozené takové, ze Fy = -+ = Foy # Fpo41 + -+ V tomto piipadé
je rozsah vybéru N nahodny a volba testového kritéria tizce souvisi s volbou pravidla o
zastaveni (ukonéeni) vybéru (stopping rule). Je-li my koneéné, pozadujeme, aby N — myg
bylo co nejmensi (tj. chceme odhalit zménu co nejdiive), je-li mg = +oo (tedy ke zméné
v kone¢ném ¢case nedojde), pak by pravdépodobnost, ze N < 400 méla byt mala. Popis
testd spolu s dalsimi podrobnostmi lze najit v pracech Sirjajeva (1963), (1978). V dalsim
se timto obecnym piipadem zabyvat nebudeme.

Budeme se viak zabyvat tzv. kvazisekventnimi postupy, pii kterych je piedem pevné
stanoven maximalni moZny pocet pozorovani ng. Po provedeni i—tého (i < ng) pozorovéni
se na zakladé ; pozorovani (dosud provedenych) rozhodneme bud pro platnost alternativni
hypotézy H; (popi. H;) a ukonéime vybér, nebo pro dalsi pozorovani. Provedeme-li viak
no pozorovani, rozhodneme se na zékladé ng pozorovéni pro Hy nebo Hy (popi. HJ nebo
H}). Tyto postupy tzce souvisi s tzv. rekurzivnimi postupy zalozené na rekurzivnich
reziduich. Testova statistika je zadana rekurentné a v i—tém kroku jeji hodnota spocteme
z jeji hodnoty v (¢ — 1)nim kroku a X;. Tyto postupy nalezly siroké uplatnéni v praxi.

Pii nesekven¢nim postupu neni rozsah vybéru nihodny. V tomto pfipadé mame k
dispozici vysledky viech n pozorovini a chceme védét, zda zména nastala a popi. kdy k
ni doslo.

-

B. Bayesovsky a nebayesovsky pristup

Pii nebayesovském pfistupu povazujeme bod zmény 7 za neznamou konstantu, zatimco
pii bayesovském povaZujeme 7 za ndhodnou veli¢inu popsanou rozdélenimi P(r €
(tmrtms1)) = Pms m = 1,...,n—1a p, = P(r > t,). Tohoto piistupu se vyuziva,
pokud mame apriorni informaci, kdy muze nastat zména.

C. Klasicky a robustni pristup

Klasickym piistupem budeme rozumét piipad, kdy se predpoklada znalost distribuéni
funkce F; a7 na.nezndmé parametry a vétdinou se pouZiva testova statistika odvozend
metodou podilem vérohodnosti popf. néjaké jeji modifikace. Casto se pFedpoklada, ze
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(28)

kde X, = n~' %, X;. Obé statistiky maji pfi nulové i alternativni hypotéze normalni
rozdéleni. Kritické oblasti s hladinou o maji tvar

i=1

(2.4) T >® (1 -a) (nf(i + 1)2)%

(2.5) T,z > &7 (1 - a) (E(i fp- * 1) Z( +1) )

kde ®~1(-) je kvantilovd funkce normovaného normaélniho rozdéleni. Pro oboustrannou
alternativu muZzeme testovou statistiku vyjadiit nasledovné:

n-1 2 n-—1 2
(2.6) Tos = ZP: (Z(X:H -X. ) =D pn—t) (X:m - X,,,) )
=1
kde pm = P(1 € (tm,ti+1)), m=1,...,n—1a
(2.7) X, =Mm-ty" Y X,
j=n—t+1

Gardner (1969) odvodil pfesné i asymptotické rozdéleni T3 pii Hp a ukazal, ze 6nT,3(n?—
1)~! m4 asymptotické rozdéleni jako 3°32, 6UZ(7k)~2, kde {U,}32, jsou nezavislé nahodné
velit¢iny s normovanym normalnim rozdélenim.

- Metoda podilem vérohodnosti vede pro jednostrannou alternativu k testové statistice

T = max {(Xn_, =X, (tn-1)/n)}} = max {-Z(X X)/(t(n—t)/n)%}.

1<t<n—1 1<t<n—1 =

Pro oboustrannou alternativu Hawkins (1977) navrhl testevou statistiku

fi—; (x: - X.)

a odvodil rekurentni vztahy pro rozdéleni T,,s.
Znamé jsou postupy zaloZené na tzv. rekurzivnich reziduich’
Xe — Xi
Va.l'(Xk - Xk—l)

O

1<t<n-1

[(t(n ~ t)/n)? }

(2.10) W, = = (X — X)) A~k % k=23,...,n,

kterd jsou nezavisld a viechna maji rozdéleni N(0,1). Pfi metodé zndmé pod ndzvem
CUSUM (cumulative sums of recursive reziduals) pak postupné poéitdme

¢
(2.11) M= W.=M_+W, t=2,...,n,

r=2

Test pro jednostrannou alternativa (2.1a) provddime nasledovné: délame postupné
pozorovani, po kazdém spotteme veli¢imu M, a
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(2.12) je-li M, < d} (t) at < n déldme dalsi pozorovani,
je-li M, > df (t), zamitneme Ho, a nedéldme dalsi pozorovani, pfi M, < di (1)
pfijmeme Hp. '

Zde df (t) jsou kritické hodnoty ur¢ené tak, aby

(2'13) P (325t<th 2 d;,c(t) iHo) =aQ.
Pro oboustrannou alternativu postupné délame pozorovani a

(2.14) je-li |My| < df (t) at < n délime daldi pozorovani,
je-li [ M| > df (t), zamitneme Hj a nedélime dalsi pozorovani, pfi IM,| < d} 1)
piijeme Hp.

Hodnoty d, .(t) jsou uréeny tak, aby
(2.15) P (Togran| M} 2 dac(t) | Ho) = c.

Touto rovnici nejsou hodnoty d, .(t) uréeny jednoznatné. Muzeme je napf. (dle Brown a
kol. (1975)) aproximovat nasledovné: ‘

(2.16) doo(t) = hevn —1(2t + n - 6)/(n — 2), t=2,...,n,
kde h, je uréeno vztahem: -
(2.17) 1 — ®(3h,) = ®(hy)exp{—4h2} = /2.

Specidlné dostavame hggr = 1,143; hgos = 0,948; hg, = 0 850. O dalslch moznostech j je
poznamka v zavéru paragrafu.

Dal$im rekurzivnim postupem je tzv. metoda MOSUM (moving sums of recursive
reziduals). Postup se shoduje s CUSUM, jen misto veli¢in M; se pouzivaji veli¢iny

i
(2.18) R= Y W% t=1+G,...n,

i=t—G+1

kde G pevné volime (Hackl doporucuje 5§ < G < 20) a misto kritickych hodnot df (t)
(popt. d,.(t) u dvoustranné alternativy) se pouzije df p, (popt. dan) odpovidajici
tomuto postupu. :

Toto jsou nejpouzivanéjsi testy pro problémy (2.1a) a (2.1b).

Pokud se tyce kritickych hodnot pro uvedené testy, nejjednodusdi je situace pro
bayesovské testy zalozené na T,; a Tn2, nebot obé statistiky maji normalni rozdéleni
(kritické obory jsou popsdny vzorci (2.4) a (2.5)). Pro T,3 je lepdi vyuzit asymptotické
rozdéleni. Pokud se tyce testi zaloZzenych na T,4, Tys lze pouzit Bonferroniho nerovnost
a pak dostaneme kritickou oblast (X; — X,_, ma pii Hy rozdéleni N(0,t~! + (n —¢)71).

(219) Tt > 7' (1-a(n—1)7")

(2.20) Tos > @7 (1 - e(2(n —1)7).



Dalsi moznost je pouzit Sidikovu nerovnost, ktera div4 kritickou oblast tvaru:

(2.21) Tos > 071 ((14 (1 - o))" /2)) .

Kritické nerovnosti se daji uréit téz na ziklade tzv. vylepéené Bonferroniho nerovnosti:
n n n-l

(2.22) ’ P (U A.-) < ZP(A - Y P(AiNA)

) =1 i=1 i=1

kde Ay, ..., A, jsou libovolné jevy (Worsley (1982)).
Pro vypocet kritickych hodnot lze té% pouzit limitni rozdéleni pfi Hy, pro které plati:

k
(Xi= 7,..)

=1

(2.23) C (ma.x {n'%
1<k<n

g(k/n)}) — £ sup 180 )la(1}) pron oo,

e(l
kde {B(t),}t € (0,1)} je Browniv most a ¢ je nezdporni funkce na (0,1)

integrovatelna se Ctvercem. Je videt, ze statistiky Thy a Tls nejsou piisluéného tvaru
(fo (u(l —u)) 'du = +oo) Je viak mozné pouzit bud test s kritickou oblasti

(2.24) max {-n-% zkj(x,- - 'X‘,.)} > bt

1<k<n 4
- =1

pro jednostrannou alternativu, nebo

Z(X ~X.)

18k<n =1

(2.25) max {n 3

g(k/fv)} > balg)

pro oboustrannou, kde b} a b,(g) jsou definoviny vztahy

(2.26) . (tgzlp {B(t)} > b"') =
(2.27) P ( sup {IB(Hlg(t)} > ba(g)) o
tE(O,])

Tabulka hodnot b} a b,(g); g =1 je pfipojena na konci élinku.
James a kol. (1987) odvodili aproximaci

(229 P (e (B0 -0 24) =

to<i<t

exp{—b
= vareel B2 p{(z)/2}{2(1—b')1 2( 3)+2b"+o(b' )}

pro b — 0o, kde 0 < ¢ < t; < 1, coz spolu s (2.23) vede k testu s kritickou oblasti

ko SRy { Z(X - Xn) ( (i(Xi - X+ zn: (Xi— Y':,_;,)2) 2) } > b,
=1 i=k+1
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kde b, je feseni rovnice, kterou ziskdme, jestlize pravou stranu v (2.28) polozime rovnou
a a [ntg] = ko, [nty] = k1.

Pro metodu CUSUM a oboustrannou alternativu je mozné pouzit bud kritické hodnoty
dané (2.16), nebo opét pouzit Bonferroniho nebo Sidakovu nerovnost, které davaji

(2.29) doo(t) = vVt —1977 (1 - 2(na_ 1)) t=2,...,n

respektive
(2.30) doe(t) = VI—187 (14 (1 — ) D7 /2 t=2..,n

Pro jednostrannou alternativu Bonferroniho nerovnost dava:

do(t) = VI— 10! (1 - —“—) .

n—1

Dale lze vyuzit limitni rozdéleni. P¥i Hp totiz plati
. . .
(231) £ (max {%IMA}) — £ (@ WD),

(2.32) P (zngl%’fz {|M¢|t"%}) (2loglog n)'% — 2loglogn—

. —%]og loglogn + %103(41-) < y = exp{—2exp{-y}}, y € Ry,
kde {W(t), t € (0,1)} je normovany Wieneriv proces. Kritické oblasti pak maji tvar

1
(2.33) max (M} 2 niwe,
respektive
- ' 1
(2.34) z?:aé’:(v{lM‘lt ‘%}(2loglogn)= —2loglogn—

-—-% logloglogn + -;-log(41r) > —loglog(1 — a)‘%,

" kde w, je definovano nasledovné

(2.35) P (tzz)pl)ﬂW(t)l} > wa) =a.

Kritické hodnoty (2.29), (2.30) vedou ke konzervativnim testim, test s kritickou oblast{
(2.33) neni citlivy vi&i zméné pti malém m (tj., m/n je malé). Konvergence (2.32) je

velmi pomala, takze jako nejvhodnéjsi pfi nepiilis velkém n se jevi test s kritickou oblasti
(2.186).

Pro metodu MOSUM plyne z Bonferroniho a Siddkovy nerovnosti ndsledujici
aproximace:

(2.36) da m(t) = ¢! (1 - m) t=14G,...,m
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respektive

(2.37) dap(t) 2 @7 (14 (1 ~ )0~ /2)  t=1+4G,...,n

Limitni rozdéleni maxgcica |Re} vede k testu s kritickou oblasti
(2.38)

; n\i n . -1 n\-%
G@lf(l‘a._ét"|R4| > (2 log a) + (log log Ve + log(4/7)'— 2loglog(1l — a) ) (8 log log 5) .
Je nutné si uvédomit, Ze kritické hodnoty ziskané pies Bonferroniho a Sidikovu nerovnost
vedou ke konzervativnim testim (tj. skuteéna hladina testu je nizsi nez a), ale simulace
ukazuji, Ze skuteéné kritické hodnoty jsou sice mensi, ale rozdil je pfijatelny (podrobnsg;ji
viz Hackl (1980)). '

Ve viech ptipadech lze ziskat kritické hodnoty simulacemi. _
Testy lze celkem snadno modifikovat na piipad, kdy X; maji rozdéleni N(6;,0?), kde
o? > 0 nezname, sta&f nahradit o2 odhadem, coz vede ke zméné rozdéleni exaktniho, ale
ne limitniho. Analogicky lze sestavit testy pro zménu rozptylu, pop¥. soucasné zmény

posunuti a rozptylu. Napi. jsou-li Xj,..., X, nezavislé, X; ma rozdéleni N(6y,0?), i =
1,...,n a uvaZujeme-li dlohu testovat hypotézu HS : 62 = - .- = o2 proti H { i Jncnol =
o= o4 # ok, = - = o2, pak CUSUM test pro zménu rozptylu je zaloZzen na

+ =
statistikach o/ _, W2((n—1)"' TF_, W2)™!, t = 2,...n. Podrobnosti o téchto postupech
Ize najit v Hacklovi (1980).

2.2 Robustni postupy

V tomto paragrafu budeme vychézet z pfedpokladu, Ze ndhodné veli¢iny X; jsou nezdvislé,

- X; mé distribu¢ni funkci F(z — 6;), i = 1,....n. Budeme uvazovat jen dvoustrannou
alternativu ‘
(2.35) Ho:01="’=9n =00pr0tiH1:3m<n00=01=---=9m5£0m+1=---=0n.

Modifikace pro jednostrannou alternativu plyne z piedchoziho a postupi pro
dvoustrannou alternativu. P# sestavovani robustnich testd pro tuto ulohu vychazeli
autofl vétdinou z testli uvedenych v predchozich paragrafech. Nejvétsi pozornost byla
vénovana testiim zalozenym na pofadich. '

Bayesovské testy zaloZené na pofadi navrhli Bhattacharya a Johnson (1968). Pro
piipad 6y znamého a F spojité symetrické kolem 0 m4 testova charakteristika tvar

(2.36) Ts =Y Disign(X; — O)a} (Bf) =

i=1
= ZP:‘ Z sign(Xk - 90)“I(R2-)
i=1l k=1
kde (py,...,p,) je apriorni rozdéleni ndhodné veli¢iny 7 (bod zmeény), Dy = 0, pi; i =
1,...,n, B} je pofadi |X; —8;| mezi | X, ~ 6y, ...,|X, —bol a (af(1),...,a}(n)) je vektor
skéri uzivanjch pro test hypotézy symetrie. Za poviimnuti stoji fakt, Ze statistika 7
je linedrni kombinaci potadovych statistik pro test hypotézy symetrie pfi rozsahu vybéru
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i, i =1,...,n. Casto se pouzivd test s a} (i) = 1 (tedy obdoba znaménkového testu). Pro
prlpa,d 00 neznameho a F spojité (ne nutné symetrické) navrhli autofi testovou statistiku

(2.37) | Tor = ZD an(R;) = Zp, Za"(R;C

=1 . i=1 k=1

kde vyznam D; a p; je stejny jako u piedchoziho testu, R; je pofadi X; mezi
X1, 0y Xn, i =1,...,n (aa(1),...,an(n)) je vektor skért pro test hypotézy nahodnosti
(tj. X], ji=1,...,n majf distrlbucm funkci F(x — 8o) proti alternativé X,...,, X; maji
distribuéni funkc1 F(m —0o) a Xip1,- - -, Xy maji distribuéni funkci F(z — 0,), 90 # 0,).
Optimalni volby skéri se v obou prlpadech shoduji s optimélni volbou pro test hypotézy
symetrie popf. test hypotézy nahodnosti. Pokud se tyée kritickych hodnot (pro jedno
i oboustrannou alternativu), sta¢i si uvédomit, ze Ty6 a Tz jsou opét linedrni pofadové
statistiky a tedy lze pouzit kritické hodnoty pro piislusné pofadové testy zaloZzené na
exaktnim rozdéleni nebo limitnim rozdéleni.

Vyjdeme-li z M~odhadd (pii distribuéni funkci F symetrické), miZeme sestavit
nasledujici bayesovské testové statistiky

(2.38) | Tos = 'Xn:Dﬂl)(Xi — 6o)
i=1
(2.39) Too = 3. Ditp(Xi — 0a(2))

i=1

pii pfipad 6, zndmého respektive nezndmého, kde 6.(¥) je M—odhad 8o generovany
funkci 4,3 je monoténni lichd funkce spliujici obvyklé pozadavky. Pro nalezeni
kritickych hodnot se obvykle vyuziva limitni rozdéleni (obé testové statistiky maji pfi
H, asymptoticky normaln{ rozdéleni s parametry (0, 7, D} [ ¢*(z)dF(z)).

Maximalné vérohodnému ptistupu zde odpovida tzv. pseudodvouvyberovy potadovy
test, jehoz idea je zfejma z testové statistiky:

k .
2 (an(Ri) = )|

[E31

(2.40) Tuaolg) = max {

2<k<n

(k/n)},

kde @, = ¥, a,(1)n* a za g volili autofi:

B (O ST ISR

(Sen A. a Srivastava (1975)) nebo

nf2 \ ’%
(2.42) ga(k/n) = (varHa {Zan(R;)}) , k=2,...,n

1=1

(Pettit (1979)) nebo funkce tzv. U-tvaru g(t) = (¢(1 —¢))~ 6. 0< B <! (SenP. K.

2
(1978)). Kritické hodnoty lze nalézt bud simulacemi, nebo vyuzmm limitniho rozdéleni,
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a to statistik Zf;l(a,.(R,-) —an)g(k/n), k=2,...,n—1 (provk — o0 an—k — oo maji
asymptoticky normaélni rozdéleni) spolu s Bonferroniho nebo Sidékovou nerovnosti. Dalsi
moZnost je pouzit tvrzeni: '

(243) £ (Tm(g) (Z (an(i)—an)z)-%)

i=1

— L ( sﬁp {|B(t)|g(t)}) pro k — oo,
t€(0,1)

kde {B(t), t € (0,1)} je Browniiv most a ¢ nezdporna funkce na (0,1) integrovatelnd se
¢tvercem. ' :

Zcela analogicky lze sestavit testy zaloZené na M-odhadech. Testova statistika ma
tvar .

k

2 (0(Xi = 8.(9)) g(k/n)

1=1

{iz/ﬂ(x.- - en(sb))}“%} ,

=1

(2.44) Toi(g) = max {

2<k<n

kde 8,(¢) je M—odhad zalozeny na X,, ..., X, generovany funkei . Pokud se tj’f.(:e funkce
¢ a kritickych hodnot, plati totéz co pro pofadové testy.

Robustni postup odpovidajici CUSUM metodé zalozeny na M-odhadech vychdzi ze
statistik _

(2.45) W =9(Xi—0_,(¥)), i=2...n
| k
(246) 0;2 = k_l lelz (X, - 0,'_1(’4))), k= 2, PP [
=1
(2.47) CM{=W.+Mp, M;=0, k=2,...n

kde 0;_;(¢) je M—odhad zalozeny na pozorovanich Xi,...X;. a generovany funkci .
Velitina o2 je odhadem [ ¢?(z)dF(z). Test lze popsat nasledovné

(2.48) je-li na k~tém kroku n~%| Mo > Je(a, k) k < n, pak zamitneme Hj a nedélame
daldi pozorovani,
je-li n‘%IM,:‘Iak‘l < fe(a, k) a k < n, déldme dalsi pozorovani,
jelik=nan¥Mpot ' < fe(a, k) pfijmeme Hy, jinak Hy zamitneme,

kde f.(, k) jsou kritické hodnoty odpovidajici hladiné a. Pro ziskani fe(a, k) se d& vyuszit

limitni rozdéleni, nebot pfi Hy (a splnéni uréitych podminek regularity) plati:

49 £ (e { o) h1}) — £ sup aweon) pri n — oo,

kde {W(t); t € (0,1)} je normovany Wieneriiv proces. Plati té (2.32), kde M, je nahrazen
Mo, *. Daldi podrobnosti lze nalézt v Huskovd (1990a). Souvislost s CUSUM vylozenou




v piedchozim paragrafu je vidét, polozime-li ¢(z) = = a 0x(1)) = X (pozor v 2.1 jsme
znali var (Xi — Xi_1) = o*(k + 1)/k).

Zcela analogicky lze definovat robustni versi MOSUM. Pokud se tyée kritickych
hodnot, lze pouzit Bonferroniho nebo Sldakovu nerovnost event. test s kritickou oblasti
(2.37), kde R, je nahrazeno Tk g Wral™!, ale v tomto piipadé potiebujeme G i n velké
(kvili asymptotické normalité).

Z vypoetniho hlediska je vhodnéjsi v robustnich verzich CUSUM a MOSUM pouznt
misto M—odhadd (ty se totiz potitaji pomoci iteratnich metod) tzv. rekurzivni M-
odhady nebo jednokrokové rekurzivni M—odhady. Rekurzivni M ~odhady jsou definoviny
nasledovné:

(2.50) (%) = 62,(¥) + (i) (X: o?_,(w)) i=2,....m,
- (251) (m)-‘i( (X5~ Bs() +4i7°) - ¢(x,-—02_,(¢)—ta'-ﬂ))jf’

kde 8(¢) je rozumny poéateéni odhad, 0 < 8 < %, t # 0 pevné. Jednokrokovy rekurzivni
M-odhad je definovin nasledovné

252 0W) =0 )+ (NN (K- aW),  i=2..m

=2

(253)  Af= 21t‘fz;(( — o) + 17} — (X - 83w) — 7)),

=2

kde t # 0, 0;(¥) je rozumny potatetni odhad. Velitiny 7? a v; jsou odhadem
8/3a ([ ¥(z — a)dF()). |

V obou piipadech je nutné 4 a 47 pii vypottu modifikovat (ofezdvat). Podrobnéji se
lze s témito odhady seznamit v literatuie o rekurzivnich odhadech nebo stochastickych
aproximacich (napi. Novoviova (1984), Huskovd (1990c)).  Pokud se tyée volby
. gkérové funkee 1, plati pro ni stejné doporuéeni jako u M—odhadl parametru posunuti.
Podrobnéjsi poznamku nalezne &tenaf na konci 3.2.

3 Detekce zmén regrese

3.1 Postup pro normadlni rozdéleni

Predpokla.de‘me, ze Xl,. .., X, jsou nezdvislé veliciny, X; mi normalni rozdéleni
N (c-9, aj 1=1,. ‘
ejprve se zminime o ruznych modifikacich. Za pra,ve uvedenych pfedpokladii 1ze dale
uvazovat tlohu (1.1) pii 6 = 0%, i = 1,...,n (0? znimé nebo neznimé) nebo studovat
obecn&jsi ulohw:
(3.1) Hg : (gl,af) = (Bn,crn) proti
HY ¢ 3uea (0,00) == (0,00%) # (0nromn) == (802)
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Dalsi moznost je uvazovat jen zménu rozptylu (tj. f =-.. = 6 plati pti alternative).
Zde se soustfedime na tlohu (1.1). Informace o ostatnich lze nalézt v Hacklovi (1980).
Daéle se nékdy misto wlohy (1.1) uvazuje tloha nazyvanj ”time-trending regression”

formulovan3 jako diskriminace mezi hypotézami

(3.2) Ho : EXi=dg, Vi
Hy : E X = ¢ (?(o) + '?(1)t‘) vi
Hg : EX;= 9." ('?(o) + ?(1)""’ +- g(y)tf) Vi

kde vsechna Q(v)’ (v =1,...,9) jsou p-rozmérné vektory, t; < t, < ... jsou Easové
okamziky, kdy se provadéji pozorovani. Informace o dlohdch tohoto typu Ize nalézt napf.
v Farley a Hinich (1970). Pii dloze (1.1) nékdy predpokladame, e v alternative EX; =
h(t;),i=1,...,nkdeh je né&jaka funkce, a rozliSujeme, zda jde o zménu skokem ("abrupt
change”) nebo o spojitou zménu (tj. zda-li ma A(t) v bodeé zmeény skok nebo je spojita).
Informace o tomto piistupu lze nalézt napi. v Hawkins (1980).

Bayesovsk4 feseni problému lze nalézt napf. v Ferreira (1975), Esterby a El Shaarawi
(1981), Choy a Broemling (1980) a Broemling a Tsurumi (1987). Testy jsou analogii
bayesovskych testii popsanych v 2.1. Autofi se viak vice soustieduji na odhady ne# na
testovani.

Test podilem vérohodnosti pro ilohu (3.1) div4 testovou statistiku (nazyvanou
Quandtovou):

(3.3) 2 (-mInd? — (n - m)Ins? 4 nln a:)} ,

{3
kde 2, 53%,., &2 jsou maximilné vérohodné odhady ¢? odpovidajici pozorovanim
(X1, X))y (Xmsgrs - - -1 Xn), respektive (Xi,... sXn). Problém je nalézt kritické
hodnoty. Lepi je situace pro piipad ¢ = o2, § = 1,...,n, znamé. Hawkins (1977)
8 Worsley (1983) ukaizali, 2e metoda podilem vérohodnosti vede k testové statistice

(3.4) _ » <T<"'-"f_p {Vas},
(3.5) e = - 0) (G + o) (0 0) 5 -
BN AN s R R L

kde @k a én_k jsou odhady 4 metodou nejmensich &tvercl zalozené na (X1,...,X:)

respektive (X4, ... v Xn) a-(;; =3%, c.cl, €t =2hin cc,k=1,...n __
Odhady @.k a @n__ ¢ Jsou nezdvislé, maji normiln{ rozdéleni var @k - @:_ k) =
?(C+0) avar(3,-0) = (07 - ¢71) o2
Bonferroniho nerovnost pak vede ke kritické hodnoté x2.(p), kde a* = a(n — 2p)-1 4
2.(p) je 100 a* % kriticka hodnota x? rozdéleni o p st.v.
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Za predpokladu, Ze
(3.6) ln'l(:'[m] — sC pro n -0, s € (0,1}
(3.7 , n_lzn:c?j——-ﬂ(l) pro n—oo, j=1,...,p
i=1
(3.8) pax {c?j} n!—0 pro n—oo, j=1;...p,

kde C je pozitivné definitni matice, plati

(3.9) L (p(rllclfﬁ(_p {Vn,kg(k/n)lc(n - k)/n2}
— L ( sup {B;(t)g(t)}) pro n — oo
te(0,1)
kde Bj(t) = i Bi(p), t € (0,1), {Bi(t),t € (0,1)}, ¢ = 1,...,p jsou nezdvislé

Brownovy mosty, g je nezaporna funkce na (0,1) integrovatelna se ctvercem. Chceme-li
tedy vyuzit limitn{ rozdéleni, pak bychom méli pouZit test s kritickym oborem

2 »

(3.10) ,Jpax {Vn,kk(n —-k)/n } > b,
popi. asymptoticky ekvivalentni test s kritickym oborem
(3.11) ax {(0,-8)c,or'c (8,-8)07; > "

: pobeX Ak T %0/ YeZn Te kT In ar
kde b%(p) je definovano nasledovné: , 7
(3.12) ) P ( sup {B*(¥)} > b;,,,) = a.

t€(0,1)

Tabulky &%(p) jsou v tabulce na konci élanku.
James a kol. (1987) dokazali, Ze

(3.13) P( sup {z,: BX(¥) (t(1 —t)-l)}’ > b) =

to<t<1-t; {imy
_ Pexp{-*/2} [1 2 (1 —t;)(1 ~ to)
= 26-9/7(p/2) 5(1 —p/b)log oty +

+ 2274 o(b'2)} pro b — oo,

kde {B(¢), t € (0,1)}, i =1,...,p, jsou nezdvislé Brownovy mosty, coz umozZiiuje snadno
spoéitat aproximaci pro kritickou hodnotu pro test zaloZeny Na MaXnty<k<n(l~t) {Varo™2}.

Metoda CUSUM (vylozend pro piipad posunuti v 2.1) je asi nejznaméjsi. Vychazi z
kurzivnich rezidui:
Xy -8, ,
Y
(va,r(X,, - 9;:91;-1))
Xk — C;:C;ll(fl’ g X

= 2 B = k=p+1,...,n
- 1 ’ ]
(01 +¢Crl )

(3.14) ’ Wi =
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Pro vypotet 8, a C;l lze pouzit nasledujici rekurentni vzorce:

-1 -1
c-t = o' _ T A
kT Tkt 1Y ecTe
<k k-1%k
-1 !
O = 6, +C¢, (Xk - Ekgk-l) .
Z rekurzivnich reziduf poéitdme postupné
(315) Mt:Mt_1+Wt t=p+1,...,n

W, = 0 a test provadime dle (2.14) pfigemz za M, a W, dosazujeme z (3.14) a (315)
Kritické hodnoty lze aproximovat stejné jako pro posunuti (tj. dle (2.28) a (2.20) nebo
(2.16)).

Metoda MOSUM pro regresni model se shoduje s MOSUM pro posunuti, pficems do
(2.18) dosazujeme za W; z (3.14). Dalsi podrobnosti lze nalézt v Hacklovi (1980).

3.2 Robustni piistup

V tomto paragrafu budeme uvazovat problém (1.1), pfitemz budeme piedpokladat, ze
distribuéni funkce F spliuje néjaké podminky regularity (obvykle koneénost Fisherovy
informace) a jinak je neznima a pro limitni rozdéleni platnost (3.6 - 3.8).

Uvedeme si zde testy zaloZené na M-odhadech, které jsou "odvozeny” z testi
uvedenjch v ptedchozim paragrafu. (Testy zalozené na poradich jsou piilis komplikované
a pro praktické vyuziti nejsou atraktivni). : '

Vyjdeme-li z testu (3.4 - 3.5) (4. z testu podilem vérohodnosti), pak

miizeme zkonstruovat robustni testy zaloZené na statistice (véechny jsou asymptoticky
ekvivalentni)

(3.16) max {Z,}

p<k<n~p

kde za Z, ) lze dosadit napf. jednu z nasledujicich statistik

(3.172) Zo = (0.9) = 8,8)) €,C;'C, (8,¥) 8, () 672,

~

k d k
@ity 2= (Lo (5= do,w)) € (Sew (5 -c0,0)) o7

=1 =1
prop< k < n —p, kde 8, (¢¥) je M—odhad generovany funkci 1 zalozeny na X, ..., X; a
(3.18) 8% =n7 3P (X — o (¥)),
=1

coz je odhad [ ¢*(x)dF(z). Jestlize plati (3.6 - 3.8) a ¢ je lich4 monoténni s ohranicenou
prvni derivaci, pak pii Hy

(3.19) ’ ( max {Z,(:)c ) — L ( sup {B;(t))}) pro n — oo.

p<k<n—p te(0,1)




1 = 1,2, kde {B;(t), tE‘(O,l)} je proces popsany pod (3.9). Poviiméte si, Ze
pro ¥(z) = z, je-li 6, (¢) odhad metodou nejmensich &tverci a g(k/n) = 1, pak
MaXyck<n-p L Vask(n — k)/n?} je asymptoticky ekvivalentni statistice (3.16) (V. je def.

(3.4)).

Vyuzijeme-li (3.19), pak hypotézu Hp v (1.1) zamitneme, jestlize

(3.20) max {Z9}> &,

p<k<n-p P

i = 1,2, kde b3(p) je definovano (3.12) (piislusné tabulky jsou na konci éldnku).
Robustni analogii testu zalozeného na maXpt,<k<n(i-t;) {Vax072} -je test zaloZeny na

maXnip<k<(1-t1)n {Z,(:?,Z }, kde
28 = (0, -0,w) (¢ -¢;) (0w -8, 57

’ . [ = 4 - - -1 L] ~ ’,
Uvédomime-li si, ze Uy = (Qk(tb) - Qn_k(z,b)) (le + Q’n_l_k) (Qk(d)) - t_)ﬂ_k(v,lJ))a ?mid
pro k — o0, n — k — oo asymptoticky x*-rozdéleni o p st.v., pak miizeme (vyuzijeme-li
Bonferroniho nerovnost) test provést nasledovné:

(3.21) je-li Jpax k{U"} > x2.(p), zamitneme Hy, jinak Hp pfijmeme
p<k<n—

kde o* = a(n — 2p)~1. Obdobny test dostaneme, vyuZijeme-li Sidikovu nerovnost.
Pii robustni verzi metody CUSUM zalozené na M-odhadech pocitime M-rekurzivni
rezidua (odpovidajici Wy def. (3.13)) a odhady [4*(z) dF(z), tj. potitime

(3.22) Wy =y (Xi—df,_(®) i=p+l....m,
(3.23) ot =i (X;-<o @) i=p+li...n
(3.24) M} =M +W;, k=p+1l,...,n, W;=0.

Pro piipad posunuti dostaneme W, o} a M} definované vztahy (2.45 - 2.47). Test
providime dle (2.48) jen za W}, ¢}® a M dosazujeme z (3.20 - 3.22). Pro limitni
rozdéleni plati (2.49).

Zcela analogicky lze sestavit robustni verzi MOSUM, tj. v (2.18) dosazujeme za

W; velitiny W;o;™! definované (3.20) a (3.21). Kritickou hodnotu miuZeme ziskat -

vyuZitim limitntho rozdéleni (pro G dost velké pii Ho ma G-% Egﬂ_c W;a;‘l pfiblizné
normované normalni rozdéleni) a mizZeme pouzit bud Bonferroniho nebo Siddkovu
nerovnost eventualné, test s kritickou oblasti (2.37), kde R, je nahrazeno T ke Wra ™!
(W? a o} jsou dany (3.20) resp. (3.21)).

M-odhady jsou definovény implicitné, k jejich vipottu se pouZivaji iteratni postupy,
co% vede v nadem piipadé ke zdlouhavym vypoétim. Vypotetné méné narotné jsou tzv.



rekurzivni M—-odhady Qz(ib) a relairzivni jednokrokové M-odhady 6" (v). Rekurzivni M-
~odhad je definovan nasledovné :

1 '
(3.25) ?2_,_1('»1’) = ?z("b) - mg;-}l-lgk+l¢ (Xk+l - fk+1€’2('/’)) k>p

k
"= -2—1,c—t 2 (% (X - 82 () +i%%) -

atage]
=1
— P (Xi—do @) +i?)P),  k>p

t # 0, kde Qg(gb) Je vhodny pogéteéni odhad, matice C je pozitivné definitni matice
definovana (3.6). S vlastnostmi odhadu qg +1(¥) se Ctendf miZe sezndmit napi. v
Novovitova, Robust (1982). Rekurzivni jednokrokovd verze M-odhadd parametru 8 je

definovana jak nasleduje:
o k+1 -
Gl = G0 O S ew (Xi-dhw),  k>p,

1 & - - . - |
%= sm L B -dnw ) g (- dgw) + k), k>p

i=p+1

t # 0 kde Q;(gb) je vhodny poédteéni odhad, C,= v, cci. Veliciny v 4} je nutno pii
vypottu ponékud modifikovat (ofezdvat).

Pokud se tyce volby ), plati pro ni stejné doporuéeni jako pfi problému M-odhadu.
Vzhledem k tomu, Ze M—odhady ani M —rekurzivni rezidua nejsou invariantni vii¢i zméné
méfitka, doporuéuje se nahradit funkei (-) funkeci ¥(-/s), kde s je odhad métitka podle
- konkrétniho postupu zalozeny na viech n pozorovanich nebo na pozorovanich provedenych
do okamziku mezivypoétu. Dali podrobnosti viz napi. Antoch (1984).

4 Zavéreiné pozndmky

4.1 Pozhémky k postupi v paragrafech 2 a 3

Podivime-li se zpét na postupy vylosené v paragrafech 2 a 3, je vidét, ze se setkdavame
se tfemi typy testovych statistik. Prvni je souétem nahodnych veligin (pFesnéji linedrni
kombinace testovych statistik uZivanych pro uvaZovany problém pii zndmém bodu zmény
7 (popt. m)). Dalsi typ je maximum néhodnych veli¢in (maximum testovych statistik
uZivanych pro uvaZovany problém pfi znimém m). Tietim piipadem je opét typove
maximum nahodnych veli¢in, pfesnéji mame testové statistiky max,<;<i {M;}, k = p +
l,..., a hypotézu zamitame, jakmile poprvé M, prekroéi kritickou hodnotu, a nedélame
dalsi pozorovani. :
Sledujeme-li jejich limitni chovéni, pak v prvnim piipadé dostaneme jako limitni
rozdéleni normalni, ve druhém se shoduje s rozdélenim SUPyg(0,1) {B;(t)}, kde B;(t)
je soucet kvadrat p nezdvislych Brownovych mosti. Ve tietim piipadé se shoduje s
rozdélenim supye (1) {|W(2)]}, kde {W(2), t € (0,1} je normovany Wieneriiv proces.

(9™
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Nyni se podivime na porovnani riznych testi. V literatufe lze najit porovnani hlavné
pro piipad zmény posunuti. Nejprve uvedeme porovnani testi v 2.1. Lze ocekdvat, Ze
vysledky pro zménu regrese jsou obdobné. Bayesovské testy (2.4), (2.5) jsou optimalni
z bayesovského hlediska (je vsak potfebna znalost apriorniho rozdéleni r). Z hlediska
Bahadurovy vydatnosti je test podilem vérohodnosti optimélni (potfebujeme viak pfesné
znat distribuéni funkci F). Test optimalni ve smyslu Pitmanové neexistuje. Simulace
toto potvrzuji a dile ukazuji, ze bayesovské testy jsou ponékud lepsi, jen, je-li zména
piiblizné kolem t[,/5 a Ze pro malé 7 CUSUM detekuje alternativu stejné dobte jako test
podilem vérohodnosti (CUSUM viak vétsinou vyzaduje mensi rozsah vybéru).

Pokud se tyte srovnani CUSUM a MOSUM, ukazuje se, ze MOSUM detekuje
alternativu diive nez CUSUM. Dalsi informace lze nalézt napf. v Hacklovi (1980),
Deshayes a Picard (1986), Praagman (1987) a Haccou a kol. (1985).

Pro porovnani postupd uvedenych v (2.1, 3.1) a (2.2, 3.2) plati to co napf. pro
dvouvybérovy problém. Je-li rozdéleni nahodnych veli¢in skute¢né normalni, jsou postupy
uvedené v 2.1 a 3.1 lepéi. Je-li vak normalni rozdéleni kontaminované nebo mame znaéné
neuplnou informaci o rozdéleni, je lepsi pouzit néktery z robustnich postupu. Je nutné si
vsak uvédomit, ze vliv prvnich pozorovani po zméné bude u robustnich postupu potlagen
(budou klasifikovana jako odlehld pozorovani), coz zpusobi pozdé&jsi zamitnuti Hy (lze
tedy ocekavat, ze odhad bodu zmény bude vy3si nez skutecna hodnota).

4.2 Odhad bodu zmény

V literatufe se muZeme setkat s nékolika typy odhadu bodu zmény 7. Pfi nékteré formulaci
budeme vlastné odhadovat m (viz formulace alternativy).

P#i byesovském piistupu odhadneme 7 na zékladé aposteriorniho rozdéleni parametru
7 (apriorni jsme znaiili pn = P(7.€ (tmytms1)) m = 1,...,n =1, p, = P(T>1,))
bud jako medidn, nebo stfedni hodnotu aposteriorniho rozdéleni (v, zavislosti na volbé
ztratové funkce). Vzorce pro tyto odhady nejsou jednoduché. Pro nékterd rozdéleni
existuji tabulky (viz napf. Zacks (1983), Broemling a Tsurumi (1987) pro dalsi informace).

Maximadlné vérohodny odhad r ziskame jako bod t,,, kde m je bod, pro ktery dosihne
testova statistika maxima (statistiky def. (2.8), (2.9), (3.3), (3.4)). Vlastnosti odhadu
pro nékteré pfipady jsou uvedeny napf. v Deshayes a Picard (1986). Dalsi informace lze
téz ziskat v élanku Krishnaiah a Miao (1988).

Pii metodé CUSUM a MOSUM odhadneme 7 (piesnéji fe¢eno m) nasledovné:

(4.1) min {k; |My| > da(K)}
respektive _
(4.2) min {k; |Ri| 2 da,m(k)}

kde M, je dano v zévislosti na uvazovaném modelu (2.11) nebo (3.14) a R; déno (2.18)
W; z (2.10) nebo (3.13). Dalsi informace jsou napi. v Hacklovi (1980). '
Pii robustnim pi#istupu muZeme 7 odhadnout zcela analogicky.

4.3 Nékteré dalsi postupy

Testy uvedené v 2.1 a 3.1 se tykaly zmén parametru normalniho rozdéleni, coz byl piipad
nejéastéji uvazovany v literatufe. Bayesovsky piistup i test podilem vérohodnosti lze



- 95 -

pouzit obecné (informace lze nalézt nap¥. v Schulze (1986)). Nejvetsi problém je nalezeni

kritickych hodnot.

Pti kontrole jakosti vyrobki je obvykle problém formulovén jako (1.2), kde P(X; =
e)=piaPX;=b=1-p,i=1,....na Er,Xi = 0. Kromé bayesovského testu a
testu podilem vérohodnosti byly navrieny Pagem (1955) testy zalozené na statistice

’ s k
(4.3) T=0I2&xn{§X;—orggk§Xj}.
Piislusné kritické hodnoty jsou tabelovany v citovaném élanku. ‘
Dalsim rozdélenim, se kterym se setkdme hlavné v biologickych aplikacich, je
exponencialni rozdéleni (dalii informace jsou v Haccou a kol. (1985)). Pouzivaji se testy
podilem vérohodnosti, popt. jejich modifikace.
Z dalsich testl stoji za zminku testy Kolmogorova-Smirnova typu pro ulohu (1.2).
Jsou zaloZeny na statistice

(4.4) K. = max sup { |Fu(y) = Buca(9)] g(k/n)k/n (1 - S)} Vn =

[Dax sup {{ﬁ’k(y) - Fn(y)| g(k/n)} v/,

“kde Fi a F,_; jsou empirické distribuéni funkce odpovidajici pozorovanim X;,..., X,

respektive Xiyy,..., X, a g je nezdporna funkce na (0, 1) integrovatelna se &tvercem.
Je-li X,, ..., X, ndhodny vybeér z rozdéleni se spojitou distribuéni funkei F , pak
€3 cw)— (e mp (Buol))  pon o

, te{0,1) »€(0,1)

kde {B(u,t), (u,t) € (0,1)?} je dvourozmérny Brownfiv most (tj. gaussovsky
proces na (0,1)> a kovarianéni funkei E B(uy,t1) B(uz,t;) = (min(ty,t5) — ty2,) -
(min(u1, ug) — urug) pro w;, t; € (0,1), i =1, 2).

Vlastnostmi statistik typu (4.4) se zabyvali napi. Deshayes a Picard (1986), Csorgs,
M. a Horvath (1988), Hawkins (1988). :

* Sen (1983 b) navrhl test zaloZeny na U-statistikach pro pfipad, ze se zména rozdéleni
projevi ve funkciondlu 8(F) = E h(X;,..., X,) kde h je funkce symetricka v proménnych
1,...,, integerovatelna se &tvercem, s < n.

Existuje pomérné rozsahla literatura tykajici se problému (1.1) popi. (1.2) pro piipad,
Ze pozorovani jsou zavisld (napf. &asové fady, AR, ARMA, ARIMA). Uvedeme zde

.aspoii které citace: Bagshaw a Johnson (1977), Johnson a Bagshaw (1974), Sastri, Flores

a Valdéz (1989), Segen a Sanderson (1980), Picard (1985), Deshayes a Picard (1986),

‘Hawkins (1984,1985).

Tabulka kritickych hodnot piislusnjch Wienerovu procesu a Brownovu mostu:

a Wer ba i Bap bBis B, s
0,01 2,807 1,517 2,650 3,392 4,004 4,550 5,054
0,05 2,241 1,224 1,844 2510 3,056 3,542 4,000

0,1 1,96 1,073 1,498 2,114 2615 2,084 3516
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Piipomenime definice jednotlivych kritickych hodnot:

P ( sup (WO} > wa) —a

ta(0,1

P ( sup){Bl(t)} > 5;) =a

te(0,1

, , 4
P ( sup {ZBJZ(t)} > b;,p) = a,
Cs€(01) | j=1

kde {W(t), t € (0,1)} je normovany Wieneriv proces, {B;(t),t € (0,1)}, j = 1,...p
jsou nezavislé Brownovy mosty. '
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