POPIS A VYBER MODELO VE VICEROZMERNYCH KONTINGENCNICH TABULKACH

Tom4s Havranek, UIVT CSAV, Praha

Tato price je podmnoZinou materisld, prednesenych na semirafich ROBUST.

82, 84, 86 a 90.

1. Popis modeld

Podivejme se na nasledujici frekventni tabulku:

E D C B A %
0 1
<3.0 | <140 0 0 95 1 1.0
1 201 8 3.8
1 0 295 5 1.7 ;
1 38 2 5.0
2140 0 0 49 5 9.3
1 117 15 11.4
1 0 192 15 7.2
1 20 3 13.0
3.0 | <140 0 0 58 7 10.8
1 158 .9
1 0 145 10 6.5
1 22 3 12.0
=140 0 0 a7 6 11.4
1 137 17 11.0
1 0 117 16 12.0
' 1 22 9 29.0
Tabulka 1

kde A je vyskyt ischemické choroby srdeini v prib&hu p&ti let od vysetfeni
(0 ne, 1 ano), B psychickd naro&nost prace (subjektivné, O ne, 1 ano), C
fyzicka naroénost prace subjektivn®, O ne, 1 ano), D systolicky krevni tlak

(pod 140, nad 140 v&etné), E index alfa a beta lipoproteind. Hodnoty B az E

jsou zjistovany pri vstupnim vygetfeni. Hodnoty veliéin D a E nejsou ve
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zdrojovych datech kategorizovany, ale kategorizace se provadi zejména pro
tabulaéni dGeely. Data pochazeji 2z vyzkumu provddéného v minulych letech
Angiologickou laboratorf fakulty v&eobecného lékargtvi UK pod vedenim
prof .MUDr. Z. ReiniSe, DrSc.

Ceho si na tabulce v&imneme? Predeviim neobsahuje Z4dné nulové
frekvence. To n&m pri zpracovani uSetf{ mnohé starosti. Dile jJe
pravdépodobné zrejmé, %e A zavisi na é&tverici B,C,D,E. Otazkou je vsak
struktura této zavislosti i nezavislosti B,C,D a E mezi sebou. Dile je asi
vhodné konstatovat, Ze Zadnid z veli&in nenf veli&inou Fizenou.

1.1. Stojime nejprve pied ot4azkou, Jak .vyjadfovat hypotézy o
nezavislosti resp. =zavislosti nahodnych veli&in, K jejichZz pozorovanim
(nezadvislym homogennim nihodnym vybérem) vznikne tabulka tohoto typu. Jedna
z moZnosti, kterd se v poslednich letech &fm d&l tim vice pouzivad je
logaritmicko-linedrni vyjadfeni. O co Jjde si nejprve ukaZeme na pripad& tii
nahodnych velidin. Pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze viﬁehny
nabyvajf{ pouze hodnot 0 a 1. Veli&iny si ozna&ime A,B,C. Necht nyni Pijk Jje

pravdépodobnost, 2e trojice <A,B,C> nabyva hodnoty <i,j,k>e{0,1}3. Tyto
pravdépodobnosti miZeme rozepsat jako

ABC=9+A¢+AE+A§+A2?+AAC+ABC+AABC (1)

log P, =0+A;+A, ik ik Mgk

- A_v ,B_¥ C_T ,AB_¥ JAC_¢ .AB ¥ ,AC _ ABC_
kde pozadujeme, aby Zihi-thj-ZkAk_ iAiJ‘ZiAik"ihAij‘Zk“ik = Zkaijk- 0.
Tento pohled je Rﬁdqgnytpohledu pPri obvyklém modelu analyzy rozptylu s
vice faktory. Cisla Ai’Aj’Ak nazyvame hlavnimi efekty (nebo efekty prvniho

radu), AB AAC \BC orexty drunsho Fadu a Ag?ﬁ efektem tretiho F&du (Zasto

ij’ ik’ ik
se téz rika dvoufaktorovy efgﬁt) atd. Zpravidla, mluvime-1i o efektech, pak
efektem myslime vZdy napr. Aij pro kazdé ie{0,1} a je{0,1}. Model (1) resp.
struktura zavislosti Jjemu odpovidajic{, "vysvétluje" Jjakoukoliv
trojrozmérnou tabulku. Problém je, zda tabulku nelze "vysvétlit"
Jjednodussim zpisobem, jednodu$si strukturou zavislosti vzniklou vynechénim
nékterych efektd, naprf. zda nestaéi predpokladat, Ze

ABC, _ A_B. .C..BC
log (Pijk) =0 + Ai+AJ (2)

+ Ak+hjk?
coZ odpovid4d nezivislosti paru B,C na A,

Rizné struktury =zadvislosti dostdvame vynechdvanim efektd; budeme
predpokladat, Ze vynechiﬁe-li néktery efekt druhého radu, vynechime i efekt
tfetfho fadu, t.j. Aijk' Takto ziskané modely nazyvame hierarchické
logaritmicko-linedrnf modely a miZeme Je =zapisovat zkraAcenym z&pisenm.
Zapisujeme vZdy jen horni indexy nejvy3sich obsaZenych efektd (efekt
druhého radu je vyss{ ne® efekt prvniho radu atd.). Tedy pravdépodobnostni
model (1) mé& zapis (ABC), model (2) m& zapis (A,BC) a model Gplné
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ABC A B

nezaviglosti log(Pijk)éB+Ai+Aj+A§ mi zapis (A,B,C). Tento zplsob zapisu je

dostateZné& prehledny a mnohdy snadno interpretovatelny: (A,B,C) znamena, Ze
A,B a C jsou navzdjem nezAvislé atd. Model ABC se nazyvA saturovany
‘model,nebo Gplny model tretfho £f4du, model (AB,AC,BC), ktery obsahuje
v8echny efekty prvniho a druhého Fadu, se nazyva dGplny model druhého Fadu,
podobné {(A,B,C} je dplny model prvniho fadu.

Dile2ité je si uvédomit, Ze o modelech miZeme mluvit pouze na zékladé
Jejich velmi stru&ného zapisu, ktery je tvoren vlastné vyrazy (slovy),
uréitého velul jednoduchého formdlniho jazyka. S témito vyrazy lze provadét
operace, které mohou byt popsény syntaktickymi pravidly a které mohou mit
sémant icky vyznam v prostoru odpovidajicich pravdépodobnost{
(pravdépodobnostnich modeld).

Podivejme se nyni na seznam logaritmicko-linearnich hierarchickych
modeld, které pripadajf{ rozumné v Gvahu u trojrozmérné tabulky (pom{jime
modely niZ%{i dimenze a modely vzniklé vynechdnim efektd prvniho Fadu):

model vyjéd?eni v pravdépodobnostech stupné
(horni indexy vynechivéme)volnosti

(A.B.C) Py ™y, P 4P 4
(48,C) Py3k™P1j.P. .k 3
(AC,B) Pyjx"Pi.kP. j. 3
(A.BC) Pyjx"Ps. P gk 3
(AB, AC) P;x“Pij.P1.k"P1.. 2
(AB,BC)  Pyy™Py5. P, 1x’P.J. 2
(AC.BC)  Pyy™Pyj P /P, x 2
(AB,AC.BC)  (pyy,Pgg1)7(Py01Pp117=(P110P000’/ (P100P010?

Véimnéme si, 2e prvnich sedm modelll lze snadno vyjadiit v Fedi
nezévislosti a podminéné nezAvislosti. Navic, maximiiné vérohodné odhady
pravdépodobnost{ pijk pi‘i platnosti kaZdého z té&chto modellt dostaneme

snadno soutinem (&i podilem) pfimych odhadl margindlnich pravdépodobnosti.
Tyto modely se nazyvaji{ rozloZitelné nebo multiplikativni. Posledni model
(AB,AC,BC) ma& jiny charakter; jednak jeho interpretace je jinia a jednak
odhady metodou maximélni vé&rohodnosti musime =zfiskévat itera&nim postupem
(nap?. iterative proportional fitting).

1.2. Logaritmicko linedrni modely 1lze pouZit i pro tabuky vyss{
dimenze, kdy vyjadfovani v pravdépodobnostech je velmi sloZité a
neprehledné. Ve vydfich dimenzich je zietelné vidét jednoduchost formilniho

z4pisu modeld. Logaritmicko-linedrn{ model odpovidajic{ (A,BCDE) si jisté.

kaZdy ua{ sestavit. UvaZujme nyni obecnd tabulky dimenze n a nechf velidiny
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Jsou oéislovdny 1,...,n. Pak kaZdy zipis (al....,ak). kde ais{l,:..,n} a

pro ka%dé i#j neni ani aiSaj. ani aiaaj, definuje jednozna&né
logaritmicko-linedrni hierarchicky model. (al.....ak} se pak nazyva

generujicf sentency (mnoZzinou) modelu. MnoZiny ay.....a nazyvéme

generdrory. Obvykle se oviem prakticky pouiivaji misto ¢&{sel -pismena,
nebot konkrétné& zatfm nikdo pravdépodobné nepracuje s tabulkou dimenze
véts{ nez napf.n = 22. Navic misto pedantického z&pisu {{A,B},{B,C,D,E}}
atp. se pou2ivd zjednodusSeny z&pis (AB,BCDE).

UvaZujeme obecné kategoridlni veli&iny (t.j. veli&iny nabyvajic{ jen
nékolika mélo hodnot). Veliéiny budeme znadit pismeny A,B,C,...,N.
Pfedpokladime, pokud nebude redeno jinak, %e velidiny, které zkouméime, maji
spoleéné multinomické rozloZenf a Ze pozorovand data vznikaj{ realizaci
stejné rozloZenych a nezavislych veli&in (A.B,C,...,N)i, i=1,...,m
Frekvenéni{ tabulku, kterd takto vznikne, budeme =znadit TABC N Je-11
veli¢in n, mluvime o n dimenziondln{ tabulce. MnoZinu veliéin vytvarejicich
" danou tabulku znadime V={A,B,C,...,N}. Jednotlivé frekvence v tabulce
zna¢ime m(i). Odpovidajfci pravdépodobnosti zna&ime p(i).

Pro generujici sentence mdme definovany operace priseku a spojen{ A,V :

.,ak)A(bl....,&1)=(a1n&1.a1n& ""'akn&f)
pri vynechdni redundantnich mnoZin a podobné&

Ca VLB )=an L a b)),

Jde o distributivni svaz. Operace A odpovidd priniku &i konjunkci model@,
proto béZné piSeme pro dva modely

Py =(a1,...ak)&(&1,...&1) = (al""'ak)A(&l"¢°'&1)'

Maximalné vérohodné odhady frekvenei (resp. pravdépodobnosti) pri daném
modelu ¢ znadime m?(i) (resp. p (i)) Obecné je nutné tyto odhady pri HLL
modelech stanovovat iteraénim postupem (iterative proportional fitting). V
specialnim pripadé rozlozitelnych modeld interpretovanych v re&i
podmingnych nezdvislost{ (a ekvi-pravd&podobnosti), dostdvame odhady jako
souciny a podily margindlnich frekvenci v "uzavi‘ené" formé bez iteraci.

Je-1i asVn. pak marginalni{ tabulka Ta Je tabulka obsahujici frekvence
m(i )= X cm(;), t.jJ. sCitd se pres hodnoty indexd odpovidajicich

veliéinémhz'ac=v -a. Napriklad pro model ¢=(AB,BC) potfebujeme margindlni
tabulky T a T,.. Odhad je pak pijk=(mij.'m.jk)/(m.j.m) v bé2n§ notaci

Zk > BC




=52 =

Ve vyssich dimenzich drtivé prevazuji hierarchické
logaritmicko-linearn{ modely, které nejsou rozloZitelné. Viz nésledujfci
tab, 2. .

dimenze: n= 2 3 4 5 vyraz
' 2m-1
hierachické 5 19 167 7580 2
z toho
' % n (1)
grafové 5 18 113 1450 ):(1)22
i=0
rozlozitel-
né 5 18 110 1230 nen{ znim
Tabulka 2

S tridou grafovych (resp.ZPA) logaritmicko-linedrnich hierarchickych
modeld se seznamime za chvili.

Jak rozlisime rozloiiteiné a nerozloZitelné modely? Jednoduchy
algoritmus vyuZivajici generujici sentence lze nalézt v knize (Bishop et
al., 1975). Zde ho uviddime v nepatrné pozménéné formulaci:

s M&j (al....,ak). Je-1li k = 2, zastav.

(1) VYyhod' pismeno, které se vyskytuje ve vSech a.

(2) Vyhod pismeno, které se vyskytuje v jediném a,.

Nebylo-1i moZné pouZf{t ani (1) ani (2) zastav. Tim
vznikne (ai,....ai)‘(nékteré ai miZe byt priazdné).

(3) Vyhod' kaZdé ai, které je vlastni €asti jiného. Je-1li
aisaj pro i<j, vyhod a& {proved pro vZechna i,j).
Tim vznikne (ai‘.....ai’). l=k. Poloz k = 1 a
(al.....ak)=(a gre-0@ 1) a jdi na .

Model (al....,ak) vstupujic{ do prvniho cyklu je rozlozitelny pravé

kdyZz je vypolet zastaven v nékterém cyklu pro podminku k = 2.

Uvedme si priklady pro n = 5:
(ABC,ACDE) je trivialné rozloZitelny.

fam—
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(ABE, BCE, ADE, CDE) —>(1)(AB,BC,AD,CD) a jiz nelze aplikovat (1) a (2);
model neni rozloZitelny. )
(ABE,ADE,BC)—>(1)(ABE.ADE,B]->(3)(ABE,ADE) - model je rozloZitelny.

Pro n=7: (ABD, BCE, ACF, EG,ABC)-> %) (ABD, BCE, AC, EG. ABC)
->3 (aBD, BCE, EG, ABC)->3)  (ABD. BCE. E, ABC) -3 (app,BCE,ABC) > (1)
(AD,CE, AC) —>(2) (A,CE,AC) —>(3) (CE, AC) - model je rozloZitelny.

Zde je opét na misté zdaraznit, Ze Jde o ¢isté& syntakticky postup,
pouZzivajici pouze formalni vyjadfeni modeld.

N&kdy je vhodné pouZzit dualni reprezentaci HLL modeld, kdy model Jje
popsdn minim&dlnimi hornimi indexy efektﬁu které jsou nulové. Mame tegy
dudlni generujici sentenci (al,...,ak) . Napr. (ABC,BCD) = ({AD),

{ABD, ACD,BCD) = (ABC)d a (BD,AD,CD) = (AB.BC;AC)d. Jednoduchy algoritmus
umoZiujici prechod mezi obémi reprezentacemi byl popsdn v (Edwards a
Havréanek, 1985).

1.3. Z hlediska interpretadniho rozumna tifda modell by méla byt
uzaviena vzhledem ke konjunkci. NaneStésti trida rozlo2itelnych modeli
uzavrend na konjunkci neni. Viz nasledujic{ priklad: (ABC,BCD)&(ABD,ACD) =
(AB,AC,BD,CD) ; viz (Enke, 1980). Je tedy vhodné hledat nejmensi tfidu
modelll, uzavifenou na konjunkci a obsahujici tfidu rozlozitelnych model®
(samozi'ejm& jako podtridu hierarchickych logaritmicko-~linearnich modeld).
Cesta k hleddni takové trfidy vede pres standardni representaci
hierarchickych logaritmicko-linearnich modeld.

Uvazujme modely dané pevné dimenze n. Generujici sentenci sestavijici
se z mnozin kardinality priavé n-1 nazveme elementdrni. Priklad pro n = 5 :
(ABCD, ACDE,ABCE). Po&et mnozin v generujici sentenci nazveme velikosti
sentence.

Plat{, Ze kaZdou generujici sentenci lze Jjednoznaéné vyjadrit konjunkci

¢1&...&¢r, kde L ZEEREN Jsou elementdrni sentence (Havranek, 1982). Tuto

konjunkci nazyvame standardni representaci.

Poznamene jme éEdwards a H%vrének, 1985), Ze pro duéhni popis modelt
mame (al,...,aj) &(&1.....&k) = (al.....aj,&l,...,&k) po vynechani

redundantnich mnozin. Pak pro libovolny model Je (&1,...,&k)d = (&l)d& e
& (&k)d a po prechodu k obvyklému vyjadfeni modeld odpovidaji (&l)d,
.(&k)d prévé elementarnim sentencim.

Maximidlni velikosti sentence v wl&...&wr miZeme mérit slozitost plivodni

sentence, jejim¥ standardnim vyjadrenim dana konjunkce je. Modely, jejich3
standardni vyjidrent obsahuje sentence velikosti maxim&lnd 2, nazyvame ZPA
modely. Z praktickych davodd se vétsinou omezujeme na piipad, kdy
standardni vyjadi‘eni obsahuje pravé sentence velikosti dvé (jinak by chybél
néktery efekt prvniho fddu). Tuto tiidu modeld oznaéime'nl.
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Piiklady standardnich vyjédien{:

{A,B,C,D) = (ABC,ACD) & (ABC,BCD) & (ABC,ABD) & (ABD, ACD) & (ABD,BCD) &
(ACD,BCD) je ZPA i rozloZitelny. :

(AB, AC,AD,BC) = (ABC,ACD)&(ABD,ACD) je ZPA a neni rozloZitelny.

(AC,AD,BD) = (ABC, ABD)&(ABD, ACD)&(ACD,BCD) je ZPA i rozloZitelny.

Co znameni ZPA? "Zero partial association". Model ABC,ACD odpovida
nulové parcidlnfi asociaci mezi B a C, t.j. podminéné nezavislosti B a C
podminéno AD (jde o parcidln{f asociaci v Birchové smyslu).

Plati nasledujic{ skutednosti:
1. Trida JCI je uzaviena vzhledem ke konjunkci,

2. trida Jtl cbsahuje tFfdu rozlozitelnych modeld

3. trida 3£1 je nejmensf tifda hierarchickych logaritmicko-linearnich

modeld obsahujici{ tifidu rozloZitelnych modeld a uzavrena viéi konjunkci.
Vidime, 2e tffida ZPA modeld mé vlastnosti nasi hledané tridy. ZPA
modely, které nejsou rozloZitelné, neumoZziiuji ovdem primé odhady

pravdépodobnst{ a maj{ obti{Zn&jsi interpretaci. Rozdil v poétu ZPA modeld a
rozlozitelnych modeld je vidét z tabulky 2.

1.5. Generujici tridu (al,....ak) miZeme zobrazit na neorientovany graf
s mnoZinou uzld Vn nasledujicim zplsobem:

1((a1.---.ak))=(vn.8).

kde 8={(x,y); (x.y)GVnXVn a xy je obsaZeno v nékterém ai}.
Modelu (ACDE,BCDE) tedy odpovida graf,

NN

D

B C )
t.j. dplny graf nad Vn bez jedné hrany AB. Modelu (ABC,AD,BD) pro n = 4
odpovidéd graf:

D

A
B
TentyZz graf vSak odpovidd i rozlozitelnému modelu (ABC,ABD) podminéné

nezévislosti C a D. Vidime, Ze zobrazeni z mnoZiny generujicich sentenci do
mnoZiny grafd neni vzAjemné jednoznadné.

c.
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UvaZme zobrazeni ¢ zobrazujfci grafy s n uzly {A,...,N} do mno%iny
generujicfch sentenci. Je-1li G nyn{ graf, pak ((G) je definovano jako
(al.....ak). kde Qy,--.»@  Jsou mnoZiny uzld klik grafd G (klika je
maxim&lni Gplny podgraf).

A—D A , A—D
Pro graf | néme dvé kliky | a |

B-——C B—C B

a tedy ¢ (G)=(ABC, ABD).

Dilezité je nyni toto: i(Rl) Je mnoZzina viech graft (s n uzly) a
zaroveh (ilJtl)_I = t. Pri resktrikci i na Jtl dostdvame vz4jemné Jednoznadné
zobrazeni J£1 na mnoZinu vSech grafd s n uzly. Vzhledem k této vlastnosti je
Plné opravnény ndzev, ktery pro tridu J£1 pouzil Darroch. Lauritzen a Speed
(1980}, t.j. trida grafovych modelq.

1.6. Charakterizace rozlo%itelnosti. Pro praci s grafovymi modely je
vhodné pouzivat techniky teorie grafd. V tomto jazyce také charakterizovali
Darroch, Lauritzen a Speed (1980) rozloZitelné modely:

grafovy model je rozlozitelny, neobsahuje-1i jeho grafovA reprezentace
kruznici délky vétsf ne® tri Jjako podgraf (t.j. je to triangulovany graf;
viz NeSetril, 1979). .

Priklad (n=5):

(ABCD, ADE) A——m— D Je rozlozitelny,

(ABC, ACD, ABE, ADE) A%\J nen{ rozlozitelny

E—D :
protoZe podgraf | | Je kruznici délky &tyfi. Pro rozpoznivani
B—C
triangulovaného grafu existuje algoritmus {eliminovani izolovanych uzlq,
Golumbic, 1980), odpovidajici algoritmu pro rozpoznavani rozlozitelnych
modeld uvedenému napr. v 1.2. To, Ze rozloZitelné modely maji triangulované
grafy odpovida tomu, Ze jde o Jednoduché modely; triangulované grafy jsou v
Jistém smyslu rovnés Jednoduché - jejich klikovost se rovni jejich
barevnosti (viz NeSetril, 1979).




Plat{ dalezity vysledek poprvé explicitné publikovany a grafové
dokédzany Edwardsem (1984):

(A): Méame-1li nesaturovany rozloZitelny model ¢, pak existuje
rozloZzitelny model ¥ lisici se od ¢ pouze pitididnim jediné hrany.

V jiné formulaci to znamena, Ze je-li ¥ dany rozloZzitelny model, pak
postupnym pridavanim hran (a to takovym, Ze vysledkem je opét rozlozitelny
model) se dostaneme k elementirnimu ZPA modelu. Tento vysledek je v ponékud
zagifrované podob& obsa%en v praci Sundbergové (1975); patril 1léta k
folkloru mezi badateli v dané oblasti. Divodem ne zcela jasnych fomulaci i
ne v3eobecného pochopeni raznych vysledkd je zde patrné stile nejednotny
Jjazyk.

Z 1.3 vime, 3Ze grafovy model ¢ lze psat jakoe konjunkci pl &wk
elementdrnich ZPA modeld. Modely wl,:..,wk jsou samozfejmé& rozloZitelné.
Plati (Havranek, 1982b):

(B) ¢ je rozloZitelny pravé kdyz &leny v konjunkci lze uspofédat.fak.f

Ze ¢1&¢2&...&¢j je rozloZitelny pro kazdé¢ j = 1,...,k-1.

PreloZeno zpét do grafové feli: rozloZitelny model ¢ dostaneme tak, Ze

postupné po jedné ubirédme hrany. KaZdy model takto postupn& ziskany musfi

byt rozlozitelny. Navic: vyjdeme-1li z elementdrnich ZPA modeld a zkouméme
postupné pouze vdechny rozloZitelné modely vzniklé postupnym odebiranim
hran, nemdZeme 24&dny rozloZitelny model pominout. Na této skutelnosti je
zaloZena procedura pro vyhleddvani rozloZitelnych modell navrZend Edwardsem
(1984).

1.7. Rekneme, Ze mnoZina uzld 6 oddéluje mnoziny uzld a, a a,, jestlize

kaZdi cesta mezi a, a a, musi vést pres uzly v o.

i 2
Priklady:
a,
A——C F E a, '
c D
4 % o

(ABC, CDF, DEF)

Tusime ihned, Ze v Feéi grafovych modeld plati:
(A): a, a a, jsou podminéné nezavislé vzhledem k o {(znalime a,la, |o)

pravé kdyz je o oddéluJe.
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2. Grafové algoritmy

2.1. Méme-1i klasickou tlohu testovat danou hypotézou popsanou

‘.generujici sentenc{ ¢=(al,...,ak). “vime" jak postupovat (za uréitych

podminek napr. na frekvence v tabulce apod.)}. MiZeme napriklad pouZit 12
test pomérem vérohodnosti. UkaZeme si jej opét pro specialni{ pripad dimenze
tabulky, abychom se vyhnuli obtiZnym formalnim zépistim. Nechtf_tedy n = 4.
Jsou-1i m, . napozorované frekvence v tabulce, oznadime m = . M.., ., a
ijk1 i%5.k,1 ijkl

ofekavané frekvence miZeme vyjadrit jako mijk(w) =m pijk(w). kde pijkl(p)

Jjsou pravdépodobnosti ocdhadnuté metodou maxim&lni vérohodnosti za
pfedpokladu platnosti hypotézy popsané pomoci ¢. K testovani pak pouZijeme
statistiku

2
G (p) =2 m log(m /m. . (@)
Zle ijkl ikl "ijkl

s prislusnym podtem stupiid volnosti (zde 7 - polet odhadovanych parametrd).

Nékdy je vhodné zkoumat vztahy mezi hypotézami. Rekneme, Ze ¢ v (¢
logicky vyplyva z ¢), plyne-li z pravdivosti modelu definovaného ¢
pravdivost modelu definovaného y (je-1i # splnéno,je splnéno i y). Tuto
relaci opé&t snadno rozpoznime na syntaktické Grovni: '

Plati totiZ, 3e (al,....ak) (&1,...,&1) pravé kdyz (al,...,ak) =
(&i,...,bll, kde relace = je definovéna takto: (al,....ak)S(&l.“..Al),

jestlize pro kaZdé a, existuje &j tak, Ze aiS&j.

Chceme-1i nyni testovat “vyznamnost rozdilQ" mezi ® a ¥, " ¥,
pouZijeme statistiky

cZe|w) = G%(p) - G2(y)

(stupn& volnosti dostaneme rovnés odectenim). Je dobré si v3imnout, %e ]
mdZe byt povaZovédna za jednodussi hypotézu.

2.2. Velmi ¢&asto se ocitdme v situaci popsané na zaddtku oddilu t:
nemame Zadnou specifikovanou hypotézu, nebo. ndkolik milo specifikovanych
hypotéz, ale musime naopak n&jaké hypotézy "podporované daty" nalézt. To
pak znamend zkouset celou Fadu hypotéz, které by mohly pripadat v Gvahu a
pozorovat jejich shodu s daty. Umyslné zde je pouZito slovo "zkouset" misto
testovat, aby bylo jasné odliSeni{ této situace od klasické situace
testovanf{. V naZem pfipadé®, i kdyz pouZividme testovych statistik,
dosazenych hladin vyznamnosti atd., chipeme tyto spiSe jako miry shody a
neshody hypotéz s daty, ne% jako testy v klasickém smyslu (neuvaZujeme zde
nynf metody simultanni inference). Metody vyhleddvani hypotéz by mély byt z
teoretického hlediska vlastné hodnoceny jinak, neZ klasické metody

testovani. Obrana proti chybé prvniho druhu (resp. globdlni chyb& prvniho
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druhu) zde moZznad neni vibec tou nejdilezitéjs{ véci. SpiSe zde =zdlezZ{ na
nééem, co by mohlo byt nazvdno silou - naprfiklad na tom, s jakou
pravdépodobnosti metoda odhali danou (znamou) strukturu zAvislosti (viz
Havranek a Soudsky, 1989).

Vratme se nyni k frekvenénim tabulkidm. Vime, 2Ze hierarchickych
logaritmicko-linedrnich modeld, které by mohly teoreticky pripadat v udvahu,
Jje velmi velké mnoZstvi. Musime se tedy omezit na n&jakou rozumnou
_ podtfidu. Z rady vyse uvedenych divodd je prvnim kandiddtem na takovou
trfidu praveé trida grafovych modeld:

(1) je uzavifend va&i konjunkci, (2) obsahuje tridu rozloZitelnych
modeld a je to nejmensi takova tiida a (3) vsSechny grafové modely jsou
popsatelné konjukcemi elementarnich sentenci, které popisuji{ jednoduché
(ZPA) grafové modely vyjadrujici nulovou parciilni asociaci pard veliéin.

Na druhé¢ strané je vidét, 2e i “grafovych" hypotéz mfiZe byt pomérné
mnoho. Je proto nutné vyuzit vztahy mezi hypotézami k tomu, abychom
nemuseli zkoumat celou tfidu grafovych modeld. Zvolime si pevnou hladinu
vyznamnosti;hypotézy s dosaZenou hladinou vyznamnosti niZ${ neZ zvolend
zamitéme, ostatni “akceptujeme".

Zda se vhodné vyuZit toto pravidlo:

Je-1li ¢ & ¢ (a tedy ¢=sy) pak piri zamitnuti $ v danych datech zamitneme
i ¢ (aniZz bychom ho testovali).

Mohlo by se zdat, Ze Jje vhodné pouZit i opadného vztahu: pfi
"akceptovani' ¢ "akceptovat" i ¢ v logickém smysiu z ¢ vyplyvajici. Tedy
napriklad, kdybychom akceptovali nékteré elementadrn{ ZPA modely,
akceptovali bychom i jejich konjunkci. Vime vSak, Ze role zamitnuti a
nezamitnut{ nenf v tomto smyslu symetrickid a 2Ze zamfitnut{ miZeme povaZovat
za “jistejs{i".

Predbéhneme nyni k dokonéeni nasieho prikladu (viz tab.3). Nezamitnutf
hypotéz oznadenych 2, 3, 5, 6, 0 pri dané hladiné vyznamnosti by ted
znamenalo akceptovani hypotézy 23560=(AB,BC,ADE), kteri mi v&ak hodnotu x
= 41.56 pri 20 stupnich volnosti a tedy dosaZenou hladinu vyznamnosti
0.00321!).

2 Samozfejm&, Ze pil pouzit{ testu xz pomérem vérohodnosti (i Pearsonova
X ) se nim miZe stat, Ze sice ¢ zamitneme, ale ¢ pri testovadnf{ nikoliv.
Pl pou2it{ vyfe zminénfho pravidla dojde tedy k chybnému rozhodnuti (jde
ovSem 0 néco jiného neZ chyba I. a II. druhu) vzhledem k danym datim. Praxe
vSak ukazuje, 2Ze tyto pripady nejsou prilis d&asté a takto zamitnuté
hypotézy bez testovan{i nemivaj{ dosaZenou hladinu vyznamnosti pF{lid§ vy&s{
nez je zvolend mez a nepatfily by k "nejlepSim" hypotézém podle kritéri{
nazna¢enych v odst. 2.3. Celd véc by si vsak zaslouzila jeit& hlubsi
zkoumdni (viz Havranek a Pokorny, 1985).

Cely postup vyhledavani “akceptovatelnych" modeld vypadd s pouZitim
nami navrZeného pravidla takto:
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Grafové modely generujeme a testujeme v pofadi opadéném k usporadani =.
To znamena, Ze v prvnim kroku testujeme elementarni hypotézy parcialnich
asociaci  (ZPA). V dalsim kroce testujeme modely odpovidajici dvoudlennym
konjunkcim elementdrnich sentenci, v tretim kroce modely odpovidajici

. : margindlni a parcidlni
Testovano: zamitnuto (0.1) asociace dle Browna:

1. ABCD, ABCE + ' + +

2. ABCD, ABDE + +

3. ABCD, ACDE + +

4. ABCD, BCDE + + +

5. ABCE, ABDE

6. ABCE, ACDE _

7. ABCE,BCDE + + +

8. ABDE, ACDE : + + +

~ (nejsilnéjsi vazba)
9. ACDE, BCDE + +
10. ABDE, BCDE
23 znamena konjunkci elementdrnich sentenc{ 2 a 3.
Testovany jsou pouze dvouélenné konjunkce elemen-
tarnich sentenci nezamitnutych v prvnim kroce.
Je tedy testovano pouze 10 modeld misto (;O)=45 moznych.

23. ABCD, ADE + rozlozitelny

25 ABC, ABDE rozlozitelny

26 ABC, ACD, ABE, ADE ne

20 BCD,ABDE rozloZitelny

35 ABC, ABD, ACE, ADE ne

36 ABC, ACDE rozlozitelny

30 ABD,BCD, ADE, CDE, + ne

56 ABCE, ADE rozloZitelny

60 ABE,BCE, ADE, CDE ne

V tretim kroce, jsou testovany pouze ty konjunkce, které
nejsou zamitnuty jiZ na zdkladé zamitnut{ konjunkci v
predchozich krocich. Tedy netestujeme napr. 125, nebo 350.
- 256 ABC, ABE, ADE rozlozitelny

250 BC, ABDE rozlozitelny

260 BC,CD, ABE, ADE ne

356 ABC, ACE, ADE rozlozitelny

560 ABE,BCE, ADE rozlozitelny

Testovani S hypotéz misto 105 moZnych.
Ve &tvrtém kroce mame jiZz pouze jedinou konjunkeci,
které neni zamitnutd-na zakladé predchozich vysledki.

2560 ABE, ADE,BC rozlozitelny

Tabulka 3
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trojélennym konjunkcim atd. Tak mame zajisténo, Ze pro dané ¢ (= ¢ &...&¢p, )
1770 2

budou vsechny modely Yy takové, Ze Y E ¢ (a tedy je uZ nemusime generovat a
testovat) uvaZovany pozdéji nez ¢ a miZeme tedy informaci o =zamitnuti
vyuzit. Vysledkem je mnoZina "akceptovanych" modeld, t.j. takovych modeld,
které byly testovany a nezamitnuty (hypotézy, které jsou zamitnuty na
zdklad€ nasSeho pravidla nejsou testovany). :

Takto ziskand mnoZina kandidatd miZe byt jesté dosti velka. Je proto
vhodné z ni vybirat "nejsilnéjsi". "nejzajimavéjsi”, "nejlepsi" apod.
modely. VysSe uvedend slova je nutné né&jakym zpisobem specifikovat. Jednou z
€¢isté logickych moZnosti je hledat minimdlni prvky mnoZiny akceptovanych
modeld vzhledem k uspofadani =. Tim dostadvame vlastnéd i nejjednodussi
akceptované medely, pokud mérime slozitost poctem obsazZenych
logaritmicko-linedrnich parametri (efektd). To je ve shodé se strategii
propagovanou v (Benedetti a Brown, 1978).

2.3. Dokoncime nyni nas priklad: Vysledky jsou prehledné uvedeny v
tabulce 3.

Mnozina “akceptovatelnych" hypotéz je tedy tvorfena vSemi (modely)
sentencemi, které byly testovdny a nezamitnuty. Zkracené jde tedy o modely
zapsané vySe koédy 2, 3, 5, 6, Q, 25, 26, 35, 60, 256, 250, 260, 356, 560,
2560.

Které 2z uvedenych modeldt jsou ty ‘"nejlepsSi" a mély by byt
reprezentovany jako moZzné modely pro dal$i zkoumidni? Jeden 2z moZnych
pristupi je hledat minimalni prvky mnoZiny “akceptovanych" sentenci
vzhledem k usporadani = . Plati totiz, Ze na teoretické drovni jsou vsSechny
ostatni sentence v mnoziné ‘"akceptovanych" sentenci jejich logickymi
disledky. Zde jsou dva takové prvky a to 356 a 2560, nastésti oba
rozlozitelné.

Pro vyhledavani téchto prvkd je vhodné si viimnout vztahu relace = mezi
sentencemi a inkluze jejich kédd. Vztahu =y Jje ekvivalentni
kéd(@)skéd (). Napf. : (ABE.BCE,ADE) = (ABE,ADE,BC) a 560 € 2560. Hledani

minimdlnich prvkd v = se tedy prevadi na hlediani maximdlnich kédd vzhledem
k inkluzi. ’

Nékdy miZe byt uZitelnd i celd mnozina “akceptovanych" modelll. NavrZené
kriterium pro vyhér "nejzajimavéjsich" modeld neni jediné moZné. Pri vyb&ru
mohou hrat roli i apriorni znalosti zadavatele o tom, co s &im miZe
souviset, nebo jind kriteria vybdru "nejlepSich" modelli, napriklad podle
nejvy3si dosaZené hladiny vyznamnosti,chapané jako kriterium shody modelu s
daty, &1 podle riznych modifikaci ¥~ jako miry shody, napt. éIC (Akaike
information criterion), viz Sakamoto a Akaike , (1978); AIC = »°~ - 2 d.f..
V nasem prikladé jsou dvé hypotézy s niZz3im AIC (a tedy 1lepSim) neZ
hypotézy vybrané a to 256 a 56 (viz Havranek, 1984a).

Pri vétsich prikladech to znamena wuchovavat strukturovanou mnoZzinu
"akceptovanych" modeld spolu s nékterymi numerickymi wdaji a pomoci
dalsich programi z ni pak vybirat podle ridznych navrhd a kritérii vyse

zminénych i podle dal$ich kriterii, kterd mohou byt 2z raznych divedd
uplatnéna.
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2.4. Zopakujme, Ze pravé navrzeny pristup (Havranek, 1983, 1984a,b)
vychdzi z toho, 3Ze:

(i) postup vyhledavani modelu by mé&l byt nezdvisly na pouzité testové
statistice &i mife shody modelu s daty,

(ii) zamitneme-1i model ¢, musime zamitnout vSechny modely jednodusSsi,
t.j. vSechny modely y takové, ze Y=g,

Pripomefime, Ze ¢=y, jestlize graf modelu ¢ je podgrafem modelu .
Postup byl poditadové realizovin M. Rebi&kovou - Horakovou (Michalek a
kol.,1984) a B.P. Murphym (1984).

Postup je postupem shora dold; zalind u nejslozitéjsich modeld, t.j.
elementadrnich ZPA modeld. Ostatni grafocé modely jsou pak vytvareny jeiich
konjunkcemi.

Pro¢ je zde pouZit pozadavek (i)? Neni zcela zfejmé, ktery z testld je
nejvhodnéjsi; jde o testy asymptotické, rdzné sily, rOzného chovani v
ridkych tabulkiach atd. Postup by se nemél ménit, pfejdeme-1i naprfiklad k
néjakému novému testu o vyhodnéjsich vlastnostech (viz dale oddil 3.4). K
principu (ii): na teoretické vrovni Je jisté, Ze plati-1i model ¢, musi
platit i ¥ pro ¢ = y »t.J. nezamitnuti{ ¢ by m&lo vést k nezamitnuti W
(pozor, je to jind véc ne? priklad s konjunkci 23560 v 2.2). Pri daném
postupu ale uplatfujeme jen “negativni" disledky, t.j. zamitnutf{ mi =za
nasledek =zamitnuti. To souvisi s klasickou koncepci testovéani, kdy
zamitnuti je povaZovdno =za Jediny vysledek testu, na kterém lze dile
stavét.

Je 2de moZné odlisovat modely zamitnuté pomoci testu v datech a modely
zamitnuté na zikladé vySe zminéné dedukce (ii) bez primého testovani v
datech. Témto druhym lze f{kat v souladu s (Edwards a Havranek, 1985) slabé
zamitnuté.

Pri analyze konkrétnich dat a pri pouziti daného testu Je pak trida
prijatelnych modeld definovéna Jako trida nezamitnutych ani slabé
nezami{tnutych model&. Maze byt charakterizovana svymi minimalnimi
(nejjednodussimi) prvky vzhledem k usporadani s=. Podotknéme, 2Ze v pozad{
celého postupu stoji idea mit celou tiidu prijatelnych modeld k dispozici,
napriklad pro daldi poé&itadovou analyzu pomoci jiné miry shody nez Jje
pouzity test (usporadani podle shody).

Vime, Ze ani testovd statidtika pomérem vérohodnosti ani Pearsoniv xz
nejsou dobré miry shody a pomoci nich nelze modely, které nejsou v relaci
S, srovnavat; v prikladé byly uvaZovany dosaZeni hladiny vyznamnosti a AIC
kriterium. .Poznamenejme, Ze zde by bylo vhodné hledat takovy test, ¢éi
obecnéji rozhodovaci pravidlo, které by mé€lo tu vlastnost, Ze by zamitnuti
i slabé zamitnuti splyvalo. V prikladech zpracovavanych navrZzenou
procedurou pomoci testu pomérem vérohodnosti se vyskytly (pro « = 0.1)
pripady, Ze model byl slabé zamitnut, ale pro kontrolu vypectend dosazena
hladina vyznamnosti byla v&t3i nez 0.1, ale ne prilis. Napriklad konkrétna
bylo pét nejvyssich dosaZenych hladin vyznamnosti 0.1430, 0.1420, 0.1286,
0.1058, 0.1043.
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2.5. V (Edwards a Havranek, 1985), je pouZit kromé principd (i) a (ii)
jesté princip (iii): Je-1li néktery model ¢ prijatelny, jsou prijatelné i
viechny modely sloZzit&js{, t.j. takové modely ¥, Ze ¢ = ¥.

Pouiva se nazev slabé prijatelny model pro model, ktery nebyl
explicitné testovan v datech, ale byl uzndn za prijatelny na zakladé
principu (iii) uplatn&ného na néjaky model ¢ explicitn® v datech testovany
a nezamitnuty. Procedura je navic zobecnéna proti predchozi. tak, Ze je
moZné zadft s libovolnou mnoZzinou modeld S, které jsou vZ4a jemné
neporovnatelné, vzhledem k =. Tyto modely se otestuji a tim rozdélf na
zamitnuté (mnoZina R) a na nezamitnuté (mnoZina A). Dale se analyzuje Rﬁ—s.

Hledaji se =-minimdlni modely Da(R), které nejsou slabé =zamitnuté na

zédklad® R nebo =-maximadlni modely, které nejsou slabé prijatelné na zékladé
A (mnoZina Dr(A)). Tyto modely se nazyvaji minimdlni moZné modely, resp.

maximalni zamitnutelné modely vzhledem k R resp. A. Modely z Da(R) nebo
modely 2z Dr(A) jsou pak explicitné testovény a vysledek pak rozsir{ A a R.
Cely postup je pak iterovén.

Je moZné postupovat shora dold - pouZivat Dr(A) - nebo zdola nahoru -
pouzivat Da(R), pripadné stridavé. Vysledkem jsou v kaZdém pripadé tridy

modeld prijatelnych A a zamitnutych R takové, Ze kazdy dalsi model je pak-

bud slab& pfijatelny nebo slab& zamitnuty. Stadi ovSem pouZit jesteé vice
kondenzovanou informaci, t.j. wukladdat pouze minimdlni modely =z A a
maximdlni modely z R.

Praktickd realizace je ov3em slozitdjs{, je treba pouzit napriklad
efektivn{ postup pro hledani Dr(A) atd. (viz odstavec 2.6}.

Jako vysledek dostavame tedy dvé mnoZiny <-nesrovnatelnych modeld
(explicitné testovanych v datech), které klasifikuji{ vSechny ostatni modely
do dvou trid.

Dvé poznamky: (a) startujeme-1i tuto proceduru 2.5 (resp. proceduru
2.4) s polateéni mnoZinou elementarnich ZPA modelq, pohybujeme se velmi
dasto v oblasti velmi Spatné aplikability asymtotickych testd. Navic
zamitnuti elementirnich modeld vede k velké redukci mnoziny déale
uvadovanych modelll (moZnych modeld). Proto je Zadouci zde pouzit exaktni
test.

(b) Idedlni test pro tuto situaci by mél byt takovy, Zze by slabé
zamitnut{ a slabé prijeti{ slyvalo se =zamitnutim i prijetim. Pak by
inference na teoretické udrovni presné odpovidala chovani testd na datech
(dedukci na datové Grovni, viz odd{il 4).

Procedura 2.5 se strfidanim krokd dold a nahoru a pri pouZzit{ pocateéni
mnoziny elementidrnich ZPA modeld byla aplikovédna na priklad pouzity v
(Havranek, 1983) pro analyzu sSesti (n=6) rizikovych faktord ischemické
choroby srdedni. Je zde 14 elementarnich grafovych modeld a 32753
neelementarnich grafovych modeld. V citované praci byla pouZita procedura

b |
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(2.4) s dal$im trikem, ktery odpovid4d jednomu kroku procedury (2.5). Presto
bylo nutné explicitné testovat vice neZ 100 modela. Procedura (2.5)
analyzovala tato data pri 27 explicitné testovanych modelech {z toho 15
elementarnich, které by bylo mo%né testovat exaktné). Celkem 32000 je
zamitnutych (15) a slabé zamitnutych , a 768 modeld je prijatelnych (12) a
slabé piijatelnych. MnoZina minimdlnich modeld z 4 obsahuje jen dva modely
a to modely stejné jako modely nalezené jako minimalni programem GRAPH
napsany Edwardsem v jazyce Pascal (viz dale odst, 2.6).

2.6 Nyni popiseme proceduru 2.5 podrobnéji. UvaZujme grafové modely
(Rl) s hlavnimi efekty, ti graf popisuji zavislost veli&in =z mnoziny V ma

Jjako uzly vSechny tyto veli¢iny.

Model m miZe byt pak specifikovdn dvéma moZnymi zpUsoby: (i) m =
(ei,ej,...,ek) » kde ei,ej,....ek Jsou hrany pritomné v Interakénim grafu
modelu. Zpravidla specifikujeme hrany svymi (koncovymi) uzly, t.j. (AB.BC)p
odpovidd modelu s pravé dvéma hranami AB a BC.

(ii) Dualné miZe byt model specifikovan jako m = (ei,e},...,.ek’)d, kde
i. . ,ei jsou hrany chyb&jici v interakénim grafu. Poznamene jme, 3e

(#,,v,n),

e

kde operace A a v Jsou definovany pomoci priniku a sjednocent
mnozin hran tvori{ booleovsky svaz,
Necht nyni S = {ml,...,mp}, mienl pro i =1,...,p je mno%ina grafovych
* modeld a predpokladejme, Ze tyte modely jsou akceptovany. MnoZina modeld z
Rl, které miZeme pokladat za slabé akceptované Jje
st = {meRI; m.S m pro nékteré mieS};
0 modelech z ‘

Cs* = {mERl;neplati m, S m pro i=1,...,p}

nemdZeme fici nic. Pritem cS+ = Ri - S+.
PoloZme nyni

Dr(S) = max °s*

(max (A4) je mnoZina maximalnich prvkd mnoziny A vzhledem k usporadani =}.
Dr(S) nazyvame r-dudl mnoziny S. Jsou to nejslozitéjsf modely, které miZeme

Jjedté zamftnout, Jjsou~1i akceptovany modely v S. Véimnémﬁzaﬁ, Ze jestlize
by byly modely z DF(S] zamitnuty, pak vsechny modely z “S - Dr(S) Jsou

slabé zamitnuté a kazdy model 2z Jtl Jje jiz akceptovdn &i slabé akceptovan
nebo zamitnut ' &i slabé zamftnut. Mnokiny §, S'-s, D.(S) a °s* tvors
disjunktni rozklad S.

. Podobné miZeme definovat a-duil mnoziny S: nejprve poloZime
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= {mERl; msm. pro nékteré mieS}

(mno%ina slabé& zamitnutych modeld, jsou-li modely z S zamitnuty) a a-dual
je pak c -

Da(S) = min §
kde °s” = #, - S~ {mERl,m_m i=1,...,p}.

S (D (S)) Je-1i S nesrovnatelna

1
Cst = (D ()" a

mnoZina, pak

Plati, ze

Da(Dr(S)) = Dr(Da(S)) =

Pro realizaci proquurg 2.5 je dulezité nalezeni dualt, jinak nez
prohledavanim mnoZin °s" a S .

) = = p i =

Fechﬁ S = {ml,....mp}, kde mj (eil""'eln(l)) pro i 1,...,p. Pak
v kazdém modelu z Dr(S) musi{ chyb&t alespoii jedna hrana z kazdého mi,‘i =
1,...,p. Plati tedy, Ze D_(S) = max
{(e,,,e e )d (e,,,e e )d (e e - )d}.

11°%21° 0 %p1’ »*%120%210 %17 0 1n(1) T2n(2)’ 7 Tpn(p)

Pri hledéani D, (S) je nutné vyuzit dudlnf representace modeld z S, t.j.

d _ P

m —(e11,...,e,1m($)) pro i =1,...,p. Pak D (S) = 21n {(e] 1,e21,... )
(elp€pqs---nepy) s -ovs (e1n(1)'92n(2)"'"ein(i)) t.

Vytvareni Dr(S) i Da(S) je asociativni v nasledujicim smyslu: Dr[Sluszl
= max {sAt; seDrtsl). tEDr(S)} a Da(SluSZ) = max {svt; sED (S ), tED (S )}.
Horakova (1989) definuje takto novou operaci: Dr(S1 U 82) = D €S )AD (S) a

A
Da(slusz) = Da(sl)ADa(SZ)'

Popisme nyni formalnéji proceduru 2.5:

V kaZzdém kroku jsou A a R mnoZiny modeld, které byly akceptovany resp.
zamitnuty (AnR=0).

Krok 1: Vstupem je nesrovnatelnd mnozina modeld SO'
Modely z SO jsou klasifikovany do A a R (pritom AUR =S, AnR = 0).

Krok 2: Je-1i 4 = @ jdi na krok 4, je-li R = @ jdi na krok 3, jinak zvol
mezi krokem 3 a krokem 4..

Krok 3: Klasifikuj modely =z Dr(A)—R jako zamitnuté (Rl)‘resp. akceptované

(4.). Je-li Dr(A) = stop, jinak poloZz A:=AUA,, R:=RUR

1 Rl’ R 1

Krok 4: Klasifikuj modely =z Da(R)—A jako zamitnuté (Rl) &i akcéptované

(4,). Je-li D_(R)-4 = A,. stop, jinak 4 = AUA;, R = RUR,.

e — -
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Proceduru jsme popsali jako symbolickou manipulaci, bez ohledu na
zplsob jakym jsou modely klasifikovany jako zamitnuté &i akceptované.

Vysledkem procedury jsou mnoZziny A a R takové, 3e Jtl = A+UR—. Z
intuitivniho hlediska je zrejmé, Ze by nebylo dobré, aby nékterx model byl
soucasné (slabé) akceptovdn &i (slabé) zamitnut. Musi byt tedy A nR =0.

Platnost 4 nR_=ﬂ Je zaru€ena, jestliZe pro Zadny model m_€A a Zadny

1

model mzeR neplat{ m15m2.

Postaduje, aby tato podminka byla spinéna pro AUR = S0 v prvnim kroku,

kroky 3 a 4 ji jiZ nemohou porusit, napi. pro mEDr(A) - R je memax (A7) a

tedy nemdZe byt m = m' pro m'€eR ani m’’'=m pro m’’€d; bez ohledu na
klasifikaci m jako prijatého &i zamitnutého nemiZe byt podminka porusena.
Nejjednodussi raciondlni a interpreta¢né racionalni je pravé zvolit S0 Jjako

nesrovnatelné.
Konstatujme tri dileZitd fakta o diskutované procedufe:

(i) Procedura skon&{ po konedném podtu krokd (nebof A a R monotonné
rostou).

(ii)Neni potrebné uchovivat A4 a R celé, staéi minimalnf{ a maximalni
prvky. V prvnim kroku je A4 := min(4) a R := max(R). V kroku 3 a 4 pak
klademe A:=min(AUAl) a R:=max (RURl). Takto definované A a R jiZz necbsahuje

vSechny akceptované &i zamitnuté modely, ale stale Jje A+UR~aR1.

(iii) Diky asociativité je pri hledani duild moZné dué%y pouze po kroku
3 a 4 upravovat, Dr(AUA1)=Dr(A) r(Al—A)' Da(RUR1) D (R)VD (R -R).

Volba v kroku 2 mezi krokem 3 a krokem 4 z4visi na cené&, (ve smyslu
napf. politadového ¢&asu), jakou pripisujeme klasifikaci modelu. Je-1i
klasifikovani modeltt drahé (nezdvisle na modelu) je vhodné volit podle
velikosti D (A) - R resp. D (R) - A . (viz odd. 5).

Obecné zavisi vysledné A a R na volbé S a na rozhodnutich v kroku 2.

Je-1i vsak klasifikace modeld koherentni v tom smyslu, Ze nemlZe nastat

situace, Ze m1 = m,, m, akceptovdn a m, zamitnut, je vysledek procedury

Jjednoznaéné dan (vzhledem k dané klasifikaci); viz ddle oddil 4).
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3. Algoritmus IPF a ovérovani modeld v datech

Jak je celkem snadno vidét, je moZné a vhodneé rozdélit proceduru
vyhledavan{ modeld na nejméné& dvé Grovné - symbolickou a numer icko-datovou.
Nyni se budeme pro pripad grafovych a HLL-modeld vénovat pravé numerické a
datové 1drovni.

Na rozdil od jinych metod vyhleddvani modeld /generovani hypotéz/ zde
je pevné déna mnoZina veliéin, Jjejichz strukturu zédvislosti uvazZujeme.
Proto je zpravidla moZné prejit od datové matice ke kontingenéni tabulce,
ktera obsahuje vSechny potfebné uGdaje. Pro tri veliliny A,B,C je to tedy

tabulka TABC = {mijk}' kde LI je &etnost (frekvence) vyskytu konfigurace

v datech. Datova urovei vypo&td neni tedy zpravidla provadé&na vicenasobné,
Pro tabulky vyssich dimensi, zejména obsahuji-1li prdazdna poliZka (nulové
frekvence) je oviem moZné uvaZovat o co nejvyhodnéjsi representaci. Je si
nutné uvédomit, Ze navrZenymi metodami lze zpracovavat pouze omezeny polet
veli&in, napf. maximdlné N=10: pfi dvouhodnotovych veli¢indch ma tabulka
1024 prvkl, pri trojhodnotovych 59 049, pri p&tihodnotovych 9 765 625 atd.
Divody nejsou ovSem pouze vypoletni (v oblasti potfebné paméti), ale
zejména statistické - pro ovérovini modeld pouZzivame asymptotické testy,
jejichZ chovani pFi nizkych &etnostech neni jasné.

3.1 Pri posuzovan{ toho jak model souhlasi s daty se pouzivd srovnani
napozorovanych &etnosti s &etnostmi odhadnutymi za predpokladu platnosti
modelu. Napf. pri nezavislosti dvou veliin jde o srovnavani mij s

] /m, kde m je celkovy podet pripadd. Pro porovnani téchto éetnost{ je

m
i.7.]
moZné pouzivat celé rady statistik (viz Bishop at al, 1975), z rdznych
ddvodu je vhodné soustfedit pozornost na statistiku '

2 _ 0
G" =2 z 0 log (E),

kde O symbolizuje napozorované getnosti a E odhanuté (teoretické) &etnosti
pii platnosti modelu. M&li bychom psat piesnéji G (¢) a E(p) pro model ¢.
Tato statjstika m4 za standardnich podminek a za piedpokladu platnosti
modelu x -rozloZen{ se stupni volnosti odpovidajicim rozdilu poctu
“volnych" parametri saturovaného modelu a poctu *yolnych" parametrit pfi
daném testovaném modelu ¢ (jde o rozdil dimenzi odpovidajicich
parametrickych prostord).

Abychom vsak mohli hodnotu Gz(v) vypod{tat, je nutné odhadnout parametry
modelu napt. v HLL reprezentaci. Pri pouziti pgingipu mqgimélni
vérohodnosti vede tato dlocha na minimalizovani vyrazu G =22 0 log(E), kde

jak jsme rfekli E symbolizuje odhadnuté <¢&etnosti pri platnosti modelu
(teoretické detnosti) a 0 napozorované &etnosti v tabulce, t.j. napf. pro n
= 3 °qﬁ} (AB.AC,BC) jde o minimalizaci v parametrech
e,h:.x?.ASiAij,hgﬁ.ifi za platnosti obvyklych omezeni; E je pak pro danou

hodnotu i, j,k rovno mpij (6,3). kde m je celkovy polet pozorovani.

Ohodnoceni modelu ¢ tedy probihd dvoustupfiové:

(i) nejprve je nutné odhadnout parametry a
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(ii) pak posoudit velikost vyrazu Gz.

Vypodetni problém spo&iva v kroku (i), krok (ii) je spiSe problémem
statistickym.

Pro vypocet odhadl parametrdi, t.j. je nalezeni minima (a odpovidajicich
hodnot parametrd) se v této situaci pouZivd algoritmus IPF (iterative
proportional fitting).

Algoritmus IPF pracuje nasledujficim zplsobem: UvaZme napr. n = 3 a HLL
model (AB,AC,BC), t.j. nejjednodu$ii pripad, kdy je potfebné tento
algoritmus pouZivat. Postadujici statistiky odpovidaj{ generitorim AB,AC a
BC a jsou to tfi margindln{ tabulky T,. = {m,. } T, = {mi K }a TBC =

AB ij.7 * "ac
{m vytvorené séftanim z tabulky ABC = {miJk} Odhadované

jk
pravdépodobnost1 budeme znadit p ik a odpovidajici teoretické E&etnosti m

ijk
= mp ,» kde m’ je celkovy podet objektl ([ }. Dile poloZime A .=
ijk 155k ijk Jk
A
imijk atd.

A(0)
ijk =
prvnim kroce postupng pro jednotlivé generatory :

Jako podateéni odhad poloZime m = 1. Pak upravujeme v

A(1) _ A(0) Mij.

pro AB: Pk = Pijk _KTGT* ’
M44.
) A(2) _ A(l)
pro AC: my g = T(TT '
j.k
pro BC: A(3) _ A(2) Jk

Bijk = 1Jk‘7TA 2
. jk

Dal&{ krok opét probihid stejnym zplsocbem opét pies generétory AB, AC a BC.
Postup se zastavuje, je-1i po dokon€eni Uplného kroku

A(3r)_ A(Sr-l)
I IJk 1jk I= 8,
kde 8 je predem zadana konstanta (napf.‘a = 0.01 &i § = 0.1). Algoritmus
pro obecny HLL &i grafovy model je z tohoto pifikladu zfejmy. Algoritmus byl

navrZen Demingem a Stephanem (1940) a jeho konvergence dokaz&na Csiszirem
(1975).

3.2. Je nutné si viimnout dvou véci:

(a) pro préci algoritmu vyuffvédme pouze symbolické informace o tom, které
Jsou generatory modelu (tedy generujici sentenci; HLL vyjadreni log pijk =




.. neni potiebné)

(b) pro nékteré modely nenf pouziti IPF nutné, resp. IPF se zastavi po
prvinim Gplném kroku.

Tato skute&nost plat{ pro rozloZzitelné modely (viz oddil 3.1). Napr. model
AB,BC je rozlozitelny. Pro konfiguraci AB politame

m, .
A1) _ a0 "

. =m, . '
ijk ijk 3(0) ij.
ijk
pro konfiguraci BC po&itéme

m, m .

3!2} - ﬁ(%) .« _JK _ m. s Jk
ijk ijk ij.
a(l) m j
Jk T

coZ Je skuteéné odhad pii podminéné nezavislosti A a C podminéno B, t.j. za
platnosti

Pyp/P 5. = (Pyy 7P 5.0 - (P /P 5

Pij. P.yk_"15."

P ™3
V IPF bychom dédle paéitali

. Jk

dostavéime m sijk =mn .

A(3) _ a2y . M1y
Bisk - Pigk * A
mij

(2)
kde oviem "15.’313. =1,

Podivédme-1i{ se na tuto situaci z vypoletniho hlediska, je podstatné, Ze
to, Z%e IPF algoritmus se ihned zastavi, vime pfedem na zdkladé symbolické
analyzy modelu. Tento postup je realizovan v programu MIMAS (Horakovi,

1988b).

Budeme-1i nyni uvaZovat o mo?né paralelizaci algoritmu IPF, ¢&i vyuzit{
specidlnfho procesoru, je zfejmé, 2Ze mOZeme vylouéit predem zbyteénou
komunikaci (viz obr. 1)

3.3 Vyhodnocoviéni grafovych a HLL modeld v datech je tedy v né&kterych
pripadech velmi jednoduché, v jinym miZe iterovat velmi pomalu (jina véc
Je, Ze cely vypolet miZe byt porusen vyskytem nulovych margindlnich
detnost{ - to je opét dalsf divod pro omezeni dimenze zpracovavanych
tabulek). Pro nerozloZitelné modely je tedy vhodné se pokud moZno vyhnout
ovélrovani modelu v datech (kaZzdé ovérovani mA ovSem svou prahovou cenu
danou potiebnymi datovymi manipulacemi).
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symbolicky proces (generovdni sentenci)

l model (al....,ak)
symbolicky proces ( analyza modelu (al,...,ak)

atovy proces

(vytvoreni tabulek (Ta R S
1
' numericky proces numericky proces
bez iterace s iteraci{ (paralelizace

specialni brocesor)

Obr. 1

Situace se stane jesté vyraznéjsi, kdybychom opustili pouZivan{ obvyklych
, aﬁymptoéickych. kriﬂgckych mezi (t.j. pro zam{}nut{ modelu je pouzivédno

G7(p)>x"(p), kde x“(p) je kritickad hodnota x -rozloZeni), a nastoupili

cestu exaktnich a pseudoexatnich testd (Kreiner, 1987), kdy je nutné

vytvaret bud vsechny moZné tabulky, nebo alespofi rozsihly ndhodny vybér
2 (napr. 1 000 az 10 000) tabulek s danymi marginilnimi &etnostmi.

Je zajimavé, 32e i ve sloZitéjsich piipadech (napf. smisenych
hierarchickych modeld, viz oddil 5) Jje moZné vyuZivat symbolické analyzy
modelu k rozhodnut{ o vhodné metodé vypo&tu, viz napf. program MIM
(Edwards, 1988, 1989, Fryndeberg a Edwards, 1989).

4. Koherence, kvasikoherence a paralelismus

Zopakujme, Ze v algoritmu 2.6 resp. 2.5 pouzivéme dvou pravidel,které
maji vlastné =za G%el nahradit numerické/datové vypoéty vypoéty
symbolickymi. Je definovdn pojem slabé zamitnutych a slab& akceptovanych
modelll. Otézkou je, kdy vy3e zmin&n& nihrada Je zcela adekvAatni.

4.1 Podminkou proto je pozadavek, aby rozhodovaci pravidle d,
klasifikujici modely pri danych datech M jako akceptované (d(m,M) = a) &i
zamitnuté (d(m,M) = r) bylo koherentni:

pro zadni data M a pro Zidny par modeld m, a m, takovych, zZe m, s m,

nesmi nastat d(m,M) = a a d(mz,H) =r.
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Je-1i rozhodovaci pravidlo koherentni, pak:

(A) Model m je slab& zamitnut pravé tehdy, miZe-1i byt zamitnut;
podobné pro akceptovani. Neni tedy 2 interpretadniho hlediska nutné
rozlisovat mezi slabé& zamitnutymi a zamitnutymi modely.

V dasledku tcho plati dale:
(B) Vysledek prace algoritmu 2.6 nezavisi{ na volbé poéatecni

nesrovnatelné mnoZiny modeld SO‘ ani na rozhodovani v kroku 2 mezi krokem 3
a 4, '

Vysledek préice algoritmu je tedy pri danych datech jednoznaéné dan.

Je nutné si uvddomit, Ze vysledek price je sice jednoznainé dan, ale
podet ové&fovanych modeld v datech, kterym miZeme mé&rit sloZitost préace
algoritmu zdvis{ pri danych datech siln& na volbé podatedni mnoZiny S0 i na

rozhodnutich v kroce 2.

Zhruba reéenc, zalez{ na tom, jak je SO blizké minimdlnim akceptovanym
modelim (je-1i napf. S0 = A, prace kon&{). Proto je vhodné volit podateén{
mno%inu modeld na zaklad® n&kterych predb&Znych testd (viz Benedetti a
Brown, 1978).

Doporu¢ena volba {volit 3 nebo 4 ) podle srovnani poétu modeld v
Dr(A)-R resp. Da(R)-A minimalizuje po&et ovéfovanych modeld v dalfim kroku
algoritmu, nikoliv v@ak celkovy pofet ovérovanych modeld. '

4.2 Nanest&st{ v nimi zatim uvaZovaném pripadé grafovych &i HLL modeldq,
neni obvyklé rozhodovaci pravidlo:

d(m,M) = r, je-1i Gz(m.H)sz(m) (4)

koherentni. Pravidlo lze zménit na koherentni, nahradime-1i xz(m) zavislé
na pgétu stupﬁﬁzvolnosti (na modelu) pevnou mezi, reknéme K. ProtoZe plat{,
Ze G (ml,H) z G (mZ.H] prom, =m, , pravidlo

d’ (m,M) =r, je-li Gz(m.H) z K (5)

je pak koherentni. Toto pravidlo m& velkou nevyhodu, ma totiZz malou
rozlisovaci schopnost (silu}, je-li k zvoleno tak, aby pro kazdy model slo
o (konzervativni) test dobré shody na hladiné a (viz Havrének a Soudsky,
1989): s velkou pravdépodobnosti mdZe dochazet K nezamitguti "nespravného"
modelu. Sta&{ si uvédomit, Ze pak pro vét3inu modeld je x" (m) << K.

Na druhé strané, na zéklad® zkuSenosti je moZné soudit, Ze pravidlo (4)

je kvasikoherentni (Edwards, Havranek, 1985). To znamend, 2e poruseni

koherentnosti neni pf{lis &asté. Tato otdzka nenf dosud zdaleka
prozkoumédna; problém je komplikovan tim, ,2e je zde nutné poditat rdzné
pravdépodobnosti zejména pro necentrdlni x -rozloZeni. Diléi vysledky jsou
obsaZeny v praci (Havranek, Pokorny, 1985).



4.3 UvaZujme nyni pro jednoduchost dile koherentni pripad.
Nejjednoduss{ forma paralelismu miZe pri prdci algoritmu 2.6 spo&fvat v
tom, Ze v kroce 3 resp. 4 je vzdy voléna procedura ovéifeni modelu v datech
soubéZné. Jde o klasickou fork operaci:

call (ovélreni; ml,....mk),

o' DE(A)-R ¢i D (R)-A. KaZdd paralelné
probihajic{ operace neni oviem primitivn{; pro dany model m, je vZdy nutné

kde ml""’mk jsou modely z S

vytvorit ze sdilenych (a nemodifikovanych dat) protfebné margindlni tabulky
a pak aplikovatovat proceduru odhadu parametrd pro dany model a vyhodnotit
rozhodovaci kriterium (jde tedy o situaci vhodnou pro multiprocesorovy
systém se sdilenou paméti a bez synchronizace). Symbolicky proces &ekd na
“ndvrat" vsech modeld, pak provadi vypodet dudla:

symbolicky proces : S = {ml,.... }
numericky datovy proces, . . .-, numericky datovy proces
oveéien{ m ovéreni m

L

g, 1,0, (o, 4]

w

symbolicky proces : vypodet duild

{zde ij Jje a nebo r).

Jak }iZ jsme rekli vySe, numerické/datové procesy si mus{ vytvorit z
celkové tabulky svoje vlastni kopie margindlnich tabulek; pak jiZ mohou
pracovat (napi*. iterovat) zcela asynchronné .

Vypotet dudld je moZné provadét rekursivnim algoritmem (viz Horakova,
1988 a,b) s vyuZzitim skutefnosti, Ze

Da(slu 82) = min{mIsz; mlena(sl).mzeDa(Sz)-}
Dr(SIUSZ) = max{mlAmz; mIEDr(Sl).mZEDr(SZJ}

(Edwards a Havrének, 1987). Jak jsme jiz fekli, miZeme form&lnd psat




Vv
D, (S,us,) = D_(S,)VD_(S,)

D (S US )

n(s)kn(s)

Vypoéet a-dudlu pak miZe byt realizovan volanim néasledujfici schématlcky
popsané rekursivnf{ procedury (Horékové 1988a):

procedura a-dudl mnoZiny modeld:

(var S : set of modéls, var h = |S]; integer);
begin D (S):= 0

Syt ‘{"1 L TRRREL WAL
2:={'h/2+1""'mk};
if ISII>I then a-duil mnoZiny modeld (Sl.h/Z)
else if 'Sll=1 then a-duil modelu (Sl);
if ISZI>1 then a-duil mnoZiny modeld (Sz,h/Z);
else it ISZI=1 then a-dudl modell (52);
end;

Podobné pro r-dudl. Jde tedy o proces typu binarnfho stromu.

Pri disledné paralelizaci algoritmu 2.6 je vak zfejmé vyhodn&js{ jina
cesta: k “navratu" ohodnocenych  modeld z numerickych procesi
pl(mll.....pk(nk) nedochdz{ v Jjednom ¢&ase, ale postupné; je tedy

vyhodné&js{, aby symbolicky proces nefekal na nivrat vSech modell, ale
pracoval vidy po navratu libovolného modelu [nJ jl (data flow) s pouZitim

(a) vypo&tu dudlu modelu Da(mj) nebo Dr(mjl podle hodnoty iJ,

(b) aplikace operace Da(R)¥Da(mJ) resp. Dr(a)ﬁDr(mJ).

Bod (a) a (b) probihi pouze, je-1li ovéreno, Z%e nenf mj = m pro néjaké meR,

resp. nJ z m pro néjaké me€A (pritom probihd odstrafiovani redundatnich
modeld v R i A).

Dojde~1i v pribéhu (a), (b) k néavratu dalsStho modelu, je uloZen v
- zésobniku a zpracovdn a% po ukondeni price symbolického procesu pro
predchoz{ model. Zrejmé je moZni situace, kdy pak je vhodné zpracovat vice
modeld zamitnutych (R ) ¢i akceptovanych (A ) najednou. Pak Je mozZné, aby

symbolicky proces (po ovéfeni nerendundance) aplikovat rekursivni proceduru
na D (R ) resp. D, (A ) v bodé (a) a pak v (b) pouzil Da(R ) misto Da(m ).

3
Situace Je tedy:
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_ ’sﬁ&licky proces 24d4 ovéreni VPR
krok 3 fork
¢i nunerické procesy
krok 4 data flow
4

L symbolicky proces postupnd vytvar{ dudly

Vytvofeni- duald je tedy rizeno nAvratem informace o zamitnuti &i
akceptovani modeld (data flow); diky “asociativit&" neni nutnd
synchronizace.

5. Zobecnéni pro hierarchické a smidené hierarchické modely

: Uvahy pfedchozich oddfld se tykaly predevi3im grafovych modeld, ale Je
moZné je velmi snadno zobecnit pro dalsf tridy modeld.

5.1 Prvn{ z nich je tiida hierarchickych logaritmicko-linedrnich (HLL)
modeld (viz oddfl 1). Tyto modely na rozdfl od grafovych netvoi{
Booleovskou algebru, ale pouze distributivn{ svaz. Algoritmus vypo&tu duild
Je pak modifikovén zptsobenm popsanym v (Edwards a Havranek, 1987), ale byl
popsén pro tento speciiln{ pifipad jiZ v (Edwards a Havrédnek, 1985).

5.2 Dalsf tiidou je trida smidenych grafovych modeld, kdy zhruba
redeno uvaZujeme vrcholy dvou typd - pro spojité veliéiny (o - ecircle -
continuous) a pro diskrétnf velidiny (o - dot - discrete). Model Je pak
popsidn grafem, napr.

Statistické piedpoklady vychazeji z toho, Ze podmindné rozd&leni
spojitych veli&in v modelu je vicerozmé&rné normilni rozloZeni (pro kaZdou
kombinaci hodnot diskrétnich veli&in) a z toho, Ze chyb&jici hrana v grafu
(stejné jako v grafovém) znamens podminénou nezavislou odpovidajfcich uzld
podminéné ostatnimi.
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Model miZe byt zapsén opét pomoci generujici sentence:

AR,BC / ABX, CY, A2, CZ / YZ, XY, BX

vazby mezi “zdvislost® spojitych vazby mezi

diskrétnimi veliZin na diskrétnich  spojitymi
veli&inami (linedrni model) veli&inami

Pritomnost YZ znamé, Z%e je nenulovd vazba (korelace) mezi Y a Z, neni
v8ak r0znd pro rizné hodnoty diskrétnich velidin; BX znamend, Ze
variabilita X je rtznd pro rdzné hodnoty veliéiny B.

Velmi podobné jako jsou HLL modely zobecnénim grafovych modeld pro
diskrétn{ velidiny, lze 2zde definovat tifdu hierarchickych smiSenych
modelll, popsanych generujfcicmi sentencemi vy3e zminéného typu (Edwards,
1989).

Ovéfovan{ t&chto modeld v datech (v&etnd odhadovani parametrd) je
pomérn® sloZzité; op&t je nutné pouZfvat iteradn{ procedury (Fryndeberg a
Edwards, 1989). Pro ovéfovan{ jednotlivych modeld byl napsén program MIM
(Mixed Interaction Models, Edwards, 1988). Pri praci tohoto programu je
vyuZivéna symbolickd analyza modelu k volbd vhodného ovérovaciho algoritmu
1 k fefeni daliich problémd; ovéfuje se symbolicky zda model je grafovy,
rozlozitelny, linedrn{ ve stfedni hodnot#&, homogenni, grafovy atd.

Program je realizovin v jazyce TURBO PASCAL 5.0 na IBM PC (rozsah je
6000 iadek); vyuzivd bohaté rekursivnich konstrukc{ navrhovanych Murphym
(1986) a Hordkovou (1988a,b).

Algoritmus vyb&ru modeld pro tfidu grafovych smiSenych modeld byl
pavien na zdkladé algoritmu 2.8 Horakovou (1988a,b) a realizovédn v programu
MIMAS, ktery Je podstatnym rozsifenim programu MIM préavé v oblasti
symbolickych Fidicich struktur. Realizovany postup vyuziva opét toho, Ze i
zde jde o Booleovskou algebru, jejiZ kazdy prvek je vyjadritelny pomoc{
dvou typu atomi.
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