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MODERNI PRISTUP K_ANALYZE CASOVYCH RAD
ZALOZENE NA BOXOVE JENKINSOVE METODOLOGI!

T. Cipra, MFF UK, Praha

1. Uvod

PrestoZe se v nazvu tohoto piispévku mluvi o modernich pristupech k
analyze d&asovych fad, je toto oznadenf velice relativni, nebof dand
disciplina se velice rychle rozviji a Jjeji postupy Jsou neustile
vylepSovany, modifikovany &i prekonaviny novymi lepZimi metodami. Stifizlivy
odhad poltu pavodnich prac{ vé&novanych této problematice je 200 aZ 300
rofné, pridemZ sem nejsou zahrnuty pocetné vyzkumné zprivy a nékteré
zajimavé prace &isté aplikaniho charakteru. Od ro. 1979 vychdzi {£asopis
Journal of Time Series Analysis vénovany vyluéné Zasovym rfadam. Byla také
zaloZena spolelnost TSA&F (Time Series Analysis & Forecasting), ktera
pravideln& poriddd rdzné konference a kursy z oboru a vyddva informativn{
brouZzuru TSASF News. Na druhé strané tento rychly rozvoj m& také nékteré
negativni stranky, jako je propagace novych metod bez jejich dostate&ného
numerického ovéreni{ nebo chaotické pouZivani nejrtznéjsich zkratek a
akronymd typu DARMA, EWMA, FFT, TAR aj. (viz Granger (1982)).

Z piedchoziho by mélo byt zfejmé, 2e v prispévku tohoto typu lze
postihnout (a to jen velice schematicky) pouze uzky vysek z adného oboru.
Konkrétné se zde =zaméFime na Boxovu-Jenkinsovu metodologii (pro
Jednorozmérné &asové fady), kterd zGstavA stdle ve stfedu kritického zdjmu
statiskll zabyvajicich se analyzou &asovych Fad, takZe v jejim rémci se
stile intenzivné praque Jak po strénce teoretické, tak po strénce
sof twarové,

Usporddan{ ¢lanku je nésledujici: v 2.kapitole jsou pripomenuty
zékladn{ principy klasické Boxovy-Jenkinsovy metodologie, =zatimco v
kapitoldch 3-8 jsou uvedeny nékteré nové sméry, v nichZz se dnes tato
metodologie rozvijfi. Obsah téchto kapitol detailné rozpracovany s
konkrétnimi numerickymi ptiklady je moZné nalézt v ulebnici Cipra (1986).
Zimérné 9.kapitola je v&novana robustnim metodim v Sasovych radéch.

2. Klasickéd Boxova-Jenkinsova metodologie

Hlavn{ myslenky této metodologie byly zformulovany ve znimé monografii
" Boxe a Jenkinse (1970). V soufasné dob& jiZz ovSem existuje celd rada
dalZich monografii a udebnic vénovanych této problematice: lze uvést napr.
Abraham, Ledolter (1983), Anderson (1976), BOwerman, O'Connell (1987),
Brockwell, Davis (1987), Cryer (1986), Fuller (1976), Granger, Newbold
(1977), Chatfield (1975), McCleary, Hay (1980), Pankratz (1983), Vandaele
(1983) a mnoho dal$ich. Na rozdil napif. od vé&tsiny dekompoziZnich metod
zpracovidvid Boxova-Jenkinsova metodologie rady se zdvislymi pozorovanimi a
- dokonce té&Zzist& jejich postupl spolivd pravé ve vySetfovan{ té&chto
zavislostf neboll v tzv. korela&n{ &i kovarianéni{ analyze (COVA analyze).
Na prvn{ pohled by se mohlo zddt, Ze pozornost vénovani v B.-J. metodologii
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ndhodné sloZce je prehnanid a %e ztracime moZnost modelovat systematické
slozky fFady, jako je trend nebo sezénn{ sloZka. Ale i tyto sloZky jJe
schopna B.-J. metodologie zvladnout pomoc{ tzv. modell ARIMA nebo sezénnich
ARMA modeldl, a to daleko flexibilnéji nez pri dekompozi&nim prtistupu
zaloZeném napf. na regresni analyze. K hlvnim vyhod4am B.-J. metodologie
patr{

- flexibilita a adaptivnost na zmény v charakteru modelovaného
procesu;

, ~ systematicky zpisob vystavby modelu vhodny pro algoritmické

zpracovani;

- existence jiZ bohatého a obecné roz&freného softwaru, napf.
soudast statistickych programovych systémd SAS, IMSL, BMDP,
PACK nebo specidlni software typu TIMESLAB (viz Newton 1988)),
TSA a dalsi;

- pfibyvajic{ pozitivn{ praktické vysledky.

Na druhé strané& nelze zastirat, 2e tato metodologie m&4 také zAavaZné
nedostatky, jako je napf.: )

-pozadavek dostate&né délky rady (obvykle minimidlné& 50 pozorovani);

- znalnd dasovid, finanéni a softwarova narofnost praktické implementace
vietné nemalych nirokd na zkuSenost statistika, ktery provad{ analyzy;

- Casto nemoZnost jednoduché interpretace vysledkd, prestoze

formalné se dosahuje velmi dobra shoda se skuteénost{.

Ve stacionadrnim pripadé&, kdy se momenty procesu do druhého Fadu nem&n{
s prib&hem &asu, se provadi vystavba modelu podle B.-J. metodologie ve
tfech fazich, které nynf struéné pripomeneme; na zavér této kapitoly se
také zminfme o nestacionirnim pripadé.

2.1 Identifikace modelu

V rémci identifikaéni faze je nutné rozhodnout, =zda pro analyzovany
usek rady Xpsooer X Je vhodné pouZit autoregresnf model AR(p), model

klouzavych souétd MA(q) nebo smiSeny model ARMA(p,q) vé&etnéd stanoveni
Jejich fddu p a q; tyto modely maji tvar postupné

(2.1) AR(p): X, = ¢1xt_1 A ¢pxt-p te
(2.2) MA(q): X, =g, + elet-1+"'+9qet—q .
(2.3) ARMA(p,q): X, = ¢1xt_1 +...+ ¢pxt_p+et+elet_1 +.. .+ eqet-q'

S vyhodou se pouZ{v4 zipis pomoc{ operédtoru zp&tného posunu B definovaného
Jako

(2.3) . Bx, =x,_, (kat = X )

kdy napr. model (2.3) lze zapsat Jako

(2.5) ¢(ﬁ)xt = B(B)et .

kde ‘
=1 = - - P = qd
(2.6) ¢(B) 1 913 A epB‘. a(B) 1+elB ...+ qu .

L




-32 -

Je vidét, Ze zékladn{ stavebn{ jednotkou modeldl B.~J. metodologie je tzv.
bily #um €, coZz je posloupnost nekorelovanych nihodnych veli&in s nulovou

stfednf hodnotou a konstatnim kladnym rozptylem cz(vétéinou se také

predpoklidd, Ze w4 normAln{ rozdéleni). Modely jsou zapséiny bez stredn{
hodnoty p procesu Xy» t). predpoklddd se, 2Ze fada je nejprve centrovéana

odettenim aritmetického proméru X = Ix,/n.

Identifika¢ni féaze je plné 2zaloZena na COVA analyze, kterd Jako
hlavniho nistroje pouz{vid autokorelaéni funkci

v, Elx,-w)x, -

)= — = 5

8
o X

(2.7) Py = corr(xt.xt+k

a pafcialni'autokorelaéni funkci Prx’ kterd je definovdna jako parcialni
korelace X, 8 X0 pri peynych LIVOTERETS ARPY Pro praktickou identifikaci
viak méme k dispozici jen vyb&rové verze predchozich veli&in, totiZ

n~k

o ) _ .
(2.8) = ;—-(ck = Z (xt-x)(xt+k-x}/n) s
0 t=1
k-1 k-1
(2.9) SN CER) Tyt Ty 7 (4 ) Tee1, 73
J=1 J=1
(r

kj " Tk-1,5" Tkk"k-1,k-j * T11 = T

Doporuduje se, aby n>»50 a k<n/4. COVA analyza umoZfiuje identifikovat
piisludny model diky tomu, 2e jednotlivé modely (2.1)-(2.3) majf zcela
specifické pribéhy Py @ Py napi. pro AR(p) je Py = O pfi k>p a pro MA(q)
Je P = 0 pri k>q (o pripadné nulovosti vybérovych hodnot T &l Tk Je
nutné rozhodnout na zékladé jednoduchého statistického testu vyuzivajiciho

pasy spolehlivosti pro odhady r,a rkk)'
'Zaroveﬁ se v lidentifikaéni féfi obvykle konstruuji potitedni odhady
parametrd ¢1..... ¢p' 91,....oq. 6”, které jsou Casto dost nepresné. Napr.

pro AR(1) lze za tyto poditeéni odhady vzit

~ A2

-42 -A
¢1 =Ty ae = ax 1 i ¢1 rl)

(ci je vybérovy rozptyl rady xl,...,xn).

TR
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2.2 Odhad parametrd modelu

Klasicky B.-J. pristup k odhadu parametrli je zaloZen na principu
maximdlni vérchodnosti (predpokl4d4 se normalita bilého $umu). V praxi se
viak vétfinou pouziva tzv. metoda nejmensich nelinearnich €tvercl, kteri je
aproximaci presné metody maximdlni vérohodnosti. Pii této metodé se
minimalizuje vyraz

(2.10) S(¢, 0) =T ef(¢; ) ,

kde et(¢, 0) se poditaji rekurentné Jjako

(2.11) et(¢, e) = X, = ¢1xt_1
T P¥pp T #18,(4,8) - .- eqet_q(¢.e).

konkrétni odhadové metody se pak 1i3{ tim, Jak je zahadjen rekurentnd

vypolet (lze napf. polozit Xy = Xy = -0. = eo(¢,B) == .., =0 a souclet

v (2.10) brat pro t = 1,...,n) a Jaky minimalizaén{ algoritmus Jje pouZit.

2.3 Ovéreni modelu

V této fazi je nutné statisticky ové&fit spravnost zkonstruovaného
modelu (pri negativnim vysledku je nutné Zzopakovat identifikadni a
odhadovou fé4zi). Bylo navrieno velké mnoZstvi riznych ovérovacich testd.
Jeden z nich je tzv. portmanteau test, ktery pracuje s testovou statistikou

K
(212) Q=nf¥ rzk(;) ,
k=1

kde K je vhodné zvolené &islo (doporuduje se K ~ ¥n) a r (e) je vybérovd

-~

autokoreladni funkce rfady vypodtenych rezidui Ey» které vznikne dosazenim

-~

odhadnutych parametrd ¢ a 8 do (2.11). Pokud se lyzovand rada {df
modelem ARMA(p,q), pak m& Q asymptotické rozdélenf xK—p—q (viz také Cipra

(1982a)).

2.4 Nestacionarn{ piipad

V nestacionirnim pripadé se doporuduje na zadatku posoudit, zda nenf
prospésné radu nejprve vhodné transformovat. I kdy% Box a Cox (1964)
navrhli obecny pristup k takovym transformacim, v praxi se vystadi g
transformacemi typu

(2.1) xih) = xA‘ A =0,

[}
[rs
]
]
[ d
>
[
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kde A lze stanovit jednoduchou Qrafickou metodou (viz Jenkins (1979)).
Pokud fada zdstavd nestaciondrnf{ i po této transformaci, navrhli B.-J.

pouz2it model ARIMA(p,d,q) (integrated ARMA). Z2jednodusené receno,
konstruuje se model ARMA, ale aZ pro radu, kterad byla d-krat zdiferencovéna

(2.14) Wx, =x - x, _, (v = 1-B),
v, = V(x_-x, |) = x, - 2x + x
t r t-1 t t-1 t-2'
d _d d _ _43d -
v %t =x, - (x o+ Glxg 5~ o +(F1)x .

Kone¢né pro nestacionaritu ve tvaru sezénniho kolisini lze pouZit v
B.-J. metodclogii tzv. sezénni modely. Napr. prfi mésiénich pozorovanich,
kdy “sezéna" obsahuje 12 mé&feni, lze pouZit model SARIMA{p.d.q)x(P.D,Q)lz.

Napr. model SARIMA(0,1,1) x(0.1.1)12 mA tvar

2 12

(1-B) (1-B1%) x, = (1+0,B) (1+0,B'7) &

t t°

Bl XXy 1 7Kp12% 13 T S Y €18 * 91812 T 9191513

(viz také Cipra (1984)).

3. Stanoveni Fadu modelu

Identifikaéni postup pomoci Py nebyl zatim zuatomatizovadn natolik

3 Py
aby nebyla nutnd interakce s 1lidskym <&initelem. Byly proto hledany
identifikaéni{ procedury, pii nichZ by hlavni tiha rozhodnuti byla
pienechéna poéftaci. Nejslibnéj%{ v tomto sméru se jev{ kritéria, jejichZ
minimalizac{ =ziskdme pri{mo odhad f&du modelu (viz také Andé&l, Cipra
(1981)).

Oznaéme ci 1 odhad rozptylu bilého Sumu vypolteny za predpokladu, Ze se

fada ri{d{f modelem ARMA(k,1l) (napf. oi 'l S(;,a)/n). Metoda predpoklada,

Ze k dispozicl jsou norni hranice pro &ifsla k a 1, tj.

(3.1) k s K, l1sL

(¢asto se volf K=L=10, ale v literaturfe jsou tfké priklady s K=L=50 nebo

K=90, L=0). Presto s rostoucim k a 1 m& odhad oy tendenci klesat, aZz pri

prekroceni skuteénych hodnot p a q kolisd kolem O» nelze doporuc¢it pfimou
minimalizaci ci 1 nebot tak by byly neimérné preferovany velké hodnoty k a
1. Uspésnéj&{ je postup minimalizujic{

(3.2) A, =1n 35.1 + 101 + w_(k,1)]

o R T
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Funkce wn(k,l) Je tzv. penalizaéni funkce, kterda (i) p#i ﬁevném n je

rostoucf funkci k a 1 (tj. velké hodnoty k a 1 opravdu penalizuje), zatimco
(ii) pri pevném k a 1 konverguje pro rostouci n k nule (takZe pri
dostatedné velkém n Jje pro ksp a 1l=g s velkou pravdépodobnost{

\Ak lep‘q). Konkrétni{ volba funkce wn(k,ll pak odlisuje rdznad kritéria:

1) AIC (nidzev se dnes vé&tZinou interpretuje jako Akaike’'s Information

Criterion)

_ ~2
(3.3} AIC(k,1) = in 0k,l

+ 2(k,1)/n.

Kriterium odvodil Akaike (1974) na =z&kladé& Jjistych principd z teorie
informace. Odpov{dajici ocdhad F&du modelu se oznaduje jakc MAICE (Minimal
AIC Estimator). Ozaki (1977) dokonce zobecnil toto kritérium i pro modely
ARIMA

= 1ne? -
(3.4)  AIC(k,d1) = 1noy | + 2(k+1+1 + 5,)/ (n-d) ,

kde Bdo Je Kroneckerovo delta. Pred kriteriem AIC navrhl Akaike (1969)

vyslovné pro AR modely kriterium FPE (Final Prediction Error), piffi hémZ se
hledd rédd modelu s minimdlni chybou predpovédi o Jeden krok dopfedu a které
Je specidlnim pripadem AIC, Pozd&ji bylo zjisténo, 2e AIC neni slabé

konzistentni a miZe vést k precefioviani radu modelu

2) BIC (BayesianInformation Criterion)

(3.5) BIC(k,1) = 1n ;i , + (e, 1)in n/n .

Toto kriterium nezdvisle na sob& odvodili Schwarz (1978) na zdkladé
bayesovského pristupu a Rissanen (1978) na z&kladé informa&niho pristupu,
ktery souvis{ s hospoddrnym uloZenim informace o analyzovaném modelu v
paméti poditade. Odhad Fadu modelu pomoc{ BIC je dokonce silné
konzistentni.

3) Hannanovo-Quinnovo kriterium

~

(3.6)  HQ(k,1) = 1n o2

X, 1 + c(k,1) 1n in n/n .

Navrhli je Hannan a Quinn (1979) a v pripadé AR modeld dokdzali jeho silnou
konzistenci pri volbé konstanty c > 1. Pozdéji byla dokdzina Jeho silni
konzistence i v modelech ARMA pfi c > 2.

4) CAT (Criterion Autoregressive Transfer)

Autorem je Parzen (1974), ktery toto kriterium odvodil na zdkladé jistych
Uvah ve spektrilni doméné.

5) Metoda maxima xz
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Navrhl ji McClave (1978a) pro vysSetfovan{ AR modeld, v nichZz je jen maly
podet parametrfi nenulovy (tzv. subset autoregression), napr. pro model
tvaru : ’

= 0.6 LI

-0l % .t 0.3 x, 4, %€

Xt 1 4 12 7 Gt
oznalovany jako AR (3 max 12) se zpoZzdénimi, 1,4 a 12. Pozdéji McClave
(1978b) tuto metodu rozsifil také na modely MA tak, Ze obratné pouZil tzv.

_inverzn{ autokoreladn{ funkeci.

4. Inverzni autckorelaé¢ni funkce

Tato funkce piredstavuje novy dileZity nastroj pro identifikaci modelu.
Pivodng ji definoval pomoc{ pojmd spektradlni analyzy Cleveland (1972),
pozd&ji nAzorndjs{ definici v &asové doméné predlozil Chatfield (1979).
Necht Ty Je autokorelaén{ funkce uvaZované d&asové rady. Pak inverzni

autokovariaéni funkce yi je definovédna pomoci vztahu

K
1] 00
X K
(4.1) ): i,z =1/): 7, 2
k=—c0 k=00

Inverzni autokorelaén{ funkce se pak dodefinuje prirozenym zpiscbem jako

(4.2) pik = 1ik/110 .

Atraktivnost pik spot¢iva v nasledjfcim pravidlu duality: hodnoty pik v

modelu ARMA(p,q) tvaru ¢(B)xt = 9(B)et odpovidaj{ hodnotam P v modelu

ARMA(q,p) tvaru B(B)xt = ¢(B)et a naopak. Proto pik pri identifikaci modelu

supluje funkci P 2V jistych smérech ji Jjesté predéd (napf.' pri

vysSetFfovini AR modeld s malym poétem nenulovych parametrd). Mi také vyznam

pFi urdovan{ podite&nich hodnot parametrd v modelu ARMA(p,q), nebot znamému
vztahu

(4.3) Py ~ ¢1pk_1 - ... - ¢ppk—p =0, k>qg
odpovida vztah

(4.4) Pi, + Blpik_1 + ... 04+ qul = 0, k>p.

k-q

5. Rekurentni metody odhadu parametrd

Rekurentn{ odhady v &asovych rfadadch maji mnoho +¥yhod: predeviim
umoZiiuii snadno korigovat jiZ zkonstruované odhady parametrd, jakmile
dostaneme k dispozici nova pozorovani, a pro svij algoritmicky charakter se
snadno implementujf na samodinny po&ita&. NejpouZivané&jsi z téchto odhadd
Jsou zaloZeny na principu Kalmanovych filtrd (viz Kalman (1960)). Omezme se
pro jednoduchost na AR model, ktery lze napsat ve tvaru

s
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(5.1) X, = Xt¢ te
kde Xt = (xt-l';"’xt: ), ¢ =(¢1.....¢p) . Pak rekurgntni soustava
vzorcl pro odhady Py 2 aétkonstruované na zékladé pozorovani xl,....xt ma

tvar (viz Fahrmeir (1981), Young (1984))

(5.2) ¢, =9, ) *P, X (x,-Xi¢_,),

2 _ 1, 2 , -1 2

o2, = E:E[‘t P OGP, XD 0Ky ) ].
- _ ’ ’ -1

Pt = Pt-l Pt_lxtXtPt_I(xtPt_lxt +1) 7,

kde Pt Je pomocnd matice typu pxp. Co se tyte pocdteéni volby parametri,
L, T2 X S _
lze napr. volit Cctp > O libovingé a ¢0 =0, P0 =c I (c »0).

Rekurentni metody se intenzivné vyuzivaji nejen pro odhady, ale i pro
vyrovnavidn{ a predpovidéni v ¢asovych radach (viz Cipra (1988)). pritom
existuje souvislost mezi raznymi typy exponencidlniho vyrovnavani a modely
ARIMA (viz napr. Abraham, Ledolter (1983), Gardner (185)).

6. Ovérovaci testy zaloZené na Lagrangeovych multiplikatorech

V souvislosti s ovéfovanim modelu se jen zminime o tzv. testech
zalozenych na Langrageovych multiplikdtorech (souvisej{ = hledanim v&zaného
extrému), které majf na rozdil od klasickych ovérovacich testd
zformulovanou alternativni hypotézu (provadimé napf. test AR(1) proti
AR(2)}. Pri tom sympaticky na té&chto testech Jje fakt, Ze vystadime s
(maximidlné vérohodnymi) odhady porizenymi za platnosti nulové hypotézy a
neni treba odhadovat model za platnosti akternativn{ hypotézy (viz napi.
Godfrey (179), Poskitt, Tremayre 1980)).

7. Modelovani zmén v ¢asovych radach

Velkd pozornost je v posledni dob& vénovéna modelovani rad, jejichZ
charakter se v ¢&ase ménfi. 2Zde Jsou uvedeny tri prispévky k této
problematice: .

il

7.1. Intervenéni analyze

Intervenéni analyza (viz Box, Tiao (1975), Cipra (1983)) se uplatni v
situacich, kdy je prib&h fady porusen né&jakym Jjednordzovym zasah zvenéi
(tzv. intervenci, jako napf. je vypadek energie, Usp&%nad reklamni kampafi,
zména zdkona aj.). Prislusny model m& pak dat odpovédi na otazky typu: jak
velka je intenzita intervence?, Je intenzita intervence konstantni nebo se
méni? aj. Princip intervenéni analyzy dostatedné& objasni nisledujict
priklad:

Analyzuji se mé&siéné ddaje o znedisténi ovzdusi vyfukovymi plyny v
jistém velkomésté& od ledna 1955 do prosince 1972. Redukce tohoto zné&isténi




se odekavala od nidsledujicich dvou intervenénich zésahi:
Ii : od ledna 1960 otevieni vnéjs{fho dalnié&niho okruhu;
I2 : od ledna 1966 technologickd Uprava motortt nové vyrab&nych aut.

Sjituaci lze pak zachytit nasledujicim modelem

(7.1) ik s
7.1 X, =7. S + —=5 + S + e,
t 1 "t1 1-B1 t2 1_Blz £3 t
kde Ty, Ty 2 75 jsou parametry, Stl je skokova proménnd vztahujici se k 11
a StZ’ St3 jsou skokové proménné vztahujici se k 12, pricemz
St1 = 0, t<leden 1960,
= 1 t.z " :
St2 =1, &erven,...,Fijen od 1966,
= 0, Jjinak;
St3 = 1, listopad,...,kvéten od 1966,
= 0, Jjinak.

V piripadé I2 Je v (7.1) také zachycen fakt, Ze motory zneé¢igtuji ovzdus{

vice v letnich mésfcich nez zimnich. Pfitom napi. pro

(7.2) T2
7.2 U, , = ——=S
t2 1_312 t2
Je Ut2 - Ut—12.2 = 725t2’ coz pri 7, < 0 vyjadifuje skuteénost, Ze podil

novych vozl se zvétsuje kaZdy rok o konstantn{ hodnotu, takZze znédisténi
klesid o konstantni hodnotu.

7.2. Detekce ¢Easovych zmén v modelu

Zminime se zde o metodé CUSUM (Cumulative Sums), coZ je sekvenéni
metoda, kterid ve své pivodn{ verzi (viz Page (1955)) je uréena pro
testovani zmén v nulové UGrovni rady v neznamych okamZzicich (je to
modifikace Waldova sekvenniho testu). Pouzivd se zde testova statistika

(7.3) Tt = max {S_- min Si}
r=i,...,t i<r

kde Sr Jje kumulativni soudet tvaru
(7.4) s = ): X -

Hypotéza o nulové udrovni se zamita, jakmile Tt prekroé¢{ kritickou hodnotu
zjisténou na zékladé jistych asymptotickych dvah. Pozdéji Bagshaw a Johnson



{(1977) metddu rozgirili na testovani zmén parametri v modelech ARMA.

7.3. Modely s &asové .zivislymi parametry

Jednd se napf. o AR modely obecnéheo tvaru

(7.5) Xy = ¢1(t)'xt_1 + ..+ ¢p(t)xtfp + €,

kde ¢1(t)....,¢p(t) isou funkce &asu. Jeden z uspésnych pristupd k takovym

modeldm je zaloZen na teorii evoludnich spekter (viz Hussain, Subba Rao
(1976)). V posledni dobé se pozornost také vénuje specialnimu piripadu
(7.5), kdy ¢1(t)....,¢p(t) jsou periodické funkce &asu s periodou d, nebot

v tomto tvaru lze vyjadrit kaZdy d-rozmény autoregresni model a vlastné tak
redit problém odhadu parametri ve vicerozmérném modelu (pro AR modely viz
napf. Pagano (1978), Andél (1983), pro MA modely viz Cipra (1985) a pro
ARMA modely viz Cipra, Tlusty (1987)).

8. Nelinearni modely

Dal$i silnd tendence v soudasné teorii céasovych rad spofiva v prechodu
k nelinedrnim modeltm. I kdyZ je, samozifejmé&, vystavba takovych modeld
daleko komplikovanéj$i neZ v linedrnimn pripadé, prindsej{ nelinearni
modely radu vyhod (viz Cipra (1982b)), jako v diskrétnim &ase jevy typické
pro fyzikaln{ vibrace (napf. =zavislost frekvence na amplitud&). Uvedeme
nyni nékteré dilezité typy nelinearnich modeld &asovych rad:

1) hilineérni’modely

P Q

(8.1) X, = z Z an Xin St-m * €t
n=1m=1

Napr. tzv. diagondlni bilinearni model tvaru

(8.2) X + e

t = PXeoq Tpq t

2

Je stacionédrni, pravé kdyz A~ < 1 = 8 0e). Jjeho autokorela¢ni funkce Py

m{z)COVA struEturu Jjako v pripadé MA(1), zatimco autokorelaini funkce
P, Procesu xu m4 COVA strukturu jako v pfipad® ARMA(1,1) (viz Granger,

Anderson (1978)).

2) Exponenciidlni autoregresni modely

2
(8.3) x, (¢, +m { - P x, _, +.

' 2
ot (¢p + np exp {- 7t—1} * €.




- 40 -

Konkrétné napi. model

1) x - 0.96 X + g

_ 2
= (1.5 + 0.28 exp{-x t t-1 t-2 t

t

(8.4) X -1

generyje radu, jeiiZ frekvence se s rostouci amplitudou zvétsuje.

3) Prahové modely

Jedna se o procesy, které mén{ svij charakter pri prekrodeni jisté
drovné, napfi.

(1)

a_x € y X s P

K 34Xp-1 7T Bp%ep T Bt t-d = "1’
(8.5) x,-b,x -...-bx = 8(2) P <x <P
T t 17t-1 rt-r t 1 7t-d 2’
_ _(3)
X "CyXy g "o T Cg¥yp_g T Ep o P2<xt—d .

Tento model se oznaduje Jjako SETAR (3;pr,s)d (Self Exciting Threshold
Autoregressive). Pro vystavbu téchto modeld byla navrZzena metodologie
zaloZeni na mnohonisobném pouZzivani nékterého kriteria pro odhad modelu z
3.kapitoly (viz TOng, Lim (1980), Andél, Cipra (1982)).

4) Asymptotické modely

Napft. Wecker (1981) definuje asymetricky MA(q) model jako

(8.6) x, = e+ o'’ et

g TEF OB gt YO g
+ € t + alet-l + ... + Bq ef-q ,
+ - + - :
kde e, = max {O.et}. €, = min {O.Et} (pti 0, = 6, i=1,...,q9, 2fejné

dostaneme klasicky MA(q) model).

9. Robustni metody v ¢asovych radach

9.1. Odlehlad pozorovani

V konkrétnich &asovych fradach z praxe jsou velice &asto pritomna tzv.
odlehld pozorovani (outliers), ktera nezapadaj{ do charakteristického
pribdhu fady a mohou &asto aZ drasticky narusit klasické statistické
procedury, které s jejich vyskytem nepoditajf.

Jako jednoduchy pfiklad lze uvést model AR(1)

= 2 _
(9.1) X, = ¢1xt_1 +tE, 0 = 1,
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kde viak misto X, pozorujeme "znedisté&né" hodnoty

(9.2) Yy TX Ve,
pridemz
(9.3) v

£ iid 0.960 + 0.1 N(0,10), P(60=0) =1
(tj. v Jjedné desetiné celkového po&tu pozorovani stoupne smérodatna
odchylka pozorovani, kterou mime k dispozici, pribliZné tfikrat).

Neni té&2ké wukdzat, Ze pak klasicky odhad parametru ¢1 metodou

nejmensich &tvercl m& pribliZné 50% asymptotické vychylen{ (takZe napr. pri
teoretické hodnoté ¢1 = 0.8 miZeme obdrZet odhad kolem 0.4).

Takovd odlehld pozorovini se zpracovavaj{ v rémci statistickeé analyzy
¢asovych rad nejriznéjsimi zplsoby:

- pomoci subjektivnich metod, jako napr. opticka prohlidka fady a nahraZeni
odlehlych pozorovan{ interpolovanymi hodnotami;

- nalezeni odlehlych pozorovin{ pomoc{ rdznych statistickych testd,  jejich
vynechan{ a pak pouziti tzv. modeld s chyb&jicimi poozorovanimi {viz napr.
Brubacher, Wilson (1976), Cipra, Fuchs (1988), Damsleth (1980), Fox
(1972)); : ,

-ponechdni plvodnich pozorovdni rady, ale pouZiti robustnich odhadovych
metod, které respektujf rusivy vliv odlehlych pozorovani.

V této kapitole se omezime na posledni z uvedenych pripadii. K
detailnéjsimu studiu v tomto sméru lze doporudit nékteré price R.D. Martina
(velice instruktivni je napf, &lanek Denby, Martin (1979) o robustnich
metoddch odhadu v AR(1)) a pfehledovy &ldnek Stockinger, Dutter (1987).

V oblasti &asovych fad se vystadi s nisledujicimi typy robustnosti:
- kvalitativni robustnost, kdy malé zmény v rozdéleni procesu vyvoléavaj{
malé zmény v rozdéleni{ odhadu stejnomérné pro rdzné délky analyzoyaného
iseku rady;

- robustnost v eficienci, kdy eficience (vydatnost) odhadu zlstava vysoka v
urcitém okoli vychozfho rozdé&leni procesu.

Vysetfuj{ se pritom predevéim nasledujici dva typy modelud casovych rad
s odlehlymi pozorovanimi:

- modely s vnitfnimi odlehlymi pozorovénimi IQ0 (Inovation Outliers) tvaru

¢(B)(xt—u) = B(B)et
(9.4) e, 1id F = (1-9)N(0,0%) + oG,

var G > &

(odlehld pozorovani zde tedy vznikaji tak, Ze ve zlomku pozorovani 7 se
' nahle 2zv&t#i rozptyl bilého Sumu; nepravidelnosti jsou tedy generovany
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jakoby uvnitf modelu a proces X, stdle vyhovuje zékladni dynamické rovnici
modelu ARMA);

- modely s vnéjsfmi odlehlymi pozorovdnimi A0 (Additive Effects Qutliers)
tvaru

Ye = %X * Vo )
(9.5)  x, ARMA (e, ~ N(0,57)),

vt~iid H= (1-1)30 + 9G, P(60=0) =1

(obvykle se predpoklada, 2Ze rozdéleni G je absolutn® spojité, takZe
P(vt=0) = 1-y; pfi tomto typu modelu je tedy s pravdépodobnosti 7 proces X,
zatiZeny chybou s rozdélenim G).

9.2 Odhady metodou nejmensich &tvrcd

Prvn{ otdzka, kterou je nutné v réamci robustniho pristupu k casovym
Fadam zodpovédét, zni, jak se s pfedchozini dvéma typy modeld vyrovnavaji
klasické odhady v &asovych Ffaddch tj. predeviéim odhady metodou nejmensich
nelinedrnich &tverct (viz (2.10)), které se &asto oznatuji jako LS odhady
(Least Squares).

V bé%ném modelu ARMA, v ném2 et~iid N(O.Gz). jsou vsechny odhady ¢LS'
BLS‘ mg 2 6LS Eonzlsteetni, asymptoticky normalni a asymptptlcky
eficientni. Odhady ¢LS a BLS viak zustanou konzistentni i v nékterych
pfipadech s bilym Sumem bez koneéného rozptylu, napi, kdyZ €, maji
symetrick& stabilnf{ rozdéleni F s indexem 0 < o =< 2 (tj. felZaF(x) =
exp{-ciz!| }, c>0). ,

V modelu IO jsou ¢LS a GLS kvalitativné robustni (jejich asymptoticka

~

rozptylovd matice nezévisi na F), zatimco g 2 Og jiz tuto vlastnost

nemaj{ (nebof jejich asymptitcky rozptyl zéavisi podstatné na 62). 2adny z
odhad ¢LS' BLS' Mg 2 6LS neni robustni v eficienci: napf, pro AR(1) je

" 2 2.
varCRq‘,»1 -(1—¢1.LS)/(¢ 1(f))_ 1

(9.6) eff(a1 LS) =
var¢1’Lé 1 - ¢%,LS azi(f)

kde varcnqp1 je dolni Cramerovo-Racva hranice pro rozptyl odhadu ¢1 a cz a

1(f) je rozptyl a Fisherova informace rozdéleni F s hustq}ou f. Pritom 02
miZe byt libovoln& velké v libovoln& malém okoli N(O,¢ ), zatimco i(f)
zGstava relativné staoilni. .

Koneénd v A0 modelu nejenom?e LS odhady nejsou robustni, ale jsou

dokonce silné asymptoticky vychylené. LS odhady jsou proto pro AO modely
velice nevhodné.
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9.3 M odhady

Vétsina robustnich odhadd navrenych pro modely ¢asovych rad je typu M
(v&etné ridznych modifikacf). Davodem je patrné fakt, 2e M odhady 1lze
povaZovat za zobecnéné maximilnd vérohodné odhady, které se v klasickych
odhadovych procedurdch pro ARMA modely nejvice pouzivajf{ (bud primo nebo po
aproximaci jako LS odhady). Napf, pro IO model AR(p) pfepsany do tvaru
(9.7) X, = A+ ¢1xt_1 ...+ ¢px +t g = B'z, + ¢

t-p t t’

kde A = u(1—¢1-...—¢p). B = (A,¢1.....¢p) ,zt=(1.xt_1,...,xt_p) » lze
pouzit Huberovu metodu M odhadu pro regresni modely.

Specidlné je nutneé re3it soustavu rovnic (v neznamych BM a ah)

~

n x, -B'z
(9.8) T ow z, = 0
t=p+1 O.M
N R
1 x,-B .z, .
(9.9) J vttty om,
n-2p-1 t=p+1 Oy

kde B = Iwz(x)d@(x) (¢ je distribuéni funkce N(0,1)) a y je funkce znims z
obecné teorie M odhadd.

Pro vlastni vypofet M odhadl je doporudovidn tzv. IWLS algoritmus
(Iterated Weighted Least Squares).

V 10 modelech jsou M odhady konzistentni, asymptoticky normé&lnfg
robustni- v eficienci, ale nejsou kvalitativnd robustni (to v&ak lze
povaZovat v jistém smyslu za jejich klad, nebot 1ze snadno ukédzat, Ze pro
rozdéleni F s tézkymi konci jsou M odhady presné&jsi nez LS odhady). Naproti
tomu v AC modelech maji M odhady nepiiznivé vlastnosti LS odhadd v téchto
modelech.

9.4 Modifikace M odhadd

GM odhady (Generalized M Estimators) se snaZi napravit nepfiznivé
vlastnosti M odhadl v AO modelech. Napf. ve svém nejjednodussim tvaru pro
model AR(1) vznikaji jako reSeni rovnice

n
(9.100 ¥ wixg ) ¥lx, - ¢ X, ) =0,

t=2
kde w je omezenid funkce. V IO modelech Jjsou GM odhady konzistentnf, maji

vSak hor${ robustnost v eficienci ne% M odhady. V AC modelech Jjsou vsak jiz
pomérné robustni a maji{ zde mensi asymptotické vychyleni neZ LS a M odhady.




- 44 -

AML odhady (Approximate Maximum Likelihood) se konstruuj{ tak, Ze se

provede jisti aproximace pfesné vérohodnosti funkce, aby se podobala funkci
pro M odhad.

Zajimavy odhad funkciondlni metodou . nejmens$ich détverci navrhli
Heathcote a Welsh (1983).

9.5 Dal#{ robustni analyza modeld &asovych fad

Je nutné =zddraznit, Ze robustni pristup k modelim é&asovych fad se
neomezuje jen na odhady parametrd. Byly uZ také napr, navrieny

- robustni intervaly spolehlivbsti pro odhadnuté parametry;

- testy pro rozlifeni 10 a AQ mpdell, v nichZ se napr.
pouziva testovid statistika Vh(¢M-¢GM) (nebof GM odhady maji prijatelné

vlastnosti v obou typech modeld, zatimco M odhady dominujf jen v IO
modelech) nebo princip vérchodnostnich pomérd (vix Fox (1972)});

~ robustni kriteria pro stanoveni radu modelu;
- robustni filtry (viz pfehled v Stockinger, Dutter (1987))

v&etné robusinfho exponencialniho vyrovnavani (viz Cipra (1989, 1991)) a
specidlng robustn{ Kalmantv filtr (viz napf. Cipra, Romera (19%0)) véetné
robustifikace nelinedrnich modeld (viz napf. Cipra (1990)}.
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