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NEPARAMETRICKE ODHADY HUSTOT A REGRESNTCH KRIVEK
Jaromir Antoch, MFF UK, Praha

I 4

Prisp&vek Je vénovan dvéma dileZitym tloham matematické sta-
tistiky, totiZ, jak na zakladé dat odhadnout tvar neznamé husto-
ty, resp. neznamé regresni kEivky. Oba tyto problémy jsou v lite-
rature Fazeny mezi neparametrické metody, nebot nejsou obecnéd va-
zany na Zadny paramétricky model. Vlastnim parametrem misto toho
v nich je neznami hustota &i neznama regresni k¥ivka. Pozornost
je soustredéna predeviinm na:

- histogram, resp. regresogram; M
- Jjddrové odhady;

~ odhady pomoci k, nejbliisich sousedd;

- odhady pomoci ortonormdlnich funkci.

Pfipomerime, Ze uvedené zakladni postupy nejscu omezeny pouze
na popisované dveé ilohy. Naopak, analogicky lze postupovat pri
odhadu spektrdlni hustoty, kvantilove funkce, funkce spolehlivos-
ti apod. Touto problematikou se zde nebudeme bliZe zabyvat, po~
dobné jako nebudeme podrobné diskutovat pouziti jednotlivych me-
tod pro vyhlazovani dat. Zadjemce o tyto aplikace najde vice in-
formaci nap¥. v [1], {11], [16] nebo [21]. Podobné se nebudeme
zabyvat odhady vicerozmérnych hustot. Jejich formalni definice
Jsou totif v prevazneé vétsina pripadd naprosto analogické defini-
cim uvedenym v odstavci I. a vérime, Ze potfebnou adaptaci si
¢tendf snadno v pripadé potrfeby provede sam.

I. NEPARAMETRICKE ODHADY HUSTOT

U prevazZné vétsiny neparametricchh odhadii hustoty se v zAsadé
VZdy vychazi z nasledujici uvahy. Necht Xy,++-,X%, tvofi nadhodny
vybér, tj. jednai se o posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych
ndhodnych veliéin s hustotou f(x) a distribuéni funkei F(x),
xeR', Necht -wo<achbc+oo jsou pevné konstanty a oznaéme K,(a,b]
= { pocet Xx; | a< Xy £b, I=1,...,n ), Chceme~li odhadnout
Pla< x < b)=_,(° £(t) d¢, mizeme tak uéinit, analogicky jako
u empirické distribué&ni funkce, pomoci hodnoty n'l.Kh(a,b]. Na-
opak, hodnotu spojité funkce f(x) na intervalu {a,b] miZeme od-
hadnout pomoci (b—a)'l.ajb £(t) dt. Spojenim téchto dvou krokd
-dostavame
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1 b Kn(a,b]
(1) f(x) = — £(t) dt & — , x € (a,bl,
b-a a n{ b-a)

kde =~ znamena pribliZnou rovnost.

Pfi pouziti postupu vedouciho k aproximaci typu (1) musime mit
vidy na paméti, Ze odhad P(a < X < b) je tim pfesnéjsi, ¢im je
K,(a,b] vétsi, zatimco odhad f(x) je tim presnéjsi, &im kratsi je.
interval (a,b]. Tyto dva poZadavky si bohuiel protifeéi, takie
pri odhadu hustoty je tfeba vidy najit optimalni kompromis. V na-
Sem dalsim vykladu se pro jednoduchost omezime na odhad jednoroz-
mérnych hustot. Jak jiZ bylo fe&eno, p¥i odhadu vicerozmérnych
hustot lze postupovat naprosto analogicky. Zajemce o hlubSi sez-
ndmeni se s problematikou odkazujeme na prace [4}, [11], [12]
a citace v nich uvedené.

I.1. HISTOGRAM

Nejjednodusdim a v praxi patrné nejpouZivanéj&im neparametric-
kym odhadem hustoty je histogram. Necht X;,...,X, je ndhodny vy-
bér fidici se hustotou f(x). Necht D = ( t; | i=0,1,...,m
—0 = <<l <ty <ty =@ ) je nékteré déleni Rl takové, iZe
dn,m=ti+1“ti' i=11,...,m2, kde dh,m je pevnd konstanta. To zna-
mena, %e jednotlivé podintervaly déleni D, s vyjimkou krajnich,
jsou ekvidistantni. Histogram je definovan vztahem

A (1) 1 m n
(2) £ (x) = - E 2 I[X;€(ts_q,E31).T[xe(ts_4.t51],
n '\ I = = i¢tt3-10%5 J-1:"3

x e R,

kde I[.] oznaduje funkci indikdtor. To znamena, Ze pri konstrukci
histogramui rozloZzime R* na ekvidistantni intervaly, s vyjimkou
krajnich, a na kaZ2dém z nich neznamou hustotu odhadneme konstan-
tou rovnou podilu po&tu pozorovani jezZ do daného intervalu padnou
k hodnoté ndy n. -

Zakladni nevyhodou histogramu Jje, Ze poskytuje znaéné hruby
odhad neznamé hustoty. Na druhé strané je vypotetné velml jedno-
duchy, zvlasté mAme-11i hodnoty X; usporadané, a poskytuje alespoﬁ’
zdkladni pfedstavu o typu rozdéleni dat,. jejich &ikmosti, Spiéa-
tosti apeg. Za dosti obecnych podminek lze dok&zat konzistenci
odhadu fh(l)(x) a jeho asymptotickou normalitu. Vice informaci
zdjemce nalezne nap¥. v {11].




I.2. JADROVE ODHADY HUSTOTY

Nejlépe prostudovanym typem odhaddi neznamé hustoty na zakladé
ndhodného vybé&ru jsou tak zvané jddrové odhady. Prvni odhady to-
hoto druhu bylf pPivodné. navrZeny 3jiZ podatkem 50.let pro odhad
spektrdlni hustoty a‘od té doby byly postupné zdokonalovany. Z&-
kladni my3lenky si pozdéji nasly fadu analogickych pouziti
i v jinych oblastech matematické statistiky. Vychozim stavebnim
kamenem pro né je pojem Jjddra, jim% rozumime libovolnou funkeci
K:(Rl,Bl) => [0,+w), jeZ je symetricka, ohranidena a pro ni2

<«

(3) I K(x) dx = ] a lim x.K(x) = 0.
- ) X 200 .

Tabulka 1. Prehied nejdilezitéjsich jader.

'Nazev Jadra K(x).
3 Ix2
1. Epanechnikovo —_— - |xl < 45
. 4.5 2045
0 lx] > 5
2. Kosinové (1/2).cos x lxl < n/2
o - lx| > w/2
3. Trojuhelnikové 1-|x]|  Ixl s 1
: 1] Ix} > 1
4. Klouzavé okénko 1/2 Ixl <1
o lx| > 1
5. Norm&lni = [1/y(2%)]).exp(-x2/2) x ¢ R
6. Laplaceovo (1/2).exp{~|x]|) x ¢ R
7. Cauchyho ['n'.(1+.v¢2)]"'1 x e R

Necht Xyreve X, Je néﬁodny Vybér fidici se hustotou f(x). Necht
( b, n= 1,,.,, je posloupnost kladnych ¢&isel takova, 3Ze
hy, => 0 pro n -> @ a K{x) je nékteré Jadro. Jddrovy odhad hustoty
£(x) je definovan vztahem

A 1 n X=X
(4) £,(2)(x) = — 3 x[—-—-i] , x e RL.

nh, =1
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To znamena, %e jadrovy odhad neni nic jiného nei vaiZeny primér

z téch pozorovani, jeZ padnou do nékterého symetrického okoli bo-
du v némz odhadujeme, pfi&emz vahy jsou urdeny jadrem K(x). Jak
vidime z tabulky 1. shrnujici nejpouzivanéjsi typy Jjader, vétsina
z nich dle o&ekavani preferuje pozorovani leZici blizko bodu
v némZ odhadujeme. Konstanty h, Vv (4) hraji roli "parametru mé-
fitka" umoziiujiciho pruZné ménit tvar jadra. Je pritom zfejmé, Ze
&im mensi bude hodnota h,, tim vice bude odhad koncentrovéan na
pozorovani leZici blizko bodu Vv némz neznamou hustotu odhadujeme.

Nejdastéji se v praxi pouZiva Jjadro typu 4. vedouci na tak
zvany odhad typu klouzavého okénka. Tento odhad v kaZdém bodé
¥ v némz odhadujeme je v podstaté vaZenym prumérem (s tymiZ vaha-
mi) z téch pozorovani, jeZ padnou do [x—hy,xth,]. Je pFimym 20-
becnénim histogramu a navic eliminuje jeho zakladni nevyhodu spo-
divajici v rozkladu Rl na ekvidistantni intervaly. Casto se téZ
v literatufe doporuéuje pouZivat Epanechnikovo jadro typu 1.
Mame-1i v&ak za ukol odhadnout napf. hustotu rovnomérného rozdé-
leni &i jiného rozdéleni s ohrani&enym nosiéem J, J = { X | F(x)
> 0}, ¢i majiciho vyrazné skoky, ukazuje se, Ze pro tento pripad
je mnohem vyhodnéjsi volit jadra typu 5.-7. Dosahne se tim pres-
néjdiho odhadu pfedevsim na krajich intervalu J &i na okoli sko-
ka.

Otazce volby nejvhodnéjéi konstanty b, Vv (4) byla v literature
vénovana velka pozornost, nebot podstatnym zpUsobem ovliviuje
kvalitu odhadi. PrevaZna vétsina doporudeni vychazi z volby vhod-
né miry kvality (pfesnosti) odhadll, jako je napfiklad (integral-
ni) stredni &tvercova chyba, maximum vychyleni aped., a uvah
o jeji minimalizaci. Jejich spoleénou nevyhodou je potfeba zna-
losti mnoha apriornich informaci o odhadované hustoté. Tak na-
priklad odhad s Epanechnikdvovym okénkem minimalizuje pro n =->
o integralni stredni &tvercovou chybu mezi véemi jadrovymi odhady
typu (4) s jadrem vyhovujicim vztahu (3). V praxi se k této dloze
pFistupuje ¢asto metodou pokusu a omylu, tj., odhad se vypocte
pro ruzné hodnoty #, a za optimdlni se zvoli ta hodnota, pro niZ
je vysledna kfivka "opticky nejhlad&i". Jinou moZnosti je uZiti
metody kriZového ovérovdni. Popismé si struéné pristup vychazeji-
ci z metody maximalni vérohodnosti, nebot jej lze analogicky uzit
i pro jiné typy neparametrickych odhadd hustoty. V podstaté se
jednad o to nalézt tu konstantu 3, jeZ maximalizuje
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n ‘A
Lm =z £, (2)(x,,

I=1
kde
1 n X - X
‘;:11(2)(")" Z K[_"_l]f X € Rll
(n-1)h F=1 h
F/=1

a uzit ji v (4) misto h,. Vedle maximalni vérochodnosti byla pro
k#iZové ovérfovani navriena i Jind kritéria, napriklad (integral-
ni) stfedni d&tvercova chyba apod., srovnej téZ odstavec II. 2,
Analogicky lze pouzit kriZové ovéfovani i pri konstrukci histog-~
ramu a dalsich neparamefrick?ch odhadi hustoty.

Rada autoru se zabyvala otazkou nalézt podminky, za nichZ jsou
Jadrové odhady konzistentni, asymptoticky nestranné, normalni
apod. Vice informaci &tena# nalezne napt. v [4], [11] nebo [12].

I.3. ODHADY'HUSTOTY POMOCT k, NEJBLIZ31CH SOUSEDU

Necht X1s+.4,X, je nahodny vybér z rozdéleni s hustotou f(x).
Necht { ko n=1,2,...) je posloupnost prirozenych éisel takova,
Ze ky -> o & kn/n => 0 pro n -> o, Necht pro kaZdé x e Rt je
In{x) = { i | X; je néktery =z kX, nejblizsich sousedd k x mezi
Xi,...,Xh]. Necht X(x) je nékteré jadro definované vztahem (3) a
Dp=max (dy | dy =) x-x |, ic Jn(X) }. odhad hustoty £(x)
pomoci k., nejbliZsich sousedy je definovan vztahem

(5) B - — rox 220
o, i=1 Dy,

Pfes svou podobnost s- jadrovymi odhady hustoty se odhad
th(3)(x) od nich podstatné 1isi v tom, Ze je vidy poditan na za-
kladé pevného pPoc¢tu pozorovani padnoucich do proménlivé velkého
okoli bodu x v néms odhadujeme. Jadroveé odhady byly naopak po&i-
tany z razného podtu pozorovani jei padly do nékterého pevného
symetrického okoli bodu x. v praxi se v prevazné vétsina pfipadid
voli opét jadro typu 4. Po vypo&etni strance jsou odhady pomoci
kn nejbliffich sousedu jednoduche, zviastea mame~1i pfedem uspora-~
dand data. Co se tyCe spotreby ¢asu poc¢itade pri jejich vypodtu,
jsou proti Jadrovym odhadtm méné naroé¢né. Simulaéni studie ukaza-

ly, %2e z hlediska presnosti jsou zpravidla jen o malo horsi nez
jddrové odhady. i

].I[ X; € Jo(x) ], x € RL.
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Asymptotlcke chovani je podobné Jjako u jadrovych odhadﬁ. V1ce
informaci nalezne zajemce v {4] nebo [11], kde je teéZ podrobné
diskutovana volba optimélni'konstanty ky v zavislosti na zvoleném
typu jadra a apriornich pfedpokladech o modelu. V praxi k volbé
ka pristupujeme podobné Jjako u jadrovych odhada, tj., bud meto-
dou pokusu a omylu nebo pomoci metody xfiZového ovéfovéani.

I.4. ODHADY HUSTOTY POMOCI ORTONORMALNICH FUNKC1

Necht X;,...,X, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou f(x).
Necht P = { Pi(x), L =1,2,... )} ‘e Uplnd ortonormadlni posloup-
nost funkci v LQ(Rl). PoloZme

(6) cj. = z Py (X5), i=1,2,...
F=1

odhad hustoty f(x) pomoci posloupnosti ortonormidlnich funkci je
definovan vztahem

A [+ +]
(7) £ x) = T cp.P(), x € R,

=1 ,

V praxi se samozfejmé uzivad pouze prvnich L, é&lemi v {7), tj. za
odhad se bere

A
(8) £,4" ) (x) = zI:‘" c; - Py (x), x € R,

I=1

Uloha uréeni optimdlniho po&tu s&itancl je znaéné sloZiti a dale-
ko prekraduje meze naseho textu, bliZe viz prace citované
v [12). Za systém P se doporuduje volit napiiklad posloupnost Le-
gendrovych &i Hermitovych polynomi. Celkové lze tfici, Ze odhady
tohoto druhu jsou vypo&etné dosti sloZité, velmi narocéné na spo-
trebu dasu po&itade a v praxi se pouZivaji pouze zfidka.

IX. NEPARAMETRICKE ODHADY REGRESNICH KRIVEK

Mezi nejroziifendjsi postupy pfi statistické analyze dat patii
metody regresni analyzy. Predeviim se jednid o odhady neznamych
parametrd v linearnim a nelinearnim modelu, predikci, stanoveni
intervali spolehlivosti apod. V praxi jsme vdak &asto postaveni
pfed problém zpracovat data, s nimiZ jsme se doposud nesetkali
a pro né% model, byt jen pfibliZny, k dispozici a priori neméme.
V takovém pripadé je vyhodnéjfi neZ zkouZet modely ndhodné pouiit
nejprve néktery neparametricky odhad a ziskat pomoci néj alespor
zdkladni predstavu o pribéhu neznamé regresni kiivky. Teprve na

'
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zdkladé této prvotni analyzy volime v druhém kroku vhodnou tridu
parametrickych modeldt a v ni se snaZime nalézt model optimalni.
Cilem tohotb odstavce je seznamit é&tenare s hlavnimi representan-
ty neparametrickych odhadi regresnich kfivek, jejich vlastnostmi,
chovanim a moZnostmi uplatnéni.

Necht (X,¥) je nahodny 'vektor definovany na (RP*1l, gP+ly o1,
kde x=(x1,...,xb). Predpokladejme , Ze rozdéleni Fﬁ,Y vektoru
(X,Y) je absolutné spojité viéi Lebesquové mife a oznadme p(x,y)
hustotu vektoru (X,¥), resp. f(x) marginalni hustotu vektoru X.
Predpoklddejme dale, Ze :

-

(a) existuje U ¢ RP takova, e pro vSechna x ¢ U je f£(x) =/= 0;
(B) E ¥ < w; ,
(C) V(X) =E ({Y¥ - E (¥|X = x))2|X = x] < © pro véechna x ¢ R°.

Splnéni podminek (A)-(C) je =zakladnim pfedpokiadem potfebnym pro
dikazy nejdileZité&jsich vlastnosti navrZenych odhadi.
Nasim cilem jJe konstruovat odhady regresni funkce

(9) r(x) =E (Y| X=x), X € RP,

na zékladé nezavislych pozorovani ((X3,Y;), i=1,...,n} vektoru
(X,Y) v pripadé, kdy jeji skuteény tvar nezndme a vime jen, Ze
existuje. Dadle popsané metody se v literatufe opét nazyvaji meto-
dami neparametrickymi, nebot.se nevztahuji na odhad parametrd ur-
¢ujicich tvar r(x). Tento- nadzev viak i tentokridt neni uplné pres-
ny, protofe parametr ktery odhadujeme je ve skuteénosti r(x). Pro
Jednoduchost se omezime na pripad p = 1, tzv. Ze jak X tak Y bu-
dou redlné ndhodné veli&iny. Uvidime vSak, Ze zobecnéni pro pri-
pad pl1 je zpravidla evidentni a nevyvolavad v Zadném z ddle uve-
denych pripadi principi&lni problémy.

Vedle svého hlavniho uplatnéni nabizi neparametricky pristup
k odhadu neznamé regresni kfivky i nékteré dalsi moZnosti:
= umoZiuje provddét predpovéd (predikci) aniZ bychom byli vazani

na uréity parametricky model;

- poskytuje kontrolu o vyskytu odlehlych pozorovani v datech;
- umoZfiuje vyhlazeni dat apod.

Neparametrickymi odhady regresnich kfivek se v uplynulych dva-
ceti péti letech zabyvala fada autorl. Zédjemclim doporuduijeme
pfehlednou Collomhovuwhibliografii [16] pokryvajici #iroké spekt-
rum téchto praci. Pfitom je zajimavé, Ze doposud s vyjimkou sbor-
niku [19] nebyla vyddna jedini monografie vénovana této oblasti.
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II.1. REGRESOGRAM

Nejjednodussim neparametrickym odhadem nezndmé regresni kiivky
je regresogram, ktery je primou analogii histogramu. Necht
{(X;,¥34), i =21,...,n), jsou nezdvislé kopie ndhodného vektoru

(X,Y). Necht D = (ty| 1=10,1,...,m -® = £,<ty<... <ty (<t = }-

je nékteré déleni R takové, Ze dh,m=ti+1"ti' i=1,...,m2, kde
dn
D, s vyjimkou krajnich, 3jsou ekvidistantni. Regresogram je defi-

novdn vztahem

(10)" £, (x)

it
b4

n
m ': Zi=1 Yi.I[Xie(tj_l,tj]].I[XE.(tj_l,tj]]
Ei:]. I[xie(tj_l,tj]]

n
pokud Zj_; I[(Xje(ty-y,t4]] =/= 0O,

F=1

=0, jinak.

Jinymi slovy, lezi-1i xe(tj_l,tj], potom za odhad r(.) v bodé
X uZijeme aritmeticky primér z téch hodnot ¥;, pro néi odpovida~
jieci X; leZi v intervalu (tj—l'tj]' Je zajimavé si vdimnout, Ze

odhad tohoto druhu pouZil jiZ Pearson v roce 1903. 'Teoretické:

vlastnosti odhadu p;(l)(x) podrobné zkoumali napfiklad Collomb
a Tukey, viz [16].

Regresogram ma fadu nevyhod. Vyplyvaji pfedev3im z toho, Ze je
konstantni na predem danych intervalech a poskytuje pouze hrubou
predstavu o pribéhu r(x). Dadle 1lze snadno wukdzat, Ze se jedna
.0 odhad vychyleny, se znadénym rozptylem a vysoce nerobustni. Jeho
nerobustnost je uzce spojena s nerobustnosti vybérového priméru.
Pfes vsechny tyto nevyhody jej lze doporuéit pfedevi3im pro prvot-
ni chledani dat, nebot se velice snadno a rychle poditd. Ve srov-
nani s jinymi neparametrickymi odhady je vypocetné mnohem jedno-
du$si a je nendrodny na potfebu paméti poditade. Pritom dasto d&-
va dostateénou predstavu o datech. Jeho vysoka nerobustnost miZe
byt dokonce na prospéch, nebot pfili& velké oscilace f;(l)(x) nas
informuji o moZném vyskytu odlehlych pozofovani. Vzhledem ke vSenm
témto divodim se doporuduje pouziti regresogramu predevsSim béhem
prvnich fazi pruzkumové analyzy dat.

,m Je konstanta. To znamena, Ze jednotlivé podintervaly déleni




Priklad 1.

Pearson a Lee v [23] studovali zavislpst vysky syna na vysSce
otce. Na zAkladé vice neZ 1000 pozorovani rozdélenych do t#id po

. Jednom palci se snaZil dok&zat platnost obecného zékona regrese

vysloveného Galtonem v nasledujici formé& " ... Each becularity in
& man is shared by his kinsman, but on the average in a less de-
gree." Z historického hlediska je zajimavé poznamenat, Ze pravé
v této Pearsonové précl je slovo regrese poprvé pouZito k oznade-
ni podminéného odekdvéni, stejné jako je poprvé uZit vyraz re-
gresni primka. Vysledky shrnuje obrazek 1. Je zajimavé si pritom
viimnout, Ze v tomto pFfipadé regresogram prinadsi pro extrémni (at

JiZ malé &i velké) vysky otcd vice informace ne: regresni prfimka
proloZena daty.

Obr.l. 2Zavislost vysky syna na vysce otce.

Regresni pfimka y
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Jak je zfejmé z (10), ve vét3ineé praktickjch pripadd padne do
jednotlivych podintervald rozkladu p rizny po&et hodnot X;, coi
samoziejmé zvysuje nepresnost odhadu, zvlasté pri malych rozsa-

zich vybéru. Proto byl navrzen a studovan tzv. regresogram s nd~

hodnym krokem. Tato modifikace spac¢iva v tom, Ze interval do n&jz
hodnoty Xi padnou rozdélime na m disjunktnich podintervald tak,
aby do kaZdého z nich padl priblizné ty2 pocet bodd X;, tj. cca
{m/n] bodli. odhad je pak definovan opét vztahem (10).
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II.2. JADROVE ODHADY

Mé&jme k dispozici nezavislé kopie ((X;,¥;), i=1,...,n ), na-
hodného vektoru (X,Y). N&Ss cil budiZ tyZ jako v prfedchozim od-
stavci, t3j. odhadnout nezndmou regresni kfivku r(x) na zakladé
téchto dat. Jak jsme vidéli, zakladnim nedostatkem regresogramu
je rozklad prostoru hodnot vysvétlujici proménné X na ekvidistan-
tni intervaly, na kaZdém z nichZ je r(x) odhadnuta konstantou.
Pro prekonani tohoto nedostatku Nadaraja a Watson, viz [22]
a [26], navrhli postupovat analogicky jako v pripadé jadrovych
odhadd hustoty a za odhad r(x) zveolit vdZeny prumér z jednotli-
vych pozorovani. Presnéji, pouZit statistiku

n

(11) 752N (x) = 1‘21 ¥; W5 (X)), x e RY,
Kae (nh,) LK (x-X3)/B] n
(12}  W,i(x) = —— . Tioq K(.-.) =/= 0,
(nhy) ~.2;., K{(x-X;)/h,]
=0, 2%, K(...) = o.

Pfitom { h,, n= 1,2,...} je posloupnost kladnych konstant tako-
vad, Ze h, —> 0 pro n—> ® a K(x) je nékteré jadro spliujici (3).
O0dtud pochdzi i ndzev jddrové odhady regresni krivky.
Prohlédneme-1i si pec¢livé tvar jmenovatele/y (12), vidime, 2e
se nejednd o nic jiného neZ o‘jédrovy odhad fh(z)(x) margindlni
hustoty f£(x) ndhodné velié&iny X. 2 (11)-(12) navic vidime, Ze za-
timco tvar vah je uréen zvolenym Jjaddrem K(x), jejich velikost je
opét parametrizovdna pomoci konstant h,. Tato normalizace ma za
Ucel adaptovat vahy vzhledem k lokdlnimu vyskytu hodnot X; na

okoli bodu v ném3 odhadujeme.

Uloha jadra je analogicka jako v pfipadé jadrovych odhadid hus-
toty, tj., preferovat pro odhad v bodé x ta pozqrov&hi ¥y, pro
néz odpovidajici X; leZi blizko x. Pro praxi se doporu¢uje na
zdkladé zkusenosti i vysledk® simulaénich experimentd uZivat pre-
devéim jadra typu 1.,4. a 5. z tabulky 1. K otdzce volby optimal-
ni hodnoty 1, se vratime pozdéji.

Pro lep8i pochopeni jadrovych odhadl je zajimavé si vdimnout
jejich nasledujici vlastnosti. Pro pevné xeR! si totiz vidy miZe-
me f%(z)(x) s kladnyﬁi vahani W,i(x) predstavit Jako reseni ulohy
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n x'-X-.. n x-X; :
min, T x[-——-——] (¥j- t)2 = = x[n—wi].(yi-?n(z)(x))z.
teRl i=1 h, I=1 b,

Jinymi slovy to znamena, Ze ;;(2)(x) minimalizuje na uréitém oko-
1{ bodu x daném volbou jadra K(x) a konstanty A&, vaZeny soudet
&tvercl rezidui. Vzhledem k vysoké nerobustnosti metody nejmen-
8ich &tvercl odtud mimo jiné vyplyva i vysoka citlivost jadrovych
odhadd na pifipadnd odlehlé pozorovani Y;. VZimnéme si, Ze vahy
Wni(x) Jsou pod¢itdny pouze na zakladé hodnot X; a nikterak nebe-
rou v Uvahu hodnoty pozorovani Yif Proto byly v literature navr-
Zeny a studovdny robustni verze ja&drovych odhadd. V podstaté se
jednd opét o -odhady typu (11), kde jsou navic pridany nékteré
dal&i vahy V,; tak, aby omezily vliv pripadnych odlehlych pozoro-

. V&ni mezi témi ¥;, pro né% odpovidaiici X; le2i blizko bodu

v némZ odhadujeme. V literatufe lze nalézt i nékteré dalsi pfis-~
tupy k jaAdrovym odhadim, napfiklad pomoéi lokdlniho prokladani
polynomy apod. Vice se o nich lze dodist napriklad v [21].

Vratme se nyni k otazce volby optimdlni hodnoty konstanty h,
v (12). I zde miZeme samozrejmé postupovat metodou pokusu a omy-
lu, tj. spodist odhad (1i) pro nékolik hodnot h, a zvolit tu
hodnotu, jeZ nam poskytuje ‘"opticky nejhlad3i® kfivku. Mnohem
pfesnéjsi vysledky, podloZené navic dobrymi asymptotickymi viast-
nostmi ziskanych odhadd, poskytuje opdt metoda kiiZového ovérova-
ni. Popisme si pro zménu struéné piistup zaloZeny na mimimalizaci
chyby predikce. V podstatd se jedna o to nalézt tu konstantu 3,.
jeZ minimalizuje funkci

n
evia) == (¥ - Fai$2) 023012 Wy (xp),

kde
: n
£ (2)xy) -_j:_:lrj.wnj(xi) a  Wpy(X;) jsou aany
Fy=1 : vztahem (12).

Zhruba fedeno, nejednid se vlastné o nic jiného nei o nalezeni to~

ho h, pro né3jz je minimalizovan vaieny soucet ¢&tvercd chyb pre-
dikce pro napozorovana data.

Jadrové odhady tvori patrnd nejlépe prostudovanou t#idu nepa-~
rametrickych odhadt regresnich kfivek a lze je doporudit pro vét-
$inu béinych aplikaci Ctenad® zajimajici se o podminky regularity

~ za nichi jsou ptisluéné odhady konzistentni, asymptoticky nes-

tranné, normdlni apod., nalezne informace napf. v [16], [19],

(21}, (22), [26] a pracech v nich citovanych.
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II.3. ODHADY PoMoci kn NEJBLIZSICH SOUSEDU

Oba predchozi postupy maji spolednou nevyhodu v tom, Ze vypo-
&et odhadu je pro rizné bedy x v nichZ odhadujeme zpravidla zalo-
Zen na razném podétu pozorovani. Po zkusenostech 2z odstavce I.
vEak je zfejmé, %e i zde bude moZné definovat odhady, jejichz vy-
podet bude zaloZen na urditém predem pevné daném poétu téch pozo-
rovani Y;, pro néz odpovidajici hodnoty X; leZi blizko bodum
v némZ odhadujeme.

Necht { (X;,Y¥;), i = 1,.:.,n ), Jjsou nezdvislé kopie nahodného
vektoru (X,Y). Necht pro kazdé x ¢ Rt Ta(x) = { i | Xj je néktery
z k;, nejbliZidich sousedd k x mezi Xy,-000X, )}, kde { k,, n=
1,2,..) Jje posloupnost pfirozenych éisel takova, Ze Kk, —> © a
ky/n —> 0 pro n —> o . Odhad funkce r(x) pomoci k, nejbliZsich
sousedi je definovan vztahem

1 n
(13) ,?n(:"')(x) =— T Y{.I0 1€ J(x) ], x € RL.

Kk, 1=1

Jak vyplyva z (13), ?n“)(x) neni vlastné nic jiného neZ vybérovy
prumér z téch pozorovani Y;, pro néz Xx; tvofi k, nejbliiéich sou-
sedl k bodu x v némZ odhadujeme.

Zobecnéni vztahu (14) Jjdou v podstatée dvéma sméry. Prvni
z nich vychazi z jadrovych odhadl a snaZi se preferovat‘v (13) ta
pozorovani ¥;, pro néZ odpovidajici X; leZi bliZe bodu v némZ od-
hadujeme. Necht { nj | =1,...,n & n=1,2,...) je trojihel-
nikové schéma nezapornych konstant splniujici pro vsechna n pod-
minku

Yni Z .. 2 Van & maxj th -> 0 pro n-—> o &
n :

z Vi - 0 pro n —> o,

F=kntl
Pro dany bod x zkonstruujme nové trojuihelnikové schéma { wpq(x) |
i=1,...,n & n =1,2,...) tak, %e pro kaidé n je E; w3 =1
a Wni(X) = v,4, kde j je poradi | x-X3| uvnitf mnoziny (|x-X|]|
k=1,...,n}. odhad  funkce r(x) pomoci .vdZenych k, nej-
bliZdich sousedil je definovan vztahem

n .
(1) 5N = E Fiovni(x), x € R*.
=1

. PoloZime-11i Vny = kh'l pro j=1,...,k, a Vhi = 0 pro j =
kn+l,...,n, potom odhad (14) splyva s (13).
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Druhy pristup si v3im& vysoké nerobustnosti jak odhadu (13),
tak (14), a podobné jako u jadrovych odhadll se snazi nahradit vy~
bérovy prﬁmér nékterym odhadem robustnim vzhledem k moZnému vys-
kytu odlehlych hodnot Y;, napriklad ¥ &i I~ odhadem.

Z vypoletni stranky jsou odhady pomoci k, nejbliZiich sousedu
jednoduché pouze pro variantu (13); V tomto pripadé je 1lze podi-
tat velice rychle a usporné&. Zvolime-1i vZak né&kterou z modifika~
ci zahrnuiicich vahy, at jiz (14) ¢i nékterou z robustnich verzi,
vypoget se komplikuje a miZe byt velice naroény na spotrebu éasu
poditade. S volbou optimalniho k, Jsou podobné problémy jako
u jadrdvych odhadd. V praxi se postupuje opét bud pomoci kriZové-
ho ovéfovani, nebo se odhad spoéte pro nékolik riznych hodnot Y. N
a za freSeni se 2voli hodnota poskytujici "opticky nejhladsi®
k#ivku. Existuji téZ néktera doporuéeni vychdzejici z asymptotic-
kych uvah, viz nap¥. [22].

II.4. ODHADY POMOC! ORTONORMALNICH FUNKCT

Necht ( (X§,¥Y3), i1=1,...,n), jsou nezavislé kopie nahodného »
vektoru (X,¥). Necht P = { Pi(x), i1=1,2,... } je Uplna ortonor-
malni posloupnost funkci v LQ(RJ). PolozZme

’ n

(15) d; = = Y.I P (x) dx,
j=l Aj

kde ¢ Aj, FJ=1,...,n) tvori takovy rozklad Rl, Ze Uj Aj = Rt

a X3 € Aj, J=1,...,n. 0odhad funkce r(x) pomoci posloupnosti or-

tonormdlnich funkci P je definovan vztahem

A -
(16) r, (%) (x) = R AR x e R,
=1

\ .
I 2de v praxi ufivdme pro odhad pouze prvnich L, &leni v (16},
tj. volime

(17) 574" (x) = o d; . P; (x), x e R,
i=1 '

Uloha uréeni L, je jesté sloZ2it&jdi nez v ptipadé odhadu hustoty.
Vypodetni sloZitost je téZ vy#ii, nebot vypocet vah d; je slozi-
téjsi nez vypodet konstant c; v (6).

Za systém P se doporuduje volit naptiklad posloupnost Legend-
rovych ¢i Hermitovych pelynomd apod., bliZe viz [16] nebo [21].
Odhady tohoto typu jsou pro svoji vypocetni sloZitost a problémy

8 urcenim optimalni hodnoty L, v praxi velmi malo pouzZivany.
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