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MODELY 2D BODOVYCH PROCESU A JEJICH VYUZITI
V ANALYZE NAHODNYCH SOUCTU

PETR VOLF

ABSTRACT. The contribution deals with the compound (cumulative) random
process, i.e. the sequence of random increments at random moments. The pro-
cess is modeled as a 2D point process (or 2D random counting measure), via
the intensities of both components. The study starts from the case of compound
Poisson process and generalizes to the cases when the components depend on
each other, and also on a set of covariates.

Pesroms. B crarne mszyuarorea caydaiiEbie KyMynaTuBHLIE nponeccol. OHu
NPEACTABIEHBl KAK 2-IUMEHCHOHAILHBIE TOYEUHDBIE NPOLECChl (Ml TOYeu-
HLI€ MEPBI), UX MOJENL MOCTPOEHA Ha 0CHOBe 2D MHTEeHCHBHOCTH, KOTOpPas
OIHOBPEMEHHO KaKeTGI KOMIIEHCATOPOM IIpouecca. Pa3Hble BAPDUAHTLL MO-
penu OOCYsAEHLI (BRKIIOYAS MOLEIL PErPECCHOHHYIO) U IPENCTaBJIICHLI
KOHCUCTCHTHLIE OLCHKM MHTEHCUBHOCTEH. B kKauecTBe mpumepa umccieno-
BAHBI HPOIECCH (CaydaiiHple CyMMBI) (MHAHCOBLIX TPaHCAKIUM.

1. KUMULATIVNf PROCES A JEHO MODEL

Procesy ndhodnych piirtstk v ndhodnych okamzicich (kumulativni procesy, sloZené
— compound — procesy) maji trajektorie v roving, kde 1. osa je ¢as (t) a 2. osa je
hodnota sou¢tu (y). Tradi¢ni model popisuje zv1ast bodovy proces ¢asii a rozdéleni
prirastkt (hustotou, distribu¢ni funkeci, momenty — viz i Volf, Robust 2000). Obé
slozky mohou vzajemné zaviset, resp. mohou zaviset na spole¢né historii a kovari-
atach. Zkusime tuto situaci modelovat jako 2D bodovy proces, tj. i slozku y popsat
intenzitou. Zifejmy je takovy popis v pripadé€, kdy okamziky prirtstki jsou dany
Poissonovym procesem a priristky jsou i.i.d. s exponencidlnim rozdélenim - pak jde
i ve sméru y o Poissoniv proces. Budeme se zabyvat moznostmi tohoto modelu pro
obecnéjsi situace, predevsim z hlediska formulace modelu, odhadu jeho komponent
a predikce priibéhu procesu. Zminime i mozné aplikace, konkrétné posloupnosti fi-
nancnich transakci ¢i pojistnych plnéni, kde otazka predikce tizce souvisi s otazkou
pravdépodobnosti bankrotu (ruin probability, risk process).

Uvazujme tedy proces ndhodnych pfirtstkt v ndhodnych ¢asech, tzv. kumulativni
¢ slozeny (compound) bodovy proces

t
C(t) :/ X(s)dN(s) = Y X(To),
0 T <t
kde N(t) je ¢itaci proces (T; jsou jeho ndhodné body, tj. bodovy proces 0 < T <
Ty < ...,N(t) = Zjoil 1[T; < t]) a X(t) je ndhodna veli¢ina — pfirtistek v Case t.
I zde tedy vystupuje zvIast proces ¢asovych bodil a zv1ast priristky. Jak jsme fekli,
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jako alternativu budeme modelovat i proces prirustki pomoci rizikové funkce, pii-
padné intenzity. Rizikovou funkci pfitom myslime nezapornou funkci, charakteristiku
rozdéleni pravdépodobnosti, zatimco intenzitu budeme chapat jako charakteristiku
z rizikové funkce odvozenou, ktera udava aktualni pravdépodobnost vyskytu nahod-
ného bodu. Jaké vyhody mé model zalozeny na rizikové funkci?

(1) Rizikova funkce je rovnocenna charakteristika distribuce ndhodné veli¢iny
spojitého typu, definovand jako h(t) = f(t)/(1 — F(¢)). Statisticky je vy-
hodnégjsi analyzovat kumulativni rizikovou funkci H(t) = fot h(s)ds, jejiz
bézny odhad (Nelsoniv—-Aalentiv) ma stejné dobré asymptotické vlastnosti
jako empirickd distribu¢ni funkce.

(2) Obecnéji, intenzita charakterizuje ‘lokalni pravdépodobnost’ vyskytu ndhod-
ného bodu (zpravidla podminénou, napfiklad "historii” ), aniz by musela byt
spojovana s néjakou ndhodnou veli¢inou — tak je tomu u ¢itacich procest.
(opét viz literatura o ¢itacich procesech, véetné teorie martingald a kompen-
zatort, také Volf, 1992.)

(3) Nejjednodussi situace, popsand Poissonovym procesem ¢asovych bodi a i.i.d.
exponencialnimi pfiristky (nezévislymi i na case), tzv. slozeny Poissontv
proces, si o takovyto popis pfimo fika. V takovémto pripadé je parametr
exponencialniho rozdéleni zaroven rizikovou funkci tohoto rozdéleni, a také
vysledného Poissonova procesu.

Obecné tedy pijde o model 2D bodového procesu (¢i 2D éitaci ndhodné miry).
Procesy tohoto typu se zabyvali napf. Greenwood a Wefelmeyer (1994), zakladni
monografii je tfeba Jacod a Shirjajev (1987).

2. SLOZENY PoOISSONUV PROCES

Uvazujme nejdiive homogenni Poissoniiv proces okamzikt prirtstkil, s konstantni
rizikovou funkei h, a i.i.d. exponencidlni p¥iristky s parametrem g (tj. g je rizikova
funkce, EX = 1/g). Pfislusny slozeny Poissoniiv proces C(t) (pfedpokladejme, Ze
je pozorovany na [0, 7)) se tedy sklada ze 2 nezéavislych homogennich Poissonovych
procest, které vlastné odpovidaji projekci C(t) do osy x = t (coby vodorovné osy)
a osy y = c¢ (svislé). V ose t pozorujeme bodovy (¢i ¢itaci) proces N(t) s ndhodnymi
body 0 < Ty < Ta < -+ < Tg, K = N(T). Ve sméru osy y pozorujeme ndhodné body
0<Y1<Ys<---<Yg,kdeY; = C(T}), Y; — Y;_1 = X, jsou ony exponencidlni
piirtstky (Yo = 0). Maximalné vérohodné odhady parametrii jsou b = N(T)/T, § =
S(C(T))/C(T), kde jsme oznacili S(y) = Z;il 1[Y; < y] é&itaci proces ‘poéitajici’
nahodné body ve sméru y. Samoziejmé S(C(T)) = N(T).

2.1. Proces rizika - odbocka do finanéni matematiky. Predstavme si velice
zjednoduseny pfipad, kdy vySe uvedeny proces C(t) je proces pohleddvek, které
jsme nuceni zaplatit, a k dispozici na to mame spojité vybirané prispévky, které
dosahuji velikosti u + vt v ¢ase ¢. Potom proces R(t) = u+ vt — C(t) je proces rizika
(,risk process“) a jakmile je R(t) < 0, miZzeme zacit uvazovat o bankrotu. Zakladni
FeSenou otdzkou tedy je, jak nastavit parametry u a v (tj. poCateéni rezervu a pa-
rametr rustu rezervy) tak, aby pravdépodobnost ‘zruinovani’ (tj. jevu inf; R(t) < 0
v [0, 00), pFipadné v [0,T]) byla dostateéné mald. Nechci zde zdrzovat pfetlumoce-
nim vysledkd, které jednak sam dobre neznam, jednak lze nalézt v literatufe, napft.
Rolski et al (1999), Asmussen (2000), Embrechts et al (1997). Pro pfipad uvedeny
zde a nekonecny c¢asovy horizont je tloha TeSena presné
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(v—"h/g)- u

P (irtlf R(t) < 0) = g%exp (— /g

)=-per,
kde p = (v — h/g)/v vlastné porovnava rychlost ristu rezervy v se stfedni hodnotou
pozadavki (za jednotku éasu) h- EX (a mélo by byt p > 0).

Samoziejmé si mizeme predstavit situace podobného typu z jinych oblasti, napt.
problém prekroceni kritické hladiny v pfehradé, nebo zahlceni obsluzné linky. Modely
nahodnych procesi pro popis téchto situaci se pak neomezuji jen na ¢itaci procesy,
ale pouzivaji se i jiné tfidy, napf. difusni procesy, nebo tzv. Lévyho procesy — to
neni ovSem téma této prace.

Pripady s jinymi distribucemi pfirtistki a pripady s koneénym horizontem vedou
na slozit&jsi feSeni (viz zminénd literatura). Uvédomme si také, Ze FeSeni — nalezeni
vhodné primky u+ vt — také fesi illohu predik¢éniho pésu, tj. tato primka udava horni
hranici, pfes kterou se proces dostane jen se zvolenou pravépodobnosti.

Na obréazku 1 byly nejprve zkonstruovdny v kazdém bodé ¢t = 1,2,..., K 95%
kvantily rozdéleni veli¢iny Y; = 2221 X, tj. gamma rozdéleni s hustotou f(y) =

e~ 9% yt=1 gt /T(t), ¢erchovana linka je spojuje, a pak byla spoctena horni 95 % pre-
dikéni hranice u + v(t) se smérnici v = 0.8 a s u = 0.368 vypoctenym k danému v
a o = 5% (plna cara).

a to ze obé slozky budou nehomogenni Poissonovy procesy, s rizikovou funkei h(t) pro
proces ¢asovych okamzikt a s rizikovou funkei g(y) procesu postupného narustu C(t),
tj. jeho projekce do osy y. Nezabyvame se nyni tedy rozdélenim velikosti jednotlivych
prirtistki, i kdyz model pro pfirtstky bychom mohli formulovat obdobné. Vztah mezi
souctem a jednotlivymi prirtstky je dan konvoluci, coZ neni vztah zrovna jednodu-
chy. Je fesitelny pomoci charakteristickych funkci, pokud bychom vysli z néjakého
konkrétniho rozdéleni prirastki.

Homog. slozeny Poissonuv proces, 95% kvantily (cerchovane), 95% predikcni pas (plne)
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Obr. 1 Neékolik trajektorii sloZeného Poissonova procesu s h =1, g = 2.
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Nehomog. slozeny Poissonuv proces, h(t)=sin(t)+1, g(y)=y vs
18 T T

15

Obr. 2 Trajektorie, 95% kvantily a predikéni krivka pro nehomogenni sloZeny Poissontiv
proces.

Ve sméru t tedy opét pozorujeme &itaci proces N(t) a jeho body 0 < 71 < T <

- < Tg < T, kde K = N(T), ve sméru y Citaci proces S(y) s body 0 < Y7 <
Yo < - < Yg = C(T). Pozorovany proces C(t) v daném ¢ muZeme vyjadrfit i jako
C(t) = max,<; [ ydS(y)dN(s). Zatim predpokladame, Ze proces S(y) nezavisi na
t (coz samoziejmé neni prilis realistické, zato je realistické, Ze jeho rizikova funkce
zavisi na jeho stavu, vysi y).

Pfedstavme si nyni, Ze pozorujeme data n (vzajemné nezavislych) realizaci tohoto
2D bodového procesu. Vérohodnostni funkei pro h(t) miizeme napsat takto:

V, = ﬁ {H h(t)dNi(t) - exp <— /T h(t) dt) } )

kde i = 1,2,...,n jsou indexy jednotlivych realizaci. Po logaritmovani a feSeni
vérohodnostnich rovnic dostaneme odhad Nelsonova—Aalenova typu pro kumulativni
rizikovou funkei H (¢ fo s)ds (znovu, viz literatura, napf. Volf, 1992):

At>=z/o%“>=%m< DRNLEY

kde jsme T;; oznadili j-ty bod i-tého procesu.
Obdobné, vérohodnostni funkci pro g(y) bychom mohli psat jako

VyH{HQ )45 exr>< / g(y)Ji(y)dy>},

y>0

kde novym prvkem je indikator J;(y) = 1 pro y < C;(T'), = 0 jinak. V daném y tedy
Yo Jily) iika, kolik realizaci doséhlo celkového souctu C;(T') > y. Opét miizeme
ziskat odhad pro G(y) = [ 9(

z/Z I

i=1 j k=1
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Tyto odhady jsou konzistentni (stejnomérné), asymptoticky normalni, jak plyne
z dnes jiz standardni teorie ¢itacich procest (viz Andersen et al, 1993 a také
Volf, 1992).

Odhady rizikovych funkei se ziskaji jddrovym vyrovnénim, tj. (oznac¢me K zvolené
jadrové funkce):

h(t) = d_11 izlﬁ (t _le”) AH(Ty), §(y) = d_12 iz& (y :1:/”) AG(Yyy).

Pokud jde o predikci, snadno ji odvodime na zékladé analogie se situaci pro homo-
genn{ procesy. Rizikové funkce h(t) resp. g(y) vlastné predstavuji zménu stupnice
na ose ¢ resp. y. Konkrétné, jsou-li body T; (resp. Y;) realizoviny procesem s rizi-
kovou funkei h(t) (resp. g(y)), pak body 7; = H(T;) (w; = G(Y})) jsou reprezentaci
slozeného Poissonova procesu s rizikovou funkci h* = 1 v ose t a se standardnimi
exponencialnimi prirustky, tj. také s ¢g* = 1. Takze, pokud pro tento ‘jednotkovy’
proces mé v bodé ¢ predikéni (95 % napt.) kiivka hodnotu ¢(¢) (napiiklad mtize jit
o pfimku u+v -t spoc¢tenou dle ivah v minulém odstavci), pak pro n$ nehomogenni
proces dostaneme v bodé H~!(t) hodnotu G~*(¢(t)).

Funkce H(t), G(t) jsou spojité, zpravidla ryze rostouci, takZe maji inverzni funkce.
Horsi je to pokud mame k dispozici jen odhady, které jsou skokovité, po ¢astech
konstantni, ale velikost skokil je fadu n~! a jak jsme fekli, odhady jsou stejnomérné
konzistentni (na ohranicenych intervalech [0, 7] x [0,Y]), takze alespoti v limité do-
staneme pfesnou predikéni hranici.

Na obr. 2 je nékolik trajektorii procesu s h(t) = sin(t) + 1, g(y) = y*/3, déle
opét Cerchované spojené 95% kvantily v jednotlivych ¢ a 95% predikéni hranice,
oboji vzniklé uvedenou transformaci méritek. V pripadé predikéni hranice jsme takto
transformovali pfimku u; + v; - ¢ spo¢tenou pro standardni proces, konkrétné jsme
vzali v1 = 2v,u; = 2u, u,v z p¥ipadu na obr. 1, kde bylo EX = 1/2.

3. OBECNY MODEL, KOMPENZATOR, FILTRACE, ODHADY

Budeme se nyni vénovat dosti obecnému popisu kumulativniho procesu. Budeme jej
modelovat jako 2D bodovy proces, jehoz komponenty ¢ a y nejsou ‘v rovnovaze’, tj.
realizace néjakého dalsiho bodu Y; nastane pravé jen kdyz dojde k realizaci bodu
T;. Nyni jiz nevystacime se zcela oddélenym popisem slozky ¢ a y, nebot obé mohou
byt zavislé vzajemné i na néjaké spoleéné filtraci, kovariatach apod.

V prumétu do osy ¢ pozorujeme standardni Citaci proces, ktery spolugeneruje
filtraci F(t), ma predikovatelnou (ndhodnou) intenzitu A(¢) (tj. adaptovanou na
F(t7)). Filtrace mze byt mezi jinymi spolugenerovéna i skupinou (ndhodnych) ko-
variat z(t) — opét predikovatelnych, mezi nimi i aktudlnim stavem procesu C(t7),
a piipadné indikdtorem pozorovatelnosti I(t). Dale, M(t) = N(t) — L(t) je mar-
tingal, kde L(t) = fg A(s)ds, a zpravidla se pfedpoklada, Ze existuje rizikova funkce
h(t,z) > 0, méfitelnd, omezend, takova ze A(t) = h(t, z(t)) - I(t). Zde tedy vidime
nazorné vztah mezi rizikovou funkci a intenzitou.

Pokud pozorujeme zaroven ¢ = 1,2,...,n procesu, predpoklada se, Ze jejich ino-
vace dM;(t) jsou podminéné (pii dané F(t~)) nezavislé.

Jak nyni vypad4 ¢itaci proces S(y) pozorovany v primétu do osy y? Opét budeme
uvazovat jeho (ndhodnou) intenzitu p(y) a p¥islugnou filtraci o(y) resp. jeji zleva
spojitou verzi o(y~ ), na kterou je u(y) adaptovand. Otézka je, jak popsat souvislost
o(y) s F(t). Jedna moznost je nasledujici:
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S vyuzitim trajektorii procesu C(t) (uvazujeme je spojité zprava), je mozné de-
finovat k danému y piislusné ¢, = C~1(y) = sup{t : C(t) < y}. Déle, o(y~) bude
generovana funkcemi méfitelnymi vzhledem k F(t,) ® B[0,y) a spojitymi zleva v y.
Nakonec, o(y) = o{o(y~) UdM(y)}, kde dM(y) = dS(y) — du(y) je opét martinga-
lovy prirtstek, inovace procesu, nezavisla na o(y~). Opét budeme pfedpokladat, ze
intenzita se d& napsat jako u(y) = g(y, 2(ty)) - J(y), kde z(¢) jsou (ndhodné) kovari-
aty, jedna z nich je samotny ¢as z(t) = t, J(y) je indikator (tentyz jako v ¢ésti 2.2,
ndhodny, ale pozorovany) fikajici, zda je proces v daném y (tésné ptfed y) pozorovan,
9(y, z) > 0 je rizikova funkce (méfitelna, ohranicend).

Protoze se proces C(t) vlastné pohybuje po schodovité jednorozmérné draze, da
se celd situace vyjadrit i nasledujicim zptusobem: Uvazujme kumulativni proces jako
standardni 1D bodovy proces vzhledem k parametru v, ktery bézi stfidavé ve sméru
t a ve sméru y. Dalo by se i psét v = ¢ - I(¢t) + y - J(y), kde indikdtor I(t) = 1
vzdy mezi (Tj-1,Yj-1) a (T;,Y;-1) (pfi To = Yo = 0), zatimco indikator J(y) =1
mezi (T};,Y;-1) a (T},Y;). Takze takto popsany ¢itaci proces N*(v) je adaptovan na
filtraci S(v) = F(t) ® o(y), jeho intenzita se da napsat jako

h(t, Z) - I(t) + 9(y. Z) - J(y),

kde Z jsou procesy kovariat a dalsich vstupti, které mohou byt obecné funkci ¢ i vy,
adaptované na S(v) a predikovatelné. Z toho plyne i standardni tvar vérohodnostni
funkce a odhadt. Konkrétnim tvarem odhadd mé vSak smysl se zabyvat az pro
konkrétni specifikace modelu, napriklad pro pripad studovany v pristim odstavci.
Poznamka k predikci: V takto pojatém pFipadé je zména méfitka zpravidla rizné
(a ndhodnd) pro kazdy jednotlivy proces, neni jiz mozné odvodit predikéni hranici
transfomaci z homogenniho pripadu. Vychodiskem pro ziskani takové hranice miize
byt napiiklad simulace (vyzkousena také jiz v Volf, Robust 2000).

Poznamka k modelu: Zda se mozna jednodussi modelovat rozdéleni pfirtstki,
v riaznych ¢ bychom pak pozorovali jen jednu ndhodnou veli¢inu resp. ¢itaci proces
do jeho prvni udalosti. Model intenzity by byl zcela obdobny.

3.1. Pripad bez regrese, neparametricka inference. Pro specifikaci zavislosti
rizikovych funkei na kovaridtdch mame k dispozici fadu modelt (nejpopuldrnéjsi je
Coxiiv), nyni ale jesté setrvejme u situace bez regrese. Uvazujme tedy rizikové funkce
h(t), g(y,t) — tj. pfedpokladdme alespori zavislost pfirtistku slozky y na case, kdy
k nému dochézi. Déle uvazujme n procesit C;(t), pozorovanych v ¢t € [0,T]x[0,Y],
tj. Ii(t) =1 prot € [0,T], J;(y) = 1 pro y € [0,min(Y,C(T))]. Logaritmus vérohod-
nostni funkce 1ze napsat jako:

n

L = Z{/O log h(t)dNi(t)—i—/O log g(y,t) dSi(y)—

- T Y
*/0 h(t)fi(t)dt*/o g(y,t)Ji(y)dy}.

Odhad pro h(t), resp. pro H(t) = fot h(s) ds je standardni, viz kapitola 2. Pozorujeme
¢itaci procesy Si(y), ¢ = 1,...,n, které vSak pro kazdé i maji p¥irtstky v jinych
casech.

Chceme odhadnout funkci g(y,t), do které ndm vlastné ¢ vstupuje jako na y
zavisla kovaridta t;(y), pro -ty proces. Tj. pro kazdé pevné (y,t) mame nanejvys 1
bod v datech, ‘trividlnim’ pfimym odhadem by byla 1 v onéch bodech, 0 jinde — tj.
realizace nasich n 2D ¢itacich mér.
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3.2. Odhad kumulované rizikové funkce p¥irustku. Budeme funkei g(y,t) od-
hadovat jako 2-rozmérnou funkei, tj. jako intenzitu (nejlépe v kumulativni verzi)
vzhledem k y , a s parametrem t. Nejjednodussi postup je tento: Zvolme disjunktni
déleni intervalu [0,7] na podintervaly 7., r = 1,2,...,m,, (stejné délky T/m,,)
a definujme ¢itaci znacené (marked) procesy S;(y,r) registrujici ty skoky, pfi nichz
ti(y) je v 7. Oznacme S™(y,r) = 7| Si(y,r), déle J™W(y,r) = 37 1[t:(y) €
7,] - Ji(y) pocet individualnich procesti, které p¥ispivaji onomu procesu S (y,r).
Oznac¢me pro dané t jesté r; takovy index, ze t € 7,.. Takze pro kazdé r udélame

Nelson—Aalentiv odhad
A v dS™ (z,r)
G(ya T) = /0 J(")(:L', T’) ’ (1)

coby odhad funkce G(y,t) fo x,t)dz pro kazdé t € 7,. Takovyto odhad (na
zédkladé pevnych disjunktnich oken v [0 T]) miZeme samoziejmé vylepsit uzitim
posuvného okna a jadrového vyrovnani vzhledem k ¢, se stejnymi limitnimi vlast-
nostmi. Pokud jde o teorii limitnich vlastnosti, odkazeme zde na vysledek, ktery
odvodili McKeague a Utikal (1990) pro pfipad kdy na misté ¢ vystupoval néjaky
obecny pozorovany proces kovariat Ti také ukazali, ze ma smysl odhadovat i dvo-
jité kumulativni intenzitu G(y,t fo fo x, ) deds. Piipomeneme zde metodu,
pfi které jako odhad G(y,t) na,vrhh

Gly.t) = /0 Gly.rs) ds,

coz je vlastné soucet pres jednotlivé intervaly 7, do t. V kazdém pripadé, tento odhad
je dobfe definovan. Je nasnadé, Ze nyni, pro limitni vysledky, budeme predpokladat,
7e n — oo, také m, — oo a n/m, — oo. Dale jesté predpokladejme, Ze pocet
procest, z kterych se odhady pocitaji, roste stejnomérné, tj. ze

JO) (y,7) m,
n

konverguje v pravdépodobnosti k néjaké (méfitelné) funkei a(y,t), stejnomérné na
[0,Y] x [0, T], kterd je kladnd, odraZena od nuly. McKeague a Utikal (1990) pak
dokazuji nésledujici tvrzeni:

(1) G(y, 1) — G(y, t), pro kazdé ¢, stejnomérné vy < Y.

(2) Pokud jesté navic n/m2 — 0, tak pro kazdé ¢ plati /n/m,(G(y,r:) —

G(y,t)) 2 U(y,t), tj. slabd (v Skorochodové DI[0,Y]) konvergence, kde
U(y,t) je vzhledem k y Gaussovsky martingal s varianéni funkei

u(y,t) = /Oy ‘Zg’i; dz

Jinymi slovy, limitni proces lze psat jako

Yo lg(z,1)
Uy, 1) = / VA @),

kde W (z) je standardni Wieneriv proces.
Déle:

(3) Odhad G(y, t) konverguje k G(y, t) v pravdépodobnosti, stejnomérné v [0, Y] x
[0,T].
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(4) Vr(G(y.t) — Gy, 1) 2 UD(y,t), kde

U(Q) (y,t / / gz, s)

W (z, s) je standardni Wienerovo pole.

McKeague a Utikal (1990) dale ukazuji, Ze jddrovym vyrovnanim (vzhledem k y
it) lze obdrzet i odhady funkce g(y,t), pokud je Lipschitzovsky spojitd. Konkrétné,

odhad )
N - A
g(ya t) dl / ICI ( d1 ) dG(ya Tt)

je stejnomérné konzistentni v y, pro kazdé t, a dale

o) =1 [ e (522 s onas

je stejnomérné konzistentni i vzhledem k ¢ v [0, T].

4. PRIKLAD

Jako data uvazujeme procesy plateb kreditnimi kartami v urc¢itém restaura¢nim za-
fizeni. Jeden proces odpovida platbam za jeden den, data obsahuji tdaje za 97 dni.
Ukéazka nékolika procesti je na obr. 3, spolu s primeéry, které vlastné predstavuji
Nelson—Aalenovy odhady kumulativnich intenzit (srovnej Volf, 2001). Na obr. 4 jsou
pak odhady kumulativnich intenzit G(y,t), a to odhadnuté v ,hrubém“ Gasovém
rozpéti dvou hodin, jednak mezi 13. a 15. hodinou a mezi 21. a 23. hodinou. Pro
srovnani obr. 5 ukazuje histogram hodnot prirtistkd — plateb — v onéch dvou inter-

valech.

hotel, 5812
12

N (t)

25

25

t (hodiny)

Obr. 3 Ukdzka dat, c¢itactho a kumulativniho procesu karetnich transakct.
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C.H.R. castek, cas 13 - 15 hod.
8 T T T ]

x 10

C.H.R. castek, cas 21 - 23 hod.
15 T T

G(y)

0 1 2 3 4 5 6 7

x10*

Obr. 4 Odhady kumulativnich rizikovych funkci G(y) pro rizné éasové intervaly.

Transakce mezi 13 — 15 hod. Transakce mezi 21 — 23 hod.

o 200 400 600 800 1000 o 200 400 600 800 1000

Obr. 5 Histogramy hodnot transakci v ruznych casovych intervalech.
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