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APLIKACE S-ODHADU V ROBUSTNI VERZI
EXPONENCIALNIHO VYROVNAVANI CASOVYCH RAD

JIRI MICHALEK

ABSTRAKT. Clanek se zabyva vyuzitim tzv. S-odhadii pro robustni vyrovna-
vani ¢asovych fad, které mohou byt poskozeny ,outliery“. Technika S-odhadu
je pouzita pro odhad lokalniho koeficientu trendu a lokdlni tirovné variability.
Je odvozena rekurentni formule pro vypocet téchto lokdlnich charakteristik po-
pisujicich chovani sledované casové rady. Teoretické vysledky jsou zavrSeny du-
kazem ekvivariantnosti vii¢i posunuti u odhadu lokdlnich parametri regrese a
invariantnosti odhadu trovné disperze.

Abstract. The contribution deals with an application of S-estimators to a robust
version of exponential smoothing. A recurrent algorithm for estimating local
regression coefficients and a variance level is derived. Translation equivariation
of local regression coefficients and translation invariation of variance estimation
are proved.

Pe3ION13. B CcTaThe Ipenjaraens aHI‘OpI/IqJI\/I JAJIs OL€EHMBAHUA JTOKAJLHLIX
nmapaMeTrpoB peakUuU ¥ NUCIEPCUU B CIydae POOYCTHOIO CriasKUBAaHUI
BPEMEHHLIX PSATOB OCHOBaHOro Ha S-omeHrax. Tarxke nmokazana aduaHas
VHBAPUSAHTHOCTb STUX OIEHOK.

Myslenka vyuzit postupt robustni statistiky v exponenciadlnim vyrovnavani ¢aso-
vych fad se poprvé objevuje v praci [1] a je dédle rozvedena v praci [3]. Obé tyto préace
vyuzivaji pro odvozeni rekurentnich formuli pro robustni exponencialni vyrovnavani
M-odhady pro odhadovani lokalnich koeficientd v trendu casové fady, ale troven
rozptylu je odhadovana nerobustnim zptsobem. MySlenka vyuzit tzv. S-odhady pro
robustni exponencialni vyrovnavani fad je poprvé vyuzita v diplomové praci [4].
Tento pristup je motivovan praci [5] z roku 1984, kde autofi zkoumali S-odhady
a ukazali jejich vlastnosti pro regresni koeficienty a rozptyl v regresnim modelu.
S-odhady jsou zajimavé predevsim proto, ze na rozdil od M-odhadt jsou regresné
ekvivariantni. Definovani S-odhadu si nejdfive ukdZzeme na jednoduchém piikladu.
Necht {Y7,Y>,...,Y,} jsou vzajemné nezdvislé stejné rozdélené ndhodné velic¢iny s
kone¢nym rozptylem a hledejme odhad stfedni hodnoty téchto veli¢in pomoci mini-
mizace (nejmensich étverci)

n
: 2
min Z;(Yz t)=.

Tento vztah lze téz chapat nédsledné pomoci M-odhadu rozptylu o(t) jako FeSeni
rovnice
1~ (Y —t)?
X () =
n - o
i=1
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pfi pevném t a posléze minimalizaci rozptylu o(t) pfes parametr ¢, kde vyse uvedend

rovnice dava
n

1
0'2(t) = E 4_5 1(Y; — t)2
Tento odhad je specialnim pripadem odhadu
i 2
t
A

za, podminky

I~ [(Yi—t
1 — =b
1) ngp( - ) |

kde b je vhodné zvolené kladnd konstanta. Hleddme tedy M-odhad rozptylu o?(t)
pfi feSeni omezeni (1) a pak o2(¢) minimalizujeme ptes ¢ € R;. Funkce p(-) je realna
funkce, kterd zatim neni blize specifikovana. Pozadavky na jeji vlastnosti budou
uvedeny pozdéji.

Nyni tuto myslenku vyuzijeme pro konstrukei robustniho odhadu lokalniho trendu
a rozptylu casové rady.

Klasicky algoritmus exponencidlniho vyrovnavani ¢asovych fad vychazi z mini-
malizace

(oo}
2 .
min Yii —Blz_;) o
BER), part ( t—1 ﬁ z)
kde B8 je vektor paramert trendu, ktery je vyjadien pomoci vektoru bazickych funkci
x_; lokdlniho ¢asu i,i = 0,1,2,.... Dle vyse uvedeného postupu je (/) vyjddieno

pomoci vztahu

oo 2 0o
@) S () v ey e
1=0

1=0

pii 0 < @ < 1 pro pevné B € Ry a pak nasledna minimalizace o2(8) pres B € Ry.
Je ihned zfejmé, Ze kvadratickou funkci pouzitou ve vztahu (2) lze nahradit obecnou
funkei p(+), jejiz pozadované vlastnosti pak ovliviiuji chovéni pozorovanych hodnot
{Y:} na odhady parametra B, o. Timto se dostdvame k obecné definici robustniho
exponencialniho vyrovnavani ¢asové fady pomoci S-odhadt parametra trendu B
a rozptylu o2.

Definice. Necht {Y;}, t € IN je ¢asova Fada, kterou je mozné popsat modelem
Yiri =Bz +o(t)e(t), i€,

kde x; je vektor k-rozmérny bazickych funkci, B je vektor k-rozmérny parametrt
trendu a o(t) je smérodatnd odchylka nahodnych chyb e(t), které jsou se stiedni
hodnotou nula, jednotkovym rozptylem a vzajemné nezavislé. Necht existuje dvojice
(@, 0)¢, kterd minimalizuje v ¢ase ¢t hodnotu o(/8), ktera spliiuje podminku

= Vioi—pTxz_;\ ;b
§ S (HF e o b

i=1

kde 0 < b < supp(:), pres vSechna B € Rj. Funkce p(-) musi byt symetrickd se
spojitou derivaci, p(0) = 0; existuje koneéné ¢ > 0 takové, ze p(-) je striktné rostouci
na (0, c) a konstantni na (¢; +00). Potom dvojici (8, 5(-)) nazyvame exponencialnim
S-odhadem parametri trendu # a roztpylu o v case t.
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Poznamka 1. Vlastnosti funkce p(-) pozadované vyse vychézeji z préce [5] tak, aby
bylo dosazeno vysokého bodu selhani a asymptotické normality téchto odhadi.

Poznamka 2. Zatim zUstava zcela oteviena otdzka jednoznaénosti exponencialnich
S-odhadi z Definice 1. Déle budou uvedeny pozadavky, které zarucuji jednoznacnost
téchto odhadt.

Obrovskou pfednosti algoritmu klasického exponencialniho vyrovnavani ¢asovych
fad je jejich rekurence, nebot tim se stavaji velice prehlednymi a snadno pouzitelnymi
v praxi. Pokusime se tyto prednosti ukazat i v pfipadé robustniho exponencidlniho
vyrovnavani zalozeného na S-odhadech. Nejdrive podrobné probereme pripad spe-
cidlni volby funkce p(-). Tato volba je ddna pfedpisem

p(x) =x* pro |z|<R,

p(x) =c pro |z|> R,
kde R je vhodné zvolena kladné konstanta obvykle volend z intervalu (0, 10), napi.
v metodé X84 z [2] je R = 5,2. Pro vypocet odhadu (3,5); budeme vyuzivat

~

predchozi odhady (8,5):—i, i = 1,2,... a hodnotu y; nového pozorovani ¢asové fady
v Case t. Vztah (3) upravime do nésledujiciho tvaru

yii—B x_; yi—i—B  x_; 2
ip(f ) (=) L e

3 o = 1 .
. _ BT ) —
i=0 (%—1 (ﬁj 2—1)

; yi—i—B i yi—i—B i 2 v . ) :
Podil p oznacme jako w(yi—;, (B,0)). Jeho velikost

g (o8
vyjadiuje ,vahu“ (t—%)-tého pozorovani v celkové sumé ve vzorci (3). Snadno vidime,
ze plati nasledujici

w(ytfiv (ﬂa U)) =1 pro |rt*i| S RJ?
2 _k

Wi (B,0) = 157

2
t—1

pro |ri—;| > Ro.

Odtud ihned vidno, Ze w(y:—;(B,0)) — 0 pro |ri—;| — oo, kdyz ri_; je residuum
(t — i)-tého pozorovani

T =Yi—i — BT T_s.
Protoze parametry (8, 0) nezname, nahradime je ve vize w(y:—q, (8, 0)) jejich od-
hady (@,3)1:—1‘—1, 1 = 0,1,2,3,.... Tim se dostavdme k modifikaci pfedchoziho

vztahu
[e%e) 2
R (i — BT T, i b
t— A et =
Zw( i) ( > ) o=

i=1

kde pro zjednoduseni ozna¢ime w(t — i) = w (yt_i, (8, /U\)t_i_1). Odtud tedy ziska-
vame vyjadieni pro o2(8) ve tvaru
20y L= )32 0(t — i) (ye—i — BT )%’
7*(8) = / .

Timto postupem ziskdvdme explicitni vyjddieni pro rozptyl o2(-) v zévislosti na
parametrech B3, a hleddme minimum této funkce ptfes B € Rji. Hledané minimum
musi vyhovovat ,normalnim“ rovnicim
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M =0, e=12,...,k,
9P
coz nam dava soustavu linearnich rovnic pro neznamy parametr 37 = (31, B2, - .., Bk)
o0
St w(t—i) (ye—i— B x i) (i) =0
i=0

pro j = 1,2,...,k (2%, = (2z_i(1),2_4(2),...,2_i(k))). Tento systém rovnic lze

3
vyjadrit v nasledujici maticové formeé

Za' (t—1) :lz_z(yt Z—.”L‘T ):0.

Nyni je nutno ovéfit konvergenci téchto nekone¢nych fad, které doposud byly uva-
zovany zcela formalné. V kazdém ptipadé je vzdy

O<w(t—1)<1 s.j,
jak plyne pfimo z konstrukce vah w(-,-). O chybéach e(t), t € Z predpokladame, ze

jsou navzajem nezavislé, se stfedni hodnotou nula a se shora ohrani¢enym rozptylem.
Pak pro kazdé N a t ma smysl kone¢na fada

Zoﬂz e(t —1)],

kterd je nezdpornym supermartingalem a protoZe E{|e(t — j)|} jsou stejnomérné
ohrani¢eny shora, pak existuje s pravdépodobnosti 1 limita S{° = limy_ . S¥Y,
ktera je s.j. konecna. Odtud tedy

(4) B, = (Z ol Wt —i) T aﬂ) Zai@(t — i)yt —i) T

Ke zcela stejnému vyjadreni pro odhad @t jsme dospéli jiz dfive v préaci [3], a tudiz
jeji vysledky zde vyuzijeme.

Obé procedury se lisi pouze v tom, ze vyuziva kazda jiny typ vah. Zde mame pii
specialni volbé funkce p(-)

. . T R
w(t—i)=1 pro |y—i —B,_;j_1T_i| <R-Gp—i—1

~2
COt_i—1

(re-i)?
Tento piistup véak dava zcela novy odhad pro o2(t), a to totiz ve formé
~ ~T 2
o (=) ®(t) (g — B, zo)
(5) 0y =
b
Konstanta b je stanovena tak, aby odhad &2 '+ 1 byl nestranny, coz davé, ze musi byt

b= [ sar.o.

— 00

~ . ~T R
'LU(t - Z) = pro |yt7i - ﬂt—’i—l xfi| > RO’t,ifl.

~2
+ao;_q.

kde F.(-) je distribuéni funkce rozdéleni ndhodnych chyb {e;}.
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Pokud budeme uvaZovat jinou funkci p(-) nez-li je kvadratickd uvazovana vyse,
pak lze obdobny vysledek odvodit za predpokladu, ze

0< —p(i) < konst.
x
m 2@ _
|z]—0 22

neboli v okoli 0 se p(+) chovd podobné jako funkce x2.

Ekvivariance a invariance odhadu. Uvazujme tedy néasledujici model ¢asové
fady {y.}

(6) Yt+i :ﬂTZi—f—O'@(t), 1€ Z, te N

s nezndmymi parametry (3, o).

Definice 2. Necht & € Rj. Regresni variaci ¢asové fady {y:} nazyvame casovou
fadu {z:}, pro niz plati

T
Ziqi = Yiri T O x5

Pro dalsi ozna¢me minulost ¢asové fady {y:}: Yz = {y1,¥2,..., ¥}, obdobné u fady
{21}, Zt = {z1,22,. .., 2t }-

Definice 3. Necht ¢ € N. Pak odhad @t(Yt) regresnich koeficientt  nazveme
regresné ekvivarianénim, kdyz pro kazdé & € Ry plati

B(Z)) = B,(Y:) + &.

Definice 4. Necht t € A/. Pak odhad 7¢(Y;) smérodatné odchylky o v ¢ase ¢ nazveme
regresné invariantnim, kdyz

o1(Zy) = o¢(Ys).

Pro ptipad aplikace S-odhadt pro konstrukci robustniho algoritmu pro vyrovnavani
casové fady lze dokézat nasledujici vétu.

Véta 1. Necht ¢asova fada {y:} je popsdna pomoci modelu (6) a necht rekurentni
vztah pro odhad regresnich koeficientt B je dan pfedpisem (4), ktery lze pfepsat do
rekurentniho vztahu pro vypocet odhadd parametrt regrese [3,

LTP1(t) Lxow(t +1)
a+wlt+ 1)zl LTIP-1(t) Lz

B(t+1) = L7B(t) + y(t+1) — =] LB,
kde matici P~1(¢) 1ze rovnéz pocitat rekurentné (blize viz [1]).

Jestlize odhad (0) je ekvivarianéni, pak pro kazdé ¢t > 1 jsou odhady B(t) rovnéz
ekvivariané¢ni.
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Dukaz. Dtkaz Ize provést tplnou indukci. Pro ¢t = 0 Ize ekvivarianéni odhad @
ziskat nasledovné. Necht (y_,, y—r41,- ., Yo) jsou pozorovani, kterd hodlame obéto-
vat pro odstartovani vyse uvedené rekurentni formule. Ekvivarian¢ni odhad @ (0) lze
ziskat napf. pomoci metody nejmensich ¢tverci, tj. minimalizaci kvadratické funkce

T

Sy, -8z )"

=0

Predpokladejme, Ze v Case t odhad @(t) je ekvivarianéni a dokazme, ze rovnéz odhad

o~

B(t+ 1) v case (t + 1) je ekvivarianéni. To znamena, Ze ukdzeme adekvatni posun
v odhadech v ¢ase t+1, kdyz se posun objevil u parametri regrese v case t. Vyjdéme
tedy z regresniho modelu (6) pro sledovanou ¢asovou fadu {y(¢)}. V tomto modelu
musi platit nasledujici vazba mezi koeficienty B(t) a B(t + 1):
(7) BTt + 1)z =BT (t) T011.
Jestlize tedy v Case ¢ dojde ke zméné v parametrech y(t) = B(t) + &, pak v ase
(t + 1) se zména projevi ve tvaru

y(t+1)=@t+1)+L"8,
kde IL je matice svazujici bazické funkce, t;j.

T+1 = IL ;.

Zména v ¢ase t + 1 vyvoland zménou v ¢ase t vyplyva ze vztahu (7). Musime tedy
dokazat, ze zcela obdobné se zména promitne do odhadt, tj. bude platit za pfedpo-
kladu, ze

() =pB(t) + &
taktéz

Ft+1) =Bt +1)+ L8

Nejdiive dokédZeme, 7ze posunuti & se neprojevi na hodnoté vahy w(t + 1). Vaha
w(t 4+ 1) je funkei chyby predikce na jeden krok dopfedu, totiz rozdilu

yt+1) =B )z =y(t+1) + 2T B(t) =
= y(t+1)— (Lzo)” Bt) = y(t +1) — =¥ LT B().

Jestlize nyni budeme uvazovat variaci fady {y:}, tj. fadu {2} vzniklou posunutim
v regresnich koeficientech o variaci &, pak musi platit, ze

2(t+1) = T (t+D)zo+e(t+1)=
= 7 (O3 +et+1)=
= B O+ T et +1) =
= BTtz +6" T +e(t+1) =
= yt+1)+6" .
Vaha w(t + 1) odvozena od ¢asové Fady {z(t)} zavisi vyhradné na rozdilu
2+ 1) ="tz = 2(t+1)— (BT + )z =
= 2t+1) - BTtz — 6Tz, =
y(t+1) — B7(t) z1.
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Variaci & se tedy hodnota vahy w(t 4+ 1) viibec nezméni. To znamend, Ze pravy
sCitanec v rekurentni funkci je ivariantni vaci variaci @. Z toho ihned plyne, Zze musi

~

pro odhady (¢t + 1) a B(t + 1) platit vztah
At +1) = LT5(t) = B(t+1) - L B).
7 toho ihned plyne, ze
At +1) - Bt +1) = L"(3(1) - B1))L" &,
coz bylo dokazat.

Definice 2. Necht 3 (t) je odhad regresnich koeficient v modelu (6) a necht o(t—1)
je odhad smérodatné odchylky o v témZe modelu v ¢ase t — 1. Nechf f : R**2 — R je
borelovsky méfitelna funkce. Pak odhad smérodatné odchylky o v ¢ase t vyjadiené
pomoci

5(t) = f (y(0), B, 5t 1))
nazveme jednokrokovym rekurentnim odhadem smérodatné odchylky o v modelu (6).

Véta 2. Nech B(t) je regresné ekvivariacni odhad regresnich koeficientdt v mo-
delu (6). Jestlize o(t — 1) je regresné invariantni odhad smérodatné odchylky o
v modelu (6), pak jednokrokovy rekurentni odhad o(t) dany pfedpisem (5) je rovnéz
regresné invariantni.

Duikaz. Dle pfedpoklada véty vime, Ze plati
o(Yee1) = 0(Zi1),

B(Kt) - Bt(Zt)'

Z toho plyne hodnota rezidui z(t) — B(Z;) ¢ a y(t) — B(Y:) xo je stejnd a invariantni
vUéi variaci &, a tudiz i hodnota vahy w(¢ — 1) se neméni variaci &. Protoze pfedpo-
klddame, Ze o (t) je regresné invariantni, pak, jak snadno vidét, i odhad smérodatné
odchylky o (resp. rozptylu o?) v ¢ase t musi byt regresné invariantni.
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Obr. 1 Rada COCL kontaminovand 10 %.



254

Pro ilustraci vyse navrzené metody pro robustni exponencialni vyrovnavani ca-
sovych fad zalozeného na S-odhadech byla vyuzita redlnd data, ktera byla rizné
kontaminovina uméle. Data pfedstavuji pribéh cen kakaa (COCL) na burze v ob-
dobi let 1990—-1996, a to tydenni tdaje. Kazdy tyden je reprezentovan stiedecni
cenou kakaa. Poc¢atecnich 25 adaju bylo vzdy obétovano pro odstartovani rekurent-
niho odhadovani. Data byla postupné kontaminovana 10 %,20%, a 30% outliery
nahodnym zpusobem. Parametr zapominani « byl zvolen na tdrovni 0,95 s bodem
zamitnuti R = 4. Na obrézcich je soucasné vymezena oblast urcujici data, ktera byla

pro robuofh1' rvravmavédni Jacnvrd Fadsr srvmivita
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Obr. 2 Rada COCL kontaminovand 20 %.
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Obr. 3 Rada COCL kontaminovand 30 %.
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