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APROXIMACE OBECNYCH SYSTEMU HROMADNE OBSLUHY
POMOCI EM ALGORITMU

GEJZA DOHNAL, MARTIN MECA

ABSTRACT. It is well known that the main barrier to the explicit solution of
even very simple stochastic models is the increasing complexity of the conditio-
nal probability distributions that arise in their analysis. One considerable way
out consists in approximations by so called phase-type (PH) distributions. It
was introduced by Neuts in 1975, a detailed discussion of its properties can be
found in [1]. Since then, many authors have used these versatile distributions
in several fields of stochastic modeling: in queueing theory (Neuts 1981, Sen-
gupta 1989, Asmussen 1992), reliability theory (Bobbio et al. 1980, Johnsson
et al. 1994), renewal theory (Kao 1988, Lipsky 1992, Asmussen & Bladt 1996),
lifetime analysis (Bhattachajee and Neuts), survival models (Aalen, 1995) and
others.

This contribution shows how to fit a phase type distribution to a general dis-
tribution using an extended EM algorithm. Some examples are given for Chi-
square, log-normal and truncated normal distributions.

Pesrome. OBmen3BecTHO, YTO MIaBHLIM 0apLepOM IPU PEIICHUU U OYECHDL
NPOCTBIX YIPIKHECHUN CTOUACTUYECKOTO MOJIEIIUPOBAHUS ABIACTCA BO3-
pacramomas CI0KHOCTL IPUXOIAIMNX yCIOBHLIY BEPOSTHOCTHLIY pAacCIpe-
nenennii. Onua u3 G03MOKHOCTEH 3aKII0YAECTLCS B NPUOIMKEHAU C MO-
MOIIY TakK HA3LIBAEMOTO pachpenesneHus (azoBoro tuma. Kmacc pacmpe-
nenenuit paszooro tuna onpenenuna Hoiirc B 1975 rony, nogpoGuoe onu-
canue ero cboiicts MoxkHO Hajity B [1]. C 5TOr0 BpeMeHU MHOTO aBTOPOB
WCHIOJBL30BAJIO 9TOT MOJIE3HOE DPACIPEAECIECHUE B PA3JUYHLIX 00IaCTbLAX
CTOYACTUYECKOTO MOILEIINPOBAHUSI: B TECOPUU MaCCOBOTO OOCIYRKUBAHUI
(Hoiirc 1981, Cenrynra 1989, Acmyccen 1992), B Teopum HAIZEKHOCTU
(Bo66uo u rou. 1980, Jxounccon u kou. 1994), Teopunm BOCCTAHOBIIEHUS
(Kao 1988, JIumckor 1992, Acmyccen u Bruanr 1996), B ananabize su3-
nocnocobuocru (Bxarraxaee m Holitc), monenn nepexusanus (Aaien,
1995) u manome.

B craTne mokazaem kak pacupeneiaeaueM GpazoBOro TUNA IPUOIN3UTL 06 ee
pacunpenenenue ¢ nmomomy EM anropurma m 3TO mokaszaHo Ha OpuMe-
pax pacupeneleHul Xu-KBaapar, J0r-HOPMAaJLHOM U OTTDAHUUYEHOrO HOP-
MaJLHOTO.

1. Uvop

Teorie Markovovych procesu patfi k pilifim teorie hromadné obsluhy, a to hlavné
proto, Ze jeji aplikaci — i v pfipadé pomérné komplikovanych systémi — dostavame
prehledné vysledky v kompaktni formé, které s vyhodou pouzijeme jak pti dalsi
analyze, tak pfi automatickém zpracovani dat vznikajicich u redlnych systémii.

Na druhé strané je mnoho modeli — a ¢asto velmi jednoduchych — u nichz nelze
pfimo predpokladat ,markovské chovani“. Pfi analyze takovych pfipada se obvykle
dostavame k velmi slozitym distribu¢nim vztahtim, které jsou prakticky nefesitelné.
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Prave zde se nabizi moznost pouzit pro aproximaci spojitych rozdéleni doby mezi p¥i-
chody zakaznikt ¢i doby trvani obsluhy takova rozdéleni, abychom dostali vysledny
model, ktery uz lze popsat pomoci Markovova procesu. Tuto moznost nam poskytuje
tfida distribuci, které se nazyvaji rozdéleni fazového typu nebo také PH-rozdéleni.

2. DEFINICE A VLASTNOSTI PH-ROZDELEN{

Definice: Ndhodn4 veli¢ina X, definovana na [0,00), mé rozdéleni fdzového typu
(PH-rozdéleni) s parametry (m,T), d4-li se reprezentovat jako doba do absorpce
Markovova procesu s p < oo prechodnymi stavy (nazyvanymi fdze) a jednim ab-
sorpénim stavem, s poc¢ateénim rozdélenim pravdépodobnosti (w,7%), kde 7 je p-
rozmérny Ffadkovy vektor. Matice intenzit pfechodt tohoto procesu méa tvar

T T°

o 0/’
kde T je matice typu p X p, pro jejiz prvky plati: T;; < O proi =1,...,p a Tj; >
0, i# j. TP je sloupcovy p-rozmérny vektor intenzit piechodu ze stavi 1,...,p

do absorpc¢niho stavu. Oznacime-li e p-rozmérny radkovy vektor samych jednicek,
potom musi platit, ze Te’ + T° = 0.

Pozndmka: Jako absorpéni je v predchozi definici zvolen stav jemuz odpovida po-
sledni fadek a sloupec v matici intenzit prechodd. Chceme-li navic zarucit, aby
v8echny ostatni stavy byly pfechodné (a ndhodné veli¢ina X s pravdépodobnosti 1
koneénd), musi byt matice T regularni ([1] Neuts).

Mezi tridu rozdéleni fazového typu patii néktera znamé a bézné pouzivana roz-
déleni, naptiklad exponencialni nebo Erlangovo. Libovolna kone¢na smés nebo kon-
voluce exponencidlnich rozdéleni je rozdélenim fazového typu. Tak napriklad t¥ida
PH-rozdéleni pokryva vSechny sériové-paralelni soustavy exponencialnich rozdéleni
i s pfipadnou zpétnou vazbou. TTida PH-rozdéleni je podtiidou tzv. Cozovych dis-
tribuct, to jest distribuci na [0, 00) s raciondlni charakteristickou funkci (Cox, 1953).

Dale uvedeme nékolik nejdtlezitéjsich vlastnosti PH-rozd€leni. Dtkazy zde uve-
denych vét lze nalézt v citované literature.

Véta 1 ([1] Neuts): M4-li ndhodné veli¢cina X PH-rozdéleni s parametry (m,T),
potom

(i) jeji hustota pravdépodobnosti mé tvar
f(z) = wexp(zT)T® prox >0, f(z) =0 jinak.
(i) distribuéni funkce X je ddna vztahem
F(z) =1—mexp(zT)e’ proz > 0.

Distribu¢ni funkce mé skok v 2 = 0 o velikosti 7.
(iii) charakteristickd funkce f(s) ma tvar

f(s)=m" +7(sI —T)'T° pro s>0,

kde I je jednotkova matice.
(iv) je-li T reguldrni, jsou vSechny obecné momenty veli¢iny X kone¢né a plati

my = EX® = (=1)FklnT "¢, k € N.
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Véta 2 ([1] Neuts): Konvoluce dvou PH-rozdéleni je opét PH-rozdélenim. Libovolna
konec¢né smés PH-rozdéleni je opét PH-rozdélenim.

Véta 3 ([2] Johnson, Taaffe): Tfida PH-rozdéleni je husta ve t¥idé vSech rozdéleni
nahodnych veli¢in s oborem hodnot v [0, 00).

Dusledkem posledni vlastnosti je tvrzeni, Ze libovolné rozdéleni s nosi¢em v [0, 00)
je mozné, alespon v principu, aproximovat s libovolnou presnosti PH-rozdélenim
s vhodnymi parametry (w,T).

3. SysTEMY M/G/1 A GI/M/1
Jako pifiklad ukdzeme, k ¢emu vedeme aproximace v systémech M/G/1 a GI/M/1.

Systém M /G /1 necht je charakterizovan témito vlastnostmi:

e Doba mezi prichody zdkazniki je rozdélena exponencidlné s parametrem .
e Rozdéleni doby obsluhy mé rozdéleni se spojitou hustotou na intervalu [0, 0o)

Pokud aproximujeme rozdéleni doby obsluhy PH-rozdélenim s parametry w a T,
bude mozné vysledny systém popsat Markovskym procesem s matici intenzit pre-
chodu

-2 AT o’ o’
T T —)\I N o

0 T T -\ A

0 0 T T -\

Systém GI/M/1 je systém hromadné obsluhy, jehoz proces ptichodd a doba ob-
sluhy maji nasledujici vlastnosti:

e Prichody zdkaznikti do systému tvofi proces obnovy se spojitou distibucéni
funkci ¢astt mezi prichody.
e Doba obsluhy mé exponencialni rozd€leni s parametrem .

Rozdéleni doby mezi prichody zdkazniki miZeme aproximovat PH-rozdélenim
s parametry 7 a T'. Matice intenzit pfechodu vysledného Markovova procesu potom
bude mit tvar

T T°n 0 o’
pul T—ul T°n o’
0 ul T-ul T

0 0 ul T—ul

Po aproximaci analyzujeme systémy hromadné obsluhy standardnim zptsobem. Je-
li naptiklad systém stabilizovatelny (coz miZeme zjistit i pfed aproximaci — napf.
u systémil s jednim obsluznym mistem musi byt stfedni doba obsluhy mensi nez
stfedni doba mezi pfichody zdkaznikil), spoéteme stacionarni rozdéleni a z ného se
odvijejici charakteristiky.
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4. EM-ALGORITMUS

Jednou z metod nalezeni aproximujiciho PH-rozdéleni je EM-algoritmus (Expecta-
tion-Maximization). Ten byl pivodné navrzen pro iterativni zjisténi maximalné vé-
rohodného odhadu z pozorovanych dat, kterd jsou pouze ¢asti rozsahlejsiho expe-
rimentu. Pfedpokladejme, Ze pozorujeme realizace y nahodné veli¢iny Y, ktera ma
hustotu g, zdvislou na nezndmém parametru vy, jako ¢ast experimentu, jehoz vysled-
kem jsou realizace veli¢iny X s hustotou f,. Obé veli¢iny necht jsou vazany vztahem
Y = u(X). Potom (n + 1) iteraci EM-algoritmu miZeme stru¢né zapsat:

E-krok: nejprve spo¢teme hodnotu funkce Ly, 41(v) = E,, [In f(X)|u(X) = y|

M-krok: novou hodnotu parametru potom dostaneme z -y, 1 = arg max L, 1(7)

Zobecnénim EM-algoritmu na nekonecné mnozstvi dat — kompletni distribuci — do-
staneme iterativni algoritmus pro aproximaci spojitého rozdéleni. Oznacime-li f pu-
vodni aproximovanou hustotu, pak jeho aplikaci nalezneme rozdéleni s hustotou h,
které ma od f minimdlni tzv. Kullback-Leiblerovu vzdélenost ([3] Asmussen, Olsson)

1.0 = [ £ uta)

Konkrétné v nasem piipadé aproximace PH-rozdélenim, mame-li odhady (™
a T parametrii v a T', dostaneme nové hodnoty odhadt v n + 1 iteraci:

E-krok: Nejdrive spocitame funkce
a(y) = =" exp(yT(n)) b(y) = exp(yT(n)) T

() = [ al)biy - oy

z nich potom hodnoty

(n+1) T b,(y) (n4+1) / Cij(y)

' /0 wb(y) TV i ) wb(y) ! WY

n * Tijeji(y) L 0(n+1 0 a; (y)TY™
N,<,+1>:/ 235CiY) e N g N.<+>:/ i g

i ) wmp(y) W PET i T RA

kde i,j =1..pa T = —T"e¢

M-krok:
n+1
(n+1) B(n+1) T(n—i—l) o Nz(] ) 7& .
U - i - Z(n+1)7 ? J
1 .o
A0 ,j=1,...,p
T_O("Jrl) _ Y T_(_”Jrl) — _T_O(”Jrl) _ ZT(”JFU
) Z-(n+1) i 4 L ij
7 VED)

EM-algoritmus vzdy konverguje, ovsem ne vzdy ke globalnimu maximu, ale ve
vétsiné pripadi pouze k nékterému z lokalnich maxim, anebo dokonce k sedlovému
bodu. Spravna konvergence zavisi na volbé pocatecniho feSeni a prenesené také na
presnosti numerického vypoctu.
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5. NUMERICKA IMPLEMENTACE

Nejvétsim problémem pii numerické implementaci je spocitat integraly z E-kroku.
Protoze jsou ve tvaru stfednich hodnot funkci ndhodné veli¢iny s rozdélenim s apro-
ximovanou hustotou f, nabizi se jako jedna z moznosti pouzit zakona velkych ¢isel
k pribliznému urceni téchto integralt. Nevyhodou vsak mize byt mald presnost
pocitand navic pouze s urcitou pravdépodobnosti. Vyhodou potom jeho rychlost
a aplikovatelnost na vsechna rozdeéleni.

Dalsi numerickou metodou pfi vypoctl integrali z E-kroku, kterou jsme v im-
plementaci pouzili je Simpsnova metoda. Ta bohuzel neni aplikovatelnd na vsechna
rozdéleni, ale pouze na ta, kterd maji omezenou hustotu (neomezenou mé napiiklad
Weibullovo s parametrem § < 1, jejiz limita zprava v nule je plus nekoneéno). Dal-
§im problémem pfi pouziti Simpsnovy metody je neomezeny interval pres ktery se
integruje. Bylo proto nutné spocitat horni odhady integrovanych funkci, tak aby se
integraly pfes neomezeny interval daly s libovolnou presnosti aproximovat integraly
pres konecny interval. I pfes tyto nevyhody EM-algoritmus pfi pouziti Simpsnovy
metody konverguje po mensim poctu krokt a v nékterych pripadech se zda, ze je
presnost dokonce rozhodujici, k tomu abychom dosahli globalniho maxima.

Predstavu o rychlosti a presnosti konvergence po pouziti obou metod si mizeme
udélat z nésledujicich dvou obrazkt. V obou pifipadech je aproximovano useknuté
normaélni rozdéleni, prvni obrazek vznikl vsak pouzitim metody Monte Carlo a druhy
pouzitim Simpsnovy metody. Cislo za ndzvem metody znamend pocet bodd pouzi-
tych pri aproximaci integralia. Teckované je vykreslena ptvodni hustota, plnou ¢arou
potom aproximujici hustota.

Vidime, Ze zatimco v prvnim pripadé EM-algoritmus nekonverguje spravné, ve
druhém je aproximace po 1000 iteracich jiz dostateéné presna.

Hustota f(t)

0 I I I I I

Cast

Obr. 1. TN(1, 2), MonteCarlo 500, 1000 iteract, p=8, Cozova struktura.
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Hustota f(t)
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Cast

Obr. 2. TN(1, 2) Simpson 500, 1000 iteraci, p=8, Cozova struktura.

Diilezité je volba dimenze aproximace, tedy volba poctu stavi Markovova fetézce,
reprezentujicitho aproximujici rozdéleni. Zvolime-li malou dimenzi, bude vypocet
rychly, ovSem mira aproximace nemusi byt dostacujici. S volbou vétsi dimenze roste
zase pravdépodobnost konvergence algoritmu k lokalnimu maximu, anebo sedlovému
bodu. Nasleduje srovnani volby dvou rtznych dimenzi pfi aproximaci logaritmicko-
norméalniho rozdéleni. Na prvnim obrazku je vysledek pfi pouziti rozméri matice T'
dva krat dva a na druhém ¢cty¥i krat ctyfi.

Hustota f(t)

o I I I I I I I

(o] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Cast

Obr. 3. LN(-0.82, 0.8), Monte Carlo 1000, 1000 iteraci, p=2.
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Obr. 4. LN(-0.82, 0.8), Monte Carlo 1000, 2000 iteraci, p=4.

Kli¢ovym tématem je volba pocatecniho feSeni. Nulové slozky pocatecniho feSeni
ziistanou nulové po celou dobu béhu algoritmu. To ndm dovoluje jiz na zacatku
urcit strukturu matice intenzit prechod kone¢ného feseni. Mizeme chtit naptiklad
aby vysledny Markoviav proces byl acyklicky, tj. aby se nemohl vracet do stavi
ve kterych jiz byl (tomu odpovida horni trojahelnikovad pocateéni matice T'), nebo
mizeme chtit aby se Markovtv proces mohl pfesouvat pouze ze stavu ¢ do stavu ¢+ 1
(tomu odpovid4 matice s nenulovymi prvky pouze na diagonale a nad diagonélou)
— takzvanad Coxova struktura generatorové matice.

0.08 - -

Hustota f(t)

0 I I I I I I I I I

(o] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Cast

Obr. 5. Chi-kvadrdt 11, Monte Carlo 500, 500 iteract, p=8, Cozxova struktura.
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Obr. 6. Chi-kvadrdat 11, Monte Carlo 500, 100 iteraci, p=8, Coxova struktura, pocitand
diagondla.

Vyrazné urychlit konvergenci mtze volba takového pocatecniho rozdéleni, které
ma stfedni hodnotu stejnou s aproximovanym rozdélenim. Toho napfiklad docilime,
pokud jsou vSechny slozky pocatecniho rozdéleni nenulové, dopocétenim diagonalnich
slozek matice T podle vzorce

Ty = —m; ﬂ_,_z:&

m; T
vt Y

kde p je dimenze matice T a m; je stfedni hodnota aproximovaného rozdéleni.
Na nésledujicich dvou obrazcich vidime vyhodu pfepoctu diagonaly predevsim pro
rozdéleni s vysokou stfedni hodnotou (zde chi-kvadrat s jedendcti stupnich volnosti).
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