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KONZISTENCE ODHADU LWS PRO PARAMETR POLOHY

LIBOR MASICEK

ABSTRACT. The present paper deals with least weighted squares estimator which
is robust estimator and it generalize classical least trimmed squares. We will

1
prove n4-consistency of this estimator for parameter of location. As next result
we show asymptotic linearity of the normal equation which gives us under as-

1
sumption of n2-consistency asymptotic normality and formula for asymptotic
variance.

Peswome. B crarne YEaxeM OIEHKY MeTOONOM HAMMEHLIIWX B3BEIICHHLIX
KBaapaToB KOTOpI)I'IfI BhIpaKaeT HaMEHLIOINEe YyCEUEHHLbIEC KBaApaThbl. s

1
OIICHKM HIapaMeTpa IOJOKEHUSA IPUBUIAEM €ro M4-KOHCUCTEHIMNIO U ac-
CAMITOTUYECKYIO JIMHEApPHOCTL HOPMAJLHOTO YPDABHCHUI.

1. Uvop

V nésledujicim textu se budeme zabyvat odhadem metodou nejmensich vazenych
¢tverct (least weighted squares, LWS). Jedna se robustni odhad s volitelnym bodem
selhdni, ktery zobectiuje klasické nejmensi useknuté ¢tverce (least trimmed squa-
res, LTS).

Pro odhad parametru polohy ukazeme jeho n’1-konzistenci pro nerostouci vahovou
funkci a symetrické jednovrcholové rozdéleni ndhodnych chyb. V dikazu je vyuzito
silnych vysledki z principt invariance.

Dale odvodime tvar normalni rovnice a dokdzeme jeji asymptotickou linearitu.
Asymptotické linearita hraje podstatnou roli pfi dokazovani asymptotické norma-
lity. Za pfedpokladu /n-konzistence odhadu dostavdme z asymptotické linearity
asymptotickou normalitu odhadu a tvar asymptotického rozptylu.

2. DEFINICE ODHADU

Predpokladejme model parametru polohy
Y, =060+e; proi=1,...,n,

kde [y je neznamy parametr, e; jsou nezavislé a stejné rozdélené chyby s nulovou
stfedni hodnotou a Y; jsou pozorované hodnoty. Vektor chyb a pozorovani potom
oznadime e = (e1,...,en) a Y = (Y7,...,Y,).

Pro libovolné b € R oznaéme (oproti standardnimu znaceni) absolutni hodnotu
rezidui jako r;(b) = |Y; — b| a h-tou potfddkovou statistiku absolutnich hodnot téchto
rezidui jako 7z (b) (tj. 0 < reqy(b) < r(2)(b) < -+ <ry (D).
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Nyni mtizeme definovat odhad metodou nejmensich vaZengch ctverci (least wei-
ghted squares, LWS) jako

(1) BUEWSnw) — aromin MF(8,w,Y)
BERP

kde

@) ME(S0.) = 3 (1) )
aw:[0,1] — R je dand vdhovd funkce. Tento odhad navrh Visek v [11].

Vidime, Ze pro specialni volbu vdhové funkce w(z) = I{z < a} dostaneme klasické
nejmensi useknuté ctverce (viz. [5]).

Nas odhad lze definovat i pro obecny regresni model. Pak budou rezidua ve vztahu
(2) v klasickém regresnim smyslu.

3. KONZISTENCE ODHADU

V nésledujicim textu budeme chtit odvodit, za jakjch podminek bude nas odhad
konzistentni.

Pro libovolné a € (0,1), t € R a libovolnou distribuéni funkci G definujme nésle-
dujici statisticky funkcional

e (1,G) tua (,G)
(3) T.(t,G) = / 22 dG(z +t) = / (x —t)? dG(z)
—ua(t,G) t—uo (t,G)
kde uqs(t, G) je definovdno
ua (t,G)
@) Gt + ualt, G)) — Gt — ualt, G)) = / 1dG(x +1) = a.
—uq (t,G)

Jedna se vlastné o stfedni kvadratickou odchylku pfes symetricky interval kolem
bodu ¢ a $ifky 2uq(t, G). Pravdépodobnost tohoto intervalu je rovna «. V pfipadé,
Ze distribuéni funkce G je nespojita a rovnice (4) nemad feSeni, bereme nejvétsi mozné
uq(t, G) pro které je intergal mensi nebo roven a.

Nyni pomoci tohoto funkcionalu prepiseme nas odhad. Proto jako F' a F,, ozna-
¢ime distribu¢ni funkci a empirickou distribu¢ni funkci veli¢in e;, i = 1,...,n. Vi-
dime, ze pokud do funkcionalu dosadime empirickou distribué¢ni funkci dostaneme

[on]

To(t. Fn) = ~ > gy (Bo+1).
h=1

Pokud budeme déle pFedpokladat, ze vdhova funkce je konstantni na intervalu [0, o],
nerostouci na [a, @] a nulové na [@, 1], kde 0 < o < @ < 1, miizeme minimalizovanou
funkci MF prepsat nasledovné
[an]
(5) MF(ﬂ,’LU,Y) =n- Z Wh,n 'Th/n(ﬂfﬂann)
h=[an]

kde wy, , = w(h/n) —w((h+1)/n) > 0.

Z nulovosti vahové funkce na [@, 1] okamzité vidime, Ze bod selhdni tohoto odhadu
bude 1 — @ (pro @ > 1) a tedy nas odhad bude robustni.
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Vidime, Ze chovani naseho odhadu bude tzce spjato s chovanim funkcionalu 7.
Konkrétni vztah je uveden v nasledujici vété, ktera dava postacujici podminku na
konzistenci odhadu.

Véta 1. Necht jsou splnény nésledujici predpoklady
1) existuji 0 < @ < @ < 1 tak, ze w = 1 na [0,a], w je nerostouci na [, @]
aw =0 na [a,l],
2) chyby e; jsou spojité veli¢iny s hustotou f(x), kterd je omezend a zdola odra-
zen4 od nuly na kazdém omezeném intervalu (tj. inf{ f(z),z € (—K,K)} >0
pro K > 0),
3) existuje Ko > 0 a 6 > 0 tak, ze pro libovolné a € [a,a] a t # 0 plati

To(t, F) > To(0, F) + Ko - min{t?, 6},
potom je odhad metodou nejmensich vazenych ¢tverci ni—konzistentni, tj.
i (BEWST — o) = 0,(1),
Dukaz. Zvolme € > 0 libovolné. Potom existuje konstanta K1 > 0 takova, Ze jev

B, =|[|Fn — F|| <n 7 K]

splituje P(B,) > 1 — ¢ pro vSechna n, kde || - || je suprémové norma (viz. kapi-
tola 12, [6]). Ukézeme, Ze potom existuje konstatnta M > 0 a ng takové, Ze na B,
je splnéno

(6) MF(5,w,Y) > MF(8y, w,Y)

pro |8 — Bo| > n=1M an > ng, ¢imz tvrzeni dokdZeme. V dal§i &sti ditkazu proto
predpoklddejme, Ze pracujeme na B, kde je splnéno || F,, — F|| < n~2Kj.

Nejprve ukdzeme, ze nerovnost (6) plati pro |3 — o] < Kz, kde Ko > 0 je
vhodn4, ale pevné zvolend konstanta. Z podminky 1), vztahu (5) a nezdpornoti wp, ,,
dostavame, ze staci ukazat, ze na B, je splnéno

(7) To(t, Fr) > Ta(0, Fy,)
pro « € [a,ql, n"iM < [t| < K3 a n > nq. Uvédomme si, Ze mezi wy, , je vidy

alespoii jedna kladnd hodnota, které ndm da ostrou nerovnost v (6).
PfepiSme proto rozdil levé a pravé strany nerovnosti (7) nasledovné

Ta(t7 Fn) - Ta(oa Fn) =

(8) = (To(t, Fn) —To(t,F)) + (Ta(t,F) — To(0, F)) + (To(0, F) — T4 (0, F,,))
Z podminky 3) dostaneme dolni omezeni na prostiedni ¢len v (8)
(9) To(t, F) — To(0, F) > Komin{t?,6} > Komin{n~ 2 M?,5}.

Nyni omezime ostatni dva ¢leny v (8). PfepiSme tedy prvni ¢len nésledovné

ua(t,Fn) ua(th)
To(t,Fy) — To(t, F) = / 22 dF, — / 22 dF =
— e (t,Fy) —uq (t,F)

U (taFn) —Uq (t,F) U (t7Fn)

(10) :/ 22 d(F, — F) +/ z? dF+/ z* dF.
_U(x(t7Fn) _ua(taFn) ua(t,F)

Pokud ukazeme, Ze existuji konstanty K3 a K, tak, Ze plati

(11) ta(t, F) — ua(t, )| < Ksn™2

(12) fualt, )| < Ky
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pro a € [o, @] a [t| < Ks, dostaneme omezeni na prvni ¢len v (10)

we (t,Fp)
/ 22 d(F,, — F)(z)

—ua (t,Fn)

< KZ. 2Kn?

nebot |uq(t, )| < K3+ K4 = K5 a pracujeme na B, kde ||F,, — F|| < Kin~2.Na
tieti ¢len ve vyrazu (10) pouzijeme nésledujici omezeni

e (t,Fp)
/ 22 dF(x)
u

Ue (t,Fp)
SK?/ f(z)de < K2 - Kgn~ 7 max{f(z)}.
a(t7F) u

o(t,F)

Pro druhy ¢len v (10) pouzijeme stejné omezeni jako pro tieti. Pokud tato omezeni
spojime dostaneme

(13) T (t, Fy) = Ta(t, F)| < n" 2 Kg

kde K¢ = 2K3K2+2K1 K2 max{f(z)} < co. Tato nerovnost bude platit i pro ¢ = 0,
¢imz omezime tieti ¢len ve vyrazu (8).
Spojenim nerovnosti (9) a (13) dostaneme

To(t, F) — Ta(0, F,) > Ko - min{M?n"2 §} — 2n" 2 K¢ > 0,

kde posledni nerovnost bude platit pro M splitujici KoM? > 2Kg a n > ny (pro
vhodnou volbu ny). K dokonéeni ditkazu nerovnosti (6) pro n~ i M < |8 — fo| < Ka
musime ukézat existenci konstant K3 a K4 pro platnost (11) a (12).

Existence K3 v (11) vyplyva z faktu, ze us(t, F) a uq(t, Fp,) vyjadiuji skuteény
a empiricny kvantil veli¢in |e; 4 t|. Nebot pracujeme na B,, bude se skuteénd a em-
piricka distribuéni funkce veli¢in |e; + t| liSit nejvyse o 2K 1n~ 2. Pfedpoklad 2) ndm
déavéa omezenost (F~1)'(x) na libovolném intervalu (a,b), kde 0 < a < b < 1. Zbytek
vyplyva z faktu, ze ¢t je omezené a « je odrazeno od 1.

Omezenost uq (¢, F) (tj. (12)) pak dostaneme z omezeni

Ua(t, F) < |t| + ua(0, F) < Ko + ug(0, F).

K dokonceni celého dikazu nam zbyva nalézt vhodnou konstantu Ks tak, Ze
pro |8 — Bo| > Kz bude na B, splnéna nerovnost (6). Pfedpoklddejme tedy, Ze
|8 — Bo| > K» a ukdzeme, Ze pro dostatecné velké Ky bude nerovnost (6) splnéna.

K nalezeni K3 budeme potfebovat, aby velka ¢ast pozorovani byla omezena. Proto
zvolme max{@,1 — @} < & < 1 libovolné. Analogicky jako u nerovnosti (11) a (12)
dostaneme, Ze existuje K7 tak, ze pro h < [an] je r(4)(80) < K7 na By, pro n > n3

(tj. alespont [&n] z veli¢in ey, ..., e, spliluje |e;| < K5). Protoze @ < & dostaneme
[@n] A [an] h a

(14) MF(o,w,Y) = w (E) i (Bo) S K2 w (E) < K2 n/ w(z) dx
h=1 h=1 0

Nyni chceme nalézt dolni omezeni na

[an]
(15) MF(B,w,Y) =Y w <ﬁ> i (B)-

n
h=1

Vidime, ze pokud |e;| < K5 bude r;(8) = |e; — (8 — fo)| > K2 — K5 (nebot
|8 — Bo| > K3). Protoze alespoii [@n] z veli¢in e, ..., e, spliiuje |e;|] < K5 bude
alespoii [an] — (n — [@n]) > 0 rezidui v sumé (15) zdola omezenych K2 — K5 a proto

[an] h &
(16) MF(B,w,Y) > (K — K5)? Z w <—> > (Ko — K5)? n/ w(z) dx
n 1-@

h=n—[an]
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pro n > nyg (w je totiz nerostouci). Nebot 1 — @ < & bude integrdl v posledni
nerovnosti nenulovy a proto pro dostateéné velké Ko (nezdvislé na n) bude prava
strana nerovnosti (14) mensi nez prava strana (16) a tedy nerovnost (6) bude na B,
splnéna pro |8 — fo| > Ks. Tim jsme také dokézali celé tvrzeni. O

Druhé a treti podminka v predchozi vété nam klade omezeni na rozdéleni chyb.
Druhé podminka v podstaté fika, ze nosic¢ hustoty je cela realné osa. Tteti podminka
je ponékud neprithledna. Nasledujici véta vsak ukazuje jeji platnost pro jednovrcho-
lova symetricka rozdéleni. Pro normalni rozdéleni je pak odvozen silnéjsi vysledek.

Véta 2. Necht hustota chyb f(x) je symetrickd, spojité diferencovatelnd a klesajici
na (0,00), potom je pro libovolné % < a < @ < 1 splnéna podminka 3) z Véty 1.
Maji-li navic ndhodné chyby normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a klad-
nym rozptylem je podminka splnéna pro libovolné 0 < a <a < 1.

Dukaz. Zvolme « € [a, @] pevné. Budeme chtit vyjadfit %Ta(t,F ) a vySetfit jeji
priabéh. Nejprve vycislime %ua (t, F). Pro jednoduchost budeme v dalsi ¢4sti diikazu
psat u(t) namisto u, (¢, F). Z definice je u(t) ddno vztahem

u(t)+t
(17) / 1dF(z) = a.
—u(t)+t

Zkusme vy¢islit derivaéni podil 3 [u(t + h) — u(t)]. Proto ode¢téme rovnici (17) pro

u(t) au(t+ h)
u(t)+t u(t+h)+t+h
0— / 1dF(z) — / 1dF(z)

—u(t)+t —u(t+h)+t+h
—u(t+h)+t+h w(t)+t
:/ f(z) dx—i—/ f(z)dx.
—u(t)+t w(t+h)+t+h

Nyni vyuZijeme nerovnosti |[u(t + h) — u(t)| < h, kterd plyne pfimo z rovnosti (4)
pro u(t) a u(t+ h) (v opacném piipadé by byl jeden z integrala v (4) ostie vétsi nez
druhy). Dale jiz pouze aplikujeme Taylortv rozvoj hustoty f(z) v bodech —u(t) +¢
a u(t) + t a dostaneme

0= f(=u(®) + ) (u(t) —u(t +h) + h) + f(u(t) + ) (u(t) — u(t +h) = h) + o(h)
odkud jiz pfimym vypoctem derivac¢niho podilu a limitou pro A — 0 dostaneme
ooy = L) £ — Fu(t) 1
dt f(=u(t)+t) + flu(t) +1t)

Vzhledem k tomu, Ze hustota f(z) je symetrickd a klesajici na (0, 00) (a ze symetrie
také rostouci na (—o0,0)), dostaneme, Ze vyraz

S=u(t) +1) = f(u(t) + 1)
je kladny pro ¢ > 0, zdporny pro ¢ < 0 a nulovy pro t = 0. Ze vztahu (18) pak
vyplyva, za totéz plati i pro %u(t) a proto u(t) nabyva minima pro ¢t = 0.
Ze vzorce (18) pak pfimym vypoctem obdrzime prvni a druhou derivaci T, (¢, F)

(18)

%Ta(t, F)=2at—2 /_1;(:::5 xdF(x)
(19) P o ) = 20— au) SOOI O 1)

dt? F=ul®) +t) + flult) +t)°
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Vidime, Ze prvni derivace je pro ¢t = 0 nulova. Pokud nalezneme vhodné K, > 0 tak,
2
aby j?Ta(t, F)> Koproa<a<a@até€c R, dostaneme omezeni
To(t, F) > To(0, F) + Kot?

¢imz také celé tvrzeni dokazeme.
Omezeni za predpokladu o > % nalezneme s vyuzitim vztahu (17) a nerovnosti
t—u(t) <0<t+u(t). Prot >0 tedy dostaneme

. o Heu®e
et F) = 2/—u(t)+t [f( ) Fl=u(®) +1) + f(u(®) +1)

w(t)+t
2 / (@) — Flu(t) + )] de

u(t)+t

flu(t)+1t)] dx

Y

ua (0,F)
22/0 [f(z) = f(ua(0,F))] do = Ko >0

kde druhd nerovnost plyne z faktu, ze u(t) = uq(t, F) nabyvd minima pro ¢t = 0 a
a = a. Pro t <0 odvodime analogicky stejné omezeni.

Omezeni za predpokladu normality pak dostaneme opétovnym derivovanim vzorce
(19) a dosazenim hustoty normdlniho rozdéleni. VySetfenim pribéhu derivace zjis-

2
time, zZe %Ta (t, F) je konvexni funkce s minimem v nule, které je kladné. O

4. ASYMPTOTICKA LINEARITA NORMALNI ROVNICE

V dalsi ¢asti se budeme zabyvat normélni rovnici naseho odhadu a jeji asympto-
tickou linearitou. Tato hraje podstatnou roli pfi dokazovani asymptotické normality
odhadu a zejména v odvozovani tvaru asymptotického rozptylu. Pro diikaz asympto-
tické normality vSak kromé& asymptotické linearity potfebujeme také y/n-konzistenci,
proto v dalsi ¢asti ukdzeme pouze asymptotickou linearitu.

Nejprve odvodime tvar norméalni rovnice. Protoze nas odhad je vlastné klasickd
vazena regrese aplikovana na pozorovani s nejmensimi rezidui vidime, ze za predpo-
kladu w(1) = 0 bude mit normalni rovnice pro tento odhad tvar

NE

0=, (00 = 3w (2) 05 - 1 {129 = 15y}

h=1 i=1

NE

(20) =Y wna D (Y= DI {2 (8) < 1ty (8)}

h

1

Pfi asymptotické linearité sledujeme chovani normalni rovnice v okoli fy. Proto
definujme 3, = [y — n=2t kde t € [-T,T] a sledujme rozdil normélni rovnice
v bodech 3y a 3,

Sn(t; w) = NRn(ﬁm w) - NRn(ﬁOa w)

= th,n Z [(YL - ﬁn)l {rz(ﬁn) < T'(h) (ﬁn)}

h=1 =1
—(Y; = Bo)I {m(ﬁo) < T(h)(ﬁ())}} :

O tomto rozdilu budeme chtit ukézat, ze je asymptoticky lineadrni ve smyslu
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(21) n~% sup Sp(t,w) — n%Rw‘ =0(1) pro n — oo
teTm
kde
(22) Ry = t/ [ — 2ug f(uy)] dw(z).
0

Asymptotickou linearitu ukazeme pro po ¢astech konstantni vdhovou funkci.
Véta 3. Necht jsou splnény néasledujici predpoklady

1) véhova funkce je tvaru w(z) = chvzl exl{r < ai} kde aq,...,an € (0,1)
acy,...,cy € (0,00),
2) chyby e; jsou spojité veli¢iny s hustotou f(z), kterd je symetrickd, omezend
a zdola odrazena od nuly na kazdém omezeném intervalu,
potom je normalni rovnice asymptoticky linedrni ve smyslu rovnosti (21).

Dtikaz Véty 3 je uveden v preprintu [4].
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