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DIFERENCOVATELNOST A SMEROVA DIFERENCOVATELNOST
FUNKCE

PETR LACHOUT

ABSTRACT. The paper is giving an ouverview on differentiability of a mapping
between metric vector spaces. The last section deals with set-valued mappings
and their contingent derivative. Some differentiability cases are giving genera-
lizations of Delta Theorem.

Pesrome. Crars npencraBiaser poO3HLIE TUILI IPOU3BOLHONR N300paskCHUS
MEK Y METPUUYECKUMU BEKTOPDHLIMM IpocTpaHcrBamu. Ilociennas riasa
OpeacraB/isgeT KOHTUHICHTHY IPOU3BOAHY IO H306pa}KeHI/IH IIPpUHUMAI IIero
MHO3€CTBa Kak CBOE 3HaueHUsd. JJMCKyTHpPOBaHHbIE IPOU3BOMHBIE UCIIOJb-
30BaHLl 4usa 0000menusa JlebTa TeOpPEMBI.

Abstrakt. Prispévek shromazduje pouzivané typy diferencovatelnosti zobrazeni
mezi metrickymi vektorovymi prostory. V posledni kapitole je pfedstavena kon-
tingencni derivace funkce, jejiz hodnoty jsou mnoziny. Je ukazano jak razné
typy diferencovatelnosti umoznuji uzite¢na zobecnéni Delta véty.

1. Uvop

Nejdrive predstavme klasickou verzi Delta véty, kterd vyuziva diferencovatelnosti
realné funkce v jednom bodé.

(Klasickd) Delta véta: Necht je funkce f : R — R mé¥itelnd a diferencovatelnd
v bodé x, € R, X,,, n € N jsou redlné ndhodné veliciny a 7, > 0 jsou redlnd cisla.
Kdyz lim 7, =400 a1, (X, — x0) Lf, pak
n—-+o0o n—-+4oo
D
Tn(f(Xn) = f(20)) —— ['(@0) - €.

n—-+4oo

Dilkaz: Oznacime-li derivacni podil

L(f(zo+1t) — f(zo)) kdyz t#0,
I (o) kdyz t=0,
pak muizeme psat

Tn(f(Xn) - f(xo)) = Df(Xn — Toj; Io) 'Tn(Xn - Io)-

Z predpokladt lim 7, = 400 a 7, (X, — 20) %f plyne, Ze
n—-—1+0oo

n—-+o0o

D
X, —zo——0
n—-+o0o

a odtud
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Df(Xp — o3 20) —— f'(2,).

n—-+o0o

Odtud jiz plyne tvrzeni vty, nebot limita v distribuci sledovaného sou¢inu je soudi-
nem limit, jelikoz f'(z,) je nendhodné éislo.

(1)

Q.ED

Odhad parametru
Necht X;, i € N jsou i.i.d. s exponenciidlnim rozdélenim s nezndmym para-
metrem 0 < A\, < +o0.

. n
Metodou maximalni vérohodnosti ziskame odhad \,, = % > X,
i=1

K2
Jde o konzistentni odhad parametru )\, s fddem konzistence 7, = /n
a asymptoticky normélnim rozdélenim, t.j.

Ay —225 )

09
n—-+o0o

Vi (An = A0) =P g, kde £(6) = N(0,A2)

Asymptotické rozdéleni zavisi na parametru, coz je jistd komplikace napfi-
klad pro testovani hypotéz. Tuto nepfijemnost odstrani logaritmicka trans-
formace odhadu, pro kterou pouzitim delta véty vyjde

Jn (1og S — log )\O) “D L log/(A)E = =, kde ﬁ(%) = N(0,1).
n— 400 )\0 o

Stochasticka optimalizace
Uvazujme optimalizaéni tlohu ¢(z) = max{f(u;z) : v € Uy}, kterd zavisi
na parametru x € R.

Kdyz X,, bude odhad spravného parametru z, € R, ktery je konzistentni
s fddem 7, a ¢'(z,) bude existovat, pak podle delta véty dostaneme, ze
©(X,) je konzistentni odhad pro ¢(z,), opét s fadem 7,,.

Uvazovany parametr viak obycejné bjva vicerozmérny nebo dokonce funkce. Casté
je také situace, ze parametrem je celé rozdéleni pravdépodobnosti, které nalezi do né-

pripady. K tomu tcelu je vSak nutné pouzit vhodného zobecnéni pojmu derivace.

Déle budeme uvazovat funkci f : D — W, kde D C V a V, W jsou metrické vektorové
prostory.
Pripomenme si definice:

Y je (redlny) vektorovy prostor, kdyZ je na ném definovdno s¢itani >+, ndsobeni

redlnym cislem a ma nulovy prvek 0 € V tak, ze

Ve,yeVijex+y=y+zeV;
Ve,y,z€Vijex+ (y+z2)=(x+y) + 2z
VreVjex+0=uz;

Ve €V je lz = x;

Vz,y €V aVteR jet(r+y)=te+ty;
Ve eV aViseRje (t+ s)x =te + sx;
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V je metricky vektorovy prostor, kdyZ je vektorovym prostorem a je opatfen

metrikou p: V x V — Ry, t.j.
i) Ve,yeVieplx,y) =0z =y;
11) Vz,y €V je p(:c, y) = p(ya :C);
iil) Vz,y,z €Vje p(z,y) < p(z,2) + p(y, 2);
tak, ze
iv) Ve e VaVvteR je lim  p(sy,tz) =0.

Ay,z)—0,yEV
s—t,s€R

V je normovany vektorovy prostor, kdyz je vektorovym prostorem a je opatien

normou ||.| : V — Ry, t.j.
i) VzeVijel|z|]| =0« z=0;
i) Va,yeVije llz+yll < llzfl + |lyl;
iii) Ve eV aVteR je |tz = |t|]z]-
Poznamenejme, Ze normovany vektorovy prostor je zaroven metrickym vektorovym
prostorem s metrikou p(z,y) = ||z — y|| nebot

sy = tzl| < lls(y — @) + (s = O)zll = |s[ly = 2l +[s = e[ [|]] -
Oznaceni:
y—a = ply,z) =0
lim yo, =2 <= lim p(ys,z) = 0;
a—f a—f3
2. DIFERENCOVATELNOST FUNKCE
V této kapitole vyuzivdme tyto prameny [2], [3], [5], [6], [8], [21], [24].

Derivaci funkce f v bodé x € D ve sméru h € V definujeme jako

1
F(ash) = lim 2 (74 1h) — f(a)
pokud tato limita existuje (ve W).

Defini¢éni obor derivace oznacme

D! ={h eV : f'(z;h) existuje}.

Lemma 2.1.: MnoZina D), je ’oboustranny kuzel’, t.j. ah € D, kdyZ a € R
a h € D, a funkce f'(z;.) je homogenni na D, t.j. f'(x;ah) = af'(z;h) pro
kaidé a € R, h € D,.

Duikaz: Stadi si pouze uvédomit, Ze pro a # 0

Fsah) = lim > (fx +tah) — (@) = alm = (fx + sh)  (z) =
— af(wh),
Fa;0n) = f/(;0) = lim + (7(x) — f(x) =0.
Q.E.D

V literatuie se pouzivaji tfi typy diferencovatelnosti funkce.

e Funkce f se nazyva diferencovatelna v bodé x € D, pokud f/(z; h) existuje
pro kazdé h € V.
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e Funkce f se nazyvé diferencovatelna v Gateauxové smyslu v bodé z €
D, kdyz f je diferencovatelnd v bodé = a f'(x; .) je spojita linedrni funkce
na V.

e Funkce f se nazyvé diferencovatelna v Hadamardové smyslu v bodé
x € D, kdyz f je diferencovatelnd v bodé = a f'(x; .) je linearni funkce na
V spliujici

lim - (Fa+ tuha) — f(2)) = /(1)

n—+00 Ty,
pro vSechny posloupnosti t,, € R, t,, # 0, h,, € V, x+t,h,, €D, lim ¢, =0

n—-+4oo
a lim h,=heV.
n—-+oo

Diferencovatelnost v Hadamardové smyslu je silnéjsi pfedpoklad nezli diferencova-
telnost v Gateauxové smyslu.

Tvrzeni 2.2.: Kdyz je funkce [ diferencovatelnd v Hadamardovée smyslu v bodé x,
pak je diferencovatelnd v Gateauxove smyslu v bodé x.

Dilkaz: Staci ukazat spojitost derivace.

Oznac¢me p metriku metrického vektorového prostoru W a vezméme h,, € V, h, —
heV.

Funkce f je diferencovatelnd v bodé z, proto pro kazdé n € N existuje t, € R,

0 < [tn]| < % tak, Ze £ +t,h, €D a p(tL (f(z + tphy) — f(x)), f/(x; hn)> < %
7Z diferencovatelnosti v Hadamardové smyslu
1
(£ o+ taha) = 1(@) i) .
Trojuhelnikova nerovnost pro metriku p dava odhad

i) F@st) < o (Fla ) = @) i) ) +

n

+p<tin (f(x+tuhn) — f(2)), f'(; h)> -

Tudiz
p(f'(z;hn) , f' (s h)) — 0.
Q.E.D
Kdyz V, W jsou normované vektorové prostory, pak lze pouzivat silnéjsi verze dife-
rencovatelnost.

e Funkce f se nazyva ,,boundedly* diferencovatelna v bodé =z € D, kdyz
je diferencovatelnd v bodé = a spliiuje

lim sup
t—0 nev,|n|=1
x+thel

L) — @) - (o h)H o

e Funkce f se nazyva diferencovatelna ve Fréchetové smyslu v bodé = €
D, kdyz je diferencovatelna v Gateauxoveé smyslu v bodé z a spliiuje

lim  sup
t—0 nev,|n|=1
z+theD

e th) = @) - 1) =0
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Poznamenejme, ze derivace f/(z; . ) miize byt nespojitd a nelinedrni. Dokonce i v pfi-
padé, ze funkce je ,boundedly“ diferencovatelnd v bodé x. Ptiklad je jednoduchy.
Kdyz funkce f je homogenni na V pak je ,boundedly“ diferencovatelna v pocatku.
Dokonce f'(0;h) = f(h) nebot 1 (f(th)— f(0)) = f(h) pro kazdé t € R, t # 0
a h € V. A homogenni funkce mtze byt nespojita, dokonce i nemétitelnd, a neline-
arni, protoze muze byt definovina na kazdé piimce {ah : « € R} jinak.

Tyto derivace maji uzitecné ekvivalentni vyjadfeni.

e Funkce f je ,boundedly“ diferencovatelnd v bodé x € D tehdy a jen tehdy,
kdyz je diferencovatelna v bodé x a splnuje

lim sup
t—0 hreB
xz4+thel

LG th) = @) - 1 wi)| =0

pro kazdou omezenou mnozinu B C V.
e Funkce f je diferencovatelna ve Fréchetové smyslu v bodé =z € D, tehdy a jen
tehdy, kdyz je diferencovatelna v Gateauxové smyslu v bodé x a spliiuje

lim sup
t—0 heB
xz4+thel

G th) = @) - 1 wi)| =0

pro kazdou omezenou mnozinu B C V.
e Funkce f je diferencovatelnda v Hadamardové smyslu v bodé =z € D, tehdy
a jen tehdy, kdyz je diferencovatelnd v Gateauxové smyslu v bodé x a spliuje

lim sup
t—0 hek
z4+theD

UG th) = @) - wi)| =0

pro kazdy kompakt K C V.

Protoze kompakt je omezend mnozina, je diferencovatelnost ve Fréchetové smyslu
silngjsi predpoklad nezli diferencovatelnost v Hadamardové smyslu. Pro normovany
vektorovy prostor W jsou ekvivalentni pouze tehdy, kdyz jednotkova koule ve W je
kompakt. To je tehdy, kdyz VW mé kone¢nou dimenzi.

3. SMEROVA DIFERENCOVATELNOST FUNKCE

Diferencovatelnost je omezena piedpokladem, ze f’(z;h) musi existovat pro vSechny
h € V. Tento nedostatek Castecné prekonava smérova diferencovatelnost. V této
kapitole vychazime z [5], [20], [21], [22].

Smérovou derivaci funkce f v bodé x € D ve sméru h € V definujeme jako

1
(e h) = Hm = _
Fi(ash) = lim — (f(z +1th) - f(2)),
pokud tato limita existuje (ve W).

Defini¢ni obor smérové derivace oznac¢me

D), ={heV: fi(z;h) existuje}.

Lemma 3.3.: Mnozina D, je kuzel, t.j. ah € D), kdyZ « € Ry a h € D,
a funkce f! (x; .) je pozitivné homogenni na D}, t.j. f) (x;ah) = af! (x;h) pro

kazdé a € Ry, he D,
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Dikaz: Stadi si pouze uvédomit, ze pro a > 0
1
I (e — Lim = — =
Fiwoh) = lm < (f(+ tah) - f(z)

—a lip 1 (flo+sh) — f(@)) = afl(z:h)

P 0m) = FL(x:0) = lim < (f(x) — f(a)) = 0.
Q.E.D

V literatufe se pouzivaji dva typy smeérové diferencovatelnosti funkce.
e Funkce f se nazyva
smérové diferencovatelni v Gateauxové smyslu v bodé = € D, kdyz
[ (x; h) existuje pro kazdé h € V.
e Funkce f se nazyva
smérové diferencovatelnd v Hadamardové smyslu v bodé z € D, kdyz
f je smérové diferencovatelna v Gateauxové smyslu v bodé = a
) 1
lim — (f(z + tahn) — f(@)) = £} (@3 h)

n—-+oo tn

pro vSechny posloupnosti ¢, > 0, h, € V, x +t,h, € D, lim ¢, =0

n—-+o0o
a lim h,=heV.
n—-+oo

Predpoklad spojitosti a linearity je vypustén z definice smérové diferencovatelnosti.
Je tomu tak, protoze smérova diferencovatelnost v Gateauxové smyslu plus spojitost
a linearita f' (x; .) dava diferencovatelnost v Gateauxové smyslu.

Smérovéa diferencovatelnost v Hadamardové smyslu implikuje spojitost smérové de-
rivace.

Tvrzeni 3.4.: KdyZ je funkce f smérové diferencovatelnd v Hadamardové smyslu
v bod¢ x, pak f' (x; .) je spojitd funkce.

Dikaz: Ozna¢me p metriku metrického vektorového prostoru W a h,, € V, h,, —
heV.
Funkce f je smérové diferencovatelnd v bodé z, proto pro kazdé n € N existuje

0 <t < L tak, s p( & (f(o +tahn) = [(2)), F1 (@3 hn) ) < 3.
Ze smérové diferencovatelnosti v Hadamardové smyslu mame
1
(2 o+ taha) = 1@ Fo(ai)) =
Trojihelnikova nerovnost pro metriku p dava odhad

(7o) £1win) < o (ot tah) = F@) Fiaiha) ) +

n

+p(% (@ + tuhn) — F(@)), FL (0 h)) |

Tudiz
p(fi(zsha), fi(ash)) — 0.
QED

Kdyz V, W jsou normované vektorové prostory, pak mizeme vyuzivat silné€jsi verzi
smeérové diferencovatelnosti.
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e Funkce f se nazyva
smérové diferencovatelna ve Fréchetové smyslu v bodé x € D, kdyz
je smérove diferencovatelnd v Gateauxové smyslu v bodé x a splinuje

1
lim  sup —(f(:Ethh)f(CC))fjr(x;h)H0'
t—0+4 nev, =1 || T
z+theD

Uvédomme si, ze derivace f) (z; . ) mize byt nespojitd dokonce i tehdy, kdyz funkce f
je sméroveé diferencovatelna ve Fréchetové smyslu v bodé x. Ptiklad je podobny jako
v predchozi kapitole. Kdyz funkce f je pozitiviné homogenni na V, pak je smérové
diferencovatelna ve Fréchetové smyslu v poc¢atku. Dokonce f! (0;h) = f(h) nebot
2 (f(th) — f(0)) = f(h) pro kazdé t > 0 a h € V. A pozitivné homogenni funkce
muze byt nespojita, dokonce neméritelna, protoze muze byt definovana na kazdé
polopiimce {ah : a > 0} jinak.
Tyto derivace maji uzitecné ekvivalentni vyjadieni.
e Funkce f je smérové diferencovatelnd ve Fréchetové smyslu v bodé =z € D,
tehdy a jen tehdy, kdyz je smérové diferencovatelnd v Gateauxové smyslu
v bodé x a splnuje

1
sy |3 ) = 7)) = L] =0

pro kazdou omezenou mnozinu B C V.

e Funkce f je smérové diferencovatelnd v Hadamardové smyslu v bodé = € D,
tehdy a jen tehdy, kdyz je smérové diferencovatelnd v Gateauxové smyslu
v bodé z, f! (x;.) je spojita funkce a spliuje

1
lim sup ||= (f(z+th)— f(x))— fjr(xvh)H =0
t—0+ }LGKD t
x+the

pro kazdy kompakt K C V.

Smérova diferencovatelnost v Hadamardové smyslu je silnéjsi pfedpoklad nezli smé-
rova diferencovatelnost ve Fréchetové smyslu, pokud jednotkova koule v WV je kom-
pakt. To je pouze tehdy, kdyz VW ma konecnou dimenzi. P¥i nekone¢né dimenzi jsou
tyto smérové diferencovatelnosti neporovnatelné.

4. DIFERENCOVATELNOST V HADAMARDOVE SMYSLU TANGENCIALNE K MNOZINE

Vyuziti smérové diferencovatelnosti je omezeno predpokladem, ze f' (x; h) musi exis-
tovat pro vSechny h € V. Tato podminka je uvolnéna v pripadé smérové diferencova-
telnosti v Hadamardové smyslu tangencialné k mnoZing, nap¥. [24], [21]. BohuZel ale
jeji definice neni v pramenech jednotna. Nabizime proto definici, kterd tyto definice
spojuje a zobecnuje.

Necht V, W jsou metrické vektorové prostory, G C D C V, H C V jsou mnoziny
a f: D — W je funkce. Oznacme

n—-+o0o n—-+4oo

existuje posloupnost a,, € A,t, >0,
To(A)=qh eV i 1, =0, lim i(an—z)=h

kontingentni (Bouligandtuv) kuZel k mnoziné A C V v bodé =z € V. Kon-

tingentni kuzel mize byt ekvivalentné definovan jako limita v Kuratowského smyslu
mnozin 1(A — z), kdyz t — 0+.
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e Funkce f se nazyva
smérové diferencovatelnd v Hadamardové smyslu v bodé z € D tan-
gencialné k (G, H), kdyz existuje funkce
fi(z, . ; G H) : T4(G) N Ty (H) — W splijici

lim ti(f(:chtnhn) — f(x)) = fy(z, h; G, H)

n—-+4oo n

pro vSechny posloupnosti ¢, € R, t,, > 0, h,, € V, x+t,h, € G, liIJIrl t, =0
n—-1+:oo
a lim h, =h e T (H).

n—-+o00
(Z definice kontingentniho kuzele méme také h € T, (G).)

e Funkce f se nazyva diferencovatelnd v Hadamardové smyslu v bodé
x € D tangencialné k (G,H), kdyZz je smérové diferencovatelnd v Hada-
mardové smyslu v bodé = € D tangencialné k (G, H) a kdyz T,(G) N T, (H)
je yoboustranny kuzel* a fi,(x,—h; G,H) = —f(z,h; G,H) pro vSechny
h € T, (G) N T, (H).

Tato definice spojuje definice uvedené v [24] a [21]. Je dokonce obecnéjsi, protoze
nepredpoklada existenci smérové derivace pro zadny smér. Kdyz je funkce smérové
diferencovatelnd v Hadamardové smyslu tangenciélné k (G, H), pak existence smé-
rovych derivaci se stdva podminkou na mnoziny G, H.

Definice 4.5.: Necht A C V, x € A a h € V. Budeme tikat, Ze trojice (z,h, A)
splriuje vlastnost (P) pokud existuje e, > 0 tak, Ze x+ech € A pro kaZdé 0 < & < ep,.

Tvrzeni 4.6.: Necht je funkce f : D — W smérové diferencovatelnd v Hadamardové
smyslu v bodé = tangencidlné k (G,H) a h € T,(G) N T, (H).

Pak je funkce f smeérové diferencovatelnd v bodé x ve sméru h, tehdy a jen tehdy,
kdyz trojice (x,h,G) md vlastnost (P).

Kdyz smérovd derivace ve sméru h existuje, pak f (x;h) = fi(x,h; G, H).

Nyni jiz mizeme porovnat definici pfedstavenou na zacatku této kapitoly s definicemi
uvedenymi v literatute. Kdyz f : D — W je smérové diferencovatelnd v Hadamar-
dové smyslu v bodé z tangencidlné k (G, G) a (z, h, G) méa vlastnost (P) pro kazdé
h € T,(G), pak ziskdme definice z [21].

Kdyz f: D — W je diferencovatelna v Hadamardové smyslu v bodé x tangencialné
k (D,H) a (z, h,D) ma vlastnost (P) pro kazdé h € T,(D) N T,(H), pak dostaneme
definici z [24].

Tvrzeni 4.7.: KdyZ je funkce f smeérové diferencovatelnd v Hadamardové smyslu
v bodé z tangencidiné k (G,H), pak f};(x, .; G,H) je spojita funkce na T,(G) N
T, (H).

Dikaz: Necht p je metrika prostoru W a hy, € T;(G) N T, (H), h, — h € T4(G) N
T, (H).

Funkce f je smérové diferencovatelnd v Hadamardové smyslu v bodé = tangencialné
k (G,H), proto pro kazdé n € N existuji 0 < t,, < % a &, €V tak, ze x + t,&, € G,
p(fnv hn) < % a

(- (e +t00) = ) Tl 61D ) < .

n
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Ze smérové diferencovatelnosti v Hadamardové smyslu tangencialné k mnoziné do-
stavame

(- (et o) = F@) Sl s 6. 1)) —0,

n
Trojuhelnikova nerovnost pro metriku p dava odhad

p(fir (@, by s GH), for(x, b G H)) <
< (e + tuha) = F2) it G.1D)) +

n

+ p<ti (f(z +tahn) — f(2)), fE (2, A G,H))

Tudiz
p(fi(z, hy; G H), fry(z,h; G, H)) — 0.
QE.D

Pokud V, W jsou normované vektorové prostory, pak mizeme vyuzit ekvivalentni
definici.

e Funkce f je smérové diferencovatelnd v Hadamardové smyslu v bodé x € D
tangencialné k (G, H) tehdy a jen tehdy, kdyz existuje funkce f1 (z, . ; G, H) :
T, (G) N T, (H) — W spliujici

1

LU 4100+ €) = 1(0) -~ Fa(e.hs 6,10) =0

lim sup
20t hek,gl<e
e z+t(h+€&)eCG

pro kazdy kompakt K C T,(G) N T, (H).

Véta 4.8. (theorem 3.9.4 in [24]): Necht V, W jsou metrické vektorové prostory,
D CV, HCYV jsoumnoZingy a f : D — W je meritelnd funkce, ktera je dife-
rencovatelnd v Hadamardové smyslu v bodé x, € D tangencidlné k (D, H). Necht
pro kazdé n € N, X,, jsou ndhodné veli¢iny s hodnotami vID a1, € R, 7, > 0,

lim 7, = +oco.
n—-+4oo

Kdyz 1,(X,, — x,) %5, kde £ je ndhodnd veli¢ina s hodnotami v T, (H), pak

(£ (Xa) = f(@0)) —2— fir w0, €3 D, H).

Uvedme nyni priklad ilustrujici silu této delta véty. P¥iklad je pfevzat z kapitoly 3.9
v [24], kde je mozno najit fadu dalsich pfikladd.

Empiricka kvantilova funkce

Necht X;, i € N jsou i.i.d. readlné ndhodné veli¢iny s nezndmou, ale spoleénou,
distribu¢éni funkei F,. Zajimame se o odhad kvantilu F, *(p) pro dané p € (0,1);
piipometime definici F~!(p) = max{z € R : F(x) > p}.
Budeme oznacovat
f je zleva spojitd v kazdém bodé,
B f ma zprava limitu v kazdém bodé,
DR)=<Sf:R—-R: tligloof(t) existuje konecna,

. lim f(t) existuje kone¢nA.
——00

Tato mnozina je opatfena Skorochodovou topologii a ¥ika se ji Skorochoduv prostor;
definice a vlastnosti lze nalézt v [4] nebo v [24].
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Daéle oznacime

DF={f:R — R : f je distribuéni funkce néjaké redlné n.v.},

DF. — {f cDF : f je diferencovatelna v bodé Fl(p),}
= :

"(F~(p)) >0,
a pro kazdé F' € DF oznacime

Fp(F)={f € D) : fjespojita v bodé F~*(p).}

Je zndmo, Ze empirickd distribuéni funkce F, (t) = %Z;;l lx, <y je konzistentnim
odhadem distribué¢ni funkce F, s fddem /n, t.J.

F, ~—J+—»F v D[®),a vn(F, —F,)—2-BoF,v D),

n—-+4oo
kde B = (B(t),t € [0,1]) je Browntiv most.
UvaZzujme funkci ¥ : D(R) — R : f — max{t e R : f(¢t) > p} a zkoumejme jeji

diferencovatelnost. Vezméme F € DF,, h,, € D(R), n € N a h € F, (F) takové, ze

hn, — h v D(R).
Pro s, #0, s, — 0 dostavame
U(F 4+ sphyp) = max{t €R : F(t) + sphn(t) > p} <

IN

max{t €R: F(t) > p+|sn|sup |hn(t)|} )
teR

U(F 4+ sphyp) = max{t €R : F(t) + sphn(t) > p} >
max{t eER:F(t)>p— |sn|sup|hn(t)|} .
teR

Y

Tudiz
F! <p — |sn| sup |hn(t)|> < U(F + syhy) < F1 <p+ |$n| sup |hn(t)|> )
teR ter

Kvantilova funkce méa v bodé p derivaci W’ protoze F' € DF,,, a z vlastnosti

konvergence v prostoru D(R) vyplyva, Ze supsup |h,(t)| < +o0o. Kvantilova funkce
neN teR
je proto v bodé p spojita a plati

lim W(F + sphn) = F~1(p).
7 definice funkce ¥ dostévame
F(U(F + sphp)) —p < —sphy (U(F + sphy)),

—sphn (U(F + spha) +55) < F (U(F 4 syhy) + 52) — p.
Odtud z konvergence h,, — h v D(R) a ze spojitosti funkce h v bodé F~*(p) dosta-
vame

lim L (F (U(F + suhn) — p) = —h (F~'(0)).

n—-+o0o Sn

Dale
1
lim — (‘I/(F + sphy) — F’l(p)) =

n—-+4oo Sn

U(F + sphn) — F~1(p) i 1
= . — (F(Y(F nln)) —

_ h(F ')
F'(F~1(p))
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Zjistili jsme, zZe funkce VU je diferencovatelna v Hadamardové smyslu v kazdém bodé
F € DF, tangenciélné k (D(R), F, (F)) a

D))

FI(F=1(p))
Kdyz F, € DF,, pak skoro vSechny trajektorie procesu B o Fj, jsou spojité v bodé
F;1(p) a delta véta dava

Vi (BN 0) = B ) = Wy(Fa.BoFy; D(R).F, (F)) =
B
Fl(F; ' (p)

Uy (F.h; D(R), 7, (F)) =

Véta 4.9. (theorem 6.3.2 in [21]): Necht V, W jsou Banachovy prostory, G C V
je mnozina a f 1V — W je méritelnd funkce, kterd je smérové diferencovatelnd
v Hadamardové smyslu v bodé x, € D tangencialné k (G, G). Necht pro kazdé n € N,
X, jsou ndhodné veliciny s hodnotami vV a 1, > 0, liI_"I_l Tn, = +00.

n—-—1+00
Kdyz P(X,, € G) = 1 pro kazdé n € N dostatecné velké a m,(Xn — z0) —o— €, kde

n—-+4oo

nosi¢ n.v. £ je separabilni mnoZina vV, pak

P €Ts,(G) =1 a ma(f(Xa) = f(50) o fir(w0, €5 G, G).

5. DINIHO DERIVACNI ¢isLA

V této kapitole uvazujeme funkci f : ¥V — R, kde V je metricky vektorovy prostor.
Vyuzitim usporadani na realnych ¢islech miazeme definovat Diniho derivacni éisla;
viz [6], [7].
e Diniho derivaéni éisla pro funkci f definujeme jako
. 1
1 h) = limsup & (F( + th) — f(x)),

t—2+4

1
FHah) = liminf = (f(z +th) = f(2).
e Pro funkci f definujeme smérovou derivaci v Clarkové smyslu v bodé
x € D ve sméru h € V jako

f°(x;h) = limsup % (f(z+th) — f(2)).

t—0+,z2—x

e Pro funkci f definujeme
smeérovou derivaci v Michelové-Penotové smyslu v bodé x € D ve
sméru h € V jako

f¢(x; h) = sup limsup ! (f(z+th—+tu) — f(z+tu)).
uey t—0+ t

Poznamenejme, Ze pro limity pfipoustime i hodnotu +o0o a —oco a tak uvedené deri-
vace existuji vzdy. Navic jsou splnény nerovnosti

fHash) < f1(xh) < fo(a;h) < fO(ash).

Dokonce f°(z; .) a f°(x; .) jsou sublinedrni funkce. Bohuzel, sublinearita maze byt
porusena pro f1(z; .).
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6. KONTINGENTNI DERIVACE MNOZINOVE FUNKCE

Dalsi problémy se objevi, kdyz f je viceznac¢né zobrazeni. Takové pripady vznikaji
velmi prirozenou cestou, naptiklad pfi feseni optimalizacnich tloh.

UvaZujme optimaliza¢ni tlohu p(z) = max{f(u;x) : v € U, }, kterd zavisi na pa-
rametru x € X, kde X je metricky vektorovy prostor. Zajimame se o optimalni
hodnotu () a, moznd jesté vice, o strategii, kterd pfindsi optimalni zisk nebo
témér optimalni zisk. Tudiz se zajimdme o mnozinu vSech optimélnich fesSeni tilohy
Y(x) = {u €Uy : f(u;z) = p(z)} piipadné o mnozinu v8ech e-optimalnich FeSeni
ulohy ¥(z;e) = {u e Uy : flu;x) > p(x) — e}, kde € > 0. Funkce ¢ a 9)( . ;€) mohou
byt a casto také jsou mnohoznac¢né. Abychom se mohli zabyvat spojitosti a diferen-
covatelnosti téchto zobrazeni, musime predpokladat, Ze mnoziny pfipustnych feseni
U, ¢ € X, jsou podmnozinami néjakého metrického vektorového prostoru Y. Na-
priklad, X mtze byt metricky vektorovy prostor mér obsahujici v§echna mozna roz-
déleni pravdépodobnosti neznamych ndhodnych vstupt a U je metricky vektorovy
prostor mér, ktery obsahuje vSechna mozné rozdéleni pravdépodobnosti Fizenych
vstupi.

Pro tcely zobecnéni delta véty, potfebujeme zobecnéni smérové derivace v Hadamar-
dové smyslu tangencidlni k mnoziné. Nase potteby uspokoji kontingentni derivace;
jeji definici a vlastnosti lze nalézt napt. v [1], [11], [14], [15].

Nechf V, W jsou metrické vektorové prostory, f : V — 2" je mnozinova funkce,
reVayeW.

e Kontingentni derivaci mnozinové funkce f v bodé (z,y) definujeme jako
mnozinovou funkei Vf(z,y; .):V — 2" s vlastnosti:
z € Vf(z,y;h) < (0,h,2) € clo(Df(z,y)).

Kde Df(z,y) = {(t,h,2) : t >0,h €V, ,y+tz € f(x + th)} a uzavér je uva-
Zovan v soucinové topologii AQ7T®w. Symbol A oznacuje pfirozenou topologii
na R, 7 topologii na V a w topologii na W.

Kontingentni derivace je zobecnénim smérové diferencovatelnosti v Hadamardové
smyslu tangencialné k mnoziné.

Tvrzeni 6.10.: Necht V, W jsou metrické vektorové prostory, G CD CcV, HC V
a x € D. Necht funkce f : D — W je smérové diferencovatelnd v Hadamardové
smyslu v bodé x tangencidlné k (G, H).

Definujme mnoZinovou funkci F : V — 2V tak, e F(v) = {f(v)}, kdyz v € G a
Fv) =0 kdyz v ¢ G.

Kdyz h € To(G)NTy(H), pak VF(z, f(z);h) = {fi(z, h; G H)} a VF(2,y; k) = 0,
jestlize y # f(x).

Kdyz h € T.(G) ay € W, pak VF(z,y; h) = 0.

Dikaz: Pro y € W méame

DF(z,y) = {(t,h,%(f(:chth)y)) : t>0,h€V,:c+th€G}

aodtud proh eV, ze W,
z € VF(z,y;h) <= (0,h,z) € clo(DF(z,y))

existuji posloupnosti t,, > 0, h,, € V,

tak, ze ngr}rloo i (f(z +tohy) —y) = 2.
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Z predpoklddané diferencovatelnosti funkce f plyne, ze kdyz h € T,(G) N T, (H),
pak VF(z, f(z);h) = {fy(z.h; G.H)} a VF(z,y;h) = 0, kdyz y # f(x). KdyZ
h & T, (G), pak neexistuje zadny bod (0, h, z) € clo(Df(z,y)) a proto VF(z,y; h) =
() pro vSechny y € W.

Q.E.D

Prvni verze delta véty, kterd pfipoustéla mnozinové funkce se objevila v ¢lanku [11].
Véta 3.2 v [11] pfedpoklada, Zze V je separabilni Fréchetiv prostor, t.j. separabilni
uplny metricky vektorovy prostor, W je kone¢né dimenziondlni normovany vekto-
rovy prostor a mnozinova funkce nesmi pfifazovat prazdnou mnozinu. Véta 4.3 v [11]
zesiluje tvrzeni pfedchoziho tvrzeni samoziejmé za silnéjsich predpokladi: V je Ba-
nachiv prostor, W je kone¢né dimenzionalni Euklidovsky prostor, mnozinova funkce
nesmi prifazovat prazdnou mnozinu a jeji kontingentni derivace je s.j. funkce.
Pouzitim vysledku z ¢ldnku [23], se nAm podafilo odstranit pfedpoklad, ze kon-
tingentni derivace je s.j. funkce a v ¢élanku [14] prezentujeme verzi delta véty vyza-
dujici, aby V, W byly separabilni Fréchetovy prostory. Nasledné v [15], jsme tento
vysledek rozsitili pro Hausdorffovy topologické vektorové prostory. Ale stale nesmi
mnozinova funkce pfifazovat prazdnou mnozinu. V soucasnosti jsme dosahli dalsiho
zobecnéni, které je prezentovano v preprintu [17]. Tato verze delta véty predpoklada
Hausdorffovy topologické vektorové prostory, fad konzistence 7, mize byt nadhodny,
mnozinova funkce jiz muze prirazovat prazdnou mnozinu a fady konzistence po a
pred transformaci se mohou lisit.
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