ROBUST’2002, 163177 © JCMF 2002

METODA SEGMENTACE V ,CHANGE-POINT“ PROBLEMU

MARTIN JANZURA, JAN NIELSEN

ABSTRACT. The method of segmentation is used to solve the change-point pro-
blem.

Pesmowms. l\"IeTO,Z[ CerMeHTaIu NPUMEHEH K PCIIeHUIO HpO6Hel\/ILI JeTeKnumn
pa3jidanrun.

1. Uvop

Obecné je dloha detekce zmén formulovana tak, Ze cilem je zjistit, zda v néjaké
Casové posloupnosti doslo ke zménam v pravdépodobnostnim rozdéleni, kterym se
fidi pozorované veli¢iny. Mame tedy nahodné veliciny

Xy, XN,
kde — v pripadé jejich nezavislosti — predpokladame, ze veli¢ina X; méa rozdéleni p;
prot=1,...,N. (U zavislych veli¢in bychom museli uvazovat rozdéleni podminéna

minulosti, tedy £(X;|X;-1,...,X1) = pi(xi|ziz1,...,21) pro ¢ = 1,..., N). Statis-
ticka tloha detekce zmény je potom testovani hypotézy
Hy:p1=--=pn

proti rizné obecnym alternativam (viz napt. Csorgo a Horvath (1997) nebo Antoch,
Huskova a Jaruskova (1998)).

Je pritom zfejmé, Ze zcela obecnym a uplnym feSenim by bylo nalezeni pfimo
posloupnosti

P1y---sPN-

Takto obecnou tlohu vSak pochopitelné nelze fesit. Budeme tedy uvazovat néktera
zjednoduseni. Pfedné nebudeme predpokladat zcela obecna rozdéleni, ale vymezime
pevné danou kone¢nou mnozinu pripustnych distribuci

P = {p(a)}aEAa

EN1Y

kde A je koneénd mnozina ,navésti“ (,Stitka“, ,jmen*). Posloupnost distribuci
P1,---,PN, kde p; € P pro kazdé i = 1,..., N, ndm takto pfirozené indukuje po-
sloupnost navesti
a = (a1,...,an) e AN
kde vzdy p; = p(®) proi=1,...,N.
Pro jednoduchost budeme predpokladat p(® > 0 pro vechna a € A. Muzeme
nyni psat

N
L(X1,..., Xnlay,...,an) = [[p“) (2:)
=1
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(. I . TN I
pro nezavisla pozorovani (pfipadné [],_; pl@) (2;]x;_1,..., 1) pro zavisld). Toto roz-
déleni pak budeme povaZovat za podminéné rozdéleni vektoru veli¢in Xq,..., Xy za
podminky posloupnosti navésti aq,...,an.

Navic budeme predpokladat, ze pribéh zmén v posloupnosti neni libovolny, ale
je ovlivnén néjakou vnitini strukturou, a proto vSechny posloupnosti nejsou nutné
stejné mozné, ale existuje ndm znamé apriorni rozdéleni

{P(a™)}aneam,
kde opét pro jednoduchost P > 0.
Timto se pfimo nabizi Fesit ilohu nalezeni posloupnosti a” = (ai,...,ax) na
zékladé dat 2V = (x1,...,2n), vzniklych pozorovanim posloupnosti X7,..., Xy,

pomoci bayesovského pristupu. Vzhledem k tomu, ze v typickych situacich, které
budeme mit na mysli, nebudou zmény prili§ casté a tudiz se posloupnosti naveésti
budou podle oéekavani skladat z homogennich usektl (segmenti), metoda zvolend
v tomto ¢lanku se podobd metodam segmentace (i klasifikace) zndmé napft. v oblasti
zpracovani obrazu (viz Winkler (1995) pro ptehled).

V nasledujici ¢asti navrhneme feseni v ramci obecného bayesovského rozhodova-
ciho problému.

2. BAYESOVSKE RESENI STATISTICKEHO ROZHODOVACIHO PROBLEMU
Statisticky rozhodovaci problém je dén étvefici (viz napf. Vajda (1987))
{yﬂ Q? D) Z})

kde ) je stavovy prostor, @ = {¢’}yco je parametricka rodina pravdépodobnostnich
rozdéleni, D je mnozina moznych ,rozhodnuti“ a

Z=0xD —[0,00)

je ztratova funkce, kde Z(6,d) vyjadiuje ztratu, kterd nastane pfi rozhodnuti d,
jestlize skute¢nd hodnota parametru je 6 € O.

Pro volbu ,,dobrého“ rozhodnuti pak mame k dispozici pozorovani y € ), pri¢emz
tuto volbu popisuje rozhodovaci funkce

6:Y —D.

Kvalitu rozhodovaci funkce posuzujeme podle ztraty

2(0,6) = / 2(0,5(4)) dg’(y)

spojené s touto rozhodovaci funkci. (Nechdme v téchto Gvahach stranou otdzku mé-
fitelnoti jednotlivych zobrazeni. Mzeme napt. pro jednoduchost povazovat vsechny
mnoziny za kone¢né.)

Cilem tlohy je pak nalézt takovou rozhodovaci funkci, kterd ztratu v néjakém
smyslu minimalizuje.

Pokud pro néjakou rozhodovaci funkci § je

Z(0,65) = n%in Z(0,6) pro kazdé 6 € O,

je tato 05 stejnomérné nejlepsim Fesenim. Reseni minimaxni je dano podminkou

max Z(0, 6,,) = minmax Z(6, 6).
0co § 0co
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My zde budeme predpokladat, Ze mame na prostoru © néjakou apriorni distribuci
Q(6). Potom je bayesovskym FeSenim takové rozhodovaci funkce &y, kterd minimali-
zuje ocekavanou ztratu

- / 2(0.6)dQ(6),

tedy
Z(6p) = rnéin Z(9).

Oznac¢me nyni

Z(dly) = / 2(0,d)dQ(6ly)

6; 0 0
(kde pfirozené Q(0|y) = Qé(;;) = IZT((ZZ!/))%?()T))_

Tvrzeni: Bayesovské feSeni &, rozhodovaciho procesu je ddno piedpisem
2(0(y)ly) = min Z(dly).

Dukaz: Necht § je néjakd jina rozhodovaci funkce Potom

Z(5) = /z&; )y) dQ(y /z D) dQ() = Z(5).

Uvazujme nyni specidlni pfipad, kdy mame ,rozhodnout“ o parametru, tedy jej
odhadnout. Potom © = D. Navic se omezime na specidlni ztratovou funkci

2(0.d) 0 pokud §=d
"7\ 1 jinak.

Potom méame
Z(dly) =1-Q(dly)
a proto je (podle tvrzeni nahote) bayesovské feseni 6, = 6 dano

QUW)Iy) = max Q(o]y).

Je to tedy odhad maximalizujici aposteriorni pravdépodobnost (MAP), ktery je
bayesovskym FeSenim, nebotf minimalizuje o¢ekdvanou ztratu, danou zde pravdépo-
dobnosti chyby

Z(0) = Q0 # 0(y)).
3. RESENT POVODNI ULOHY METODOU MAP

Budeme fesit tlohu zformulovanou v ¢asti 1 metodou MAP, tzn. pro danéd data
2N = (x1,...,2x) budeme hledat takovou posloupnost @'V, ktera maximalizuje apo-
steriorni pravdépodobnost, tedy

a € argmax, v e qv P(a” |z

Ny = argmax,ne v P(a™;2")
= argmax,~¢ v log P(aV;2™)

kde N
M) =11 - P,

Pro tuto tlohu diskrétni optimalizace vak pro netrivialni rozdéleni P(a™) a netri-
vialni dimenzi dat N neni k dispozici G¢inny deterministicky algoritmus. Pro nu-
merické Feseni pouzijeme tedy algoritmus stochasticky, zaloZeny na znahodnéném
prohleddvani mnoziny A" a znamy pod jménem ,simulované zihani“ (viz napf.
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Winkler (1995)) nebo Janzura (1990)). Ten je zaloZeny na nésledujicich tvahéach.
Nechf mame nalézt maximum funkce F : AN — R.
Ozna¢me Q" (aV) = % pro realné 7, kde c(F,7) = D nc g e™F®™) je nor-

maliza¢ni konstanta. Ziejmé nyni plati
QT — Q¥ proT — o0,

kde
[M]

1 N
o proa” € M = argmax F'
Qoo(aN) :<

0 jinak.
Symbolem |M| oznaéime kardinalitu mnoziny. MiZeme nyni vyvozovat, Ze nalézt
aN € M znamena to samé jako simulovat s rozdélenim Q*°, coz je ,skoro jako“
simulovat s rozdélenim Q7 pro dostatecné veliké 7 > 0. To vSak stéle jesté neumime,
nebot nejsme schopni vyéislit normalizaéni konstantu ¢(F, 7) pro ptislusnou velikost
mnoziny AY. Musime tedy pokroéit déle. Z teorie Markovovych fetézcii vime, Ze
pokud je
R(r) = (R(F)an v Jon prean
nerozlozitelnd stochastickd matice, kterd spliuje

Q" R(r)=Q"
(kde Q7 chapeme jako Fadkovy vektor), plati

[R(F))zy . — Q7(8) prom — o0

pii libovolném pocdateénim aé\é) € AN,
Odtud muzeme opét vyvodit, Zze simulovat s rozdélenim Q7 je ,skoro totéz“ jako
simulovat s rozdélenim [R(T)]ZELO . pfi néjakém dostatecné velkém n. A podstata

simulovaného zihani je ve spojeni obou téchto limitnich vlastnosti.
Véta: Necht 7,, < A(F)logn, potom

[R(m1) - R(m2) - ... R(T”)]al‘ow — Q*°(s) pron — oo.
Dukaz: Napi. Winkler (1995), Véta 5.2.1.

Algoritmus nyni mizeme popsat takto:
(1) zvolime af\é)

(2) proj=1,...,nsTop vybereme aé\]’.) s rozdélenim R(Tj)a(N e
V-

(3) ponechdme a

. ;N v . .. ’
Takto ziskané a, . pro dostatecné velké ngrop povazujeme za vybrané ,skoro

jako® s rozdélenim Q° a tudiz za feSeni tlohy.

N
(nsTop)”

Jak ale zvolit stochastickou matici R(7)? Jeden z navoda poskytuje metoda
Metropolise-Hastingse:

Zvolme nerozlozitelnou stochastickou matici R a definujme
B T(pN »
R(T)aNbN = RaNbN - min 1, Q ( N) ~(T)bNaN pro bN 75 aN
QT(a ) (T)aNbN
R(T)gngy = 1-— Z R(7)gnpn -

bN #£aN

Jeliko? 0 < R(7)onpny < Ronvpn, mame také > b zan B(T)anpy < 1aproto je matice
R(7) stochasticka.
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Abychom zarucili nerozlozitelnost, budeme navic predpokladat, ze
Ryvpy =0 pravé kdyz Ryve~x = 0.

Potom z R(7),vpy = 0 plyne R,vpy = 0 a nerozloZitelnost R(7) plyne z neroz-
lozitelnosti R. Tento dodatecny predpoklad je snadno splnén napf. pro symetrické
matice R.

Nakonec ovéfime invarianci. MuZeme psat

3 Q7 (@) R(r)gxpy = Y min (QT(aN)RaNbN,QT(bN)RbNaN)+

aN #£bN

+QTN) [1= > R(mpwar | =QT(Y)

alN #bN
nebot také
Q™) Ry = min (Q7(Y) Ry, Q7(aY) Ry

Tim jsme ukézali, Ze tato matice ma potiebné vlastnosti a pritom na rozdéleni
Q7 zavisi pouze prostirednictvim podili

Q7(aV)
které jiz neobsahuji problémovou normaliza¢ni konstantu ¢(F, 7) a proto mohou byt
vy¢isleny.
Stochastickou matici R volime s ohledem na jednoduchost simulace, zpravidla
ynezavisle* a ,rovnomérné“, tj.

QTY) _ rpo™)-Fa™),

- 1
_ N N ;N N
Rynpy = AN pro v8echna a™, b" € A".
Nebo také mizeme v kazdém kroku ménit ndhodné pouze jednu soufadnici, potom
mame

Ronpy = N~1|A\ pokud existuje t € {1,..., N} tak, ze ay = bs pro kazdé s # t,

Rovpn =0 jinak.

(Zde nejprve ndhodné vybereme soufadnici ¢ s pravdépodobnosti % a novou hod-
notu b; vybereme s pravdépodobnosti ‘TH)

Mame-li tedy zvolenu matici R, probiha j-ty krok simulace ve dvou fazich:

1.: néavrh: simulujeme @V s rozdélenim RaéV

-1

2.: pfijeti: pokud

Ti (AN D
Q J(a’ )R&Naf\;il)
A] = N = > 1)
i (aN -
Q (a(J_1))Rag\;71)aN
dosadime pfimo aj-v =an.
Pokud A; < 1, udinime dalsi nezavislou simulaci a dosadime aé\]f.) = alv

s pravdépodobnosti A; nebo ponechdme aév

i = aé\jf.fl) s pravdépodobnosti
1-A;.
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Poznamka: Casto se postupuje také tim zptisobem, ze konfiguraci a®¥ € AN po-
zménujeme postupné ,,po slozkach“ (po jedné nebo nékolika mélo) v néjakém deter-
ministickém poradi. To znamen4, ze pro kazdé j =1,..., N mame S; C {1,...,N}
tak, ze
jo,ng =0 pokud bs # as pro n&jaké s ¢ S;.
Tedy opét napr.
R,(ljngw = \A—ISJ'| pokud as = bs pro kazdé s ¢ S;.
= 0 jinak.

Tim ovSem kazda jednotlivd ,névrhova“ matice R() (a tudiz i od ni odvozena
R(7)Y)) nenf nerozloziteln a musime tedy brat

R(1) = R(r)Y ... R(m)V).

Pokud pfitom plati Ujvzl S; ={1,..., N}, je uz tato souc¢inova matice nerozlozitelna.
Tento postup mé tu vyhodu, ze je kazdy jeho dil¢i krok velmi rychle a snadno
realizovatelny.

4. IMPLEMENTACE A PRIKLADY

V nasi tloze jsme pouzili Metropolisiv—Hastingstv algoritmus v modifikaci popsané
v poznamce v pfedchozi ¢asti, kdy jsme brali S; = {j—1,5,j+1}proj=2,...,N—1.
Abychom eliminovali smérovy efekt pfi simulaci, ménili jsme periodicky smér ¢asu,
brali jsme tedy vlastné

R(r) = R()W ... R(r)M) . R(r)N) ... R(7)).

Velmi podstatnym parametrem tlohy je volba funkce 7, (nazyvani v terminologii
simulovaného zihani jako ,ochlazovaci plan“.) Vzhledem ke své pomalé rychlosti
konvergence je logaritmus vSeobecné povazovan pro realné dosazitelné nsrop za
prili§ pomaly (viz napf. Winkler (1995), Kapitola 6). Jde zde vSak tfeba postupovat
velmi opatrné, nebot volba pfilis rychlé konvergence zavddi metodu okamzité do
néjakého lokalniho extrému blizko pocatecni konfigurace. Po urcitych numerickych
experimentech se v nasem piipadé osvédéilo brat 7, = (1 + 107%)", kde mtzeme
zvolit £ € {3,4,5}. Potom zpravidla postacuje ngrop = 10°.

Metodu jsme aplikovali na simulovana i redlnd data. Vzhledem k tomu, ze re-
alna data se tykala ro¢nich primeérnych teplot v Praze, pracovali jsme s podobnym
oborem hodnot i pro simulovana data. Zvolili jsme

A={8,9,10,11}

N
P(a") exp{—azmi —ai_1|} )

i=2
coz znamena, ze apriorni rozdéleni je markovské a pro o > 0 jsou preferovany blizké
(nejvice pfimo totozné) hodnoty v sousedicich bodech. To odpovidd méné cetnym
a méné vyznamnym zménam. Dale pro kazdé i = 1,..., N bylo

@(py o L —gr@i-a)?
) = e 20
P (@) V2o 7
takZe jsme méli data s nezavislym gaussovskym Sumem. SdruZené rozdéleni £( X1, ...
..., Xn) je tedy déno tzv. skrytym markovskym modelem (viz napt. MacDonald
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a Zucchini (1997) pro podrobnou studii). Simulovand data vznikla tak, Ze jsme nej-
prve simulovali posloupnost ¢’V a potom ji ,zaguméli«.

Pro dané data 271, ...,Zn vede metoda MAP na tlohu
N N
: . 2
Iglllvn Zl(xl —ai) +2’y§|ai —ai_1|
= =

kde v = 02 - a je nyni jedingym parametrem tlohy, vyjadiujicim relaci mezi ,dd-
véryhodnosti“ dat a ,dtuvéryhodnosti“ informace obsazené v sousednich hodnotach.
(Napf. pokud je maly rozptyl v datech a malé zavislosti mezi sousedy, ddvame vétsi
vahu informaci v datech.)

Za pocatecni konfiguraci jsme volili vzdy postupné dvé krajni mozZnosti, a to
jednak konfiguraci ziskanou ,z dat“ (tj. vyfeSenim tlohy pfi v = 0), a potom konfi-
guraci konstantni (tu mtizeme povazovat za feSeni pfi v = 00). Pokud se pfi takto
vyznamné odlisnych pocateénich hodnotach feseni nelisila, mohli jsme to povazovat
za znamku spolehlivosti vysledku.

Samoziejmé, Ze obecné bychom neznali ani ,spravnou” mnozinu A a parametr -y
(kdyz uz bychom pfipustili dany typ rozdéleni). Proto jsme experimenty provadéli
pfi riznych volbach téchto parametra.

Reélnymi daty byly primeérné roc¢ni teploty namérené v prazském Klementinu od
roku 1775 (autofi dékuji J. Antochovi za laskavé zaptjceni). Aplikovali jsme na né
stejny model jako na data simulovana.

5. VYSLEDKY

Vysledky uvadime formou obrazki, kde slaba ¢ara vzdy znaci prubéh dat, silna
vyslednou konfiguraci a pro simulovana data pak stfedné silna skokova ¢ara znazor-
fiuje prubéh ,spravné“ konfigurace. Vzhledem k tomu, ze jsme méli na mysli detekci
»,zmén“, volili jsme tuto konfiguraci se skokovym pribéhem.

Vysledky uvddime pro troje rtizna data. Nejprve (Obr. 1-Obr. 6) pro data si-
mulovand s rozptylem o2 = 0,5 (pii o =5, A = {8,9,10,11}), dalsi série (Obr. 7—
Obr. 12) obsahuje vysledky pro jina data pii vétsim rozptylu o = 1 (stejné a a A)
a posledni série (Obr. 13—Obr. 18) se tyka redlnych dat z Klementina. Pro kazda data
uvadime Feseni pro vSechny kombinace volby parametru v = 1 nebo v = 5 a mnoziny
A = [8,11] s pfesnosti 0,1 (,Krok = 0,1%), A = {8;8,5;9;9,5;10;10,5;11} (,Krok
=0,5%) a A= {8;9;10;11} (Krok = 1).

6. ZAVERY

(1) Spravna volba parametru vy je dilezitd. P¥i malém v = 1 feSeni obvykle pFilis
sleduje data (s vyjimkou na Obr. 5, kde pfi spravné zvolené mnoziné A je
i takto maly parametr v postacujici, vedouci ke stejnému Feseni jako v = 5
na Obr. 6). Proto pro dobré vysledky bylo tfeba zpravidla pouzit v = 5.

(2) Volba stavové mnoziny A (¢ili ,Kroku“) také ovliviiuje feSeni podstatné.
Vzhledem k principu metody, ktera preferuje stejné nebo blizké hodnoty,
funkce tvorici spravnou konfiguraci.

(3) Pti spravné zvolenych parametrech funguje metoda dostateéné spolehlivé.

(4) Vysledky pro klementinska data nejsou v rozporu s ofekdvanim a vystupy z
jinych zpracovani a poskytuji zajimavé nahledy a interpreta¢ni moznosti.

(5) Celkové je mozné Fici, ze zejména pro redlnd data poskytuje metoda i ndstroj
pro generovani hypotéz, které mohou byt dale zkoumany jinymi postupy.
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Obr. 1 Rozptyl = 0,5, Gamma =1, Krok =0, 1.
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Obr. 2 Rozptyl = 0,5, Gamma =5, Krok =0, 1.
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Obr. 3 Rozptyl = 0,5, Gamma = 1, Krok =0, 5.
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Obr. 4 Rozptyl = 0,5, Gamma =5, Krok =0, 5.

T T T
0 50 100 150 200

tas —

Obr. 5 Rozptyl = 0,5, Gamma = 1, Krok = 1,0.
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Obr. 6 Rozptyl = 0,5, Gamma =5, Krok = 1,0.
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Obr. 9 Rozptyl = 1,0, Gamma = 1, Krok =0, 5.
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Obr. 10 Rozptyl = 1,0, Gamma =5, Krok =0, 5.
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Obr. 12 Rozptyl = 1,0, Gamma = 5, Krok = 1,0.
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Obr. 13 Klementinum, Gamma = 1, Krok =0, 1.
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Obr. 14 Klementinum, Gamma =5, Krok =0, 1.
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Obr. 15 Klementinum, Gamma = 1, Krok = 0, 5.
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Obr. 16 Klementinum, Gamma =5, Krok =0, 5.
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Obr. 17 Klementinum, Gamma = 1, Krok = 1,0.

Lol L | Lt ]
[ 19_14 V‘%]‘Avlﬁw VV J‘JJﬁm r'ku“%¢
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Obr. 18 Klementinum, Gamma =5, Krok = 1,0.

175



176 Martin Janzura, Jan Nielsen

7. DALSI ZOBECNEN{

V predchozich ¢astech jsme uvazovali pouze nezavislé velic¢iny lisici se stfedni hod-
notou. Nyni si ukdzeme, ze metoda je dostateéné obecnd a ze zalezi jen na nasi
schopnosti zformulovat feSeny problém v jejim ramci.

i) Trend
Uvazujme systém, ktery se mize nachazet ve svou stavech, a to ve stavu
stagnace nebo rtstu. Stagnaci v ¢ase i € {1,...,N} vyjadiime tak, ze

FEX;, = EX;_ 1, a rust tak, ze FX; = FX;_1 + ¢, kde ¢ > 0 je znama
konstanta. Pfedpokladame opét gaussovsky Sum a markovskou apriorni dis-
tribuci. Metoda MAP pak vede na
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kde a®¥ € {0,1}" (a; = 0 znamen4 stagnaci a a; = 1 riist).

ii) AR procesy
Nyni predpokladejme, ze pozorované velic¢iny tvori gaussovskou autoregresni
posloupnost, jejiz parametry se mohou ménit. Mame déan seznam modelt

(W M),

K
kde ;(®) jsou stiedni hodnoty a {c,(ca)}k autoregresni koeficienty. Mame-li
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kde a¥ € AN a DIST(+,-) je relace odvozené od apriorni distribuce.

V téchto tlohéach jsme stale pracovali se ,,znamou“ mnozinou A. Jednalo se tedy,
striktné vzato, o klasifikaci a ne o segmentaci.

Z predpokladu gaussovského Sumu a markovské apriorni distribuce mtzeme vsak
odvodit i celovou funkci typu

N
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0 jinak.
Zde potom volime pouze velikost mnoziny A, na konkrétnich hodnotéch jejich ele-
mentl nezalezi. Pak se jedna o pravou ,nesupervizovanou* segmentaci.
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