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O KVANTILECH VE VICE ROZMERECH

DANIEL HLUBINKA

ABSTRACT. In the paper we study possible generalization of quantiles to multi-
dimensional data. We show that our definition is correct for infinite dimensional
Hilbert spaces as well. The presented theory is illustrated on several special ca-
ses using simulated two dimensional samples.

P63R)1Vle. B CTaTbe MLI U3y4YaeM BO3MOKHOCTDL 06mer0 OoIIpeneeHuss MHO-
TOPO3MEPHLIX KBAHTUJIOB. MBI mokaskeM UTO Halle ONpEeAeIeHUE COPABEI-
JIUBO Haske s OECKOHEUYHOMEPHLIX IUiIbLOEePTOBCKUX HpocTpaHcTB. Jlius
WJIJIO CTPANAU TEOPUU B CTATLE MLl KCHOJNL3YyEeM MOIEJUPOBAHUA ABY-
XMEPHBIX CJIYyYallHBIX BLIOOPOB.

1. Uvop

V matematické statistice se pro centralni miry polohy jednorozmérnych dat ¢asto
pouzivaji dvé miry — stfedni hodnota a medidn. Obé tyto miry lze snadno zobecnit
i do vicerozmérnych prostorti. Mame-li posoudit polohu néjaké hodnoty viici datim
¢i rozdéleni, pouzivame jinou miru polohy charakterizujici dané rozdéleni. Za tyto
hodnoty se nejcastéji pouzivaji kvantily.

Definice kvantilu pro jednorozmérna data je snadnd a néazorni. Bohuzel vSak
zcela zavisi na linedrnim usporadani jednorozmeérnych redlnych dat. V nasledujicich
odstavcich se pokusime navrhnout jinou mozZnou definici necentralni miry polohy,
tedy obdoby kvantilu, pro mnohorozmérné prostory a ukazeme si, ze tato definice
je pouzitelnd i na Sirokou t¥idu neeuklidovskych prostori, minimalné na Hilbertovy
prostory. Ukazeme si odhadnuté kvantily pro simulovana dvourozmérnd data, zku-
sime spocitat nejjednodussi pripady pfesné a v zavérecné diskusi nastinime mozna
pouziti, ale i mnoho problémi a otevienych otazek.

2. POKUSY O MNOHOROZMERNE KVANTILY

Uvedme zde nékteré existujici navrhy definice mnohorozmérnych kvantilt. Poté se
pokusime hledat kritéria, kterd nas pozdéji dovedou k nasi definici kvantilu.

Z mnoha existujicich definic mnohorozmeérnych kvantil pfipomenime v tuto chvili
dvé. Prvni z nich je takzvana hloubka dat. Jedna se vlastné o konvexni obalky které
musime ,,projit“ cestou ke stfedu dat. Podle toho, jak hluboko se data nachéazeji,
stanovujeme hodnotu hloubky daného pozorovani. Pozorovani s nejvétsi hloubkou
je median. Tato predstava je velmi ndzorna a jiz pomérné dobfe diskutovana v li-
teratute. Zajemce o ni odkazujeme naptiklad na Rousseeuwovy prace. PovS§imnéme
si vSak, Ze jiz pro dvourozmeérna spojita rozdéleni je nemozné definovat hloubku
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dat korektné — napiiklad pro dvourozmérné normaélni rozdéleni. Tim se tato me-
toda omezuje, alespon z naseho pohledu, na metodu uréenou k analyze dat, nikoliv
moznost, jak definovat teoretické centralni oblasti pro mnohorozmérna rozdéleni.

Druhéa moznost, kterou zde zminime, je zaloZena na jednorozmérnych kvantilech
a projekcich. Je pouzitelna jak pro data, tak i pro rozdéleni, bohuzel vsak pouze
dvourozmérna. Podstatou je projekce dvourozmeérného prostoru na primku a spo-
¢itani kvantilti na této pfimce. Provedeni tohoto postupu na vSechny mozné sméry
(pfimky prochézejici poéatkem) pak dévé pozadovany vysledek. Nezanedbatelnou
vyhodou tohoto postupu je jeho snadny vypocet i pro dostatecné mnozstvi riznych
smeért.

Jiz z uvedenych prikladu je zfejmé, Ze pii hledani definice mnohorozmérného
kvantilu musime zapomenout na interpretaci jednorozmérného kvantilu coby hod-
noty rozdélujici data na vétsi a mensi. V mnohorozmérném prostoru nam chybi
prirozené linearni usporadani. Ac¢koliv si jisté muZeme zavést linearni uspofadéani
(napiiklad lexikografické na Euklidové koneéné rozmérném prostoru), nemusi takové
usporadani umoznovat rozumné pohledy na dany prostor a proto se tudy dale pous-
tét nebudeme.

Pokusy pouzit distribuéni funkci k definici mnohorozmérného kvantilu obdobné
jako se pouziva pro jednorozmérny kvantil bohuzel selhavaji z podobného dtvodu.

Je zde ovSem jina interpretace kvantilu. Medidn chapeme jako centralni miru
polohy a symetrické kvantily jsou pak hranicemi intervald (ve vice rozmérech radéji
oblasti) ,spolehlivosti“ oddélujici centrum dat od vnéjsich oblasti. Takto pojimany
kvantil jiz umoznuje hledat pfihodnou definici vedouci k jeho urceni.

3. MNOHOROZMERNY KVANTIL JAKO FUNKCE SMERU A VYCHYLENOSTI

V této casti vyjdeme z analogie s regresnimi kvantily a dospé&jeme k obecné definici
kvantilu v Hilbertové prostoru. Ukézeme, ze kvantil je proces indexovany prvky
jednotkové koule (zde je budeme nazyvat sméry) a vychylenosti, hodnotou z intervalu
[0,1]. Vychylenost 0 patfi medidnu, extrémni kvantily maji vychylenost blizkou 1.

Regresni kvantily jsou do hloubky rozpracovanou statistickou metodou. Problém
kvantilt je zde feSen podminéné, ale zaroven soucasné pro vSechny podminky. Pro
naSe uvahy je vSak podstatna ztratova funkce vedouci k odhadu kvantilu. Tak, jako
stfedni hodnota minimalizuje kvadratickou ztratovou funkci a median absolutni od-
chylky, lze uréit kvantil pomoci specidlni ztratové funkce. Pro nejjednodussi regresni
model Y = [y + 51X + € dostavame napriklad odhad regresniho a-kvantilu fesenim
tlohy

(1) %}gzp(m —a —bXy); plz,a) =1z < 0)(1 — )|z| + I[z > O]alz].

Ztratova funkce tedy pripominé naklonénou funkci absolutni hodnoty. Hodnota « je
¢islo z oblasti [0, 1] a medidn dostavame pro o = 1/2.

Chceme-li interpretovat kvantil jako vychylenou miru polohy v kladném nebo
zdporném sméru (s = 1 nebo s = —1), pak lze funkci p prepsat do tvaru

(2) Pz, 8) = |2l{I[zs > 0](1 - 20) + a},

kde « € [0,1/2]. Hodnota 1 — 2« € [0, 1] reprezentuje vychylenost miry polohy.
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3.1. Dvourozmérna data. Zde jiz zaéina byt zfejmy dalsi krok. Provedme jej nej-
prve pro dvourozmérny realny prostor. Ztratova funkce zavisla na sméru a vychyle-
nosti bude mit tvar naklonéného ,trychtyre* zobecnujic tak ztratovou funkci z jed-
norozmérného pfipadu. Indikdtor I[zs > 0] ndm fikal, divime-li se souhlasnym, ¢i
protivnym smérem ke sméru s. V R? vSak musime rozliSovat vice nez dvé moznosti
a proto zavedeme smérovou funkeiy(z, s) : R? x R? — [0, 1]. Na tuto funkci klademe
nasledujici zékladni podminky pro dany smér s € S; = {z € R? : ||z|| = 1}

(1) Definujme (0, s) = 1.

(2) v(z,8) =~v(z/|lz|l, 5), neboli smérova funkce nezavisi na velikosti z.

(3) v(—%,s) =1—7(z,s), takze smérova funkce opacného vektoru je doplitkem

smérové funkce vektoru do 1.
(4) v(s,s) = 1, smérova funkce ve svém sméru je 1.

Na smérovou funkci Ize klast dalsi doplikové pozadavky. Z nich nejdilezitéjsi je,
aby funkce y(z, s) byla nerostouci se zvétsujicim se thlem mezi z a s. Druhy do-
plitkovy pozadavek je invariance viéi rotaci, tedy v(r(z),r(s)) = v(z,s), kde r(-)
je rotaci vektoru. Oba tyto doplikové pozadavky jsou natolik intuitivni, Ze v dale
uvazovanych prikladech budou vzdy splnény.

Nyni jiz miZeme napsat ztratovou funkci vedouci k definici kvantilu o daném
sméru a vychylenosti. Touto funkci je

(3) p(zvaas) - HZ”{(172O‘)7(Z;5)+O‘};
kde opét 1 — 2« je index necentrality, vychylenost. Nyni definujeme a-kvantil pro
nahodny vybér X, ..., X,, ze dvourozmérného rozdéleni jako
n

(4) Qa,s = arg%%;ﬁ()ﬁ 7U,OL,S).
a jeho populac¢ni protéjsek jako
(5) Ja,s = arg min / plx —u, «, s)P(dz).

u€R? Jp2

3.2. Jesté vice rozméru. Kdyz se podivime na piedchozi definice, snadno zjis-
time, Ze omezeni prostorem R2 vlastné nepotfebujeme. Mluvime-li o sméru, staci
nam umét popsat jednotkovou sféru v daném prostoru. Pokud navic umime pfiradit
dvéma prvkim ,,ihel“ mezi nimi, pak muzeme snadno volit i funkci sméru . Oboje
je velmi pFirozené splnéno v Hilbertové prostoru H se skaldrnim souéinem (-, -). Pak
hranici jednotkové koule je mnozina S; = {s € H : (s,s) = 1} a funkci y(z, s) lze
volit jako funkci v({z/||z||, s }) zavislou na skaldrnim souc¢inu. Tim padem se uve-
dend definice stava velmi univerzéalni. Vzhledem k aplikovatelnosti vS8ak budeme déale
vesmés miti na paméti prostory R?.

3.3. Alternativni zapis definice. Uvedli jsme si, Ze mnohorozmérny kvantil je
hodnota indexovana smérem s (prvkem jednotkové sféry) a vychylenosti (hodnotou
1 —2q, kde «a € [0,1/2]). Lze v8ak uvazovat i indexaci jedinym indexem u, prvkem
jednotkové koule. Libovolné u, ||u|| < 1 jednozna¢né urcuje « a s vztahy oo = 1/2(1 —
[lu|l) & s = u/||u||. Alternativni zapis ztrdtové funkce pak je

© s =l (G0 - 3) +3s eriu en

kde pro smérovou funkei plati v(z,u) = v(z/[|z]|,u/||ul), B1 = {u € H : |Ju|]| < 1}
je jednotkovéa koule Hilbertova prostoru H.
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4. VOLBA SMEROVE FUNKCE A FUNCKE VZDALENOSTI

Ze zavedeni ztratové funkce v predpisem (3) je zfejmé, ze méme k dispozici dvé volné
volby umoznujici upravovat funkci v. Ani jedna z téchto voleb neovlivni ztratovou
funkci v ptfipadé jednorozmérného kvantilu, tedy ani regresniho kvantilu, a proto se
s nimi setkdvame az nyni. Omezme se na prostory R%.

Prvni otdzkou je volba normy ||z||. Na prvni pohled vypadd zfejmé volba L
normy, nebot ta odpovidé4 absolutni vzdalenosti. Zde je dobré si uvédomit, ze i L, Lo
a ostatni normy pfi zGZeni na jednorozmérny prostor vedou k absolutni vzdéalenosti.
Vsechny tyto normy tedy muzeme uvazovat jako zobecnéni absolutni hodnoty.

V realnych prostorech mame Sirokou nabidku moznosti pomoci skalarnich soucint.
Snadno pfijdeme na volbu

) vs(ers) = 5 (s)s s €812 €RA ok

Tato specidlni volba smérové funkce byla pouzita ve ¢lanku [1] k definici geomet-
rického kvantilu. Pro mnohorozmérna data se jedna o smérovou funkci, ktera klesa
pii zvétsujicim se thlu mezi pfedepsanym smérem s a smérem z/||z|| jako kosinus
stazeny do intervalu [0, 1]. Nazvéme tuto zdkladni volbu jako skaldrni. Jinou volbou
je linedrni smérova funkce. Zde volime

(8) (2, 8) = % (warccos<ﬁ,s>>; s €51,z € R\ {0}

Je mnoho dalsich moznosti jak volit smérovou funkci. Uvedme nékolik dalich definic,
viechny pro z € R4\ {0} a s € S;.

PYA(Za S) = 2’)/L(Z,S) - ’)/S(Z,S)

Nz 8) =1 [(2,5) > V2/2] {272(2,5) = 1} +1/20 |Gz, 9] < V3/2] +
© +1[(z5) < —v2/2| 271 (2, 9)

1(z5) = Tl{z,8) > 0] + 51[(z,5) = 0]

tsalz:5) = Tl(z,5) > ] + 3Tz, )] < a

Smérova funkce opravdu velmi vyrazné ovlivni polohu kvantilu. Neni vsak jasné,
ma-li néktera volba pfednost pfed ostatnimi.

5. PRIKLADY

Zkusme si alespon na nejjednodussim prikladu ukazat, jak vypadaji teoretické kvan-
tily dvourozmeérného rozdéleni. Déle si ukazeme kvantily urcené ze simulovanych
norméalné a rovnomeérné rozlozenych dat.

Uvazujme dvourozmérné rozdéleni s hustotou f(z,y), kde nosié¢ rozdéleni je R?. Za
smérovou funkei zvolme 7, ze vzorce (9) s moznymi hodnotami 0, 1/2 a 1. V8imnéme
si, ze hodnoty 1/2 je nabyvéno pouze na jedné pfimce, tedy mnoziné nulové miry
a proto ji nyni lze pominout. Jako funkci vzdalenosti zde volme L; normu. Smér
kvantilu budeme volit (1,0), tedy podél osy z. Kvantil s vychylenosti 1 — 2« ve
sméru (1,0) je vektor (a,b) minimalizujici
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(10)
o / / (a— 2+ Jy—b) (@, y)dyda+ (1) / / (2 a-+ |y— b)) f(x, y)dyd.

Vektory (z — a,y — b) s kladnou prvni sloZzkou maji smérovou funkci 1, tyto vektory
se zapornou prvni slozkou maji smérovou funkci 0. Derivaci uvedené ztratové funkce
podle a a podle b dostaneme dvojici rovnic

(1) O:(204—1)/_(:|y—b|f(a,y)dy+FX(a)—1+a
0= (2a—1)[2F(a,b) — Fx(a)] + (1 — a)[2Fy (b) — 1]

a tuto feSime pro a a b. Ve specidlnim pripadé nezavislosti dostavame snadno, Ze b
musi byt medidnem marginalniho rozdéleni Fy . Stejné tak snadno dostaneme i dvou-
rozmérny median (X,Y) volbou a = 1/2 v tomto specidlnim p¥ipadé.

Z definice ztratové funkce p téz okamzité vidime, ze mnohorozmérny median zavisi
na volbé vzdalenosti, nikoliv na volbé smérové funkce. Toto trividlni zjisténi je plné
v souladu s nasi predstavou kladenou na mnohorozmérny median.

Na obrazcich v dodatku vidime mozné volby ztratovych funkci a vybrané vysledky
simulaci. Data byla simulovana a posléze zpracovana v programu Matlab. Pti opti-
malizacnich tlohach nebyla pouzita Zadna specialni volba pfesnosti, ponechali jsme
zakladni nastaveni funkce fminsearch. Na prvni pohled je zietelné, ze pri nékterych
volbdch smérové funkce (skalarni) dostavdme oblasti podobné kruhtim, zatimco pro
jiné volby (antiskalarni —~4) dostavame oblasti vice zavislé na pivodnim tvaru dat.
Vysledky nespojitych smérovych funkci jsou pfi zvolené zdkladni piesnosti vypo-
¢tu neuspokojvé. Rozdily si vysvétlujeme malou, pfipadné naopak velkou, zménou
penalizace vzdalenosti pfi malé odchylce od sméru kvantilu.

6. APLIKACE A DALSI MOZNA PRACE

Domnivame se, Ze navrzend definice necentralni miry polohy pro mnohorozmérna
data mé Siroké pouziti. Na druhou stranu nelze popfit, Ze vypocet kvantila z dat
je sice mozny, ale pri absenci teoretickych vysledkt nelze dostatecné kvalifikované
interpretovat ziskané odhady.

Z moznych aplikaci nazna¢me napriklad data o vysce a hmotnosti dospélych muzu.
Muz s hmotnosti presahujici néjaky kvantil by pfi soucasném posouzeni hmotnosti
a vysky nemusel vybocovat z norméalu, neboli jeho hmotnost a vyska by byla uvnit#
dvourozmérného intervalu spolehlivosti. Lze jisté namitnout, ze podobny zavér lze
ulinit i na zékladé regresni analyzy a regresnich kvantild. Zde je ovsem vyhodou
naseho postupu jeho nezédvislost na soutfadnicich, nebotf v regresni analjze nedosta-
neme stejny vysledek pro podminku danou hmotnosti a pro podminku danou vyskou.
Podobné pro rist déti je mozné stanovit, zda prubéh ristu ditéte kontrolovany v né-
kolika vyznacnych ¢asech je ¢i neni vyjimeény na zakladé celkového porovnani vysek
v kontrolnich bodech, misto na zakladé prekroceni néjaké kritické hodnoty v jediném
casovém okamziku.

Otevienou otazkou je vztah geometrie dat a volby kvantilu. Naptiklad pro data
rovnomérné rozlozena na mezikruzi 0 < a < 22 + y? < b je definice kvantilu pro-
blematickd, nebot centralni kvantily budou obsahovat 0 coby mediin, ale nemusi
obsahovat jediny bod nosi¢e. Tento priklad sice mtze byt ponékud umély, ale v za-
sadé ilustruje meze mnohorozmérnych oblasti spolehlivosti (pro uplnost dodejme,
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7e 1 téch zaloZzenych na parametrickych modelech). Dobry vyznam mé mnohoroz-
mérny kvantil pro konvexni nosife (v pfirozené zobecnéném smyslu pii diskrétnim
rozdéleni), pfipadné jesté pro nosice hvézdicovitého tvaru. U jinych rozdéleni se na-
bizi myslenka transformace, vypoctu kvantilu a zpétné transformace, ovSem tento
postup nemusi byt jiz viibec mozny.

Posledni poznamkou je volba vychylenosti. Pfi rovnomérném rozdéleni na inter-
valu [—1,1] pokryva interval [—0, 8,0, 8] pfesné 80% nosice. Pro jednotkovou kouli
B; C R? vsak koule o poloméru 0,8 pokryvéa jen 64% nosice. K pokryti 80% po-
tfebujeme kouli o poloméru 0,894, pro pokryti 95% pak kouli o poloméru 0,975.
Pro trirozmérny prostor se pozadované poloméry jesté zvétsi. Z toho vidime, Ze pii
rostoucim rozméru prostoru se kvantily ,vytlacuji“ smérem od centra dat a pro
spolehlivy odhad extrémniho kvantilu zna¢né nartistd potfebny pocet pozorovani,
zejména v porovnani s jednorozmérnymi daty.

Poznamka: Uvedené a nékolik dalSich obrazka je mozno najit ve formatu eps na
autorovych strankach http://www.karlin.mff.cuni.cz/ hlubinka/robust02.
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Obr. 1 Na obrdzku vidime postupné (v potadi podle legendy) funkce sméru s, YL, YA, Vi,
Y2 @ Y3a-
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0,4 a 0,1 kvantil pro L1 normu - vyber 1 000
Schodovita funkce smeru
0,4 a 0,1 kvantil pro L1 normu - vyber 1 000
Skokova funkce
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Obr. 5 Pri pouziti béznych procedur programu MATLAB s obvyklymi kritérii optimality
dostavame pro mespojité funkce smeéru velmi neuspokojivé vysledky.
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