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INVARIANTNI ROZDELENI CASTICOVYCH SYSTEMU

LUCIE FAJFROVA

ABSTRACT. In the paper we consider interacting particle system that have zero
range interactions. It means we have special Markov process with uncountable
state space where one state is configuration of particles on sites and inter-
actions can occur just among particles at the same site. The natural ques-
tion are invariant measures of this Markov process. We can find some of them
and in special cases we can find just set of extremal invariant measures. We
deal with a characterization of the invariant measures in several examples.
Pesome. B crarne m3yvaercsa cucreMa B3aUMONEWCTBUX YACTUI y KO-
TOPOU €CTh CHeNUaNbLHLIE HYJIL-00JaCTHEIE B3AUMOAENCTBA. DTO 3HAUUTD
UTO y HAC CHENUaAbLHBIA MapKoBCKUl mpomecc ¢ HECUETHLIM MHOMKECTBEM
COCTOSTHUM, M€ 9IE€MEHT 9TOr0 MHOXKECTBA €CTh KOH(GUIypanua 4acTull Ha
MOJOMKEHUAX, M YACTULLI MOTYT B3aMMHO BIAMAATL HA Ce0A TONLKO KOTAA
OHLI Ha TOT K€ CaMOM IOJIOKEHUN. MHTepeCHOI’}’I ABJIIAETCS HpOGJIeI\/II\/Ia H-
BaApUAHTHBIX Mep sToro npomecca MaproBa. Ham 603MOKHO HAfiTU HEKO-
TOPbLI€ U3 HUX U BO CIENUAJILHOM ClIy4dae MHOMKECTBO BCEX 3KCTPpEMaJILHLIX
MHBAPUAHTHBIX Mep. MBI m3ydyaeM XapakTepU3anuio MHBAPUAHTHLIX MeEp
B HECKOJILKO IIpUMepax.

1. DEFINICE

Bud X Polsky prostor opatieny Borelovskou o-algebrou. Ozna¢me D prostor ,,cadlag

funkeci:
D ={p: Rt — X zprava spojita a existuji vlastni limity zleva v kazdém bodé}
se o-algebrou F, kterou definujeme jako nejmensi o-algebru, pfi niz jsou méritelné

projekce m : D — X, @ +— o(t), V t > 0. Oznacme (F; :t > 0) soubor o-algeber
do Gasu t, tzn. F; :=o(ms : 0 < s <t).

Kanonicky Markovsky proces se stavy v mnoziné X definujeme jako Markovské
jadro (P” tneX ), kde P" jsou pravdépodobnostni miry na (D, F), jejichz

projekce do casut = 0 jsou Dirakovy miry soustredéné v n

a oznac¢ime-li pro kazdé n € X a s >0 P"(- | Fs) podminénou pravdépodobnost
odvozenou od pravdépodobnosti P"(-), tzn. VC € F je P"(C | F5) ndhodné veli¢ina
na (D, F, P") spliiujici

P"(C N By) :/ P(C | Fs)(p) dP"(p) VB, € Fs ,
Bs

potom  P(- | Fs) méri mnoZinu {¢p € D : (s + ) € A} stejné, aZ na mnoZinu

nulové miry P, jako mira P*®) mnoZinu A.
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Definice: Soubor (P" i€ X) pravdépodobnostnich mér na (D, F) nazveme
kanonicky Markovsky proces se stavy v X, jestlize
1. zobrazeni n +— P7(A)
X — [0,1] je méfitelné v A € F

2. P1(p(0) =n) =1
3. (Markovské vlastnost) P"(¢(s+-) € A | Fy)(p) = P#(¥)(A) pro P'-s.v. ¢ € D.

Poznamka 1.1.

Podivejme se, Ze pro spocetnou mnozinu stavi X je tato definice konzistentni s de-
finici homogenniho Markovského Tetézce (D : t > 0), kterou zndme ve tvaru:
V>0, 0<u; <...<u, <s plati

(1) P(@sqt=7|Ps=0,Pu, =p,..., Py, =001,P0=1) =P, =~ | P9 =9).

Bud X spodetna diskrétni. Vlastnost 1. je nyni splnéna vzdy a vlastnost 3. lze

z definice podminéné pravdépodobnosti vyjadrit jako:
Pn({w(5+ ) € A} N Bs) = fBS P(P(S)(A) P"(dsﬁ) VBS S ]:57

Ziejmé stacl uvazovat By = {¢ : ¢(s) = 0, &(un) = On,...,0(u1) = 1}, nebot
tyto mnoziny pro vSechna 0 < u; < ... < u, < s, n € N generuji F, a jsou
uzaviené na konefné pruniky. Podobné staci uvazovat A = {¢ : ¢(t) = 7, o(vk) =
Vs Pv1) =71}, kde 0 < vy <...<w, <t, k€N Rovnost 3. pak dostavame
ve tvaru

P (w(s—i_t):’)/a w(s—i_@k):’ykv S '(/)(54‘1)1):’71, ’(ﬂ(s):(s, w(un):(sna s ﬂ/’(“l)zél)

Pé(w(t):,)/a ¢(Uk):7ka v ﬂ/’(Ul):%) Pn(w(s):67 w(un):(sna s 7w(u1):61)
Plsv. VO<u1 <...<up, <5, 0<v <...<v <t
Ozna¢me ® kanonicky proces na (D, F,P) majici podminéné rozdéleni ® | &y = n
zadana mirou P" pro kazdé n € & tj.
P(A[®g=n) =P(® € A| 9 =n)=P(A)

Potom dostavame rovnost ve tvaru
]P)(CI)Sth =7, cI)erwc =Vky--» cI)ervl = 71|(I)5 = 5} cI)un = 5717 s cI)ul = 617
Py = 77) = IP(CDt =7, Py, = Vi, Py = 71| Po = 5),
coz je ekvivalentni (1). Tedy ® je homogenni Markovsky proces se spo¢etnou stavo-
vou mnozinou X O

Definice: Ozna¢me C(X) prostor spojitych funkeci na X a Cj,(X’) prostor spojitych,
omezenych funkci. Bud (P” nexX ) Markovsky proces. Pro kazdé ¢ > 0 definujme
linedrni operator S(¢) na Cy(X) pfedpisem pro f : X — R spojitou, omezenou

St)f: X — R
n o+ E(fom) :fo(ﬂt(cp))P"(dso) :fo(<Pt)P"(d<P~)
kde 7 je projekce D — X,
E" je stfedni hodnota od pravdépodobnosti P” tj. pro ndhodny proces Z s cadlag
trajektoriemi je E"(Z) = [, ZdP" existuje-li (odtud pochézi pFirozené predpoklad
uvaZovat jen omezené funkce).
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Uvazujme Markovsky proces (P” meX ) Oznaé¢ime-1i V ¢t > 0 P projekci miry
P do ¢asu t, tedy P/'() je pravdépodobnostni mira na (X, B), je P;(-) Markovské
jadro na (X, B). Specidlné Markovska vlastnost 3. z definice mé pro soubor Markov-
skych jader (Py(-)) tvar

P! ,(B)= [P$(B) P/'(d¢) (Chapman-Kolmogorova rovnost).
Operatory S(t) jsou potom pfimo odvozené od takového souboru Markovskych ja-

der, S(t)f(n) = [ ()P (dE) a P(B) = S()I 5.

Zajimavé budou ty situace, kde plati S(¢)f € C,(X). Snadno dokazeme, Ze takovy
soubor operatoru spliuje vlastnosti V¢, s > 0:
1) S(t)f >0 prokazdou f>0 a S(0)=1I
2) t o~ S(t)f(n)
Rt — X je zprava spojité zobrazeni V f,V n
3) S(t+s)f =St)S(s)f
4) S(t)1 =1.

Definice: Soubor operatorit (S(t) : t > 0), S(t) : Cy(X) — Cy(X) pro kazdé ¢t > 0,
splitujici vlastnosti 1)- 4) nazveme Markovska semigrupa.

Markovska semigrupa je pro Markovsky proces charakterizaci v tom smyslu,
ze k Markovské semigrupé existuje jediny kanonicky Markovsky proces spliiujici
S(t)f(n) = E"(f om) pro kazdé feCy(X), neX, t > 0. Lze nalézt napiiklad v [2].

Definice: Operétor na C(X) s definiénim oborem

D(Q)={feCX): tl{r(l) % existuje}

definovany predpisem

Qf = lim sOr-1
t\.0 t

se nazyvé (infinitesimalni) generadtor Markovské semigrupy.
Pozndmka: limitou ¢ \, 0 v definici myslime limitu v metrice C(X).

Mezi Markovskou semigrupou a jejim generatorem za urcitych predpokladu plati
1-1 korespondence, to znamend, Ze pro kazdou f € D(2) lze vyjadfit

: t "
s - i - 15)
a plati, ze S(t)f € D(Q2). Potom navic plati vztah
d
2) S 51 =2 507 =S0) of

Toto tvrzeni byva oznacovano jako Hille-Yosidova véta a jak jsem jiz predeslala je
uvadéno za ur¢itych topologickych predpokladti na prostory X, respektive C'(X). Lze
jej nalézt v [6],[8]. Takovym postac¢ujicim pfedpokladem je napiiklad X kompaktni
metricky prostor.

V nékterych jinych pripadech stavového prostoru X’ je mozné se vyhnout primému
pouziti H.-Y. véty a ukdzat korespondenci ve smyslu (2) operatoru  definovaném na
husté podmnoziné C(X') a Markovské semigrupy (S(¢) : t > 0) definované na Cp(X).
Je mozné vyjit z operatoru 2 a zkonstruovat k nému semigrupu, o niz je tfeba
ukazat, ze odpovida (2) a mé vlastnosti Markovské semigrupy. Tuto konstrukei lze
nalézt naptiklad v [4].
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Definice: Bud P mnoZina Borelovskych pravdépodobnostnich mér na X se slabou
topologii. Mira u € P se nazjvé invariantni viaéi Markovské semigrupé (S(t) : t > 0),
jestliZe pro kazdou f € Cy(X) plati

(3) /S(t)fduz/fdu Vit>0.

V této souvislosti oznacujeme pS(t) miru na X definovanou pfedpisem:
[f d(uS(®t) = [S(t)f du pro kazdou f spojitou omezenou funkci na X.
Potom lze misto (3) psat jednoduse puS(t) =p V¢ > 0.

Definice: ZR proces (Zero range process) definujeme jako Markovsky proces se
stavovou mnozinou

X=N={n;n:S—N}, kdeS jespocetny diskrétni prostor a
kde X opatfime soucinovou topologii, tzn. oteviena
baze je {{n: n(z1) =ki,...,n(x,) = ky} :
neNT, ki,... .k, €N, zq,...,3, € S},

zadany operatorem {2 na néjaké husté podmnoziné C'(X') pfedpisem

(4) Qfm) =>_> g(n@)p(z,v)(f(™) - f(n)) Vn e X,

zeSyes

kde ¢ je nezdporné funkce na N, ¢(0) =0,
p(+,-) je pravdépodobnost pfechodu diskrétniho Markovského fetézce na S
a konfiguraci n*Y € X definujeme V z € S predpisem

nz)—1 proz=xz, n(z)>0azx#y
n¥(z)=< ny)+1 proz=y, nlx)>0axz#y

n(z) jinak.
Poznamka: Aby definice byla korektni, je potfeba ukézat existenci Markovského
procesu s takto definovanym generatorem. Jak uz bylo poznamenano, staci ukazat
existenci Markovské semigrupy korespondujici (ve smyslu (2)) s operatorem 2 defi-
novanym v (4). Tuto konstrukci 1ze nalézt v [5], nebo [4], [3] pro vSechny piiklady,
které budou uvedeny.

Prvni ptiklad bude specidlnim pfipadem, v némz vezmeme mnozinu pozic S ko-
necnou, tedy stavovy prostor X bude spocetny a ZR proces na X bude klasicky
Markovsky proces se spocetné stavy definovany intenzitami pfechodi.

Priklad 1.

Méjme prostor pozic S = [0,n] N Z, potom stavovy prostor X = N* je spocetny.
Nechf intenzitova funkce g(k) = 1~ indikuje pfitomnost ¢astic a (p(z,y) : z,y €
S) je nerozlozitelny Markovsky Fetézec.

Funkci f na X lze tedy psat jako vektor (f(n) : n € X) a operator 2 pfepsat do

matice (wy¢)n,cex. Vyrazem Qf potom minime nasobeni matice a vektoru Q * f.
Z ptedpisu (4) plyne, Ze (n,()-ty ¢len matice Q pro n # ( je intenzita pfechodu
z konfigurace 1 do konfigurace (, ktera je nenulova jen v pfipadé ( = n*¥ pro néjaka
z,y € S takové, ze n(z) > 0, a v tom pfipadé wy,¢ = p(x,y). Diagonalni ¢len wy,, je
minus celkova intenzita stavu 7, tj. wy, = — ZC 2 Wnés kde jen konec¢né ¢lent sumy
je nenulovych.

Q je tudiz matice intenzit Markovského fetézce se zprava spojitymi trajektoriemi
a FeSenim zpétné Kolmogorovy diferencidlni rovnice S’(t) = Q * S(t), S(0) =1
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ziskdme maticovou semigrupu (S(¢), ¢ > 0), ktera uréuje pravdépodobnosti pfechodu
za Cas t tohoto ZR procesu.
Mira p=(pu(n) : 7 € X) na X je invariantni vzhledem k S(¢) prévé tehdy kdyz

(5) Y (S@)f), mm) =Y f) pln) V=0

nex nex

plati pro kazdou omezenou funkci f na X.
Ztejmé vsak (5) staci dokazovat pro f, = 1y, n € X, proto lze (5) ekvivalentné

psat jako: (S(t))T* w=p Yt>0. O

Definujeme nyni pojem cylindrické funkce na soué¢inovém prostoru typu X = N, kde
S je spocetny diskrétni prostor. Funkci f : X — R nazveme cylindrickou, jestlize
existuje K C S koneénd, ze V1, € X : (n(z) =((z) ¥V z € K) plati f(n) = f({).

Pozorovani: Cylindrické funkce jsou spojité a pfi vhodné zvolené topologii na C'(X)
jsou husté v C(X).

Priklad 2.

Jako prostor pozic, na kterém rozmistime libovolné mnozstvi nerozlisitelnych ¢as-
tic, si vezméme mnozinu celjch éisel. Tj. S = Z. Konkrétni konfigurace ¢astic n € NZ,
kde n(xz) udavd pocet Castic na pozici x € S, je tedy prvek stavového prostoru
X = NZ. Bud opét intenzitova funkce g(k) = L{k>0], coZ lze interpretovat, jako Ze
Castice na x—té pozici ¢ekaji ve fronté s jednou stanici obsluhy na ptreskok na jinou
pozici.

Necht Markovsky Fetézec p(x,y) je ndhodnd prochazka na Z: bud 0 < p,q < 1
ap+q=1, potom p(x,x +1) = p a p(z,x — 1) = ¢q. Pohyb éastic po pozicich je
mozny jen na sousedni pozice. Intenzita preskoku jedné ¢astice z pozice x do pozice
Yy je tudiz l[n(z)>0]p(x, y)

Generator tohoto ZR procesu je

(6) () =D Ly (P(FO=HY) = ) + a(F ™) = F(n)) Vme X

TEZ

a definujeme jej pro cylindrické funkce f na X. O

Priklad 3.

Vezmeme si zobecnéni predchoziho pfikladu v tom smyslu, ze Markovsky feté-
zec p(x,y) bude nehomogenni ndhodnd prochizka na Z. Tzn. p(z,z + 1) = p,
ap(xz,x—1)=gqs, kde gz =1—ps, 0 < py,qx <1 Vz ainfp, >0, infg, > 0.
Preskok castice je tedy zase mozny jen na sousedni pozice, jeho intenzita vSak ten-
tokrat nezavisi pouze na poctu ¢astic na vychozi pozici a sméru pohybu, ale navic
na dalsim parametru pozice p,.

Vse ostatni ztistava jako v predchozim prikladu, tj. X = NZ a generator tohoto ZR
procesu je

(1) ) =D 1@ (px(f(n””’””“) —fM) + qu(f(™"1) = f(n))) Ve X

pro f cylindrické funkce na X. O
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2. INVARIANTNI MIRY

Nyni se zaméfime na to, jak pro uvedené pripady ZR procesu definované gene-
ratorem (7), nebo specidlné (6), nalezneme miry invariantni viéi jejich semigrupé
(S(t),t > 0). Invariantni miry nas zajimaji z toho dtvodu, Ze chovéani procesu vuéi
nim vykazuje uréitou stabilitu. Je-li totiz p invariantni vicéi semigrupé Markovského
procesu (& : t > 0), potom vezmeme-li p jako poéateéni rozdéleni tohoto procesu,
bude cely proces striktné staciondrni, tzn. (& : ¢ > 0) a ({445 : t > 0) maji stejnd
kone¢né rozmérna rozdéleni pro kazdy ¢as s > 0. Naopak startuje-li proces z libovol-
ného rozdéleni v na X, pro néjz existuje lim;_, o, ¥S(t) =: u, potom p je invariantni.
To znamend, Ze mnozina invariantnich mér obsahuje mozné kandidaty na limitni
rozdéleni. Oboji neni tézké ukazat.

V celé této kapitole se omezme na situaci popsanou v piikladé 3 (specialné 2).
Oznac¢me 7 mnozinu vSech invariantnich mér pro konkrétni ZR proces se semigrupou
(S(t),t > 0) a generdtorem 2 typu (7). Ozna¢me Z, mnozinu extremalnich bodu 7.

Idealni situace nastava, zndme-li celou mnozinu invariantnich mér 7 a kazdému
pocatecnimu stavu umime prifadit tu invariantni miru, jez je limitnim rozdélenim
procesu s timto pocatkem.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze mnozinu invariantnich mér lze popsat jejimi ex-
tremalnimi body.

Tvrzeni 2.1.
a) Z={peP:p=uSt) Vit>0} jeuzaviend, konvexni podmnoZina P
b)I=coT.

dukaz: add a) konvexita a uzavienost Z jsou ziejmé,
add b) Krein-Milmanova véta pro nekompaktni p¥ipad [7]. |

V nékterych pripadech ZR procesi se dari nalézt praveé extremalni body mnoziny
7 a to postupem, ktery je popsan v nasledujici vété [1, (1.8.)]. Ta dava algoritmus,
jak nalézt nékteré invariantni miry pro ZR proces. Z jejiho tvrzeni je ihned zfejmé,
ze pokud timto zptsobem nalezneme jednu miru p,, pak celd rodina mér pq.r, kde
a € R takova, aby pa«r € P, jsou invariantni miry. Dokazat alespon v konkrétnich
pfipadech, ze pravé tyto miry jsou extremélni body Z, neni snadné. Vétu uvadim
jen v té obecnosti, kterou pouzijeme pro uvedené priklady.

Véta 2.2. (Andjel(1982))
Bud p(x,y) irreducibilni Markovsky tetézec na S.
Budm: S— RT, 0<m(z) <1 V€S takové, Ze

(8) S w(@)p(e,y) = wly) Yy e S,
zeS

potom v, € I, kde v, je soucinovd mira na X s margindly definovanymi ¥V x € S:

(9) ve(n:n@) =k) = (1 — (@) (x(x))" VEkeN,

Dukaz véty 2.2 lze nalézt v [1]. Probihd ve tfech krocich, z nichz prvni je obsahem
nasledujiciho tvrzeni, z néhoz vyplyne, Ze pro invarianci miry u stac¢i dokazovat
JQfdu=0 V f cylindrickou na N°, py-integrovatelnou.
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Druhy krok spoc¢iva v provedeni diikkazu specidlné pro S kone¢nou. Timto pripa-
dem jsme se zabjvali v piikladé 1, odkud plyne, Ze staci dokazat QT x p = 0, coz je
pro miru p zadanou predpisem (9) snadné ukazat.

Ttetim krokem je aproximovat S = | Sy, kde S,, jsou koneéné do sebe vnorené
podmnoziny S, a vhodné zzit operator  na operator Q, na N+ tak ze Q, — Q
a [(Q, — Q)(f)] md p-integrovatelnou majorantu. Z 1. kroku pak [Q,f dp = 0
a limitou n — oo je dikaz dokoncen.

Tvrzeni 2.3.

Necht operdtor ) na C’(NS) je Markovsky generdator ZR procesu s g(k)= lji>o)-
Necht (S(t)) je korespondugici (ve smyslu (2) ) Markovskd semigrupa. Bud . mira
na N°. Pak ndsledugjici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) [S@O)fdp=[fdu VE>0 Y f omezenou spojitou na N°
(2) [Qf dp=0 Y f eylindrickou na N°, p-integrovatelnou.

Dtkaz tvrzeni 2.3:

Uvédomme si, Ze je-li funkce f cylindrickd omezend, pak také S(t)f je cylindricka
omezené pro kazdé ¢t > 0.

Z korespondence (2) mezi S(t) a Q plyne

(10) /S(t)f _fdu= /Ot (/ QS(u)fdu) du = /(/Ot QS(u)fdu) du,

kde je ovsem pro druhou rovnost potifeba ovérit predpoklady pro zaménu integrali.
Necht plati (2). Pro dikaz (1) staci dokdzat rovnost uS(t) = p V¢ > 0 pro bazové
mnoziny X (viz definice ZR procesu). Tzn. staci dokazat (1) pro cylindrické funkce.
Bud f libovoln4 cylindrickd omezena.

Z piedpokladu je [QS(t)fdp = 0 pro kazdé ¢ > 0 a tudiz i fot (f QS(u)fdu) du = 0.
Pro zdménu integraltt v (10) sta¢i nalézt integrovatelnou majorantu pro QS(u)f.
Protoze f je omezena, existuje N € N: |f(n)| < N Vn a potom

IS()f(m)] < [1f(€)] PI(dg§) < N ¥, Yu > 0.
S(u)f je cylindrickd V u > 0, specidlné pro S(t)f odtud existuje koneénd K C S, ze
S(u)f(n) ¥V 0 <u <t zavisi na n jen pfes soufadnice z K. Tudiz
QS@) )] <> D Ap@sop(a, »)|Sw) f(n™Y) — S(u) f(n)] < 2N|K|*.
rzeK ye K

Lze provést zaménu integrald, tedy [ S(t)f — f du = 0.

Necht plati (7). f(n) pokud |f(n) <N
Bud f cylindricka, p-integrovatelna. Ozna¢me fn(n) = N pokud f(n) > N
—N  pokud f(n) <—N
Z¥ejmé fy je cylindrickd a omezena, proto z predpokladu plati [ S(¢) fxv— fx du =0
Vt > 0. Pouzitim (10) dostavdme fot (f S(u)Qdeu) du = 0 Vt > 0. Protoze vnitini
integral je spojitou funkci u, dostavame [ S(u)Qfydp =0 Vu > 0. Specialng vol-
bou u = 0 pak plyne [Qfydp = 0. Zfejmé Qfn — Qf bodove.
Abychom dokézali [Qfdy = 0, stadl nalézt integrovatelnou majorantu pro
|Q(f — fn)|. Tou je konst.* f, nebot jsme pfedpokladali f integrovatelnou.

Tedy | [ Qfdu| < [1Q(f — fv)| du =320. O
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3. APLIKACE

Pokusime se nyni co nejlépe popsat mnozinu invariantnich mér pro pf¥ipad ZR pro-
cesu popsaného v piikladé 3), specidlné 2).

Nejprve druhy priklad:

méme ZR proces definovany operdtorem (6) odvozeny od ndhodné prochizky na Z.
Tzn. pro vSechna = € Z je p(x,z + 1) = p a p(x,z — 1) = g, ostatni pfechody maji
pravdépodobnost nula.

Prvni krok k ziskani sou¢inové invariantni miry je podle vyse uvedené véty nalezeni
funkce 7 na Z fesici soustavu rovnic (8) a spliiujici 0 < m(x) < 1. V tomto nasem
pripadé je rovnice (8) tvaru

m(z) =pr(z —1) + gr(x + 1) Ve e Z

x
a vSechna jeji feSeni jsou w(z) = A + B(%) , A, B libovolné konstanty. OvSem
vzhledem k podmince 0 < 7(x) < 1 jsou pro aplikovani véty 2.2 ze vSech téchto

FeSeni vhodnd jen konstantni feSeni: 7(z) = A Vz € Z, kde 0 < A < 1. Potom
dostavame, ze soucinové miry s marginaly

va(n: n(z) = k) = A*(1L - A)
Vz € S jsou invariantni pro tento ZR proces, kdykoliv 0 < A < 1.

Tedy
{va:0<A<1}CT.

Lze v tomto pripadé dokonce dokézat, ze pravé tyto soucinové miry tvori mnozinu
extreméalnich bodt pro mnozinu invariantnich mér, tj. {va : 0 < A < 1} = Z.. Dt-
kaz je technicky naroény a lze jej nalézt v [1]. Ve smyslu tvrzeni 2.1 ndm mnoZina
sou¢inovych mér {v4 : 0 < A < 1} dobfe popisuje celou 7.

Treti priklad:
méme ZR proces definovany operatorem (7) a rozdil od pfedchoziho piikladu je ve zo-
becnéni Markovského Tetézce p(x, y), ktery uz neni prostorové homogenni. Abychom
mohli pouzit vétu 2.2 a nalézt k tomuto procesu invariantni miry, je nyni tfeba Fesit
soustavu diferenc¢nich rovnic
(11) w(z) = pom(z — 1)+ gum(z+1) Vel
V této obecnosti jeji feseni explicitné nevyjadiime. Podivejme se alespon na specialni
pripad:

pe=p V<0 & pe=p Ve>1 pro0<p#p<l.

Vsechna Feseni rovnice (11) jsou potom tvaru:

q || ~ ~ p’ x
= = < = = >
(12)  w(@)=A+ B(p) Ve <0, w(a)=A+ B(q) Ve > 1,
kde plati
(13) (q—p)A=(G—P)A & pB—pB=GA—qA.

V ramci (13) 1ze koeficienty A, B, A, B volit tak, aby byla splnéna podminka
(14) 0<n(z) <1l
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Rozeberme feseni pro jednotlivé ptipady pravdépodobnosti p,p :

I p<1/2,5=1/2

II. p>1/2, p<1/2

III. p>1/2, p>1/2

V. p<1/2, p<1/2,
z nichz pfipad, kdy p = p, vyjmeme. Mnozinu vSech funkei 7, splitujicich (12),(13)
a (14) ozna¢me R. Kdykoliv je R neprizdna, dostaneme ji ve tvaru R = {n¢ : ¢1 <
C < c3}. R je tedy indexovand jednim parametrem z otevieného intervalu (cy, cz2),
podobné jako v piikladé 2), s tim rozdilem, Ze m¢ neni konstantni.
Mnozina R vzdy intuitivné odpovida pfedstavé o pohybu ¢astic po Z v jednotlivych
situacich:
1. Nast4va bud g >1a % > 1, coz vede z podminky 7 < 1

q>1/2 p>1/2 na B=0=Bazpodminky 7 >0na A =0= A,

>lal=1cozvedenaAd=0=BaA+B=0,

=la%>1corvedenaA=0=BaA+B=0.

nebo
nebo

ESHSIESHRSH
TR IR

Dostavame jediné 7 = 0 tj. R = 0.

1L Nastavd bud 2 < 1 a % < 1, potom z podminky 7 > 0
p>1/2 §>1/2 dostaneme A = 0= A a pro B, B vztah pB = pB,
<la :1,coZvedenaA:OaﬁB:%(AJrB),

=1lal<1,cozvedena A=0apB=3i(A+B).

3

nebo

ESUESISSHESH
[IRT IR

nebo
Dostévame

(

R:{ﬂ'(ac):B(%)lxl proz <0, n(y) =B ) proy>1: 0< B <b},

3
ST A

kde bg zéavisi na konkrétni volbé p,p, aby platilo 7 < 1. Snadno zjistime, ze
by = min(1, %). To znamen4, ze ptjde-li ,levad“ prochézka rychleji (p > §), je tfeba B

omezit shora podilem %. Bude-li situace opacna a ,prava“ prochazka ptujde rychleji

(p < §), sta¢l B omezit shora 1. Tato nesymetrie vznikd z nesymetrického rozdéleni
ZnaZN (—o00,0] a ZN (0, 00).

II1. Aby platilo 0 <7 < 1,jenutnée B=0a0< A< 1
p>1/2 p>1/2  azpodminky (13) plyne pro A, B :

—IPA_. F(A — LG _I=PVA = (A

A=T1A= F(4), B _~p(q q,p)A : G(4)

(specidlné prop > p je A> A a B <0).

Dostévame

R:{ﬂ(x):F(fl)—i—G(A)(%)lxl proz <0, m(y) =Aproy>1 : 0< A< ag},

kde as zavisi na konkrétni volbé p, p, aby platilo 7 < 1. Zase jej v jednotlivych pii-
padech snadno vyjadiime, vyraz vsak bude slozitéjsi nez v predchozim pripadé.
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Iv. Kvali0<wm<1l,jenutnée B=0al0<A<1
¢q>1/2 G>1/2 azpodminky (13) plyne pro A4, B :
A — 4=P A —. B — l(,_ 9=P\A —.
A= LA H(A), B=1(g-EL)A= J(A)

q—p
(specidlné pro ¢ > q vyjde A < A a B > 0).

Dostavame
R ={m(z) =Aproz <0, n(y) = H(A) +J(A)(§)y proy>1: 0<A<c},

kde ¢y zavisi na konkrétni volbé p, p, aby platilo 7 < 1.

Rozborem piipadii jsme nasli vSechna FeSeni rovnice (11) v naSem specidlnim
piipadsé, ktera spliiuji (14). Ozna¢me Zr mnozinu sou¢inovych mér danych vétou 2.2
pro kazdy z piipadi I-IV. V pfipadé I je Zr = 0. V ptipadech II-IV plyne z citované
véty, ze Ir C Z. V pripadé II vypadd mnozina Zr nasledovné

Ir =O<LBJ<b2{VB c vp(n:n(z) =k) (1—B(§)x>Bk(§>k1 e <0

(1m0 (o) () e

Vk € N }
V pripadech III a IV bude zapis mnoziny Zr vypadat obdobné.

Otazkou v tomto prikladé ztstava, plati-li (stejné jako v prikladé 2), Ze jsme
nalezli pfimo vSechny extremalni body mnoziny invariantnich mér 7.
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