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O SPOLEHLIVOSTI VYVOJOVYCH STROMU

MARTIN BETINEC

ABSTRACT. Evolutionary tree is a dendrogram that is used to asses genetical
similarity of biological objects. Contribution concerns two methods that use
bootstrap to verify the confidence of the built tree. First one — suggested by
Felsenstein — is relatively simple and is based on counting of occurences of
agreeing parts of trees in a bootstrap sample to the original ones. Despite that
it is reasonable by the arguments that will be presented. The second method
can be considered as a refinement of the previous one reflecting more precisely
the shape of the feature space of the model. Results are illustrated on a real
data (malaria gene sequences).

PesoMe. DBonynuoHHOE nEepeBO IpeACTABIAET JEHAPOrpaMMy, KOTOpas
WCIOJb3YeTe sl NOCTYDKEHUN IEHETHYECKOTrO COBIALEHUs OMOJIOrmduec-
kux obekToB. Pesymrarhl Moeil paboThl Kacaw1ci ABYX METOILOB MCIIOJb-
3ymux “bootstrap” IS HOCTPOEHUS NOBEPUTEHHON BEPOATHOCTU COBIIA-
IEeHUs NOCTPOEHHBIX nepeB. llepBoiii, mpennoxkenHblil PenzeHmredHOM,
OTHOCHUTEHLHO IPOCT M OCHOBAH Ha IOLCTABE YACTEH TEpeB, COrIaCOBaH-
HBIX C OPUTMHAJbHBIM JE€PEBOM B BEIOOPKE I€HEePUPOBAHHON IPU IOMOILY
“bootstrapa” . IlpuBomATcI apryMeHTLl B MOJb3y 3TOrO MeTona. BTopoii
METOJA MOMKET paccCMaTpuUBaICi Kak yTOYHEHUE IpeNbloyInero, 6ojee ak-
KYPATHO YYMUTHIBag (OPMY 2JIeMEHTOB MoAenu. Pe3ysTaTbl MINIYyCTPH-
pOBaHBI UCIOJb3YS PeabHblE JaHHBIE, TOYHEE, HOCIENOBATEbHOCTY [€HOB
MaJlapUuu.

1. Uvop

Predstavme si na chvili, Ze jsme zvidavi biologové, ktefi si na prvniho maje vysli na
prochazku do Stromovky. Pfi kochani se pozorovanim rozliénych organismt vikol nas
pojednou zachvati szirava potfeba zjistit, jak probihala jejich evoluce. Co si v tuto
chvili poc¢it? Nékoho napadne, Ze organismy navzajem si vyvojové pribuznéjsi by si
mély byt podobnéjsi i po strance genetické. Poéneme tedy odebirat vzorky tkani a
extrahovat DNA. Jak vSak z téchto nukleotidovych shluki néco smysluplného vyc¢ist?
Zde jiz naSe statistické ja vstupuje do myslenkového experimentu: ,,Nyni nastal ¢as
pro shlukovou analyzu“.

Upfesnéni: Nyni nastal ¢as pro vjvojové stromy.

Vyvojové stromy, v anglické literatufe oznacované jako Phylogenetic (Evoluti-
onary) Trees, pfedstavuji zptsob, jimZz se v biologii popisuje evoluce sledovangch
organismu. Z matematického hlediska se jedna o klasifikaéni stromy (dendrogramy).
Tato metoda umoziiuje nejen nazorné vyjadrit ,,co s ¢im“ je si v evoluci blizké,
ale zaroven také kvantifikovat, jak je ta ktera skupina vzdalena od ostatnich, a to
pomoci vysky vétve spojujici doty¢né skupiny.
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VZDALENOST

PAN OPICE RYS PES VLK SMRK MECH

Obr. 1 Evoluce ve Stromouce.

Vratme se k nasemu piikladu; vypéstujeme-li vyvojovy strom, mohl by vypadat
(dle mych pfirodovédnych znalosti) asi jako na obrazku 1. Otdzkou ziistavé, nakolik
se na takto zvoleny popis situace mohu spolehnout, tj. do jaké miry vysledny strom
(tedy to, co spoctu z naméfenych dat) popisuje skuteénou piibuznost sledovangch
organismil.

V tomto ¢lanku pfedstavime dvé metody vyuzivajici bootstrapu pro odhad vyse
zminéné spolehlivosti a pokusime se ukazat, proc¢ lze pravé ze vztahu mezi datovym
souborem a ,,boot-populaci“ tvrdit néco o souvisloti dat a reality.

Podotknéme jen, Ze metodikou péstovani evolu¢niho stromu se podrobnéji zabyvat
nebudeme, nybrz k vypoctim pouzijeme nékterého z osvédcenych a jiz dostatecné
znamych postupt shlukové analyzy.

Pro snadnéjsi orientaci ve znaceni jesté poznamenejme, Ze metoda bootstrapu se
dotyké tii oblasti reality. Jsou jimi roviny:

teoreticka: tykajici se odhadovanych vlastnosti populace, tj. nezndmych pa-
rametri;

prakticka: odvozend od naméfenych dat — odpovidajici statistiky budeme
oznacovat stiiskou (odhad nezndmého parametru p budeme znadit pomo-
ci p);

virtualni: vztahujici se k populacim vzniklym z bootstrapu — pfislusné veli¢iny
oznacime hvézdickami (*).

2. METODA RELATIVNICH CETNOSTI

2.1. Data. Nejprve se budeme vénovat asi nejjednodussimu postupu, jimz bychom
mohli spolehlivost stromu odhadnout, ktery byva nékdy nazyvan jako Felsenstei-
nova metoda. Data, jichz vyuzijeme pro nazornéjsi vysvétleni, nashromézdila sku-
pina védct (viz [4]) zkoumajicich ¢ast genomu Zivoéicha Plasmodium falciparum,
parazita zijiciho v krvi ¢lovéka, ktery zptsobuje malarii. Data, jez jsou pfistupné
na adrese www.ncbi.nlm.nih.gov, tvofi kompletni sekvence genu kédujiciho an-
tigen AMA-1 o délce 1866 nukleotidii a pochézeji z péti rtznych oblasti (Ketia,
Indie, Thajsko a Venezuela — provincie Bolivar a Amazonas). K ilustraci pouzijeme
13 vzorkt zminéného genu, které pro zkraceni ozna¢me pocatecnim pismenem ob-
lasti, z niz pochézeji, a v ramci jedné oblasti je rozliSme ¢isly, tedy napf. B6 oznacuje
vzorek ¢islo 6 z provincie Bolivar, T'3 tfeti vzorek z Thajska apod., viz obrazek 2.
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Proi=1,...,13 oznacme jednotlivé vzorky:

z; = (A,T,G, ..., C,T,AT),

1866 nukleotida

kde jsou jednotlivym nukleotidim pfitazena pismena: A — adenin, T — thymin, C —
cytosin, G — guanin.

Dulezita vlastnost téchto vzorka spociva v tom, Ze kazdy z nich zac¢ina piesné na
zacatku genu a konéi na jeho konci, pficemz zadné nukleotidy mezi nimi nechybi,
jinymi slovy — slozky vektort @; si navzajem odpovidaji.

2.2. Péstovani. Z radkovych vektoru i, ..., x;3 sestavime datovou matici
T
X (13x1866) =
I13

Klic¢ovou otazkou pro urceni vzdalenosti mezi vektory matice X ztstava, krom volby
metriky, kvantifikace nukleotidi. Zde je nutno uvazit jejich chemickou podobnost,
pravdépodobnost bodovych mutaci, apod. Toto zakédovani muze zasadné ovlivnit
podobu vyvojového stromu. Ja jsem nukleotidy prekédoval nasledovné:

(1) (A,G,C,T) = (1,2,5,6).

Toto pfitazeni zachovava ptibuznost jak u purini (A, G), tak i u pyrimidint (C,G),
zaroven odrazi i riznost obou skupin. Zde by jisté bylo mozno vzdalit obé sku-
piny od sebe mnohem vice, ¢imz bychom vypéstovali odlisny strom. Stejné tak lze
u zvoleného kédovani diskutovat o nesymetrii mezi dvojcemi komplementarnich bazi
(A,T), (G,C). Zde se otevird moznost, pro konzultace s odborniky v oblasti genetiky
a pripadné pokracovani vyzkumu. Faktem nicméné zistava, ze pro opac¢né zvolenou
nesymetrii (A,G,C,T) = (2,1, 6,5), a stejné tak i pro symetrii (A,G,C,T) = (1,2,6,5)
vyrostly stromy velice podobné pivodnimu. Proto jsem v souladu s literaturou ([3])
zvolil vySe zminény zpusob.
Metriku jsem volil Eukleidovskou:

(2) i,j=1,...,13,

kde z¥ znaéi k -tou slozku i -tého vzorku. Z¥ejmé lze vynechat konstatni sloupcové
vektory matice X, které nepfinaseji zddnou informaci o vzdalenosti fadki, nebot
jim odpovidajici s¢itance jsou nulové. Timto se snizi dimenze matice X z ptivodnich
(13 x 1866) na (13 x 73).

<
vy

Strom ¥ vypéstovany z X na zakladé principu nejblizsiho souseda ukazuje obra-
zek 2.

2.3. Spolehlivost. Ziejmé nejjednodussi odhad hladiny spolehlivosti jednotlivych
vétvi stromu U bychom ziskali jako relativni ¢etnosti vyskytu jeho vétvi ve stro-
mech vznikljch prostfednictvim bootstrapu. Pro pevné zvolenou vétev v bychom
mohli postupovat napf. dle nasledujiciho algoritmu:

count :=0

FOR b =1 T0O B
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(1) ndhodnym vybérem s vracenim ze sloupct matice X vytvofime boot-matici
X; stejné dimenze (zde predpokladame, Ze kaZzdy ze sloupct matice X muze
byt vybran v kazdém kroku se stejnou pravdépodobnosti)

2) z matice X vypéstuj strom U}
b b
(3) IF ¥;>v THEN count:=count+l
ENDFOR

Spolehlivostni hladinu vétve v pak definujme jako:

ﬂcounti#{b:\/l\lzav}
) o, (v) & SO0 _ FTEY S

kde # znaci ,pocet prvka“ a B je pocet opakovani pfi bootstrapu.
V praxi nas zpravidla zajimaji spolehlivostni hladiny pro vice nez jen jednu vétev.
Prizptisobeni algoritmu je v tomto pfipadé nasnadé.

('7) 100%
CZ) 64.1% 61.8%
38.6%
- 31,806 347 0 T
<
)
';l 67.3% 73.6%
10
84.2%
95.8%
5
100%
81.1%
0 ]
Al B6 T3 K1 K3 12 T1 11 T2 14 B3 A2 K4

Obr. 2 polehlivostni hladiny vyvojového stromu bakterie Plasmodium falciparum. Jsou
nadepsdny prislusnym vétvim.

V naSem piikladu (kde jsem zvolil B = 5000) se vétev skladajici se pravé jen
ze vzorkil oznadenych jako T'3 a K1 (viz obrazek 2) vyskytla ve 4055 pfipadech.
Odhad hladiny spolehlivosti pro zminénou vétev tedy bude «,, = 4055/5000 = 0.811.
U puvodniho stromu T k této vétvi nésledns prirostl vzorek K3, coz se opakovalo
jen u c¢asti z 4055 pripadi. Vétev obsahujici praveé jen vzorky T'3, K1 a K3 se mezi
5000 bootstrapovanymi stromy objevila 4790 krat, tzn. jeji o, = 4790/5000 = 0.958.
Ovsem pouze nékteré z téchto 4790 vétvi vznikly tak, ze se nejdfive spojily vzorky 73
a K1, k nimz se poté pridal vzorek K 3. Zbylé sristaly v jiném poradi. Vétev slozenou
pravé jen ze vzorku A2 a K4 mélo vsech 5000 stromi, proto je jeji odhadnuta
spolehlivost 100%. Jeji nadvétev, tj. vStev, v niZ se nachéazeji pravé jen prvky A2,
K4 a B3, bylo mozno nalézt uz pouze u neceljch 62% bootstrapovanych stromi.
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V ostatnich pfipadech k ptvodni vétvi (tj. A2 a K4) bud pfirostlo d¥ive néco jiného
nez B3, anebo se B3 uz drive spojilo s nejakym jinym vzorkem, a pak teprve takto
vznikly shluk pfirostl k A2 a K4.

Podivejme se nyni podrobnéji na vztah takto spocteného odhadu spolehlivosti ke
skutecnosti.

7

2.4. Teoretické pozadi. O sloupcich x!,..., 2" matice

4 X=(z...,2"), kde =z} € {A,GT,C} k=1,...,73,
I=1,...,13,
predpokladame, ze tvofi ndhodny vybér o rozsahu n = 73 z néjakého pravdépodob-
nostniho rozdéleni na prostoru vSech moznych nekonstantnich 13-ti rozmérnych
vektora € nad abecedou {A,G,T,C}, tento prostor oznacme X.
(5) X={&,.. €k} K =4 —4=67108860.
Schématem

(6) X —> Shlukové analjza = ¥ resp. X* = Shlukové analjza —> U*,

Ize popsat jak oblast praktickou, tak oblast virtualni, nicméné tézko rovinu teoretic-
kou, jejiz vztah k obém predeslym nas zajima. Proto se presuneme do prostoru P,
tedy prostoru pravdépodobnosti zahrnuti 7; vektort &, € X' do vybéru:

(7) ’Pi{ﬂ:(ﬂ'l,...,m{)lz m; = P (zahrnuti &; do vybéru), i:l,...,K}

Teoretickym pravdépodobnostem 7r by na roviné praktické odpovidaly pozoro-
vané Cetnosti vyskytu vektora &; ve sloupcich datové matice X, tj.

®  r=(Ty,....,Tk), kde T, L #{j:a=¢} i=1,.. K,
resp. relativni Cetnosti

~  a ~ ~ 1 L T; .
9) w= (ﬂl,...,wK)l, kde ﬂii —#{j: & =¢} ==, i=1,...,K.
n n
Analogicky bychom z bootstrapovanych matic X; = (xj!,...,@;™), b=1,..., B,
ziskali:

(10) ;= (Tip o Yig), kde Y5, L #{j:a/=¢), i=1,.. K,
1) w= (. w ) kde 7 E Ioye
( ) b (b,l b,K) b,i n b,i

Ziejmé plati:
(12) Y ~ Multig (n, ) a YT* ~ Multig (n, ),

kde K = 67108860 a n = 73.

Lze namitnout, Ze pravé zminény pristup nas nuti pracovat s velmi dlouhymi
vektory obsahujicimi navic téméf vyhradné samé nuly. Nicméné, pro teoretickd od-
vozeni se tato reprezentace ukazuje byt pfinosnou. Krom toho, z davodt, jez budou
vysvétleny pozdéji, vyplyne, Ze pfi vypoctech se lze omezit jen na nenulové slozky.

Péstovéani stromt, popsané schématem (6), lze nyni vyjadiit jako:

(13) =17, resp. 7 = U}

Podobneé si lze predstavit, zZe i teoretickym pravdépodobnostem 7 odpovida néjaky
teoreticky strom ¥ vystihujici skuteéné vztahy mezi sledovanymi organismy.
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Stoji za zminku, ze ze dvou rlznych pravdépodobnostnich vektori 7 4 7@
miuize vzniknout tentyz strom. Prostor P je tak rozlozen na disjunktni t¥idy ekviva-
lence P = |J,P;, pro néz plati:

() (PR & oAV = (I0=F0 s o)),

kde U0 odpovidé stromu, ktery vznikl z 79, j =1,2.

Vratme se nyni k pivodni otdzce po spolehlivosti ndmi vypéstovaného stromu W.
Téazeme se po pravdépodobnosti, s niz se ¥ bude shodovat s teoretickym vzorem W.
Zajima néas tedy:

(15) a=PU=0)=P(rcPrech)

Tuto pravdépodobnost jsme odhadli pomoci (3) jako empirickou pravdépodob-

nost (relativni ¢etnost) toho, ze ¥* vypéstovany nad X* m4d danou vétev shodnou

~

s ptuvodnim stromem ¥, tedy:
(16) a, =Pz z(R € PR €Py).

Abychom si mohli udélat predstavu o chybé, jiz jsme se timto dopustili, potie-
bovali bychom znat rozdéleni 7~ (resp. aposteriorni rozdéleni ) pifi daném 7, tedy
L(7"|7) (resp. L(m|T)).

Prvni z nich zndme, nebot ze vztaht (11) a (12) plyne, Ze:

(17) L(nm" |7) = Multig (n, 7).

Co se tyce aposteriorniho rozdéleni £ (ﬂ' |7Ar), lze je vyjadrit pies vybérové rozdéleni
7 pii daném 7, pro které diky uvazovanému modelu plati:
(18) L(n7|7) = Multig (n, ).
Multinomické rozdéleni tvori konjugovany systém spolu s rozdélenim Dirichletovym,
a tudiz lze snadno odvodit (viz téz napt. [5]), Ze plati:
Tvrzeni 2.1. Ridi-li se apriorni rozdéleni ™ principem neuréitosti, pak

(19) L(m|&) = Dirg (n7).

Tvrzeni 2.2. L(7"|7) a L(w|7) maji ndsledujici vlastnosti:
(1) Obé jsou soustiedéna jen na takovych &;, pro néZ m; > 0, tj. na sloupcich
matice X.
(2) Maji stejnou stiedni hodnotu.
(3) Pro kovariancéni matice plati:

K

(20) (Cov (@, & |7?)) _ntl (cOv (7, ; |7?))

ij=1 n

K

ij=1

Z tvrzeni je patrné, ze odhad hladin spolehlivosti vétvi vyvojového stromu (po-
moci relativnich éetnosti vyskytu téchto vétvi v bootstrapovych populacich) defi-
novany vztahem (3) mé krom pfednosti, jez spo¢ivaji pfedevs§im v jednoduchosti,
snadné implementovatelnosti a v rychlosti vypoctu i své omezeni. Problém nastava
v okamziku, kdy nelze splnit predpoklady tvrzeni 2.1 o apriornim rozdéleni. Potom
nemusi platit zavéry tvrzeni 2.2 a rozdéleni £L(7" |%) a L(m |&) mohou byt nato-
lik odlisna, Zze odhadnuta hladina spolehlivosti ap muze byt znacné vzdalena od
skutecné hladiny «. Vzhledem ke slozitosti prostoru P neni piili§ zfejmé, jak tyto
situace rozeznat. Pokusme se tedy nalézt lepsi pristup.
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3. KTERAK POSTUPOVAT LEPE

3.1. Teorie. Podobné jako v odstavci 2 vyjdeme z modelu (7). Index i = 1 vy-
hradme pro tu ¢ast prostoru P = UiPZ— pii déleni dle pravidla (14), kterd obsahuje
7, zatimco P¢ = U#lﬂ- budiz jeji doplnék.

Jedna z cest, kterd se nyni nabizi, je vést v patrnosti nejen skutecnost, ze © € P,
jako jsme ¢inili v pfedchozim, ale zohlednit i vzd4lenost vektoru 7 od hranice oblasti
P;. Tato snaha je motivovana tvahou, Ze vektor 7, z néhoz je vektor pozorovanych
relativnich ¢etnosti 7 dle pfedpoklddaného modelu (9) nagenerovén, by se mél na-
chézet ,,nékde pobliz“ vektoru 7, a proto by hladina spolehlivosti

(21) OéZP(?T€7)1 |7,'\I'EP1)7

vy

méla byt vyssi, pokud by 7 lezelo ,,nékde uprostied“ P, nez by tomu bylo v pripadé
7 umisténého v blizkosti hranice oblasti P;.
Ozna¢me 7 jako nejbliz$i hrani¢ni bod k 7, tj.

(22) ™o 4 arg min d(w, %),
TEIP,

kde 9P znaéi hranici Py a d(.,.) je vhodnd metrika na P, tj. nezdpornd funkce
splitujici navic pro libovolné x,y,z € P, ze d(z,y) = d(y, x), dale ze d(x,y) =0
pravé tehdy, kdyz ¢ =y, a d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) .

V pfedchozim pfipadé jsme boot-populaci obdrzeli prostfednictvim cetnosti vy-
skytu vygenerovanych z 7, viz (12), nyni je nagenerujeme z o, tedy pro b =
1,...,Bs

* % *% *% *% df . *k ] .
23) i = (T, 055) ) kde Ty 2 #{j: V7 =¢), i=1,... K,
PO .
(24) Y;* ~ Multig (n, mo) a T, ==_".
n

Chceme-li odhadnout hladinu spolehlivosti (21), miizeme uvazovat takto: ¢im blize
budou prvky boot-populace 7;* vygenerované z hraniéniho bodu g lezet k P ve
srovnani s polohou 7 (tj. ¢im mensi bude jejich odhadnuty rozptyl), tim mensi je
pravdépodobnost, ze by vektor skuteénych pravdépodobnosti 7 lezel az v P, nebot
predpokladame, ze pravé z w byl nagenerovan i vektor pozorovanych relativnich
etnosti 7, a to stejnym zpiisobem jako byly nagenerovany vektory 7, z o, srov.
(12) a (24) . Tim vétsi je tedy a. Hladinu spolehlivosti zavedeme nasledovné:

a 5 P, ~ ~
(25) ay = Paes i (@ PY) <d(7,PY) |7 € P1).
Takto definovand hladina ndm zarucuje, ze 1 —«, je obdobou dosazené hladiny testu
(tzv. p-hodnoty) v klasickém testovani hypotéz, coZ lze nahlédnout napf. z nasledu-
jiciho ptikladu.
Piiklad 3.1. Necht Z1,...,Z, “ N(u, 1).
Testujme hypotézu:

(26) H: <o vs. K: > o
N—— N——
rePE TEPL

Zde ¢ € OP; odpovida hrani¢cnimu bodu hypotézy a alternativy, tj. hodnoté p = pp.
Provedenim experimentu spo¢teme odhad i = ji(Z1, ..., Z,) — analogii 7. Pfi zndmé
hodnoté [, a tedy i znamé Py > [i, chceme potvrdit, ze také u € P1, tedy zamitnout
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opak. Proto H = P{. Ozna¢me dale Z;*, ..., Z* i~ N (uo, 1) bootstrapovany vybér

z hypotézy H a piislusny odhad ** = **(Z;*, ..., Z*) (analogie #*"), potom

(27) p="Pyu (ﬁ** > ﬁ) =P, (ﬁ** — o > — Mo) .
Zaroven plati:

vk oy _ J BT —po pro @t > g
(28) d (H P1 ) a { 0 jinak ,
odkud

(29) P;L() (d (ﬁ**7Pf) > ﬁ - MO) = Puo (ﬁ** — Ho > ﬁ — Ho > 0) + 07
a tedy

(30) p=1—-aqa,
T s~ ~
/// \I\\ \
2 s
K - 7N N
/ JPT -~ Py )
// ,/ 1'/ L \/ {\_\\ \\\\ \ \

. o N N P /
. ST s
" | /
.
. A g’
S~ -~

Obr. 3, 4 Zdvislost hladin o, a oy, na tvaru oblasti: nezakiivené hranice (nahote), zakfi-
vené hranice (dole).

Nové zavedena hladina o, bere vice v potaz tvar oblasti P nez «,.. Jakym zpu-
sobem je zfejmé z obrazkl 3 a 4, kde je chovani obou hladin demonstrovano opét na
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piikladu (tentokrat dvourozmérném) normélnich rozdéleni se stejnym rozptylem a se
stiedni hodnotou v (¢, 0), resp. v (7, 0). Nevybarvena plocha odpovida oblasti P
(tj. odpovida 1 — ap). Z vybarvené oblasti P; je pak Srafovanim vyznacena ta ¢ast,
kde d (7?**, Plc) >d (7?, Plc) , tedy ta, jez opovida 1 — ag. Zatimco pro nezakiivené
hranice se obé hladiny shoduji, v piipadé ryze konvexniho tvaru oblasti P{ plati:

(31) l-a,=Pz (7 ecPllreP)<
P

(32) <Pieim, (d (7, PE) > d (7, PC) |mo € apl) =1-a,
Tedy
(33) ay, < ag.

Nyni zbyva vyfesit otazku, jak spocist a.

3.2. Intervaly spolehlivosti. Vzhledem ke slozitosti prostoru P neni snadné vy-
pocditat ap pfimo. Odlozime-li vSak na chvili tento zdmeér, mizeme se presunout do
zdéanlivé nesouvisejicich oblasti matematické statistiky — do problematiky interva-
lovych odhadu, které nam v konecéném dusledku pomohou nalézt vhodnou aproxi-
maci ag.

Predstavme si na okamzik, Ze stojime pfed opacnym problémem: kterak pii zadané
hladiné urcit interval spolehlivosti, tedy oblast, jez s danou spolehlivosti pokryje
skute¢nou hodnotu nezndmého parametru.

Pro nazornost pracujme s jednoduchym modelem, kde data pochazeji z rozdéleni
ur¢eného jednoparametrickym systémem hustot. Parametr 6 odhadujeme reilnou
statistikou 0 s rozdélenim:

(34) 0~ fo

3.2.1. Standardni asymptoticky interval spolehlivosti. Vyuzijeme-li normalni aproxi-
mace

(35) (0 _ ) as N(0,1),

g

kde % oznacuje, Ze rozdéleni statistiky o1 ((9\79) je asymptoticky normalni a kde & je
konzistentni odhad rozptylu, obdrzime ¢asto uzivany 100(1 — «) procentni asympto-
ticky interval spolehlivosti pro 6 ve tvaru

(36) (0+7529); §+5:0-9)
kde
(37) 2 = o7 1(a).

Tento interval ovSem miize byt v pripadé koneénych vybéri znac¢né nepresny.

3.2.2. Percentilovd metoda. Problému s normalitou (5 — 9) bychom se mohli poku-
sit vyhnout napriklad odhadnutim percentilt pomoci bootstrapu, kdy odhadneme 6
prostifednictvim statistiky o spoctené z B-tice bootstrapovanych populaci. Z empi-
rické distribuc¢ni funkce bootstrapovaného odhadu o

(38) Fi(t) =P4(0* <t) = B '#{b: 6; <t},
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ziskdme pro pevné a € (0; 0.5) meze til%), t?) intervalu spolehlivosti jakozto pii-
slusné percentily. P¥iblizny 100(1 — a))%-ni interval spolehlivosti pro 6 pak m4 tvar

@ w502 = (B (577 (-5)).

Tento odhad — a¢ mnohdy lepsi nez standardni interval — neni pfili§ duvéryhodny,
jak co se tyce vychyleni, tak i co do své délky (blize viz napf. [2]). Lze jej nicméné
vhodné modifikovat do té miry, Ze se stane pouzitelnym.

3.2.3. Oprava vychyleni percentilové metody. Predpokladejme, Ze hustota rozdéleni
0* nalezi do stejného systému jako hustota statistiky 6, s tim rozdilem, Ze namisto
hodnotou 0 je urcena jejim bodovym odhadem, tj. 6. Tedy:

(40) 0" ~ f5.
Distribuéni funkei 6* 1ze tedy vyjadrit jako:

(41) Fy(t) :/ £;(07)do* =Py (6* <t)

Dale predpokladejme, Ze normality (é — 9) i stability rozptylu lze dosdhnout vhod-

nou transformaci; tedy, ze existuje takovd monoténné rostouci funkce g : © — T
a konstanty a a 0 > 0, Ze pro veli¢iny

(42) y=9(0), A=9(0) a 7 =g(0)
plati:
(43) (ﬁ - 'y) ~ N(—zp0;0?) a (ﬁ* - ﬁ) ~ N(—z0;0?).

R4di bychom stanovili interval spolehlivosti pro 6, tedy (t((i%), t;l%)) tak, aby platilo
(44) Pyt <o<tP)=1-a.

Pro zjednoduseni znaceni nebudeme nadale zdiraznovat ziejmou zavislost mezi in-
tervalu spolehlivosti tl(f) a tgf)
a tp, nebude-li nutno jinak.

Diky monotonnii transformace ¢ lze pracovat v prostoru I':
1—a=Py(g(ts) <v<g(tn) =

53— glt 73— 5 —glt
:Pe(ify g(d)+zo>—7 7+ZO>77 g(h)JrzO).
g g g

na hladiné a. Napristé budeme tedy psat pouze tq4

(45)
Z normovaného normalniho rozdéleni prostfedniho vyrazu plyne:

(46) g(ta) =7 + 20 — 20720 g(tn) =7 + 200 + 21" %o
Pro distribuéni funkci veli¢iny 7*

(47) G(s) =P5(7* < s)

diky monotonii funkce g plati:

(48)  G(gt) = P5(5" < g(t) = P5(g(@) < g(t)) = P; (0" <) = Fy(t).
Tedy

(49) F;=Gog, odkud Fg_l =g loG.
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Odtud z normality (43) obdrzime jednak opravu vychyleni zg:

50)  Fy0) = Glo) =P (3" <7) = By (T <0 ) = ().
a tedy
(51) 20 =0 1 (F8)),

navic diky (43), tj. stejnému rozdéleni rozdilt (¥ — ) a (3* —7), vzhledem k (46)
plati:

F5(th) = G(g(tn)) =P5 (7" <7+ 200 + z(l_%)o) =

N 5 2 1-3)
:P'y(:Y\S'Y“I‘ZOO'-i-Z(l_E)a') :Pfy(’y 7+ZOO’ < ZOU+Z : U)
g g

(52) = ®(22 + z(l_%)) .

Dosadime-li rovnici (52) do argumentu Fgl, ziskame horni a analogicky i dolni mez
intervalu spolehlivosti:

a -~ _a a) - _a
(33) 1) = B (B(220 — 217 9))) 1) = B (B(220 + 2179)))

Poznamka 3.1. PovSimnéme si, Ze o zobrazeni g stac¢i predpokladat pouze jeho
existenci; nemusime tedy znat jeho explicitni tvar.

Poznamka 3.2. Od rozdéleni statistik (¥ — ) a (3* —7) navic nemusime nutng
zédat, aby bylo normalni, postacilo by libovolné symetrické rozdéleni, jehoz kvantily
jsme schopni spocitat.

Poznamka 3.3. F; 1ze odhadnout napf. pomoci empirické distribu¢ni funkce ﬁg,
viz (38)
Poznamka 3.4. Pro rozdéleni Fy, pro néz je 9 rovno medianu, vyjde korekéni ¢len
zZ0 = 0.

Poznamka 3.5. Pozadavky na stabilitu rozptylu rozdila (ﬁ - 'y) a (ﬁ* — ﬁ) a jejich
normalitu si mohou protifecit.

3.2.4. Opravend percentilovd metoda bez konstantniho rozptylu. Upustime-li od pred-
pokladu stability rozptylu rozdilii (43) a pozadujeme-li, aby pro vhodné konstanty
aazy (tj.a>—1/yprovy>0aa< —1/vproy < 0) platilo:

7F-7) NN(—ZQO',Y;O',QY), kde o, =1+av,
(54) a ({F*—7) ~ N(fzoozy;aﬂ%), kde o5 =1+4a7,

dospéjeme pomoci stejuych avah jako v pfedchozim pfipadsé, tj. (44)—(46), k nerov-
nostem udavajicim interval spolehlivosti pro ~:

(55) A4 200y — 20D, <y <F+ 290, + 217 2)g,
T+ (20— 21+ ay) <y <F+ (20 + 21 (1 +ar)
F+20— 2172 +qa(z0 = 217F)) <y <F 420+ 207 £ ya(z0 + 27 2))

i A+z—207%) 42042073 4
56 = <7< = = .
(56) T a(zg — 2(172)) L. a(zo + 2(172)) e
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ODbé meze lze jesté upravit:

J+ 20+ 23 A< 20 + 2(3) ) 20+ 2(%)
Yi=T—F @, =1t ey ey
1—a(z + 2(2)) 1—a(z + 2(2)) 1—a(z + 2(2))
zo—i—z(%) ~ ~ zo—l—z(%)
— 14+ =4+ ——"
2o+ 2(17%)
1—a(z +2(17%))

:f/y\—f— 07y,

(57) Yh = /’7\/ + 05

Je patrné, Ze ob& meze lze vyjadiit jednim predpisem jako funkci hladiny «. Necht

) 4 20 + 2 (%)

WerU% pak ya =17 (=2,

(58) A a =7
Vezmeme-li v iivahu vztahy mezi distribu¢nimi funkcemi F; a G, tj. (49), dospé-
jeme analogicky jako v pfedchozim pfipadé k vyjadfeni intervalu spolehlivosti pro 6,
viz (52).

S

Fy(ta) = Glg(ta)) = Glya) = P5 (3" < 7a) = P (2 j e T T4 20)
o =o( ) - o( iy )
Odtud
(60) i = po @(% +20))
(61) 0 = (@(1 _?(;ilz_f)g o+ zo)) .

3.2.5. Parametry zo a a. Opravu vychyleni zg ziskdme Uplné stejnym zptsobem
jako v €asti 3.2.3, tj. viz (51). Tzv. ,urychlovaci konstantu“ a je mozné (viz [1])
aproximovat vyrazem:

62) o= SKEW,_s(ls) _ E(ls—E ip)’
6(E (i~ Eln)?)"

6
Poznamka 3.6. Analogicky bychom obdrzeli i jednostranné 100(1 — «) procentni
intervaly spolehlivosti:

2o+ 2(1—®)
(63) <—oo ; Fé_l (@(1 — ao(:; e + zo)))

- 20 + Z(a)
64 F1 @(——i—z) ; +00
o < ’ ( 1—a(z+20)
Poznamka 3.7. Stanoveni opraveného intervalu spolehlivosti, lze interpretovat jako
opravu argumentu kvantilové funkce Fg 1(.), coz je ziejmé ze srovnani vychoziho

.~ 9 N
975, kde Ig(0) = 20 log fo(0) .

o

inervalu spolehlivosti u neopravené percetilové metody, s vyslednym. Napf. jedno-
strannému intervalu

(65) (ﬁgl(a) ; +oo)
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odpovida interval (64). Argumentem je u prvniho z nich «, a ta se zméni na

(@)
(66) <I>( 20+ 2 ) + zo) , coz ozna¢me jako ®(z[a]) .

1—a(z + 2(@
3.3. Aproximace. Poznamku 3.7 mtzeme dale rozvést, uvédomime-li si, ze o v in-
tervalu (65) je zaroven doplitkem jeho pozadované spolehlivosti do jedné. Odtud
1 — ®(z[a]) odpovidé spolehlivostni hlading intervalu (64). Jak jsme jiz zminili na
pocatku ¢asti 3.2 je nas ptvodni problém opacny: k dané oblasti hledame jeji spoleh-
livost. Vratime-li se k analogii s pfikladem 3.1, m4 tato oblast (ve zminéném prikladu
alternativa) tvar (mp; +00) a odpovida tedy situaci (64). Proto:

(67) ap =1-®(z[a]) = ®(—2[a]).

Zde narazime na problém, jak odhadnout a. Nabizi se vyuzit predchozi odhad hla-
diny spolehlivosti ar, ktery umime snadno spocist. Ve shodé s vyse zminénym po-
zorovanim o « by mélo platit:

(68) a=1-ap.
Upravme déle:
.  zp+2tmen) 29 — 2(@F) B
2la} =21 —arp] = 1 —a(zo + z(1-ar)) + 20 1 —a(zo — z(@r)) +a0=
(ar) _
z 20
69 = — .
(69) 1= a(zm — 29 + 20
Odtud:
(ar) _
. z Z0 B

(70) ap = ‘I’(l " a(zn) — z) Zo) )
kde @ je distribuéni funkce N(0,1),
(1) o) —51(a,)
(72) a zp=® ! (Pﬂ-0 (%** € ’P1)> ,

sUrychlovaci ¢len“ a spocteme v nésledujici ¢asti vhodnou dpravou vyrazu (62)
(viz 76).

3.4. Vypocet. (1) Pro rozsah B; spocteme algoritmem popsanym v 2.3 hla-
dinu o, pro danou vétev. Odtud ziskame z(“) dle (71). Generovani boot-populace
ze sloupctt matice X by zaroven Slo popsat jako vygenerovani

(73) Y5, Yy < Multiy(n,p),  kde p=21i(1,...,1).

Vektory Y™ (b) jsou analogii vektort pozorovanych Cetnosti Y (viz 8), v nichz se
neuvazuji nulové slozky odpovidajici ,nepozorovanym® vektorim & z prostoru X.
Maji tedy n = 73 slozek. Stejnym zptisobem je svazan i vektor p se svym protéjskem
7. Opét plati, ze z vektoru pravdépodobnosti p; = Y /n, kde b = 1,..., B lze
vypéstovat stromy \TIZ, podobné jako v (13).

(2) Zapamatujme si ty stromy, které se v dané vétvi neshoduji s pivodnim
stromem ¥. Ozna¢me prislusné pravdépodobnostni vektory, které je reprezentuji,
jako p/, j = 1,...,J. Vime o nich, ze nemohou nalezet do Py, proto je mizeme
vyuzit k nalezeni hrani¢nich vektort pj, analogickych k mg. Nejprve zkusime, zda
bod lezici v poloviné tse¢eky mezi body p a p’ patii do P;. Pokud ano, nahradime
timto bodem bod p a pokracujeme s ptilenim této nové usecky. Pokud ne, budeme
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novym bodem nahrazovat bod p’. Pokra¢ujeme-li takto u kazdého j = 1,...,J az do
pozadované pfesnosti (po_éet krok oznacuji ve vysledcich parametrem L), obdrzime
J-tici hrani¢nich bodi p}.

(3) Nyni uz nic nebrani nagenerovat pro j = 1,...,J:
sk *x  1id . J
(74) Yii,.... Y X Multi, (n, p})
a zjistit pocty stromi vypéstovanych z Y7, ..., Y 5, souhlasicich v dané vétvi s T,

oznacme je W;. Primérem z pozorovanych relativnich ¢etnosti W; /B odhadneme
P, (7** € Py), odtud dle (72)

—1 Z_j Wj

(4) Posledni veli¢inou, kterd ndm zbyva je urychlovaci ¢len a. Zavisi na sméru
vektoru spojujiciho vektor p a 0P;. Polozme tedy u; =p’ —pproj=1,...,J
n u3
(76) a(u) = —=k=1L "k _

= 3
6 (27521 ui) ’

Odvozeni tohoto vztahu lze nalézt v [1], jedna se vlastné o rozpis vztahu (62) pro pfi-
pad exponencialniho systému hustot. Vyrazy u; odpovidaji empirickym influenénim
funkcim pro odhad vektoru 7, tedy stfedni hodnoty rozdéleni E(ﬁ' |7r) — viz (18).
V nasem piipadé vezméme a = J ! > alu))

(5) Dle vztahu (70) miizeme nyni dopo¢ist a .

3.5. Vysledky. V tabulce jsou vétve &islovany vzestupné podle pofadi, v némz
se slucovaly. Obé metody se vyrazné lisi v odhadu hladiny spolehlivosti predevsim
uvétvi €. 7, 8 a 9, tj. u vétvi, které, soudé dle nizké hodnoty «,., maji pti bootstrapu
vétsi tendenci se preskupovat.

o o,
B B4|| 2000 | 2000 {10000
¢. vétve|| 2000 | 5000 |10000|B,|| 40 200 50
1 0.796|0.811|0. 891 0.727|0. 754 |0. 751
2 1..000 | 1. 000 | 1. 000 1..000 | 1. 000 | 1. 000
3 0.958|0.958 0. 954 0.9120. 904 | 0. 878
4 0. 848 | 0. 842 0. 841 0. 787|0. 765 | 0. 768
5 0.666|0.673|0. 670 0.737|0.724 0. 723
6 0.752|0.736 (0. 739 0.745(0. 739 (0. 716
7 0.297]0. 318 | 0. 308 0.734(0. 745 | 0. 752
8 0. 357 0. 347 | 0. 357 0. 740 0. 750 | 0. 742
9 0. 387 0. 386 | 0. 386 0.725|0. 713 | 0. 726
10 0.672|0.641 (0. 653 0. 718 0. 696 | 0. 705
11 0. 630 0. 618 | 0. 620 0.7120. 714 | 0. 706

Tab. 1 Srovndni hladin, L = 20
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