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JADROVE ODHADY DERIVACE REGRESNI FUNKCE

JIRI ZELINKA, IVANA HOROVA

ABSTRAKT. It is possible to review the quality of kernel estimations of the re-
gression function and its derivative from several points of view. According to
them we can choose the parameters influencing the kernel estimations. The
parameters are: the bandwidth, the shape and the order of the used kernel
function. It can be shown that it is possible to introduce the criterion for the
optimal shape as well as for optimal order of kernel function. This paper shortly
aspires to summarize attained results from this branch and to demonstrate their
application for simulated and real data sets.

Pesiome: KauecTBo o1ieHOK (hyHKIMU perpeccuu u e€ IPON3BOLHON IpU II0-
MOIIU AAeP BO3MOXKHO OOCY»KIATH U3 PA3JIUUYHBIX TOUYEK 3DEHUS U CMOTPA
II0 HUM IIOTOM BbIGVIpaTb nmapaMeTpbl KOTOPbIE€ BJIMAIOT HAa 3TU OLCHKN:
[Ipeskie BCEro »TO UMPUHA CrUIAyKUBAOLIErO OKHA, HO TOyke (opMa Aapa
1 ero nopsaok. Bo3MoyKHO BBeCTM KpuTepuii HE TOJIBKO Ui BbIOODA Or-
TUMAJbHOM (OPMBL AApa, HO TOXKe IJISA ero MOpAAKa. DTa CTAThA KPATKO
IIOABITOYKUMBAECT Pe3yJibTaThbl B STOI';’I OGJ’[&CTVI BRJJIIOUUTEJIBHO UX IIPUJIO3-
XEeHUI K MMUTHUPYIOMMUM U PeaIbHbIM TaHHBIM.

V tomto pfispévku budeme uvazovat pouze model s pevnym planem, tj. méjme

pevné zadané body x;, ¢ = 1,...,n, v nich naméfené hodnoty Y; a predpokladame
model v obecném tvaru
(1) Yi =m(x;) +o(z) e i=1,...,n,

kde m je neznama regresni funkce, ¢; jsou nezavislé chyby jednotlivych méfeni, pro
néz plati

FEe; =0, Var(e;) =1, i=1,...,n,
a v(z) je nezdporna varianéni funkce. Bez ijmy na obecnosti muzeme déle piedpo-
kladat, ze vSechny body x; lezi v intervalu [0, 1] a jsou vzestupné usporddany.

Pro odhad regresni funkce m, resp. jeji v-té derivace m(*) pouzijeme tzv. jadrové
odhady. Ty se konstruuji uzitim jadrovych funkci (zkracené jader) oznacovanych
zpravidla K (z). Ukazuje se, Ze pii vypoctu statistickych vlastnosti jddrovych odhad
regresni funkce je vhodné pouzit jadra spliiujici urc¢ité momentové podminky. Proto
zavadime nasledujici definici:

Definice: Necht v, k jsou nezaporna celd €isla stejné parity, k > v. Symbolem M,,
ozna¢ime t¥idu funkci K spojitych na R s nosidem [—1,1], které jsou na tomto
intervalu lipschitzovsky spojité a které splnuji nasledujici podminky:

1 0,0<j<k,j#v
(2) /ij(x)dx =¢ (-D)"j=v
“1 Br #0,j = k.
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Poznamka: Ze spojitosti funkci K plyne K(—1) = K (1) = 0. Funkce tfidy M,
nazyvame jadra radu k.

Odhad v-té derivace funkce m muzeme nyni zapsat pomoci Gasser-Miillerova
tvaru odhadu jako

(v (v "1 i T —u
Q (o) =) = > i [ a (S
i=1 8i—1

kde K € M, j a hrani¢ni meze jednotlivych integralt jsou ve tvaru

so0=0, s =(xi41+ax;)/2proi=1...n—1, s,=1

Misto 77(?) budeme psat 7. Parametr h se nazyva sitka vyhlazovaciho okna a méa
podstatny vliv na kvalitu jddrového odhadu regresni funkce m nebo jeji derivace.
Mezi dalsi vyznamné faktory ovliviujici odhad patii tvar jadra K a také jeho rad k.

Pro posouzeni kvality jadrového odhadu v bodé x zpravidla pouzivame stfedni
kvadratickou chybu

(4) MSE(m" (z),h) = E (m<V> (z) — m(”)(x)>2 -

= Varm™W (z) + (Emn™) (z) — m(x))?.
Za predpokladu dostatecné hladkosti funkce m lze tuto stfedni kvadratickou chybu
v bodé x zapsat ve tvaru (viz [5])

(5) MSE(m® (), h) = “(”“")[‘jlgy ) Fo] ey [(/% (m® @)+ 0(1)] ,

kde
1 1
V(K) = / K2(0)dt, (i = / K (1)t
1 1
Vidime, ze pokud n poroste do nekone¢na a soucasné se bude ménit sitka vyhlazova-
ctho okna h = h,, tak, aby platilo h,, — 0, n- h2"T! — oo, bude stfedn{ kvadratick
chyba MSE(m®)(z), h,) konvergovat k nule, tj. jedna se o konzistentni odhad m®)
v bodé€ z.
V dalsim textu budeme pouzivat tzv. hlavni ¢len stiedni kvadratické chyby, ktery
ozna¢ime M SE a ktery dostaneme zanedbanim ¢lentd o(1) konvergujicich k nule pro
n — oo. Plati tedy

— v(x 2 2
(6) NSE®) (2), h) = %(HK) . h2<ku>(}% (@)

Jako globalni kritérium kvality odhadu pouzijeme primérnou stfedni kvadratic-
kou chybu
AMSE(@m™), h) =

%iE (fn(”)(xi) - m(”)(xi)>2 ~
i=1

~ %zn:(v(xz)V(K) +h2(k—u)6_]%(m(k)($i))2> _

< nh2v+1 (k)2

n

V(K) 1< Bl 2

i=1 i=1
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Pokud oznacime

1 1
- , - ) (g )
o= v(@), ) (
dostaneme pro hlavni ¢len primérné stiedni kvadratické chyby vztah
V(K) o (mM)?
h21/+1 (k)2

Zname-li varian¢ni funkci v i regresni funkci m (napf. pro simulovand data), mizeme
urcit hodnotu 8itky okna hope v &, kterd minimalizuje AM SE. Vypoctem dostaneme

@t DV(E)D (k)2
8) gtk = 20k = ) R (P2

(7) AMSE (™), h) = + h2k=v) g2

Dalsim cilem je takova tiprava vztahu (7), kterd by umoznila zbavit se nezndmého
vyrazu m*). K tomu pouzijeme nésledujici postup pouzity v [4]:
Zavedeme oznateni Ks(-) = 54K (3) pro 6 > 0. Pouzitim jadra K5 dostaneme
stejny efekt, jako kdybychom $itku vyhlazovaciho okna h nahradili §iftkou h* = h/4.
Plati totiz, ze ,,mnozstvi vyhlazeni“ pomoci jadra K s vyhlazovacim parametrem h
je stejné jako ,mnozstvi vyhlazeni“ jidrem K s parametrem h* = h/d, nebot

m(l’)(x) = Z/ ( )qu =
N Z/q K(X= duY; =
- (h*g)v+1 — Js . h* (5
1 | T —u
= h*l/-i-l Z/ 61/+1K (( h* )/6> dU’Y; =
1 8i T—u
= h*v+1 Z/ K5 ( h* )qul

Primérna stredni kvadratickd chyba vyjadfend pomoci jadra Ks pak ma tvar:

~ (v *\ x2(k— l/) k
(9) AMSEG ) 1") = — 5 / K2(t)dt + h K.

Snazime se urcit J tak, aby , pfispévek® jader k obéma ¢astem chyby byl stejny, tedy
aby platilo

) )
(10) K2(t)dt = ( th Ks(t)dt
o]

Takové § se d4 snadno urdit:

g2k+1 _ 1
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tj.

VAE)
Be

52k+1 —_

Toto ¢islo se nazyva kanonicky faktor a znacime ho g, tedy

Jadro K, prislusné tomuto kanonickému faktoru se nazyva kanonické jadro.
Polozme nyni h = h*§y a dosadime tuto hodnotu do vztahu (7) pro AMSE. Po
apravach dostaneme

(12) AMSE (™, h*) = T(K) {7

kde T'(K) je funkciondl zavisly jenom na jadrové funkci K a d4 se zapsat ve tvaru

_2
—v\ ZRF1

k
(13) T(K) = ‘/lka(x)dx . /1K2(m)da:
1 1

Toto vyjadieni AMSE pomoci funkciondlu T'(K) umoziiuje posoudit vliv tvaru
jadra na AMSE.

Najit funkci, kterda jej minimalizuje, je tloha varia¢niho poctu. Jeji feSeni lze
nalézt napt. v ¢ldnku [4]. Jedn4 se o polynom s nosi¢em [—1, 1], ktery se d& vyjadrit
pomoci Legendrovych polynomi. Nasledujici tabulka udava explicitni tvar téchto
jadrovych funkci pro nékteré hodnoty v a k a souCasné také prislusny kanonicky
faktor dg.

r=20

k do Kopt

2 | 1.7188 | —2(2? — 1)

4 |2.0165 | 12(2? — 1)(72? - 3)
6

8

2.0834 | —322 (22 — 1)(332* — 3022 + 5)

2.1021 | 25 (2% — 1)(7152% — 1001z* + 385z% — 35)

10 | 2.1062 | — 225 (22 — 1)(41992® — 795625 + 49142* — 10922 + 63)

12 | 2.1051 | 52952 (22 —1) (5200320 — 12435525+ 1065902 — 392702 +

+ 577522 — 231)
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k 60 Kopt

3 11.4204 | L2 - 1)

5 | 1.7656 | —i2x(2* — 1)(92% — 5)
7

9

1.8931 | 32z(2? — 1)(1432* — 15427 + 35)

1.9526 | — 340832 — 1)(11052° — 17552* + 81922 — 105)

11| 1.9843 | 2325 (2% — 1)(67832° — 142122 + 10098z* — 277222 + 231)

13| 2.0027 | — 2% x (2% — 1)(2600152° — 6760392 + 64664625 —

— 2771342* + 5105122 — 3003)

v=2

k do Kopt

4 113925 | —1% (32 —1)(522 — 1)
6

8

16

1.6964 | 313 (22 — 1)(772* — 5822 + 5)

1.8269 | —33%% (2 — 1)(175525 — 22492* 4 7212 — 35)

10 | 1.8946 | 4235 (22 — 1)(35532% — 63922° + 36182 — 67222 4 21)

12 | 1.9341 | — 52045 (2% — 1)(67603920 — 15623512® + 1271974° —

— 4297262* + 5289922 — 1155)

14 | 1.9590 | {52765 (22 — 1)(884925x'2 — 24952700 + 2653027 —

— 1315028x° 4 3015872* — 2659812 + 429)

v=3
k| do Kopt
5 | 1.4086 | L2x(2? — 1)(72? — 3)
7 | 1.6725 | — 1088 5(22 — 1)(392* — 3822 + 7)
9 | 1.7958 | 133135 (2% — 1)(93525 — 14052 + 59727 — 63)

11| 1.8641 | — 133135 5:(3% — 1)(293932% — 5943225 + 40018z* —

— 1003222 + 693)

13 | 1.9060 | 2227295 (32 — 1)(382375210 — 9697032® + 8956222° —
— 364078z* + 6134722 — 3003)
15 | 1.9334 | —43628005 (12 — 1)(510255212 — 1554570210+ 18256252° —

—10345402% 4- 2881452* — 3517822 + 1287)

Vidime, Ze pro parametry v = 0 a k = 2 dostavame znamé Epanecnikovo jadro.

Nyni mtizeme pomoci standardnfho postupu minimalizovat funkci ve vztahu (12)
vzhledem k §ifce okna h*. Optimélni hodnotu ziskame jako stacionarni bod, vypo-
¢tem tedy dostaneme

’ (2v + D)o(kY)?
(14) opt,u,k2k+1 ( )( (k))
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a odtud
15 (2 v+
(k1?2 on(k —v)hs, 2

Dosazenim do rovnice (12) vyjde
5(2k +1)
2’/L(l{) )h* 2v+1

opt,v,k

(16) AMSE(m™), by 1) = T(K)

a ze vztahu (15) navic plyne

1
. Qv+ Dk
(17) opt,v,k — (ﬁ : hopt,O,k’

pokud k a v je sudé, respektive

: v+ 1) (k=D\TT .
(18) optk = (W “opt 1k

pokud k a v je liché.
Optimalni sitku okna h’*

opt.k muzeme odhadnout naptiklad pomoci metody kii-
7ového ovéfovani (anglicky cross-validation method, viz [1], [2]), pficemz z (17) a
(18) vidime, Ze nemusime uréovat hodnoty R i1 Pro vSechna v, coz v obecném
pripadé je vypocetné slozité, ale staci zjistit tyto vehcmy pro v = 0 nebo v = 1 podle
toho, zda pocitdme odhad sudé nebo liché derivace regresni funkce m.

Zakladni mys$lenku metody ki¥iZového ovérovani lze formulovat takto:

Odhadneme hodnotu 7 postupné v kazdém bodé z;, ¢ = 1,...,n bez pouziti
vlastniho bodu z;, tedy pouze pomoci zbyvajicich n — 1 bodi. Pak vybereme ta-
kovou hodnotu h, pro kterou jsou hodnoty v chybéjicich bodech nejlépe odhadnuty
pomoci zbyvajicich bodti. To znamena, Ze minimalizujeme funkci kiizového ovéro-
vani CV (h), kterou lze pro mnoho typt odhadt vyjadfit ve tvaru souétu rezidui,
tj.

OV = LS = ()
(h) = = 3 (% — (o)),
i=1

kde frg(xl) je vySe zminény odhad funkce m v bodé z; pfi vynechani i-tého pozoro-
vani.

Pro Gasser-Miillerav tvar odhadu je mozné tuto funkci zapsat téz jako

(19) cviny =1 Z (M)Q

n “ 1— s
=1
pro
1 ‘ Ti— U )
SM:E/K( lh )du, z:l,...,n.
Si—1

Mizeme také pouzit zobecnéné funkce kiizového ovérovani (podrobnéji viz [5], [6])

1~ (Y — ()| S

i 4
i=1 i=1

Funkce k¥izového ovéfovani pro odhad hept 1, mé tvar (viz [5])

2
1 i+1 — . (1) Titl T T4
(21) oV (h n_1 Z ( - (%’,%&1))(7)) ;

Ti41 — T4
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(Zhill)) (xi+1 + x;)/2) je odhad prvni derivace funkce m v bodé ((z;+1 + z;)/2), pii

vynechani pozorovanl v bodech z; a z;41.

Odhad ho + 0, €bo ho + 1,5 optimalni sitky okna h7 ,  , nebo h , ; ;. tedy urcime
jako tu hodnotu, ktera minimalizuje funkci CV (h*), resp. GCV (h*) nebo CV () (h*)
s jadrem K5,. Hodnoty h* pfitom bereme z vhodné mnoziny H,, vyhlazovacich para-
metri, coz je zpravidla uzavieny interval. Na zakladé praktickych zkuSenosti mizeme
vzit jako dolni mez tohoto intervalu vzdalenost mezi body x; a jako horni mez dvoj-
nasobek délky nejmensiho intervalu obsahujiciho vSechny body x;. Pro ekvidistatni
body na intervalu [0,1] je pak H,, = [1/n,2]. Tedy

hopiok = arg Hélg CV(h*), resp.
oy = arg min CVO(h),

h*€Hy,

pri€emz pii vypoctu funkce kfizového ovérovani pouzivame optimélni jadra z tiidy
Mok, resp. My . Pomoci (17) & (18) pak uréime hodnotu hopt e

Pro uréeni zévislosti kvality odhadu m(*) na ¥adu jadra k zavedeme optimaliza¢ni
kritérium

2k+1
2(]{) )nh*2V+1

opt,v,k

(22) L(k) =T (Kopt)

které dostaneme z (16) vynechanim ¢lenu o, ktery je pro dand data konstantni a
nema tedy vliv na porovnani kvality odhadu.

Nyni mtzeme navrhnout postup pro stanoveni optimalniho fadu jadra k pro od-
had v-té derivace regresni funkce m®). Nejprve uréime mnozinu I, téch hodnot k,
pro néz chceme odhady konstruovat. Zpravidla klademe I, = {v+2, v+4, ..., kmax }-
Pak pro kazdé k € I, najdeme optimalni jadro K,,: (napf. z uvedenych tabulek) a
vypoéitdme hodnotu funkciondlu T'(K,p¢). Potom pomoci metody kifZzového ovéfo-
vani urc¢ime hopt 0,5 nebo hopt 1,5 @ odtud hr Nakonec najdeme takové k, pro

které L(k) nabyva minimélni hodnoty:

opt,v,k*

k= L(k
arg min L(k).

D4 se ukédzat (viz [4]), Ze odhad, ktery ziskdme timto zptsobem je asymptoticky
optimalni ve smyslu AM SE mezi vSemi moZnymi volbami vyhlazovaciho parametru
h, tvaru a fadu jadra.

Nasledujici obrazky ukazuji aplikaci navrzeného postupu pro stanoveni optimal-
niho odhadu derivace regresni funkce na simulovana data. Jedna se o funkci m(x) =
sin 27, x; = i/100 pro i = 0,...,100, méli jsme tedy celkem 101 hodnot. Chyby ¢&;
mély normélni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem 0.16. Obrazky jsou
doplnény tabulkami spocitangch hodnot L(k), hopr.k = 8o fzzpt% x @ optimalnich
hodnot hept,uk uréenych podle (8).
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k=2,

h=0. 17262,

Odhad funkce sin 27z:

L=0. 043019 v=0, k=4,

2

h=0. 23496,

L=0. 059257

R 1.50 oo

1

-1.5
2 -2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
v=0, k=6, h=0.40576, L=0.050041 v=0, k=8, h=0.4488, L=0.059381
2 2
1.51 oow 4 1.5F oo 1

(o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.4 0.6 0.8 1
v=0, k=10, h=0.87059, L=0.037882 V= k=12, h=1.0075, L=0.039006
2 T T T T 2 T T T T
1.5F PR B 1.50 P 4

0.2 0.4

0.6 0.8 1 0.2 0.4

2

4

6

8

10

L(k)
hopt,l/,k
hopt,l/,k

0.0430 0.0593 0.0500 0.0594
0.1726 0.2350 0.4058 0.4488

0.0379
0.8706

0.1252 0.3344 0.5580 0.7864 1.0170

0.0390
1.0075
1.2486

v=1, k=3, h=0.20293, L=4.4427

Optimalni hodnota: k=10

Odhad prvni derivace funkce sin 27x:

v=1, k=5, h=0.17729, L=29.1482

0.6 0.7 0.8 0.9 1
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v=1, k=7, h=0.69405, L=1.2754 v=1, k=9, h=0.4727, L=8.3262

8 T T T T T T T T T T T

o 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 o 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

v=1, k=11, h=0.52929, L=10.6015

k 3 5 7 9 11 13
L(k) 4.4427 29.1482 1.2754 8.3262 10.6015 13.9093
lAlopt,l,}k 0.2029 0.1773  0.6940 0.4727 0.5293 0.5684
hopt,wi | 0.2066 0.4295  0.6589 0.8905 1.1231  1.3563

Optimélni hodnota: k=17

Odhad druhé derivace funkce sin 27z:

v=2, k=4, h=0.37737, L=101.8866 v=2, k=6, h=0.48825, L=221.2884

40 T T —== 50 T T

40

30

20

0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

v=2, k=8, h=0.64075, L=234.5156 v=2, k=10, h=0.82192, L=201.1623
50 T T T T 50 T T T T
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v=2, k=12, h=1.1513, L=90.9373 v=2, k=14, h=1.3375, L=91.3298

50 T 50 T

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

k 4 6 8 10 12 14
L(k) 101.8866 221.2884 234.5156 201.1623 90.9373 91.3298
flopt’,,,k 0.3774 0.4883 0.6407 0.8219 1.1513  1.3375
hopt,vk | 0.2983 0.5305 0.7642 0.9982 1.2325  1.4668

Optimalni hodnota: k=12

7 obréazku je vidét, ze odhad prvni derivace dopadl huf neZz odhad regresni funkce
nebo jeji druhé derivace. Je to pravdépodobné zptisobeno tim, zZe optimalizace sitky
okna pomoci metody kiizového ovérovani dava pro prvni derivaci regresni funkce
horsi vysledky nez pro regresni funkci samotnou.

Obrazky také ukazuji typicky efekt pro jadrové vyhlazovani: horsi kvalitu odhadu
na krajich intervalu — tzv. hrani¢ni nebo okrajovy efekt. Ten je zptisoben tim, Ze
blizko krajnich bodu daného intervalu nosi¢ jadrové funkce zasahuje do oblasti, kde
nejsou zadna data, coz zhorsuje odhad. Tento problém je mozno fesit napf. pouzitim
hrani¢nich jader (viz [3]).

Nasledujici obrazky se tykaji realnych dat. Jednd se o primeérné lednové teploty
v Delhi v Kanadé v letech 1935-1995. P¥ipojend tabulka opét ukazuje hodnoty L(k)

a hopt,O,k~

2 .
{035 19a1  1e47  1e53 1959 1965 1971 1877 1983 1989 1995 Tos5 1941 1947 1953 1950 1965 1971 1977 1983 1989 1995

k=6, h=0.30975 k=8, h=0.47387

“12 .
{035 1941  1sa7 1953 1959 1965 1971 1977 1983 1989 1995 Tos5 1941 1947 1953 1950 1965 1971 1977 1983 1989 1995
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k=10, h=0.54438

k=12,

h=0.6507

-12
foss 1941 1847 1953 1959

1965

1971

1977 1983

10989 1995

“fess

1041

1047

1953

1959

1965 1971 1977 1983 1989 1995

k 2 4 6 8 10 12
L(k) 0.0739 0.0953 0.1085 0.0931 0.1003 0.1000
hopto,k | 0.1664 0.2420 0.3097 0.4739 0.5444 0.6507

Optimalni hodnota: k = 2

Gasser-Miillertiiv odhad pouzity v tomto prispévku je vhodny jen pro model s pev-
nym planem, a proto miize byt pro znac¢nou ¢ast redlnych dat nepouzitelny. To vsak
neni omezeni v pripadé, ze potiebujeme jenom odhad regresni funkce m a nikoliv
nékteré jeji derivace. V takovém pfipadé totiz lze v podstaté stejnym zptisobem pou-
zit tvar odhadu vhodnéjsi pro data s ndhodnym pldnem, napt. Nadaraya-Watsontv
nebo lokalné linedrni odhad.

Podé&kovani: Autofi dékuji recenzentovi za podnétné pripominky, které ptispély ke
zlepSeni kvality piispévku. Dale dékuji panu Mgr. J. Kola¢kovi a panu Mgr. M. Re-
zacovi za peclivé precteni rukopisu.
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