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VYPOCET NIEKTORYCH EXAKTNYCH ROZDELENI
POMOCOU CHARAKTERISTICKYCH FUNKCII

VIKTOR WITKOVSKY

ABSTRAKT. The inversion formula allows to evaluate (numerically) the distri-
bution function of a linear combination of independent random variables. The
method is not new, it is based on the result derived by Gil-Pelaez (1951). In
this paper we discuss the method for evaluation of the distribution function of
the linear combination of independent random variables distributed as x2(52)
(non-central chi-square distribution), 1/x2 (inverted chi-square distribution),
t, (Student’s ¢ distribution) and F,, ., (Fisher-Snedecor distribution). The
numerical evaluation of the distribution functions and the quantiles of the dis-
tributions is illustrated by several examples: the power analysis of one test,
distribution of the Durbin-Watson test statistic, exact confidence interval for
the common mean of several normal populations.

Pesrome. ObBparrHas popMyia H03BOIAET BEIUUCIUTD PYHKIUIO pacIpe-
IeMeHus] NUHEWHOW KOMOWHAIUN HE3aBUCUMBIX CIYYAWHBIX BEIUUYNH.
Merox ocHOBBIBaeTCs Ha pe3yabrarax monydeHHnrx [ 'un-Ilemaezom
(1951). B cTaTbu pacCMOTPEH METO BLIYUCICHUA (PYyHKIUY PACIPEae-
JeHUs, TUHEeNHON KOMOMHAIMYN HE3ABUCHUMBIX CIIyYalHLIX BEIUYNH, KO-
TOpBIE pacupenencHsl 0 x2(52) (HemeHTpasBLHOE XU-KBAAPAT PACIpe-
nmenernue), 1/x2 (oGpaTHOe xu-KBazZpaT pacmpezneresue), t, (pacupe-
nenenve Crynenta) u F,, ., (pacupenmenennue Pumep-Cremoxopa).
[Tonyuennrie 3naveHus GpyHKUUH pacnpeneneHus U KBAaHTUILEH MIIILI-
YCTPUPYIOTCSA HECKOIBLKUMU IPUMEpPAMU.

1. Uvop

Gil-Pelaez (1951) publikoval verziu vety o inverznej transformécii charakteristickej
funkcie, ktora umoziiuje vypocet distribuénej funkcie (v pripade spojitého rozdelenia
aj hustoty) pomocou jednorozmernej numerickej integracie. V tomto prispevku pon-
tkame podrobnejsi prehlad metddy a jej aplikdcie na vypocet distribuénej funkcie
linedrnej kombinécie nezavislych ndhodnych premennych s rozdelenim x?2(62), 1/x?
(¢o je $pecidlny pripad inverzného gamma rozdelenia), ¢, a F,, ,,. Charakteristické
funkcie inverzného gamma, t a F rozdelenia zavisia od Specidlnych matematickych
funkcii (vo vSeobecnosti komplexnej premennej). Presnejsie, charakteristickd funk-
cia inverzného gamma rozdelenia a Studentovho ¢ rozdelenia zavisi od modifikovanej
Besselovej funcie druhého druhu a charakteristicka funkcia Fisherovho-Snedecorovho
I rozdelenia zavisi od konfluentnej hypergeometrickej funkcie druhého druhu.

Prvou zaujimavou aplikdciou tejto metédy bol tzv. Imhofov algoritmus (pozri
Imhof (1961), tiez Davies (1973)), ktory odvodil formulu na numericky vypocet
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rozdelenia linedrnej kombinacie nezavisljch necentralne rozdelenych chi-kvadrat na-
hodnych premennych. V pracach Witkovsky (1999), Witkovsky (2001a) a Witkovsky
(2001b) bola tato metéda vypoctu aplikovana na vypocet distribuc¢nej funkcie, kvan-
tily a konfiden¢né intervaly pre linedrne kombindcie inverzného gamma rozdelenia,
Studentovho ¢ rozdelenia a Fisherovho F' rozdelenia. Ako prehladovy ¢lanok o nume-
rickej inverzii charakteristickej funkcie ako nastroja na ziskanie distribu¢nej funkcie
mozno odporucit pracu Waller et al. (1995).

Tato metéda modze byt vyuzitd aj na numericky vypocet hustoty a kvantilov roz-
delenia linedrnej kombinécie nezavislych ndhodnych premennych. V prispevku je
pouzitie metddy ilustrované na niekolkych prikladoch: analyza sily testu, rozdelenie
Durbin-Watsonovej Statistiky, Behrens-Fisherov problém, vypocet konfiden¢ného in-
tervalu pre spolo¢ni strednt hodnotu vyberu z niekolkych normélnych populdcii.

2. VETA O INVERZNEJ TRANSFORMACII

V tejto Casti uvddzame vysledok z prace Gil-Pelaez (1951), kde bola odvodena
verzia vety o inverznej transformaécii charakteristickej funkcie, ktora je vhodna na nu-
mericky vypocet hodnoty distribucnej funkcie pomocou jednorozmernej numerickej
integracie.

Veta 1. Nech ¢(t) = ffooo e dF () oznacuge charakteristicki funkciu jednorozmer-
nej distribucnej funkcie F(xz). Potom, ak x oznacuje bod, v ktorom je distribucénd
funkcia spojitd, platia nasledujice vztahy:

P = 3o 7 ()

2w 2it

(1) - %—%/Ooolm(w) d.

Navyse, ak ide o spojité rozdelenie, hustota je dand vztahom

flx) = % OOO (eit$¢(_t>_e—itx¢(t>) dt
(2) = %/000 Re (e"""¢(t)) dt.

Zakladné vlastnosti podintegélnej funkcie zo vztahu (1) charakterizované v hra-
ni¢nych bodoch st uvedené v nasledujicom tvrdeni:
Lema 1. Nech F(x) oznacduje distribucni funkciu ndhodnej premennej X, pricom
existuje jej strednd hodnota E(X), a nech ¢(t) oznacuje jej charakteristicki funkciu.
Potom

(3)  limIm (Lf@) —E(X)—z, a limIm (ﬂ) =0.

t—0 t—o0

Diikaz. Pre prvi rovnost plati:

(e%mmﬂ> B y%%(e%mmo;amw—o>

lim Im
t—0

t

t=0

(mim)e () + e "' (1))],_,

(¢'(t)] o —iz) = B(X) — .
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Druhé rovnost vyplyva priamo z faktu, Ze funkcia e~**¢(t) je ohrani¢end v mo-
dule. O

Uvazujme teraz linedrnu kombinaciu nezavislych ndhodnych premennych X =
ZZ=1 A Xi. Nech ¢ x, (t) oznacuje charakteristickl funkciu ndhodnej premennej Xy,
k=1,...,n. Potom charakteristicka funkcia ndhodnej premennej X je

() ¢x () = dx, (Mit) - - x,, (And),
a jej distribuént funkciu Fx(z) = Pr{X < z} mozno uréit zo vztahu (1), pricom
o(t) = ¢x (t). VSimnime si, ze podla lemy 1 plati

M) ZZ/\kE(Xk)—JJ,

k=1

t—0 t

(6) lim Im (

(7) lim Im (@) =0.

t—o0

Vztah (1) moZno priamo vyuZit na priblizny numericky vypocet hodnoty distri-
bucnej funkcie Fx (z) pouzitim konecnej oblasti integrovania 0 < ¢t < T, T < c0. Vo
vSeobecnosti, pri vipocte treba pracovat s komplexnymi funkciami. Stupern presnosti
numerickej aproximéacie zavisi od chyby sposobenej useknutim oblasti integrovania
a od chyby sposobenej numerickou integra¢nou metddou.

3. CHARAKTERISTICKE FUNKCIE X2(6%), IG4 3, t, A F,, ,, NAHODNEJ
PREMENNEJ

V tejto Casti uvedieme uzavrety tvar charakteristickych funkcii pre ndhodné pre-
menné x2(62) (necentralny chi-kvadrét) /G, g (inerzné gamma), ¢, (Studentovo t)
a F,, ,, (Fisher-Snedecorovo F').

3.1. Necentralne chi-kvadrat rozdelenie.

Veta 2. Nech X ~ x2(62) oznacuje ndhodni premennii s necentrdlnym chi-kvadrdt
rozdelenim s v stupriami volnosti a parametrom necentrality 2. Potom charakteris-
ticka funkcia ndhodnej premennej X je

’ i 1 7 2
» 0 =2~ -2 e {5

1— 24t

Diikaz. Pozri napr. Stuart & Ord (1987, str. 278). g

3.2. Inverzné gamma rozdelenie. Nech Z ~ G(a, ) oznacuje ndhodni pre-
mennt s gamma rozdelenim, t.j. s hustotou fz(z) = Wza_le_zm, kde a > 0
je parameter tvaru a 0 > 0 je parameter skaly. Centralne rozdelena chi-kvadrat
nadhodn4 premennd x2 s v stupiiami volnosti je $pecidlnym pripadom gamma na-
hodnej premennej, 2 ~ G(%,2). Potom nahodna premenna Y = Z ~! je zndma ako
inverznd gamma nahodna premennd, Y ~ IG(a, 3). Jej hustota rozdelenia fy (y) je
definované pre y > 0 vztahom
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Veta 3. NechY ~ IG(a, ) oznacuje inverzni gamma ndhodni premenni s husto-
tou fy(y) danou vztahom (9). Potom charakteristickd funkcia ndhodnej premennej
Y je
1 1
o 20=itB) KL {2(=ith)} )
(10) 150 = B (") = ; 7
: FT(@)

pricom Ko (z) oznacuje modifikovani Besselovu funkciu druhého druhu.

Diikaz. S vyuzitim vzfahu (2.2.16.1) v praci Prudnikov et al. (1981):

T gru=t g _ o (4 : 3
(11) /Oy e dy 2(p) Ku{2(pq) }

kde v, p, ¢ su také komplexné ¢isla, ze Re(p) > 0 a Re(q) > 0, a K, (z) oznacuje
modifikovant Besselovt funkciu druhého druhu (podrobnosti pozri v Abramiwitz &
Stegun (1965, str. 374)), priamo dostédvame Laplaceovu transforméciu Y:

2(t6)2 Ko { 2(16)}
(12) E(e™) = BQF({oS )

Substiticiou ¢ za € — it, kde € je malé kladné redlne ¢islo, a limitnym prechodom

€ — 0, dostavame charakteristicku funkciu (Il%(t) nahodnej premennej Y, ktora je

dané vztahom (10). O
Bez dokazov uvedieme niektoré vlastnosti charakteristickej funkcie (10).

Lema 2. Nech Y ~ IG(«a, ) oznacuje inverzni gamma ndhodni premennd s cha-
rakteristickou funkciou (IyGﬁ(t) danou vztahom (10). Nech Z = Y, kde X je redlne
¢islo. Nech dalej kz(t) oznacuje kumulantovi vytvdrajicu funkciu ndhodnej premen-
nej Z, teda kz(t) = log ¢z (t) = log qbé%(/\t). Potom prvd a druhd derivdcia funkcie
kz(t) je dand vztahmi:

(13) 0 = G+ s R,
19 0 = 55+ 35 (0 - SR -1),
kde
(15) R(t) = fo {%(_mm%}
- Ka{%(_n)‘ﬁ)%}

Ako priamy dosledok dostdvame vztah pre stredni hodnotu a rozptyl ndhodnej
premennej Z:

L KR A
(16) E(Z) = lim ZZ_ = @-Dp a>1,
(17) Van(z) — tim 5zl _ s a>2.

t—0 42 (o —1)232(a — 2)’
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Lema 3. Nech Y, ~ IG(an,[3) oznacuje inverzni gamma ndhodni premennd s
parametrami o, =n+3 a 3>0pren=0,1,2,.... Oznacme dalej w = %(—22'1?)%,
Potom charakteristickd funkcia ¢, (t) ndhodnej premennej Yy, je dand vztahmi

do(t) = exp{-w}
d1(t) = exp{—w}(l+w)

(18) b2(t) exp{—w} (1 +w + §w2> .

Pre n > 2, mozno funkciu ¢ny1(t) vyjadrit rekurentngm vztahom:

w?

2n+1)(2n—-1)

(19) ¢n+1(t) = ¢n—1(t) + ¢n(t)-

3.3. Studentovo ¢ rozdelenie.

Veta 4. Nech X ~ t, oznacuje ndhodni premenni, ktora md Studentovo t rozdelenie
s v stupriami volnosti, ktorej hustota je dand vztahom:

v 1
¥+ 1 2\ ~(5+3)
(20) e
(mv)2 (%) v
pricom —oo < x < oo. Potom charakteristickd funkcia ndhodnej premennej X ~ t,

Je

(21) o440) = =iz (vH1) " K5 {2},

kde K,{z} oznacuje modifikovani Besselovu funkciu druhého druhu.

Diikaz. Charakteristicka funkcia ndhodnej premennej X ~ t, je

‘ (4l o 2\ —(5+3)
) = P =2l [T (10 5) T
L A
2

v

L(s+ e /Oo elte
= x
(%) S (v +a2)5 T2
(% + 1 l/% 0 itx 0 itT
= (21 2> |:/ = v 1d$+/ = v 1 :|
m2l() —oo (Wt a2)2T2 o (v+az?2)2t2
v 1y, % o —itx itx
_ F(§1+ §)V2 / e~ +6t d
m2l(%) Jo (v+a?)ztz
(22) _ I‘(%l—f— D /‘X’ 2cos(tJV:) .
PTG o wra2)Etd
V stlade so vztahom (9.6.25) v Abramowitz & Stegun (1965, str. 376) dostavame

JNE4 1 2 E 00 +
(23) Ky {te) = DT 2)@2) / cos(tr)
o (z2+ 22)2+3

T2t2

pre Re(v) > —1,t > 0 a |argz| < 3m. Volbou z = vz a s vyuztim faktu, e
cos(tx) = cos(—tz) dostdvame tvrdenie vety. O

Nasledujtica lema je v zhode so zndmym vysledkom danym v praci Mitra (1978).
Pozri tiez Johnson et al. (1995, str. 367). Dokaz vyplyva priamo z vlastnosti mo-
difikovanej Besselovej funkcie druhého druhu, pozri Abramowitz & Stegun (1965,

str. 444).
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Lema 4. Nech v je nepdrne cislo, v = 2n + 1 pre nejaké celé cislo n, potom cha-
rakteristickd funkcia ndhodnej premennej X ~ t, je dand vztahom

(24) 6L(t) = pn(t) exp { —vE It}

kde ©n(t) je funkcia dand rekurentnym vztahom

25) (R ——" O
PR = o 1 1) (2k — 1) TRt TR

k=1,....,n—1, pricom ¢o(t) =1 a @1(t) = 1+ vz |t].
Désledok 1. Charakteristickd funkcia ¢! (t) ndhodnej premennej X ~ t, s v =

2n + 1 stupriami volnosti, pricom n = 0,1,2,3 je dand vztahms

o) = exp{-lt})
o4(t) = (1+V3ltl) exp {3t}

o) = (14 VBH+ 52 oxp { Vi)
(26) ght) = (1 + VTl + %tQ + 71—\f|t|3> exp { V7t }

3.4. Fisher-Snedecorovo F' rozdelenie.

Veta 5. Nech X ~ F,, ,, oznacuje ndhodni premenni, ktord md centrdine Fisher-
Snedecorovo F' rozdelenie s vy a vy stupriami volnosti a hustotou danou vztahom

vi vi v
(e + = —(5+3)
(27) f(z) = (g +5) (—Vl) zz ! (1 +4 x) ;
Vg Vg

INCINCY
pricom 0 < x < co. Potom charakteristickd funkcia ndhodnej premennej X ~ F,, ,,
je

rg+ %
(28) P =12 ) ”\If(ﬂ 1—@;—#),

T(%2) 27 2"y,

pricom U(a, c; z) oznacuje konfluentni hypergeometricki funkciu druhého druhu de-
finovant integrdlnou rovnicou

1 o0
(29) \I/(a, c Z) — ) / e—Ztt(l—l(l + t)c—a—l dt.
0

I'(a
Diikaz. Phillips (1982). O

4. APLIKACIE
4.1. Analyza sily testu.

Priklad 1. UvaZujme experiment na porovnanie efektu réznych druhov hnojiv ur-
¢enych na zvysSenie urody, v ktorom bude n experimentalnych policok. Ide o tzv.
cross-over trial, teda taky experiment, ze na kazdom policku pouzijeme vSetky tirovne
oSetrenia (kontrolna vzorka bez hnojiva, hnojivo typu P, hnojivo typu K, hnojivo
typu N).

Po skonéeni experimentu chceme testovat, ¢i rozne tirovne oSetrenia maji rovnaky
efekt na trodu. Chceli by sme odhalit (minimélny) rozdiel vo vynose asi 40g medzi
jednotlivymi oSetreniami. Z predchadzajicich experimentov a z odbornych ¢lankov
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je odhadnuté between subject smerodajné odchylka (55.2¢) a within subject smero-
dajné odchylka (23g), ktoré budeme povazovat za skutoéné parametre. Otazka je,
kolko poli¢ok potrebujeme v experimente, aby sme s vysokou pravdepodobnostou
mohli zamietnuf nulovi hypotézu o rovnosti efektov jednotlivych oSetreni, pokial
skutocény rozdiel je aspon 40g.
Budeme uvazovat zmieSany vyvazeny model dvojitého triedenia:

(30) Yij = b+ T + 55 + €ij,

kde ¢ = 1,...,k, pricom £k = 4 a j = 1,...,n. Oznaéme y = (Y11,---,Ykn) s
7= (r,...,7%), B = (B1,---,0n), a € = (€11,-..,€kn)". Pretoze vyber poli¢ok
do experimentu je ndhodny z vopred urcenej populéacie polic¢ok, budeme predpokla-
daf normalitu rozdelenia vektora 8 ~ N (0, a%]n) a vektora chyb € ~ N(0,021,).
Efekt oSetrenia budeme povazovat za pevny (nendhodny) pricom budeme predpo-

kladat platnost restrikcie Zle 7; = 0 pre skuto¢né hodnoty trovni oSetrenia. Model
mozno zapisat v maticovom tvare

(31) y= (T ® In)p+ (I ® IN)T + (1 @ IN)B + (I ® In)e.
Navyse, z prepokladov vyplyva rozdelenie vektora y:
(32) y~N ((Ik & IN)/l + (Ik & IN)T, J?;(Jk ® IN) + J?(Ik ® IN)) .
Zodpovedajica tabulka analyzy rozptylu pre dany model je nasledovna:

1 u yJeJy 1 knu® + o2

2 T yCoJy k-1 %ZLIT;—FUE

3 B yJoCy n-1 koj + o?

4 e y(C®Cy (k-1)(n-1) o

5 Celkom y'(I®I)y kn 1+ 1 Zle P+ o} +a?
kde J = 1(1'1)"'1 a C = I — J. Pre test hypotézy Hy : 71 = 7o = -+ =7, = 0
pouzijeme F-Statistiku z ANOVA-tabulky:

MS "CoJ)y/(k—1

__ v Y
M~ y(C® Ok -Dn-1 " Ftt-ne-n®)

ktord ma necentrdlne F-rozdelenie s k — 1 a (k — 1)(n — 1) stupiiami volnosti a
parametrom necentrality A = n Zle 72 /0?. Za platnosti nulovej hypotézy mé F-
Statistika centrélne F-rozdelenie s k — 1 a (k — 1)(n — 1) stuptiami volnosti.
Parameter necentrality A\ zavisi od n, takze aj sila testu 3(n, A(n)) zévisi od n.
Chceme odhalit akykolvek rozdiel trovni oSetreni, ktory prevysuje 40g. Extrémnym
pripadom je situécia ked 7 = 20, ;, = —20 a 73 = 74 = 0. V takom pripade
Zle 72 = 800. TakZe, ked budeme predpokladat, Ze parameter necentrality bude

A= anzl ?/0? = ng%g = 1.5123n, potom silu testu mozno vypocitat pomocou

Imhofovho algoritmu zo vztahu:

B(n,A(n)) = Pr (ka1,(k71)(nf1)(>\(n))>F1?71,(k71)(n71))
oy (X0 (k= D(n - 1) e
ooy (-1 ke 1,(k—1)(n—1)
2 2
X{p—1) (Al X{ko1)(n—
_ Pr((k 1y (A(n)) (k—1)( 1))>0>7

(k — 1) - Fk—l,(k—l)(n—l) (k? — 1)(n 1
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kde Flé’;l,(kil)(nil) je kritickd hodnota Fj_; (x_1)(n—1) Tozdelenia, taka, Ze

Pr(Fk—l,(k—l)(n—l) < Flgfl,(kfl)(nfl)) =l-a
Vysledky takych vypoctov pre rézne vopred zvolené hodnoty hladiny vyznamnosti

testu a = 0.01,0.05,0.1 a pre n = 2,...,15 s uvedené v nasledujicej tabulke. Z
uvedeného vyplyva, ze potrebujeme aspon 15 policok v experimente, aby sme odhalili

.....

vacsou ako 90%.

a=001 a=005 a=0.1 n a=001 a=0.05 a=0.1
0.0261 0.1200 0.2223 9 0.5843 0.8246 0.9033
0.0657 0.2326 0.3729 10 0.6644 0.8725 0.9335
0.1284 0.3575 0.5126 11 0.7339 0.9087  0.9549
0.2095 0.4796 0.6320 12 0.7925 0.9355 0.9697
0.3022 0.5901 0.7289 13 0.8406 0.9550 0.9799
0.3994 0.6848 0.8044 14 0.8792 0.9689 0.9868
0.4949 0.7627 0.8614 15 0.9096 0.9788 0.9914

o N BV S NGNGUR U s

4.2. Durbin-Watsonov test. Durbin-Watsonov test je casto pouzivanym nastro-
jom na testovanie adekvatnosti modelu. Presnejsie, test overuje nulovii hypotézu o
nekorelovanosti chyb oproti alternative, Ze chyby sa spravaju ako stacionarny AR(1)
proces.
Uvazujme linedrny model
y=XpB+e,

kde X oznacuje (nendhodni) maticu planu, 5 je vektor nezndmych parametrov a
vektor chyb & ~ N(0,021,). Oznacme e = (eq, ..., e,), e = y — X 3 vektor rezidui,
pricom B = (X'X)” X'y je odhad parametra 8 oby¢ajnou metédou najmensich
Stvorcov. Potom Durbin-Watsonova Statistika je definovana ako

(34) DW= teo(er — er—1)? _ ¢/Ae  e'MAMe

S €l ee  &'Me
kde M =1 — X(X'X)” X' a matica A je
1 -1 0 0o 0 O
-1 2 -1 .- 0o 0 O
0 -1 2 .- 0o 0 O
A= : :

o o0 0 --- 2 -1 0
o o o0 - -1 2 -1
o o0 0 --- 0 -1

Nech ¢ ~ N(0,V), kde V je pozitivne definitnd matica, a nech @ je symetricka
matica patri¢nych rozmerov. Ozna¢me rézne nenulové vlastné ¢isla matice QV ako

A1, ... A\ s nésobnostami vy, .. .v,,. Potom pre rozdelenie kvadratickej formy &'Qe
plati

m
(35) €'Qe ~ Y XXz,

i=1
kde X?/, su nezavislé ndhodné premenné s centralnym chi-kvadrat rozdelenim a v;
stupfiami volnosti.



376 Viktor Witkovsky

Za platnosti nulovej hypotézy teda plati V = o2I,. Na testovanie nulovej hy-
potézy oproti alternative (existuje pozitivna autokoreldcia prvého radu) vyuzijeme
p-hodnotu, ktora je dana ako

p = Pr(DW < DWeys)
e MAMe
= Pr (W < DWobs)
= Pr(eMAMe — DW,pse'Me < 0)
= Pr(e’M(A— DWypsl,)Me < 0)

(36) = Pr (Z NixZ, < 0) ,
=1

kde DW,ps oznacuje realizaciu Durbin-Watsonovej DW Statistiky a A1,... A, st
rozne nenulové vlastné ¢isla matice M (A — DWypsI,)M s nasobnostami vy, . .. vp,.
Poznamenavame, Ze za platnosti nulovej hypotézy pravdepodobnost (36) nezavisi od
parametra o2. Nulov hypotézu zamietame pokial p-hodnota je mensia ako zvolena
hladina vyznamnosti testu.

Priklad 2. Pri analyze linedrneho modelu
yr = Po+ Pit+e, t=1,...,10,

bola uréend hodnota Durbin-Watsonovej statistiky DW,ps = 0.879. Nenulové vlastné
¢isla matice M (A — 0.879119) M su

A1 A2 A3 A4 As A6 A7 A8
—0.4970 —-0.0628 0.5030 1.1187 1.7390 2.2960 2.7390 3.0231

pri¢om nasobnost vSetkych je rovna jednej. Potom p-hodnota, ktor4 slizi na testova-
nie nulovej hypotézy oproti alternative, Ze existuje pozitivna autokorelacia, ur¢ena
podla (36), je p = 0.0043. Teda, nulovi hypotézu, ze chyby st nekorelované, na
hladine vyznamnosti o = 0.05, zamietame.

Poznamenavame, Ze hodnota 0.879 je zhodna s dolnou medzou DWp, pre kvantil
rozdelenia Statistiky DW, ktord je urcena z tabuliek Durbin-Watsonovej Statistiky
pre n = 10 a k' = 1 (poclet regresorov bez interceptu) na hladine vyznamnosti
a = 0.05. Pre horntt medzu DWy = 1.320 dostavame p-hodnotu p = 0.0506.

4.3. Behrens-Fisherov problém. Nech X = (Xi,...,X,;,) ~ N(u1,0?) aY =
(Y1,...,Y,) ~ N(p2,03) st dva nezavislé ndhodné vybery z normélnych populacii s
charakterizovanych parametrami yi1, pi2, 07, a 03. Nech X = L 3" X, vV = 1 5y,
oznacujl vyberové priemery a S = L 3°(X), — X)?, S = 13°(V}, — Y)? ozna-
¢uji vyberové rozptyly. (X,Y, S?,S2) vytvara postacujiicu $tatistiku pre parametre
rozdelenia. Plati, ze

(37) X~N ( U%) Y~ N ( Ug)
~ M1, — a ~ H2, — |,
m n
m 2 2 G2 2
(38) 0—%51 ~Xm—1 @ 0—%52 ~ Xn—1

s navzajom nezavislé ndhodné premenné.
Nech 6 = p1 — pa a 9 = (02,032). Cheeli by sme testovat hypotézu

(39) Hy:0=00 vs. Hp:0%# 6.

V tomto testovacom probléme je parametrom zaujmu 6, zatial ¢o 9 je vektor rusivych
parametrov.



Vypocet niektorych exaktnych rozdeleni pomocou charakteristickych funkcii 377

Nech z = (x1,...,2zm) je vektor realizovanych hodnot ndhodného vektora X a
y = (Y1,-.-,Yn) je vektor realizovanych hodnot ndhodného vektora Y. Pre testovanie
hypotézy Hp a konStrukciu intervalového odhadu pre € definujeme zovSeobecnent
testovaciu premennt (pozri Tsui & Weerahandi (1989) a Weerahandi (1995)):

(X —-Y —0)2 (0252 o253
4 T(X,Y, 0,9)=———|—=+—= |-
(40) (X,Y,z,y,0,9) (”_?+”_§> m5%+n53
m n

Poznamenévame, 7e pre lubovolné dané 0 = g, tops = (T — § — 6p)? nezavisi od
neznadmych parametrov a za platnosti Hy ozna¢me Ty = T(X,Y, x,y, 6y, 9). Potom
rozdelenie ndhodnej premennej Tj je

41 Ty 2 (S 1 53
(41) 0~ X1 5 + — .
m—1 Xn—1

Pre pevné z, y a ¥ = (0%,03), T je stochasticky rasttica pre § > Z — 3 a stochstisky
klesajuca pre 6 < T — .

Zovseobecnend p-hodnota je definovana ako p(0) = Pr{T > t,ps|0}. Test vyznam-
nosti hypotézy Hy je zaloZeny na p(6p):

)
Xm—1

(12) plto) = Pr {

Xn—1 X7
Hypotézu H, zamietame, pokial je p-hodnota mald (mensia ako zvolend kriticka
p-hodnota, povedzme pc,;x = 0.05).

Potom 100(1 — perit) % inteval spolahlivosti zaloZzeny na zovseobecnenej p-hodnote
je
(43) (j - Z]) + derit

pricom 4., je dané vztahom:

( ) 8% S% 527“1’15
44 Perit = Pr{ + - > 0} .
o X72n—1 X72L—1 X%

Priklad 3. Simulovli sme realizicie z dvoch ndhodnych vyberov X; ~ N(3,4), i =
1,...,7,aY; ~N(5,9),j=1,...,10, pricom Z = 2.871, j = 5.8685, 52 = 4.1014, a
s2 = 7.5135.

Potom, podla (42), p-hodnota pre test vyznamnosti hypotézy Hy : 6 = 0 vs.
H1 10 7é 0 je

(45)

4.1014 .51 —2. 2
p= Pr{ g 75 235 — ( 9275) > 0} = 0.0424,
X6 Xo X1

takze, pre perit = 0.05 zamietame nulovi hypotézu, ze § = 0. Podla (43) a (44) 95%
intervalovy odhad parametra 6 = p; — uo zalozeny na zovsSeobecnenej p-hodnote je

(—5.8732; —0.1218).

4.4. Konfidenény interval pre spoloénii strednti hodnotu z niekolkych nor-
malnych populécii. Budeme predpokladat, Ze mame nadhodny vyber z k > 2 nezé-
vislych populdcii, pricom rozdelenie i-tej populécie je normélne, N (u, 02), so spolo¢-
nou strednou hodnotou y a (vo vieobecnosti nerovnakym) rozptylom 02,7 = 1,... k.
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Nech X5, j=1,...,n; (n; > 2), oznacuje ndhodny vyber z i-tej populacie. Definu-
jeme X; a SZ:

uz 1 uzs

_ 1 _
(46) X; = 2 X, SZ= o (X — X0)%,
Jj=1 =
i=1,..., k. Nahodné premenné X; a S? st navzajom nezavislé a
_ o? .
(47) XlNN(:u'an_’L> ) (nl_l)SlZNUfX?%—h Zzlaak
(3
Odtial dostavame
nai(X; — ni(X; — p)?
(48) ti = M ~ tn,;—h Fz = % ~ Fl,n,;—h
i i

i=1,...,k.

Fairweather (1972) navrhol konstrukciu exaktného konfiden¢ného intervalu pre p
za pomoci vazenej linedrnej kombinacie Studentovych ¢; Statistik. Presnejsie

k
Var(t;)) ™ i—3 i—1
(49) W = Zuiti, u; = k( ar(t,)) T = k(n )/(n ) .
i=1 2oiz1 (Var(ts))~ Zj:l(nj =3)/(n; = 1)

Rozptyl Var(t;) existuje iba ked n; > 3. Ak ako b, /o oznacime hornu kritickd hod-
notu rozdelenia ndhodnej premennej Wy, taku, ze pre dané a € (0,1)

(50) Pr(|Wy| < bajs) =1 —a,

potom exaktny (symetricky, obojstranny) 100(1 — ) %-konfidenény interval pre p je
uréeny vztahom

<Zf_1 Vi Xi/Si — ba s S VuiX /S + bas2 >
k ) k :
2 iz it/ Si 2 iz Vit Si
Na odvodenie pribliZnej kritickej hodnoty b7, /2 Fairweather (1972) navrhol apro-
ximovat rozdelenie ndhodnej premennej W; rozdelenim ct,, kde v a ¢ > 0 s uréené

tak, aby sa druhy a Stvrty moment ct, zhodoval s momentami W;. Teda, ak navyse
n; > b pre vSetky i = 1,..., k, dostavame

(51)

1 v—2

PR » €= % :
>iz1 ui/(ni —5) v iza(ni—3)/(ni —1)

Jordan and Krishnamoorthy (1996) navrhli pouzit vadZenu linedrnu kombindciu
F; statistik, pri¢om vahy sd inverzne proporcionélne rozptylom Var(F;), teda

[(n; — 3)*(n; — 5)]/[(ni — 1)*(n; — 2)]

k
> i1y = 3)2(ng — 5)]/[(n; — 1)%(n; —2)]

Rozptyl Var(F;) existuje iba ked n; > 5. Ak ako a, oznaéime kritickt hodnotu
rozdelenia ndhodnej premennej Wy, taki, ze pre o € (0, 1)

(54) Pr(Wy; <aq) =1-—a,

(52) v=4+

k
(53) Wf = ZwiFi, w; =
i=1

potom exaktny (symetricky, obojstranny) 100(1 — ) %-konfidenény interval pre p je
uréeny vztahom

k k
(55) <ZpiXi — A, sz’)_(i + A> ;
=1 i=1
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kde
ini/ S}

(56) p; = ;”LQ

Zj:l w;n;/S;
a

2
2 _

(57) A —m szX - (sz z)

Na uréenie pribliznej hodnoty a’, Jordan and Krishnamoorthy (1996) navrhli
aproximovat rozdelenie ndhodnej premennej Wy rozdelenim cFy, ., kde v a ¢ > 0 su
urcené tak, ze prvé dva momenty cFy, ,, st zhodne s prvymi dvomi momentami Wy.

Presnejsie, ak n; > 5 pre vSetky ¢ = 1,...,k, potom
4kMy — 2(k + 2)M? v—2
58 = = M
(58) kMy — (k+2)M2 L
kde
i wi(n; — 1)
59 M, =EWy) = ot
(59) 1= E(Wy) ; pp—
a
k 2
n; — 1) wW;wW —1)(n; —1
O e e R e e
=1 i>7 v J

Nasledujuaci priklad bol analyzovany v c¢lankoch Jordan and Krishnamoorthy
(1996) a Yu et al. (1999). Tu porovndme konfiden¢né intervaly urdené pomocou
pribliznych a exaktnych kritickych hodnét.

Priklad 4. Meier (1953) studoval percentudlny podiel albuminu v proteinovej plaz-
me ludi.

Experiment n; X; S?
A 12 62.3 12.986
B 15 60.3 7.840
C 7 59.5 33.433
D 16 61.5 18.513

Data v tabulke s zaloZené ne Styroch nezavislych experimentoch. Predpoklad je,
ze vybery pochadzaju z normalnej populacie.

Chceme kombinovat vysledky Styroch experimentov tak, aby sme skonsStruovali
100(1 — «)%-konfiden¢ny interval pre spolo¢nii stredntt hodnotu p pre a = 0.05.

Pribliznt kritickth hodnotu bf o5 vazZenej linedrnej kombinacie

4
= E Uiln,—1
i=1

s vahami
= (0.2550,0.2671,0.2078,0.2701),

mozno ur¢it podla (52) z rozdelenia ndhodnej premennej ct,, pricom v = 26.3984
a ¢ = 0.5367. Tato aproximacia vedie k hodnote b jo5 = 1.1024. Potom vysledn
realizacia konfiden¢ného intervalu pre p je

(59.8973,62.1921).
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Skutoéné pravdepodobnost pokrytia (spoc¢itand numerickou integraciou na zaklade
(1), (5) a (21)) je vsak
Pr(|Wi| < b§.025) = 0.9504.

Exaktna kritickd hodnota (zaokriihlend na $tyri desatinné miesta) je bg.g25 = 1.1002.
Potom exaktny konfiden¢ny interval je

(59.8996, 62.1899).
Pribliznt kritickt hodnotu ag o5 véZenej linedrnej kombinacie
4
Wy = ZwiFLn,-q
i=1
s véhami
w = (0.2601,0.3137,0.0987, 0.3276),

mozno uréit podla (58) z rozdelenia ndhodnej premennej cFy ,, pricom v = 15.6082
a ¢ = 1.0548. Tato aproximdcia vedie k hodnote af o5 = 3.1918 a vysledna realizicia
konfiden¢ného intervalu pre pu je

(59.5621, 62.4430).

Skuto¢né pravdepodobnost pokrytia (spoé¢itand numerickou integraciou na zaklade

(1), (5) a (28)) je
Pr(W; < af 5) = 0.9503.

Exaktna kritickd hodnota (zaokrihlend na Styri desatinné miesta) je ag.os =
3.1853. Potom exaktny konfiden¢ny interval je

(59.5640, 62.4410).

5. ZAVERECNE POZNAMKY

Implementacia uvedenych algoritmov je pomerne jednoducha, za predpokladu,
ze mame k dispozicii spolahlivé a efektivne algoritmy na vypocet Besselovej funk-
cie druhého radu, resp. konfluentnej hypergeometrickej funkcie druhého radu. Pozri
napr. Amos (1986), Nardin et al. (1992).
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