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OPTIMALNI KLASIFIKACNI STROMY

PETR SAVICKY, JAN KLASCHKA A JAROMIR ANTOCH

ABSTRAKT. Classification and regression trees have been traditionally grown
by recursive partitioning, i.e. by a top-down search for “locally optimal” splits.
The “local”, or “one-step”, optimization of splits can to some extent, using the
present power of computer hardware, be substituted by the full optimization
of whole trees. In this paper, two bottom-up tree optimization algorithms are
outlined. Since our procedures guarantee the minimum classification error on
the training data only, some results of exeriments aimed at the investigation of
the generalization properties of the optimal trees are presented.

Pezrome: Meroap! aHa m3a NAHHBIX [IPY [IOMOIM MOJeJieill B popme ae-
peBa pa3BUBalOTCA C 60-bIX JeT Hamero Beka. Knaccuduxkamionnsle u pe-
PECCHOHHBIE €PEBa KOHCTPYUPYEMBIE B IIPOILJILIX AECATUIETUAX HE 00-
13,8351 rI100aJBHOM ONTUMAJIBLHOCTEIO, HOCKOJIBKY BBIUMCIUTEILHAS TEX-
HPKA HE II03BOJIs1A BOJIbIIe UeM ONTUMU3ANNIO MHANBUALY AJILHBIX BETBJIE-
HUil. Biaromapsa Heynep:XMMOMY HPOrpecCy TEXHOJIOTUHM, ONTHMHW3AIUSA
A€PEeBbEeB BCe-TaKM CTaJa B CaMOM KOHIE ThICAUECIIETUsI peaﬂH3MpyeMO].;I
3amaueit. B crarbe uzyualoTcs ABa aJropumMa IOCTPOEHUSE KIACCMPUKa-
LMOHHBIX JEPEBbEB O0JIaAAIOMMX MUHUMAJIBHON OmmOKOI Kiaccupuxa-
UM MCHOJIB3YEMBIX B IIPOIECCE KOHCTPYKIUM AepPeBa NAHHBIX. T'OUHOCTDH
MOCTPOEHHBIX HAIIUMM AJrOPUPMaAMU AE€PEBLEB IIPU KJIACCUPUKAIMU APY-
CUX HE3aBHUCUMBIX NAaHHBIX OOCY»XKIAeTCs Ha OCHOBE DKCIEDUMEHTA.

1. UvoD: STROMY VEERA A DNES

Na obr. 1 je naznacena tloha analyzy dat: Dva typy objektt, kolecka a kfizky, maji
byt od sebe oddéleny na zakladé hodnot vysvétlujicich proménnych X; a Xs5. Na
obr. 2 je klasifika¢ni strom, ktery problém dokonale fesi. Na prvni pohled je tedy
vidét, Ze tloha je pro klasifika¢ni stromy jako stvorend. Na druhy pohled uz véc neni
tak jednoducha. Klasifika¢ni strom, ktery je perfektnim fesenim, existuje, ale neni
jisté, jestli by se jej obvyklymi metodami konstrukce klasifika¢nich stromi podarilo
najit. Vétveni podle X; v kofeni totiz nepfinasi zadny bezprostfedni efekt — pro
X7 =01 X7 =1 jsou relativni Cetnosti kolecek a kfizku stejné. Teprve nasledné
rozvétveni podle Xo vede k oddéleni obou druhti objektii. Zalezi tedy na tom, jakym
zpusobem se FeSeni v mnoziné vSech moznych klasifikacnich stromi hleda. Pokud
metoda sleduje jen bezprostiedni efekt vétveni “jeden krok vpred”, muze “minout”
velmi dobry klasifikator.

Prakticky vSechny metody analyzy dat zalozené na stromech, které se objevily od
60. let do soucasnosti, maji jedno spolecné: Vytvdreji stromy “shora dolu”. Nejdiive
vyberou vhodné vétveni kofenového uzlu a uréi jeho “potomky” (dva nebo vice,
podle toho, o jakou metodu se jednd), potom hledaji co nejlepsi vétveni pro tyto
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“potomky”, atd. Pritom je dobfe zndmo, Ze stromy, které timto zptisobem vznikaji,
nejsou obecné “globalné” optimalni. Jinymi slovy: Pokud existuje vynikajici klasi-
fika¢ni strom, k jehoZ konstrukci jsou tfeba, jako v situaci na obr. 1, kroky, jejichz
efekt se neprojevi okamzité, muze se snadno stat, ze tento strom nebude nalezen,
a prednost dostane méné kvalitni klasifikator.

Xo

0 1 X

Obr. 1. Jednoducha modelova situace: Kolecka a kiizky
se maji oddélit na zakladé hodnot proménnych X; a Xo.

Breiman et al. (1984) obhajuji tento pFistup ve své klasické monografii o klasifi-
kac¢nich a regresnich stromech (viz paragraf 2.5.8) slovy: “At this stage of computer
technology, an overall optimal tree growing procedure does not appear feasible for any
reasonably sized data set.” Také Gelfand et al. (1991) fikaji o optimalizaci stromu
skepticky: “ ..t is clear that computing cost has some relevance in classification
tree design: nobody seriously suggests designing truly optimal trees (optimizing over
all possible sequences of splits, etc.).”

Vykonnost po¢itacti od poloviny 80. let (i od zac¢atku 90. let) Fadové vzrostla, takze
dnes si miuzeme do urcité miry dovolit “péstovat” stromy optimélné. V tomto ¢lanku
budou popsény dva nové algoritmy umoznujici pri nepfili§ velkém poctu vysvétlu-
jicich proménnych konstruovat klasifika¢ni stromy, které maji mezi vsemi mozZnymi
binarnimi klasifikacnimi stromy téze velikosti nejmensi chybu klasifikace na tréno-
vacich datech. Nase dosavadni experimentalni zkusenosti ukazuji, ze stromy, které
jsou v uvedeném smyslu optiméalni, maji ¢asto také dobré generalizac¢ni vlastnosti
(tj. dobfe se chovaji na datech, ktera nebyla pouzita ke konstrukei stromu). V néko-
lika prikladech klasifika¢nich uloh, kde vztah mezi prediktory a zavisle proménnou
je slozity, byly generalizac¢ni vlastnosti optiméalnich stromt prokazatelné lepsi nez
u stromu vytvorenych “klasicky”. Neni tiplné jasné, jestli by Breiman et al. uznali,
ze v ulohach, které jsme dnes schopni pomoci optimalnich klasifika¢nich stromi Tesit,
se vyskytuji “any reasonably sized data sets”, popf. zda by Gelfand et al. shledali,
Ze optimalni stromy navrhujeme “seriously”.

Kromé klasické (zejména Breiman et al., 1984) a novéjsi (nap¥. Siciliano, 1998)
“stromové” literatury inspirovaly nas vyzkum také préce z posledni doby (napt. Pijls
& Bioch, 1999), které reprezentuji novy trend: Nékteré problémy analyzy dat jsou
sice velmi ¢asové a prostorové slozité (napt. jsou NP-tézké, popt. magi exponencidlni
slozitost), ale “rozumné velké” wlohy se daji v inosném case Tesit, kdyZ se veskerd
data uloZi do operacni paméti.
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Obr. 2. Klasifika¢ni strom, ktery fesi alohu z obr. 1.

2. ZAKLADNf POIMY A ZNACENf: KRYCHLE, STROMY A CHYBY

Budeme se zabyvat klasifikaénimi modely s P > 1 prediktory (nezavisle promén-
nymi) X1,..., Xp nabyvajicimi hodnot z {0,1} a K > 2 t¥idami C4, ..., Ck. (Zobec-
néni pro vicehodnotové prediktory je mozné napt. s pouzitim pomocnych binarnich
proménnych.)

Data jednotlivého pfipadu sestavaji z vektoru prediktori x = (x1,...,xp) €
{0,1}F a kddu tridy C € {C4,...,Ck}. Mnozina {0,1}" je prostor prediktori.

Velmi frekventovanym pojmem je v této praci krychle. Krychlemi zde nazyvame
takové podmnoziny B = A1 X - -- X Ap prostoru prediktori, Ze pro kazdy index i je
budto A; = {0}, nebo A; = {1}, nebo A; = {0,1}.

Protoze zapis krychli ve formé kartézského soucinu je tézkopadny, pouzivame spise
reprezentaci krychli éisly (kédy) v trojkové soustavé. Je-li B = A; x---x Ap krychle,
odpovida ji ¢islo s ternarnim rozvojem ay ...ap, kde proi =1,..., P je a; = 0, kdyz
A; ={0},a; =1, kdyz A; = {1} a a; = 2, kdyz A; = {0,1}. (Toto kédovani krychli
vyuzivé také program, o kterém budeme referovat v paragrafu 3, pfi vypoctu adres
oblasti v paméti pocitace pridélenych krychlim.)

Neékolik ilustrativnich p¥iklada krychli (pro P = 3) je na obr. 3.

Symbol Bp bude znaéit mnozinu viech 37 krychli B C {0,1}*. Krychle B je
podkrychli krychle B’, kdyz B C B’. V terminech ternarnich reprezentaci aj ...ap
aaj...ap krychli B a B’ to znamend, ze proi =1,..., P je a; = a}, kdykoli a} # 2.

Duvod, proc¢ se krychlemi zabyvame, spo¢iva v tom, Ze kterykoli uzel libovolného
klasifika¢niho stromu muzeme ztotoznit s krychli, a naopak kterakoli krychle pfipada
alespon teoreticky v tvahu jako mozny uzel klasifika¢niho stromu. Pokud cesta od
korene k néjakému uzlu v diagramu popisujicim klasifikacni strom vede pres néjaka
vétveni, maji nékteré proménné v uzlu pevné dané hodnoty 0 nebo 1 (podle toho,
kde si pfislusnd cesta “na rozcestich vybere” nuly nebo jednicky), ostatni proménné
jsou pak v uzlu “volné” a mohou zde nabyvat (ackoli v datech ne vzdy nabyvaji)
obou hodnot z {0,1}. Krychle jsou jakési “stavebni kameny”, které jsou k dispozici
pro konstrukci stromu jako potencialni uzly.

Cilem nasich metod samoziejmé je sestrojit klasifikdtor stromového typu, ktery
prirazuje kéd tfidy kazdé kombinaci hodnot prediktori, ktera se muze vyskytnout.
Jako pomocny technicky prostfedek konstrukce vSak potfebujeme “parcidlni kla-
sifikatory”, které kéd tfidy pfifazuji jen tém hodnotédm vektoru prediktort, které
patii do urcité krychle. O téchto “parcidlnich klasifikdtorech” budeme mluvit jako
o stromech pro danou krychli.
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(0,1,1) (1,1,1)
(0,0,1) (1,0,1)
(0,1,0) (1,1,0)
(0,0,0) (1,0,0)

Obr. 3. Priklady krychli (pfi P = 3). Zleva doprava jsou zvyraznény krychle s ter-
narnimi kédy 122, 120 a 100.

Na binarni klasifika¢ni strom pro krychli B se mtizeme divat jako na popis jistého
rozkladu B na podkrychle spolu s funkci definovanou na B, ktera je na kazdé z téchto
podkrychli konstantni a nabyva hodnoty z {C4,...,Ck}. Je-li T strom, znacime
prislusnou funkci fr a jeji defini¢éni obor Dr. Formalnéji a pfesnéji feceno, binarni
klasifika¢ni strom 7' je:

(i) budto trividing strom, kdyz Dt je krychle a fr je konstantni funkce s hod-
notou z {C4,...,Ck} definovana na Dr,

(ii) nebo sloZeny strom, ktery lze definovat jako dvojici stromt T = (T, TR),
kde Dr, a Dry, jsou disjunktni a Dy, U Dr, je krychle. Potom plati Dy =
Dy, UDr, a funkce fr se rovna fr, na D, a fr, na Dr,.

Stromovy diagram odpovidajici trividlnimu stromu sestava z jediného uzlu, ktery
je soudasné kofenem i listem (koncovym uzlem). Diagram slozeného stromu 7' =
(T, Tr) obsahuje krychli Dy jako kofenovy uzel, a kromé kofene dalsi uzly, totiz
uzly stromt 17, a Tg.

Tlustrativni pfiklad stromu pro krychli, ktera neni totozna s prostorem prediktort,
je uveden na obr. 4.

Asi kazdy tradi¢ni vyklad o klasifika¢nich stromech uvadi, ze strom je v uzlu, ktery
neni uzlem koncovym, rozvétven podle hodnot nékterého prediktoru. To samoziejmé
plati i v pfipadé stromu pro krychle, ale dosud zde nebylo explicitné feceno, jak je
prediktor, podle néjz je strom v uzlu rozvétven, dan. Formalné Ize tento prediktor
urcit nasledujicim zpisobem: Je-li krychle B uzlem stromu 7j, a neni pfitom uzlem
koncovym, je B kofenovym uzlem slozeného stromu T' = (T, Tr), ktery dostaneme
tak, ze funkci fr, ztzime na D = B. Podminka, ze Dy, , D, i Dr = Dy, U Dy,
jsou krychle, pficemz Dr, a Dr, jsou disjunktni, mize byt splnéna jediné tak, Ze
ternarni kédy al ...ak, resp. aff...af, resp. a1 ...ap krychli Dy, , Dr, i Dy jsou
shodné az na jednu — feknéme i-tou — pozici, kde a; = 2 a {a},al’} = {0,1}. Strom
Ty je pak v B rozvétven podle prediktoru X;.

Rikéme, Ze strom T zatazuje (klasifikuje) vektor prediktorti x = (z1,...,2p) € B
do tfidy C, kdyz fr(x) = C. Obdobné fikdme také o jednotlivém p¥ipadu, Ze jej
strom T zafazuje (klasifikuje) do t¥idy C, kdyz T klasifikuje do C' vektor prediktort
x = (x1,...,zp) € B tohoto pfipadu.

Velikost trividlniho stromu T je |T| = 1. Pro slozeny strom T = (T, Tr) defi-
nujeme velikost |T'| rekurzivné vztahem |T'| = |Tr| + |Tg|. (VSimnéme si, ze |T| se
rovné poctu listt stromového diagramu odpovidajiciho stromu 7'.)

Mnozinu vSech stromid T pro krychli B, tj. stromt, pro néz plati Dr = B, bu-
deme znacit 7 (B). Misto slozit&jstho 7 ({0,1}¥) budeme jako rovnocenny symbol
pouzivat 7. Symbolem 7, (B) budeme oznac¢ovat mnozinu vSech stromi pro krychli
B, jejichz velikost je rovna m (argument B budeme vynechévat, pokud B je cely
prostor prediktort).
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Je-li £ datovy soubor (datovd mnozina) a B krychle, bude £p znagit mnozinu
téch pripadu z L, jejichz vektor prediktort patii do B.

Necht je ddn datovy soubor L velikosti N > 0, krychle B € Bp a klasifika¢ni
strom 7" € 7(B). Necht N; > 0 je pro i = 1,..., K pocet téch pfipadd z L, které
patii do t¥idy C;. Necht N;;(B) proi,j =1,..., K je pocet téch pfipadi z L g, které
patii do tiidy C; a soucasné jsou stromem 7" klasifikovany do C;. Pro¢,j =1,..., K
zna¢ime symbolem Z,; ztratu pii klasifikaci (chybné, kdyz ¢ # j) jednoho piipadu
ze t¥idy C; do C;. Necht 1y, ..., 7k jsou apriorni pravdépodobnosti tiid’.

Chyba (nepfesnost) R(T|Lp) klasifikdtoru 7" na Lp je definovana jako

K - K
1) R(T\CE) =Y 3 D 2Ny (B)

Vsimnéme si, ze pro T = (T1,Tr) € T(B), T, € T(Br) a Tr € T(Bgr) plati
R(T|Lp) = R(TL|Lp,) + R(Tr|LBy)-

X, =0 Xy =1
X, =0 X, =1
Cs B T
X =0 X =1
Cy
X;=0 X5 =1
Cs C,

B= {(Xl,...,X5) € {0,115 Xs = 0, X, = 1}
{0,1} x {0} x {0,1} x {1} x {0,1} = 20212,

Obr. 4. Naznaceny diagram klasifika¢niho stromu, P = 5, K = 3. V ramecku je
znézornén strom 1" pro krychli B = Dy s ternarnim kédem 20212. Tento kod rika, ze
cesta od celého prostoru prediktori, kédovaného 22222, ke krychli B ve stromovém
diagramu vede pfes volby X» = 0 a X, = 1. (Kéd v8ak neinformuje o tom, v jakém
pofadi tyto volby nastavaji.) Fukce fr nabyva na krychlich s kédy 00212, 10210
a 10211, které jsou koncovymi uzly stromu 7" a tvoii rozklad krychle B, hodnoty C1,
Cs5 a Cy. Strom T je slozeny a lze jej zapsat jako T' = (T, Tr). Strom T7, je trividlni
a jeho kofenem a jedinym listem je krychle s kédem 00212. Strom T'g je slozeny, jeho
kofenem je krychle s kédem 10212 a méa dva listy s kédy 10210 a 10211.

viz napf. Breiman et al., 1984, kde jsou uvedeny ruzné zpusoby zadéani a pouziti apriornich
pravdépodobnosti implementované v programu CART.
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Casto (a jmenovité v ptikladech, které budou uvedeny v paragrafu 6) pokldddme
m; = N;/N proi=1,..., K (tj. apriorni pravdépodobnosti ztotoZiiujeme s relativ-
nimi frekvencemi t¥id v datech), Z; =0 proi=1,...,K a Z;; =1 pro i # j, kde
1,7 =1,..., K. Chyba (1) se pak redukuje na

R(T|Lp) = % > ) Ny(B) - % ZN”-(B).

i=1 j=1

Pro B = {0,1}* se tedy jedna o “obyéejnou” relativni éetnost chybné klasifikovanych
pozorovani v souboru?.

3. OPTIMALIZACN{ ALGORITMY

Pii tradiénim “péstovani” stromi tzv. rekurzivnim délenim (recursive partitioning)
se nejdiive hleda nejlepsi vétveni pro kofenovy uzel (tj. rozklad prostoru prediktorii
na dvé podkrychle), potom se hledaji nejlepsi vétveni (tedy rozklady) pro podkrychle
ziskané v prvnim kroku, atd. Ve chvili, kdy se vybira nejlepsi rozklad néjaké krychle,
nejsou nejlepsi rozklady jejich podkrychli zpravidla jesté zndmy. (Vzacny priklad
pokusu o “pohled o vice krokii dopfedu” se najde napf. v praci Friedman, 1979.)

Pro optimaliza¢ni p¥istup, navrzeny poprvé v ¢lanku Savicky et al. (2000), je
charakteristické, ze se hleda (v jistém smyslu) nejlepsi strom mezi vSemi mozZngmi
stromy dané velikosti. Nage algoritmy konstruuji stromy (na rozdil od klasickych
metod) “zdola nahoru”. V prubéhu konstrukce optimalniho stromu (pro cely prostor
prediktord) se postupné pfifazuji optimdlni stromy vSem krychlim z Bp. Poradi,
v jakém se krychle probiraji, je takové, ze ve chvili, kdy se vybira nejlepsi strom
(a tim také vétveni) pro n&jakou krychli, jsou uz zndmy optimélni stromy ptifazené
vSem podkrychlim dané krychle. Vybér vétveni pro kofenovy uzel (tj. pro krychli
B = {0,1}) neni pti konstrukci stromu tivodnim, ale zavéreénym krokem.

Za to, ze naSe algoritmy skutecné vedou k cili, vdécime tvrzenim, kterd nam
dovoluji pfi hledani optimalniho sloZzeného stromu T’ = (T, Tr) v 7 (B) nebo 7,,,(B)
optimalizovat levou a pravou ¢ast stromu 7', a T oddélené. (Kdybychom se o zéddnou
takovou v&tu nemohli op¥it, museli bychom mnoZinu 7 (B) nebo 7, (B) prohledavat
exhaustivné, coz by z hlediska vypocetni slozitosti bylo, jak je dnes v médé fikat,
“o né¢em jiném”.) Tato tvrzeni budou pozdéji uvedena jako véty 2 a 3.

3.1. Minimalizace kombinované ztraty (Algoritmus I). Navrhli a implemen-
tovali jsme algoritmus, ktery pro datovy soubor £ a pro danou hodnotu parametru
sloZitosti o > 0 sestroji klasifika¢ni strom minimalizujici kombinovanou ztrdtu (viz
Breiman et al., 1984, kde se pouZiva termin cost-complezity measure) definovanou
jako

R.(T|L)=R(T|L) + o|T).

Pfipomenime, Ze pfi profezavani zalozeném na kombinované ztraté (minimal cost-
complexity pruning) v metodé CART (viz Breiman et al., 1984) se minimalizuje
tentyz vyraz. Je zde ovSem podstatny rozdil: Hledani nejlepsiho stromu se v metodé
CART omezuje na mnozinu stromu ziskaniych provezavdnim jednoho konkrétniho
stromu. Nas algoritmus naproti tomu minimalizuje kombinovanou ztratu v mnoziné
vSech moznych stroma.

2V tomto pripadé mluvime pravem o chybé, zatimco obecné by bylo vlastné spravnéjsi pouzivat
spiSe termin ztrdta.
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Piedpokladejme, Ze plati R, (T*|L£) = minger Ro(T|L), kde a > 0 a |T™*| = m.
Potom soucasné plati také R(T*|L) = minrer, R(T|L). MiZeme proto “zkouse-
nim” riznych hodnot parametru « po¢itat minger, R(T|L) pro nékteré hodnoty m
a soucasné konstruovat stromy, které tato minima realizuji.

Stromy, které minimalizuji R, (T|L) pro n&jaké «, resp. velikosti takovych strom,
museji spliiovat nasledujici geometrickou podminku.

Véta 1. Necht pro vSechna m, pro kterd je 7,,, neprazdnd mnozina, je symbol ¢(m)
definovan jako

= mi T|L).
p(m) = min R(T|L)
Necht H je konvexni obal mnoziny {(m,y);¢(m) je definovano,y > ¢(m)}. Necht
T* minimalizuje R(T|L) v mnoziné 7,,,. Potom 7™ minimalizuje R, (T|L) v 7 pro
néjaké a > 0 praveé tehdy, kdyz bod (m, go(m)) leZi na hranici mnoziny H.

Duikaz véty naznac¢ime obrazkem 5. Do bodt (m, go(m)) v grafu se zobrazuji stromy
s minimalni hodnotou R(T'|L) pfi dané velikosti. VSem stromféim pevné velikosti
m > 0 (pokud existuje alesponl jeden) pak odpovidaji vesmés body na polopfimce
{(m,y);y > p(m)}. Dané a > 0 uréuje smérnici piimek tvoricich rovnobézny svazek,
pricemZ R, (T|L) nabyva téZe hodnoty pro vSechny stromy T, které se zobrazuji
do bodu téze pfimky svazku. Minimalizace R, (T|L) pfi daném « > 0 je vlastné
hledanim pfimky odpovidajiciho svazku, na kterou se zobrazuje néjaky strom a ktera
lezi co nejblize pocatku soufadnic. ReSenim je proto bod na hranici mnoziny H.

A

y=R(T|L) H

o(1) +
.
5
S-
Al
>
=
=)

©(2) 1 =

I —
T

]
T

] ]
T T

1 2 3 4 5 6 T 8 9 m=|T|

Obr. 5. Tlustrace véty 1. Minimalizaci R, (T'|£) pro dané ac > 0 na datovém souboru
L dostaneme strom, ktery se zobrazuje do bodu na hranici konvexni mnoziny H.
Vzhledem k tomu, Ze v situaci na obrazku body (m,go(m)) prom=4am=25
lezi ve vnitfku mnoziny H, nemtze R, (T'|L) pro zadné o > 0 minimalizovat strom
velikosti 4 nebo 5.
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Algoritmus minimalizujici kombinovanou ztratu R, (7'|£) mZeme popsat nésle-
dujicim zptisobem.
Algoritmus I
Vstup: Specifikace proménnych, data L, .
Vystup: Strom 7™ minimalizujici R, (T|L).
Popis:

e Pro kazdou krychli B z Bp obsahujici alespon jedno pozorovani se provedou
nasledujici kroky, pricemz krychle se probiraji v takovém poradi, Ze libovolna
krychle prijde na fadu az po vSech svych podkrychlich:

(1) Vybere se t¥ida C € {C1,...,Ck} tak, aby veli¢ina R, (T|Lp) pro
trividlni strom T (s Dy = B a fr = C) byla minimalni.

(2) Pro kazdou takovou dvojici Br,Bgr disjunktnich podkrychli krychle B,
ze jak By, tak Bpr obsahuje alespon jedno pozorovaniz £ a B = B UBpg
(pokud takova dvojice existuje), se posoudi strom T = (T, Tr), kde
T, a Tk jsou stromy pritazené By, a Bpg.

(3) Ze stromti posuzovanych ve dvou predchézejicich krocich se vybere
strom T, ktery minimalizuje R,(T|Lp). (Pokud R, (T|Lp) minima-
lizuje vice stromt, vybere se kterykoli z nich.) Vybrany strom mini-
malizuje R, v mnoziné 7 (B). Informace, ktery strom byl vybrén, se
ulozi.

e Po dokonceni cyklu je zkonstruovan strom 7* piifazeny B = {0,1}. Ten je
vystupem procedury.

Algoritmus I je zalozen na oddélené optimalizaci levé a pravé c¢asti slozeného
stromu, a tedy na nésledujici véte.
Véta 2. Necht B je krychle a £ je datovy soubor. Necht strom T* = (T1,TR)
minimalizuje pro dané a > 0 kombinovanou ztratu R, (T|Lp) v T(B). Necht By,
a Bp jsou kotfenové uzly stromi T, a Tg (tj. B = Dr, a Bgr = Dr,,). Potom T},
a Tr minimalizuji Ro(T|Lp,) v T(BL) a Ro(T|LB,) v T(BRr).
Dtikaz. Tvrzeni je jednoduchym disledkem vztahu R, (T*|Lp) = Ro(TL|LB,) +
Ro(Tr|LB,). Kdyby napf. strom Ty, neminimalizoval R, (T|Lp,) v 7 (BL), musel
by existovat takovy strom 77 € T(Br), ze Ro(T7|LB,) < Ruo(TL|LB,). Potom
by ale pro strom 77 = (T7,Tg) platilo Ro(T"|Lp) < Ra(T*|Lp), coz odporuje
pfedpokladu, ze T* minimalizuje Ry (T|Lp) v T(B).
Poznamka: Povsimnéme si, Ze dosadime-li za « nulu, sestroji algoritmus I strom
s nejnizsi hodnotou R v 7. Pokud vezmeme velmi malé kladné o, dostaneme nejmensi
strom mezi témi, které v 7 minimalizuji R. Specidlné, pokud existuje alesporii jeden
“presny” strom, tj. strom klasifikujici spravné vSechna pozorovani z daného datového
souboru, 1ze uvedenou metodou nalézt nejmensi takovy strom.

3.2. Minimalizace chyby p¥i dané velikosti stromu (Algoritmus II). Druhy
z nasich novych algoritmt konstruuje pro M > 1 posloupnost strom minimalizu-
jicich ztratu R(T'|L) na souboru £ v mnozinich 7, pro m = 1,2,..., M. Tento
algoritmus vytvari na rozdil od pfedchazejiciho algoritmu stromy vsech velikosti od
1 do M, tedy i takovych velikosti, pro které neni splnéna geometrickd podminka
z véty 2. Dani za tuto vyhodu oproti algoritmu I je vyssi prostorova a ¢asova slozi-
tost.
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Popis algoritmu II uvedeme ve zhus$téné podobé, protoze algoritmy I a II jsou
velmi podobné.

Algoritmus II

Vstup: Specifikace proménnych, data £, maximélni velikost stromu M.
Vystup: Stromy 77, ..., T7; minimalizujici R(T|L) v T1,...,Tum.
Popis:

e Krychle se probiraji ve stejném potfadi jako v pfipadé algoritmu I. Popis
algoritmu se 1isi jen v bodech 2 a 3, kde jsou tyto zmény:

2’. Pro kazdou takovou dvojici By,,Bgr disjunktnich podkrychli krychle B,
ze jak By, tak Br obsahuje alespon jedno pozorovaniz £ a B = B UBpg
(pokud takova dvojice existuje), a pro kazdou dvojici kladnych celych
¢isel mp, mp, pro néz mr, +mp < M, se posuzuji stromy T = (11, Tr),
kde T, a T jsou stromy velikosti my, a mpg pritazené krychlim By, a Bg.
Vysledny strom je kandidatem pii vybéru stromu velikosti my + mpg
pro danou krychli.

3'. Strom z kroku 1 se pouzije pro velikost 1. Pro kazdé m = 2,3,..., M
se mezi kandidaty velikosti m z kroku 2’ vybere strom minimalizujic
R(T|Lp) (pfi¢emz piipadné shody se Fesi libovolng). Informace o vy-
branych stromech vSech uvazovanych velikosti se ulozi.

e Posloupnost M stromi piifazenych krychli {0,1}7 je vystupem algoritmu.

Algoritmus II je podobné jako algoritmus I zalozen na oddélené optimalizaci levé
a pravé Casti slozeného stromu. Véta, kterd takovy postup umozinuje, mé tentokrat
nasledujici podobu.

Véta 3. Necht B je krychle, £ je datovy soubor a m je celé kladné ¢islo. Necht strom
T* = (T, Tr) minimalizuje chybu klasifikace R(T|Lp) v T (B), kde |Tr| = mp,
a |Tr| = mg. Necht By, = Dr, a Bg = Dr,,. Potom 71, a Ty minimalizuji R(T'|Lp, )
v Ty, (BL) a R(T|‘CBR) v Z”R(BR)'

Dukaz je zalozen na vztahu R(T*|Lp) = R(T.|Lp, ) + R(Tr|LB,, ), jinak je analo-
gicky dikazu véty 2.

3.3. Software a algoritmicka slozitost. Algoritmy I and II byly implementovany
(v témze programu) v jazyce C+-+. Program ve zdrojovém tvaru se nachizi na URL
http://www.cs.cas.cz/ savicky/trees. (TamtéZz jsou umistény také programy
generujici data pro experimenty.) Soufasnd verze programu je urfena pouze pro
vyzkumné ucely — neni nijak “pratelska k uzivateli”, nemd zadné grafické rozhrani
a ovlada se parametry z prikazové fadky a ridicich textovych soubori.

Velikost paméti, kterou potiebuje algoritmus I, je pfiblizné ¢ 37 K, pii¢emz kon-
stanta ¢ zavisi na implementaci a neni pfili§ velkd. (Pfipomenime, Ze P je pocet
prediktord a K je pocet t¥id.) Algoritmus II spotfebuje v porovnani s algoritmem I
priblizné M-krat vice paméti. Doba vypoctu je u obou algoritmt zhruba pfimo
umérnd potfebné velikosti paméti (takze kdyz se tloha vejde do operaéni paméti,
lze se také dockat vysledku).

Jako konkrétni pfiklad mtizeme uvést tlohu rozpoznani parity (viz paragraf 6),
kde P = 10 a K = 2. Na Pentiu III s opera¢nim systémem Linux spotfeboval algorit-
mus I pro 50 riznych hodnot parametru « pfi 1000 trénovacich a 10000 testovacich
pripadech 9 sekund a 1.6MB RAM. Vypocet algoritmem II na stejnych datech pro
M = 50 velikosti stromu trval 12 sekund a vyzadoval 58.2MB RAM.
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4. K CEMU JE OPTIMALITA DOBRA?

Otéazka v nadpisu nevypada na prvni pohled logicky, tedy alespon pokud se zaby-
vame takovymi problémy analyzy dat, kde se aplikace klasifika¢nich stromt jevi jako
adekvatni a nase algoritmy nenarazeji na hardwarové meze pouzitelnosti. Na druhy
pohled vsak véci tak jasné nejsou. Nase algoritmy garantuji, ze vytvorené stromy
budou mit nejmensi moznou chybu p#i dané hodnoté parametru (parametru slozi-
tosti & nebo velikosti stromu) na daném trénovacim datovém souboru. To, co nés
vSak zpravidla nejvice zajima, je chovani stromu na datech, ktera nebyla pfi vytva-
feni klasifikaénitho modelu pouzita, tedy (jazykem prevzatym z oblasti strojového
uceni, kterému zde misty davame pfednost pfed “dialektem” statistickym) genera-
lizace. Co kdyz optiméalni stromy dosahuji nizké chyby proto, Zze do modelu jsou
zahrnuty i nahodilé vlastnosti dat, které se v novych datech s velkou pravdépodob-
nosti neobjevi? Pak by se optimalita (v tom smyslu, v jakém ji dosahujeme) mohla
stat nevyhodou, a z hlediska generalizace by mohly byt optimalni stromy horsi nez
stromy s vySsi chybou na trénovacich datech (sestrojené podle jiného principu, napf.
nékterou z metod jako CART nebo C4.5).

Poznamenejme, Ze k tomu, abychom mohli pfesnéji fici, co je mysleno “chybou
na jinych datech”, musime vyslovit ur¢ité pravdépodobnostni predpoklady — napf.
ze data, jak trénovaci, tak “jind”, jsou ndhodnym vybérem z néjakého sdruzeného
rozdéleni vektoru prediktori a kédu t¥idy. Pak muzeme definovat chybu klasifikatoru
T nejen relativné, tj. na daném datovém souboru, ale “absolutné”, jako tzv. skutecnou
chybu

K
R(T) =" mY  Zijpij,
i=1  j=1
kde m; pro ¢ = 1,...,K a Z;; pro 4,j = 1,..., K maji tyz vyznam jako v (1)
a p;j je pro i,j = 1,..., K (podminénd) pravdépodobnost, ze strom T' klasifikuje
pozorovani ze tiidy C; do C;. Pokud Z;; =0proi=1,...,K a Z;; =1 pro i # j,
kde i,j7=1,..., K, plati

K
R(T)=1- Zmpii,
i=1

coz neni nic jiného, nez pravdépodobnost chybné klasifikace nahodné vybraného
pozorovani.

O vztahu mezi chybou klasifikdtoru na trénovacich datech a skute¢nou chybou
(tedy generalizaci) 1ze filosoficky spekulovat, lze jej vySetfovat matematicky, a mi-
zeme jej také studovat experimentalné.

Souvislost s filosofii zde skute¢né existuje: Jednou z pohnutek, pro¢ jsme se pus-
tili do vytvafeni optimdalnich strom, je alespori ur¢ity stupen apriorni davéry (ne
stejny u vSech autort) v tzv. princip Occamovy bfitvy. Tim rozumime heuristicky
predpoklad, Ze ze dvou teorii, které vysvétluji néjaky jev, je tfeba dat prednost té
jednodussi. V interpretaci bézné ve strojovém uceni to pak znamend, Ze mezi mo-
dely, které se stejnou chybou popisuji trénovaci data, bude ten nejjednodussi obvykle
mit nejlepsi generaliza¢ni vlastnosti. Konkrétné v pripadé klasifika¢nich stromu lze
citovat Quinlana (1986): “Given a choice between two decision trees, each of which
is correct over the training set, it seems sensible to prefer the simpler one on the
grounds that it is more likely to capture structure inherent in the problem. The sim-
pler tree would therefore be expected to classify correctly more objects outside the
training set.”
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Ulohu optimalizace stromii sice neformulujeme p¥imo tak, Ze bychom minimali-
zovali velikost stromu pii dané chybé, ale de facto fesime podobnou tlohu: Nékteré
ze stromu, které maji pfi daném poctu listh minimélni chybu, jsou soucasné také
stromy s minimalni velikosti pfi dané chybé. (Pro nékteré optimalni stromy, které
jsou vystupem nasich algoritm®, mohou mensi stromy s totoznou chybou existo-
vat.) Podle principu Occamovy bfitvy tedy lze odekdvat, ze optimalizace chovani na
trénovacich datech povede ke stromim s dobrymi generaliza¢nimi vlastnostmi.

Vysetfovat generalizacni vlastnosti optimalnich stromd matematicky zatim prilis
neumime. Uréitou moznost nabizeji odhady skutecné chyby klasifikace v modelu
PAC-learning (probably almost correct learning), viz napt. Blumer et al. (1987).

Experimentalnimu vysetfovani generalizacnich vlastnosti optimélnich stromi na
nékolika prikladech klasifika¢nich tloh je vénovan paragraf 6.

5. SPRAVNE VELKE STROMY

Kazdy z algoritmt popsanych v paragrafu 3 dava jako vysledek rizné velké stromy
v zévislosti na parametru — v pfipadé algoritmu II je parametrem samotné velikost,
u algoritmu I parametr slozitosti a uréuje velikost stromu neprimo. Cilem konstrukce
stromu v praktickych situacich zpravidla bude sestrojit jeden klasifika¢ni model, ni-
koli celou sérii. Obvykle vsak chybi néjaké jasné voditko, podle kterého bychom pfe-
dem dovedli urcit “spravnou” hodnotu parametru, tj. “spravnou” velikost stromu.
Rozhodnout by ziejmé mély generalizacni vlastnosti. (PFili§ malé stromy nepostih-
nou vSechny zakonitosti “za daty”, prilis velké stromy budou vedle téchto zakonitosti
odrézet i nahodilé vlastnosti dat.)

To samoziejmé neni nas objev — s problémem stanoveni vhodné velikosti stromu
se néjak vyrovnavaji prakticky vSechny dosavadni metody zaloZené na stromech.
Neékteré ptridavaji ke stromu nova vétveni, dokud to pfinasi (v néjak definovaném
smyslu) dostateény pokles chyby, potom je konstrukce ukonéena. Jiné metody po-
stupuji odlisné: V prvni fazi se také postupné pridavaji nova vétveni, ale kritérium,
podle kterého se tento proces zastavi, je velmi mirné, takze se vytvori velmi velky
strom. Ve druhé fazi se tento strom profezava — studuji se stromy, které vzniknou
odstranénim vétsiho ¢i mensiho poétu vétveni z pavodniho velkého stromu (prote-
zané podstromy). U kaZzdého z téchto profezanych podstromi se odhaduje kvalita
generalizace, a na zakladé téchto odhadu se pak vybere nejvhodné;jsi velikost stromu.

Vsimnéme si, jakym zpusobem se generaliza¢ni vlastnosti profezanych podstromu
odhaduji v ramci metody CART. Jeden zptisob je zaloZen na rozdéleni datového sou-
boru na dvé ¢asti, z nichz jedna slouzi k vytvotreni velkého stromu a jeho prorezanych
podstromi, zatimco na druhou ¢ast jsou klasifika¢ni modely reprezentované prote-
zanymi podstromy aplikovany a chyba na téchto datech slouzi jako odhad skutecné
chyby?. Druhy zpitisob, tzv. kiizova validace (cross-validation), je o néco slozit&jsi.
K vytvoteni velkého stromu 7™ a jeho profezanych podstromi jsou pouzita vSechna
data. Pro ucely odhadu skutec¢né chyby profezanych podstromt stromu 7* je da-
tovy soubor rozdélen na V' > 2 priblizné stejné velkych disjunktnich ¢asti £4,..., Ly
(bézné se pracuje s V = 10). Postupné pro v = 1,...,V se ze souboru vyjme L,,
na zakladé ostatnich dat je sestrojen pomocny velky strom 7T a posloupnost jeho

3Méme uréitou terminologickou vyhradu k tomu, Ze prvni ¢asti dat se v literatufe o metodé
CART tik4 “learning sample” a druhé “test sample”: Druhd ¢ast dat je pouzita, byt jingym zptiso-
bem nez prva, k vybéru modelu, ktery bude vystupem metody, a neslouzi tedy vyhradné k otesto-
vani vlastnosti modelu vytvoreného bez prihlédnuti k témto dattm.
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profezanych podstromd, a £, se pouzije k odhadu skutecné chyby profezanych pod-
stromu stromu 7. Z téchto odhadt vypoctenych pro v = 1,...,V se posléze zpu-
sobem, ktery zde nebudeme bliZe popisovat (viz Breiman et al., 1984), zkonstruuje
odhad chyby protfezanych podstromii stromu 7.

At uz se odhady chyb profezanych podstromt sestroji tim, ¢i onim zptisobem,
zbyvéa jesté vybrat na jejich zékladé jeden “nejnadéjnéjsi” profezany podstrom. Nej-
jednodussi je uznat za nejlepsi ten strom T,, ktery dava nejnizsi odhad E() sku-
tecné chyby. Protoze vSak zpravidla existuje vice podstromt se “skoro stejnymi”
hodnotami odhadu skutecné chyby, povazuje se za lepsi vybrat spiSe nejmensi z téch
podstromit 7', pro néz se R(T) lisi od R(T,) nejvyse o néjaky zvoleny s-nésobek
smérodatné odchylky odhadu E(T.). (Vypocet této smérodatné odchylky viz Brei-
man et al., 1984.) Nejbé&znéjsi je volba s = 0 (v tom pfipadé je vystupem metody
strom T,) — pak se mluvi o profezavani podle pravidla 0 SE, nebo s = 1, potom jde
o pravidlo 1 SE.

Tento exkurs tykajici se metody CART jsme uvedli proto, Ze v otazce vybéru
“spravné velkého” stromu hodlame do zna¢né miry postupovat analogicky. Sou-
Casna verze programu, v némz jsou implementovany algoritmy I a II, vSak zatim
poskytuje jedinou moznost: Stromy ruzné velikosti se konstruuji pomoci dat, ktera
nékdy oznacujeme jako g-data (“g” jako “growth”), a koneénym vysledkem je strom
s minimalnim chybou na jinych datech (valida¢nich datech, v-datech). Mame v planu
rozsifeni moznosti programu o dalsi varianty, pfednostné pak o kiizovou validaci.

6. NUMERICKE EXPERIMENTY

Vime uz, Ze u stromi vytvorenych nasimi algoritmy nelze a priori garantovat, Ze
nebudou mit horsi generalizacni vlastnosti nez “neoptimalni” stromy produkované
klasickymi metodami. V nékolika numerickych experimentech jsme proto zkouseli,
zda a v jakych ulohach ziskdme nasi optimalizaci vyhodu oproti metodé CART.

6.1. Typy experimentalnich dat.

(1) Dekadické é&islice (DC). Jde o znamou tlohu, kterou poprvé studovali
v souvislosti s klasifika¢nimi stromy Breiman et al. (1984), a ktera se vy-
skytuje v rtznych sadach problému, na nichz se bézné testuji klasifika¢ni
metody. Kazdd z ¢islic C' € {0,1,...,9} je kédovdna pevnym vektorem
(€9, ... ,§7C ) € {0,1}7, ktery popisuje kombinaci rozsvicenych a zhasnutych
segmentli na jednoduchém displeji (viz obr. 6). Pro jednotlivy pfipad v da-
tech se generuje kéd t¥idy (neboli &islice) C' jako relizace ndhodné veli¢iny
s rovnomérnym rozdélenim na {0, 1,...,9}. V datech neni dostupny samotny
vektor (¢¢,...,£%), ale jen jeho modifikace (z1,...,x7) € {0,1}7, ktera se
z (&, ... €9 ziska tak, ze pro kazdé i = 0,...,9 se nezavisle ndhodné& vy-
bere mezi moznostmi x; = fic ax;=1-— §ic, jez maji pravdépodobnost 0.9,
resp. 0.1. V klasifika¢ni tloze se tedy urcuje ¢islice z “poskozenych” tudaji
o rozsvicenych segmentech displeje — kazda jednotliva informace o segmentu
je s pravdépodobnosti 10% chybné.

(2) Vysoké a nizké &islice (VNC). Jedn4 se o variaci tlohy DC. Data jsou
generovana stejné jako v ptipadé DC, ale éislice 0, . . ., 9 jsou transformovany
na kéd t¥idy 0 u “nizkych” ¢islic 0,...,4 a na 1 u “vysokych” ¢islic 5,...,9.

(3) Parita a zavadéjici proménné (PZP). Tato uloha, stejné jako tloha
nasledujici, nesouvisi s problémem rozpoznavani dekadickych ¢islic. Pro jed-
notlivy pfipad v datovém souboru se nejdfive generuji hodnoty &;,...,&5
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jako realizace vzajemné nezavislych nahodnych veli¢in s rovnomérnym roz-
délenim na {0,1}. Kéd t¥idy C € {0,1} je definovan jako parita souctu
téchto péti hodnot, tj. C = 1, kdyz 3°_, & je liché &slo, jinak C' = 0.
V datech nejsou dostupné hodnoty &1, ..., &5, ale jejich modifikace x1, . .., x5
ziskané z &1, ..., & obdobnym zpiisobem, jako se v tloze DC upravuji ¢isla
&,...,& naxy,...,xr5 —s tim rozdilem, ze alternativy x; = §ic ax; = lffic
maji pravdépodobnost 0.978, resp. 0.022. (Kéd t¥idy C se tudiz rovna pa-
rit€ souctu Z?Zl x; s pravdépodobnosti cca 0.9.) V datech jsou dale hodnoty
Tg, ..., 210 Peti tzv. “zavadéjicich” prediktori X, ..., X19. Kazda z hodnot
x;, © = 6,...,10 je ndhodné a nezavisle na ostatnich (ale v zavislosti na
znadmém kédu tiidy C) generovana tak, ze s pravdépodobnosti 0.6 je z; = C
a s pravdépodobnosti 0.4 plati z; = 1 — C. Kazdy z péti “zavadéjicich” pre-
diktort Xg,..., X190 sdm o sobé umoznuje spravné predikovat kod tiidy C'
v 60% pfipadi a jejich kombinovanim lze piesnost zvysit na cca 68%. Predik-
tory X1, ..., X5 jsou jednotlivé pro stanoveni kédu t¥idy stejné uzitecné jako
hézeni minci, protoze pfi dané hodnoté kterékoli z téchto veli¢in jsou jevy
C =0 a C =1 stejné pravdépodobné. Kombinaci prediktora Xi,..., X5
vsak lze ziskat predikci spravnou v pfiblizné 90% piipada.

(4) Interval a Sumové proménné (ISP). Kéd t¥idy C je podobné jako u dat
PZP funkci souctu “skrytych” proménnych &1, ..., &7, které jsou generovany
jako realizace vzajemné nezavislych nahodnych veli¢in s rovnomérnym roz-
délenim na {0,1}. Jedna se vSak tentokrat o jinou funkci souctu, nez je
parita, konkrétné o charakteristickou funkci intervalu: Pokladame C' = 1,
kdyz 3 < ZZZI & < 4, jinak C' = 0. V datech nejsou hodnoty &1, ...,&7,

ale jejich modifikace x1,...,x7, které jsou z &1, ..., &7 odvozeny stejné jako
v tiloze PZP, véetné pravdépodobnosti 0.978, resp. 0.022 jevi z; = £, resp.
z; =1—£€Y proi = 1,...,7. Data déle obsahuji hodnoty ti{ “cisté $umo-

vych” proménnych Xg, X9 a X719, které maji vesmeés rovnomeérné rozdéleni na
{0,1} a jsou nezavislé na kédu tfidy, na ostatnich prediktorech i navzéjem.

6.2. Struktura experimentu. V kazdém z experimenti jsme pouzili uméle ge-
nerovand data predstavujici ndhodny vybér ze sdruzeného rozdéleni odpovidajiciho
jednomu z vyse uvedenych typt dat.
Pomoci datového souboru £, velikosti 500 jsme vzdy sestrojili
(i) algoritmem I stromy T4,...,T pro J hodnot « tvoficich geometrickou po-
sloupnost (J = 500 v experimentech DC, VNC a ISP, J = 50 u PZP),
(ii) algoritmem II stromy T7,...,7T% velikosti 1 az J' (v experimentech DC,
VNC a PZP bylo J' = 50, u ISP pak J’ = 200).
V dalsim kroku jsme ze stromt 17, ..., Ty, resp. T, ..., T} vybrali stromy T, resp.
T* minimalizujici chybu na valida¢nim souboru £y velikosti 500. Skuteénou chybu
stromtt T* a T*' jsme pak odhadli na testovacim souboru velikosti 10 000.
Tento postup jsme u dat typu DC, VNC a ISP opakovali (pokazdé s jingmi daty)
100krat. Vysledky experimentu PZP byly natolik jasné, ze stacilo 10 opakovani.
Pro porovnéni jsme tatiz data analyzovali metodou CART, pti¢emz soubor L£q
byl pouzit pro konstrukei (péstovani) stromu, soubor Lo pro profezavani a testovaci
soubor velikosti 10 000 pro odhad chyby klasifikace vyslednych (profezanych) stromd.
Jako kritérium pro volbu nejlepsiho vétveni jsme v experimentu DC, kde bylo 10 t¥id,
pouzili tzv. twoing, v ostatnich pfipadech (kde byly tfidy jen 2) pak Giniho miru.
Pfi profezavani jsme vyzkouseli pravidla 0 SE a 1 SE.
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Obr. 6. Dekadické ¢islice na displeji se sedmi segmenty (ilustrace k experimentiim
DC a VNC). Vpravo je znazornéno ¢&islovani segmentit — segmentu ¢. 1 odpovida
prediktor Xy, atd.

Poznamenejme, ze pri aplikaci optimaliza¢nich algoritmt i metody CART jsme
za, odhady apriornich pravdépodobnosti t¥id vesmés brali relativni frekvence ttid
v datech a kazdy chybné klasifikovany pripad jsme penalizovali stejné — veli¢ina R
je proto v nasich experimentech totozna s podilem chybné klasifikovanych pripadt.

6.3. Vysledky experimentu. V Tabulce 1 jsou pro kazdy typ dat a kazdou ze étyt
metod konstrukce stromti uvedeny vybrané statistické charakteristiky empirického
rozdéleni velikosti stromi a chyby stromt na testovacim souboru velikosti 10 000 pii
100, popt. 10 opakovanich.

Ve vsech ¢tyfech experimentech dosahoval algoritmus II lepSich vysledki nez al-
goritmus I. Stejné tak v metodé CART bylo vesmés tspésnéjsi profezavani podle
pravidla 0 SE nez podle pravidla 1 SE.

V experimentu DC nage algoritmy nepiinesly zadné presvédéivé zlepseni oproti
metodé CART (twoing, pravidlo 0 SE). Algoritmus IT dosdhl na testovacim souboru
varianta metody CART. Vyjadieno zptisobem obdobnym referatu o vysledku zéapasu
v kosikové, algoritmus II zvitézil nad metodou CART 53:47. Algoritmus I s metodou
CART dokonce prohrél 47:52 pii jedné shodé. (V obou pfipadech je rozdil hodno-
ceny znaménkovym testem statisticky nevyznamny na hladiné 5%.) Problém DC
je ziejmé pro CART, popi. jiné klasické metody konstrukce klasifika¢nach stromu
snadny, a nebude patfit k tém tlohdm analyzy dat, kvali kterym stoji za to algoritmy
konstruujici optiméalni stromy vyvijet.

V experimentu VNC byla vyhoda, kterou jsme oproti metodé CART ziskali, pro-
kazatelna — algoritmus II porazil CART (Giniho mira, pravidlo 0 SE) v poméru 62:37
pii jedné shodé, algoritmus I pak 62:38 (v obou pfipadech se jednd pfi hodnoceni
znaménkovym testem o statisticky vyznamny vysledek na hladiné 5%). Zaroven je
v8ak tfeba konstatovat, Ze rozdil mezi chybami dosahovanymi pomoci optimalnich
a klasickych stromt neni nikterak velkolepy. Pri¢itaAme to tomu, Ze pro CART je

V experimentu PZP je nase pifevaha naprosto jasna: Nase algoritmy byly schopny
najit “dobfe skrytou” zavislost ve tvaru funkce parity. CART naproti tomu prefe-
roval v kofeni a trovnich blizkych kofeni vétveni podle “zavadéjicich” proménnych,
rozdrobil tak soubor na malé podmnoziny, a v téch nebyl s to zakonitost zalozenou
na parité odhalit. Optimalni stromy tak mély na testovacim souboru vesmeés chybu
mezi 10 a 13%, zatimco chyba stromii vytvofenych metodou CART (Giniho mira,
pravidlo 0 SE) nikdy neklesla pod 30%.

V tloze ISP, kterd je pfirozendjsi nez PZP, byly nase algoritmy také vyrazné
mus I pak zvitézil o néco skromnéji 70:30 (v obou pfipadech jde pfi hodnoceni zna-
ménkovym testem o statisticky vyznamné vysledky). Metoda CART je sice schopna
na nékterych datovych souborech dosahnout presnosti srovnatelné s nejispésnéjsimi
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optimalnimi stromy, ale chyby maji velkou variabilitu. U optiméalnich stromu je va-
riabilita chyb mensi, takze napf. tfeti kvartil rozdéleni chyb u algoritmu II je nizsi
nez prvni kvartil u metody CART.

Optimalizace CART

Data Alg. Alg. 11 0 SE 1 SE
R% listh | R% listh | R% lista | R%  lista
Dekad. min | 25.31 10 25.30 14 24.85 10 25.03 10

Cislice Ql | 26.34 22 26.29 22 26.49 22.25 | 27.17 12.25
med | 26.93 28 26.78 27 | 26.88 30 27.98 17
(100 Q3 | 2764 33.75 |27.38 32 27.48 36 29.00 20.75

soubort) | max | 29.90 39 28.82 49 | 29.88 50 30.18 42
Vysoké/ | min | 13.22 5 13.22 5 13.50 7 13.73 6

nizké Q1 14.16  9.25 | 14.01 10 14.42 13 14.95 8
Cislice med | 14.76 13 14.66 13 14.90 18 15.64 10
(100 Q3 15.24 18 15.17 18 15.39 27 16.80 15

soubortl) | max | 17.16 27 17.16 48 | 17.73 40 18.33 32
Parita a min | 10.06 30 10.06 32 | 32.67 6 33.76 4
zavadéjici | Q1 | 10.06 32 10.06 32 | 33.72 850 | 3447 6
proménné | med | 10.60 32 10.56 32 | 34.89 41.50 | 35.00 7.50
(10 Q3 | 12.05 34.50 | 11.63 34.75 | 35.44 180.75 | 36.08 17.25
soubortl) | max | 13.89 36 12.17 38 |36.19 204 | 37.69 90
Interval min | 14.93 40 11.90 50 12.05 59 12.27 36
a Sumové | Q1 | 17.78 80 16.06 96.25 | 18.68 119 19.43 7
proménné | med | 19.20 95.50 | 17.47 167 | 20.75 135 22.24 108
(100 Q3 |20.38 100.75 | 18.52 186 | 23.62 157 | 24.86 134.25
souboril) | max | 24.56 115 | 21.37 200 | 31.41 197 | 33.72 185

Tab. 1. Vysledky experimentd. Minimum, maximum, medidn (med) a 1. a 3. kvartil (Q1,
Q3) empirického rozdéleni chyby na testovacim souboru (R %) a velikosti stromii (“listd”).

7. OPTIMALNI STROMY ZITRA

Zpusob hledani “spravné velkého” stromu pouzity v dosavadnich experimentech roz-
hodné neni optimélni. V nejblizsi dobé hodladme implementovat k¥izovou validaci,
kterda nam umozni hospodarnéji vyuzit data a usnadni ndm mj. praci s realnymi
daty, kde nemiizeme (na rozdil od dat umélych) dle vlastniho uvazeni zvétSovat
pocet pozorovani.

V popisu algoritmti I a II se skryva nefeseny problém. Chybu pii dané veli-
kosti nebo kombinovanou ztratu ¢asto minimalizuje ne jeden strom, ale velky pocet
stromid. O tom, ktery z nich se stane vystupem algoritmu, rozhoduji jednak pravi-
dla typu “pfi shodé mé prednost prvni (posledni) kandidat”, jednak mikroskopické
numerické chyby (souvisejici s kone¢nou presnosti redlnych ¢isel v pocitacich). Kdy-
bychom dovedli podle néjakych charakteristik (jako napf. hloubka, rovnomérnost po-
¢t pozorovani v listech, atp.) odhadnout, které ze stromi se stejnou ¢ skoro stejnou
chybou na trénovacich datech budou mit lepsi generaliza¢ni vlastnosti, mohli bychom
takovou znalost zabudovat do naSich procedur. Vytipovani takovych charakteristik
je jednim z naméti pro budouci vyzkum.

Velikost opera¢ni paméti, kterou potfebuje souCasné verze programu, roste jako
37, kde P je pocet binarnich prediktorti. Faktor 37 souvisi s tim, Ze se rezervuje
pamét pro kazdou ze 37 podkrychli prostoru prediktori {0, 1}7. Pti sofistikovanéjsi
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implementaci, konkrétné kdybychom pfidélovali pamét jen takovym krychlim, do
kterych patii néjaka trénovaci data, by asymptotika spotieby paméti byla o néco
piiznivéjsi — faktor 3° by byl nahrazen faktorem N2% | kde N je pocet riiznjch hod-
not vektoru prediktorti v datech (tj. ¢islo ne vétsi nez velikost trénovaciho datového
souboru).

Podivejme se na dusledky. Dnes jsme schopni fesit na dostupnych pocitacich tlohy
s maximalné cca 15 prediktory. Pfi velikosti trénovaciho souboru kolem 500 plati
zhruba stejny limit i pro implementaci s faktorem N2 misto 3. Extrapolujeme-li
do budoucnosti pravidlo, Ze vykonnost pocitac¢i véetné velikosti RAM se zdvojné-
sobuje pfiblizné kazdych 18 mésicti, potfebujeme nyni k rozsifeni nasich moznosti
o jeden prediktor cca 2.4 roku, lepsi implementaci miZeme tuto dobu zkratit na
1.5 roku. Ulohy s 20 prediktory pak budou jednim zptisobem Fesitelné asi za 12 let,
druhym uZ za 7 a pul roku, se 30 prediktory budto za 36 let, nebo jen za 22 a piil
roku. Posledni cifra dava na rozdil od predposledni ur¢itou Sanci, ze se nékteri autori
dockaji resitelnosti tloh se 30 bindrnimi prediktory béhem svého aktivniho zivota.

V praktickych tlohach se ovSem zpravidla vyskytuji kategoridlni prediktory s vét-
§im poctem hodnot nez 2 a prediktory s uspofddanym oborem hodnot. Problém
obsahujici takové proménné lze formalné pfevést na tlohu s pomocnymi binarnimi
prediktory, pocet téchto pomocnych proménnych vsak rychle presdhne nase souc¢asné,
popf. i budouci moznosti. Abychom z optimalizace stromi ucinili Siroce pouZitelny
prakticky nastroj, potfebovali bychom maximéalni pocet binarnich prediktord zvysit
nejméné na 100 (¢tenaf si miize spoéitat, jak dlouho by to trvalo)?. Chceme-li v ro-
zumném case takovych parametrti dosdhnout, nezbyva nam nic jiného nez od plné
optimalizace upustit. Hodlame se tudiz v budoucnosti vénovat studiu heuristickych
postupti, které budou na jedné strané vypocetné méné narocné nez optimalizace,
ale na druhé strané co mozna zachovaji prevahu nad klasickymi metodami tam,
kde optimalizace poskytuje podstatnou vyhodu. Na plnou optimalizaci pak mtzeme
pohliZzet jako na prostfedek, ktery nam umozni na tlohach, kde plna optimalizace
je realizovatelna, zkoumat, nakolik se vysledky heuristickych postupi vysledkiim
optimalizace skutecné blizi.

O praktické uzitecnosti optimalizace stromu a pfibuznych metod (zaloZzenych na
heuristické aproximaci optimalizace) se vSak bude rozhodovat jesté jinde: Experi-
menty uvedené v paragrafu 6 ukazuji, Ze v né€kterych tlohach, kde vztah mezi pre-
diktory a zavisle proménnou je dosti komplikovany, dava optimalizace vyrazné lepsi
vysledky nez klasické metody, ale jinde pro zménu ziskdme optimalizaci velmi mélo
nebo nic. Ulohy, kde optimalizace p¥inasi podstatnou vjhodu, dnes umime uméle
konstruovat. Teprve budoucnost ale ukaze, zda se vyskytuji v nezanedbatelné mitre
také mezi problémy redlnymi.
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