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BAYESUV PRINCIP

ZDENEK PULPAN

ABSTRAKT. PoukaZeme na moznost rozhodovani pomoci Bayesova principu.
Ten vychazi z odhadu podminéné pravdépodobnosti a z predpokladu disjunkt-
niho rozkladu zékladni mnoziny (nebo z pfedpokladu disjunktnosti vzhledem k
zavedené pravdépodobnosti). Navrhneme jedno jeho rozsifeni i pro fuzzy mno-
ziny.

Pezrome: B aT0ii crarhe u3yuaer cs npumMeHenue mMerona baeca u ¢asu
MHO3ECTB.

1. KLASICKY BAYESUV PRINCIP

Méjme danu zakladni mnozinu §2, jevové pole A na Q a pravdépodobnost P na
Agq. Pak podminénou pravdépodobnost p(A/B) za podminky B € Agq, indukovanou
pravdépodobnosti P, definujeme pro kazdé A € Aq vztahem

(1) waym) = T

=0, kdyz P(B) = 0.

O tom, ze A — p(A/B) je pravdépodobnost, se miZzeme snadno pfesvédcit:

p(B/B) =1; p(A/B) = 0; p(UA;/B) = ZpA/B

, kdyz P(B)>0

kde A; jsou navzajem disjunktni prvky z Agq, i € I a I je nejvySe spofetnd mnozina.

Budeme pouzivat rozkladu prostoru 2. Rozklad prostoru Q je takovy, nejvyse
spofetny systém neprazdnych mnozin B; € Agq, i € I, kde I je nejvyse spocetna
indexova mnozina a plati

a) B; N B;j = pro i # j (vzajemna disjunktnost)

b) Uier B; = Q (pokryti mnoziny ).

Méjme nyni jisty rozklad S = {B; };e; mnoziny Q, kde B; € Aq, i € I, a libovolné
A € Aq. Pak plati vzhledem k (1) a vlastnostem P na Aq

P(A) = P(ANQ) = P(AN (UB,)) = P(U(AN B})) =

(2) =Y P(ANB;)) =) P(B)-p(A/B))

el i€l

a také pak
. PBinA) _ P(Bi) p(A/Bi)
@ B =T = S P p(ATB)
=0, kdyz P(A) = 0.

Vztah (2) se nazyva vztahem pro tiplnou pravdépodobnost a vztah (3) je Bayestv.

. kdyz P(A) >0
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Priklad 1: Uvazujme X jako koneCnou mnozinu urcitych symptomt. Oznac¢me
znakem Q = 2% mnozinu viech podmnozin mnoZiny X a vytvoime rozklad mnoziny
Q napriklad tak, ze nékteré prvky rozkladu budou reprezentovat pritomnost resp.
neptitomnost zakladnich symptom1 jen jedné urcité choroby; mezi jistymi chorobami
a tf¥idami rozkladu B; tak bude vzajemné jednoznac¢ny vztah.

Jsou-li odhadnutelné pravdépodobnosti jednotlivych uvazovanych diagnéz P(B;)
a podminéné pravdépodobnosti p(A/B;) souboru pozorovanych symptomi A pii
kazdé z uvazovanych diagnéz B;,i € I, mizeme stanovit podle (3) pro kazdé i € T
podminénou pravdépodobnost p(B;/A). Rozhodovani zvazujeme vzhledem ke vza-
jemnym hodnotam p(B;/A),i € I.

Konkrétnéji, necht X = {x1, 22, , 2%} je konecnd mnozina zakladnich sympto-
mi (napf. z; ,zvySend teplota®, xo ,bolesti bficha“, ..., xp ,artréza kycelniho
kloubu“) a pfitadime vzajemné jednoznacéné kazdému prvku w C = 2% k-rozmérny
vektor V' (w) = (a1, a2, -+ ,ax) tak, ze a; = 1 resp. 0, kdy# je x; € w resp. z; & w.
Je-li systém symptomii vzhledem k chorobam n,mns, - - - ,ny, | < 2F, dobfe vytvoten,
je moZné stanovit takovy rozklad S na © (resp. na mnoziné vSech k-¢lennych 0-1
posloupnosti), ze nékteré jeho t¥idy rozkladu mohou byt ztotoznény s chorobami
ni,ne,- - ,n. Necht S = {B;}._,, kde q je pocet prvki rozkladu S; B; jsou tvofeny
jistymi k-prvkovymi posloupnostmi v (w), které jsou diagnézami. Bodové odhady
pravdépodobnosti P(B;) dostaneme sou¢tem relativnich ¢etnosti diagnéz obsazenych
v B;. Podobné dostaneme bodové odhady podminénych pravdépodobnosti p(A/B;)
jako soucty relativnich Cetnosti diagnéz z A v mnoziné diagndz patficich k B;.

Mame zde vsak nékolik problémil. Jeden spociva v tom, ze bodové odhady prav-
dépodobnosti jsou spolehlivé jen kdyz pochézeji z dostatené rozsahlého ndhodného
vybéru. Vzhledem k tomu, Ze napft. v 1ékarskych rozhodovanich potfebujeme i velké
mnozstvi dil¢ich diagndz, je potfebné odhady provadét z relativné velmi rozsédhlého
vybéru. Druhy problém spociva v hodnoceni dil¢ich diagndz, které pro seridznéjsi
celkovou diagnézu musi vychazet z presnéjsi charakterizace stavu nez napf., ze pa-
cient ,,ma“ nebo ,,neméa bolesti bficha“. Nahradime-li napriklad polozku x; ¢iselnou
hodnotou télesné teploty, napft. s presnosti +0, 1°C', mame zde misto odhadu dvou
moznych stavii i kolem 50 novych moznosti télesnych teplot. To znamena, Ze jiz napft.
pii 3 podobnych diagnézach mame zjisfovat odhady pravdépodobnosti pro 125 000
moznych stavi! A to zfejmé neni mozné. O

Poznamka: Podminku rozkladu mnoziny €2 pro platnost Bayesova vztahu (3) lze
oslabit podminkou P-rozkladu takto:

Systém T = {B;};c;r mnozin B; € Agq je systémem P-disjunktnich mnozin, kdyz

a) P(B; N B;) =0 pro i # 7,

b) P(U; B;) =1, (4)

c) P(B;) >0, i€l

Platnost (3) za podminek (4) vyplyvé z toho, Ze ze (4) plyne pro P(A) vztah (5):

(4) P(A) = P(ANUB;) = > P(ANBy).

wel

Vidéli jsme, ze uziti Bayesova rozhodovani pfi vétSim pocétu odhadovanych po-
lozek predpoklada rozsahla vybérova Setfeni. Pfitom si uvédomujeme, Ze nékteré
diagnostikované polozky maji podobu vagnich dat. Zkusme proto nahradit rozsahlé
méfeni expertnimi odhady funkei nalezitosti fuzzy mnozin Aa Ei, 1el.
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2. Fuzzy BAYESUV PRINCIP

Predpoklddejme, Ze mame opét zdkladni prostor 2, jevové pole Aq a pravdépodob-
nost P na Ag. Postupujme analogicky s klasickym ptipadem.

Fuzzy jevem vzhledem k Aq je kazda fuzzy (pod)mnozina A mnoziny Q, pro jejiz
funkci ptislusnosti p 4 plati

(5) pat(I) € Ag

pro kazdy interval I C (0;1).
Pravdépodobnost fuzzy jevu A s funkei prislusnosti 4 definujeme vztahem

(6) P = [ padP = E(ua).

Podminéna pravdépodobnost g pro fuzzy jev A za podminky fuzzy jevu B je
definovana podobné jako v klasickém piipadé ([4])
~ ~  P(ANB) ~
7 q(A/B) = ————, kdyz P(B) >0
@ W3 == (
=0, kdyz P(B) = 0.

Méjme nyni dédnu nejvyse spocetnou posloupnost {Ez} ; fuzzy jevi mnozZiny (.
Platnost fuzzy Bayesova principu je pak podminéna splnénim ekvivalentnich vztaht
(9) a (10) pro jakykoliv fuzzy jev A mnoziny Q:

(8) P(A) =) PANB)
il
L B)- A/
9) o(Biyd) = 2B aA/B) g
> P(Bi) - q(A/B;)

Hledejme proto podminku pro fuzzy mnoziny Ei, i € I, k platnosti (9) pro kazdou
fuzzy mnozinu A mnoziny Q. Systém fuzzy mnozin {B;};cs, ktery splituje (9) pro
kaZzdou fuzzy mnozinu A nazveme systémem fuzzy disjunktnich mnozin.

Rozebereme si problém fuzzy disjunktnosti nejprve na prikladech.

Priklad 2: Méme 2 = (0;10) a na ni rozlozeni pravdépodobnosti dané hustotou

/()

1
= —x: <x <

f(x) 555 0<z<5
L2 soa<0
TS r=a

Systém fuzzy mnozin {E}}i:m,g bude nejprve systémem ostrych mnozin (zapsanjych
ovSem jako fuzzy mnoziny) s funkcemi p¥islusnosti:

pp:(z) =1 pro z € (0;3)
=0proz & (0;3),

ppi(z) =1 pro x € (3;6)
=0 pro z ¢ (3;6)

0

= 0 pro z ¢ (6;10). _ N
Pak je P(B}) = [, ppr(z) f(z)dz = 0,18, P(B3) = 0,50, P(B3) = 0,32; je jasné,
Ze zde musi byt Zle P(B;)=1.
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Pro fuzzy mnozinu A:

MA(x):%x—— 1<x<4
=—itr4+14<2<7
=0 jinde
vypoctem dostaneme 77 fQ pa(x) - flx)de = 0,444.

Uvazujeme-li prunik dvou fuzzy mnozin bud ve smyslu Zadehovy nebo Lukasiewic-
zovy (nebo i jiné) definice dostaneme v nasem piipadé volby systému {B }iz1,2.3
stejné hodnoty P(BL N A) = 0,062, P(Bi N A) = 0,357, P(Bi N A) = 0,024.
Zde skuteéné plati (9). N&§ systém fuzzy mnozin {B }i=1,2,3, ktery je systémem
disjunktnich mnozin ve smyslu disjunktnosti ostrych mnozin je i systémem fuzzy
disjunktnich mnozin (ve smyslu zminénych definic priniku fuzzy mnoZin) a plati
zde fuzzy Bayesuv princip.

Zavedeme si nyni jiny systém fuzzy mnoZin {Ef}i=17273 definovanych takto:

1
uBf(x):—gac—i—l; 0<z<3

=—ax4+7 627

= 0; jinde.
MuZeme si predstavit, ze dany systém fuzzy mnozin reprezentuje jistou neostrou
klasifikaci na . Dané fuzzy mnoziny nejsou disjunktni ve smyslu Zadehovy (zde

je panp(x) = min(pa(z), up(x))) ani Lukasiewiczovy definice (zde je papp(z) =
max(pa(z) + pp(z) — 1;0) priniku dvou fuzzy mnozin.

Pro tento systém fuzzy mnozin {B }l 1,2,3 mame

73(32) =0, 06; P(BZ) =0,107; 73(33) = 0,043.

Vidime tedy, ze Z P(B2) # 1.

Pro priniky fuzzy mnozin, ur€ovanych ze Zadehovy definice minima mame
P(AHBQ)—O 027, P(AHBQ)—O 010; P(AHB3)—0 347.

Plati tedy Zz 1 P(A N BQ) =0,384 # 0,444 = 73( )

Provedeme-li vypocet priniku fuzzy mnoziny As fuzzy mnozinami Ef, 1=1,2,3,
pomoci Lukasiewiczovy spojky, dostaneme za predpokladu stejné zakladni pravdé-
podobnostni miry dané hodnotou f(x):

P(A®B2) =0; PA©B3) =019 P(AeB3)=0.

Zde je Zizl P(A® B2) = 0,198 £ P(A).

V obou uvedenych pfipadech tedy fuzzy Bayestv princip (9) neplati. Vidime, Ze
jsou sice piipady, kdy (9) plati, ale v situaci, ktera je pro praxi dilezita, tento princip
neplati. [
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Pokusme se nyni zeslabit podminku (9) tak, aby fuzzy Bayestiv princip zahrnoval
i vSechny klasické piipady (3) disjunktnich nonfuzzy mnozin systému { éi}ie I, ktery
pokryva Q.

Pro fuzzy - Bayesovské rozhodovani je dilezité vhodné odhadnout q(gz / g), kde
Ei,i € I, jsou rizné fuzzy mnoziny, jejichz sjednoceni nosi¢u je §2; jak jsme pti-
pomnéli, ackoliv v klasickém (nonfuzzy) ptipadé tvoii B;,i € I, rozklad Q, zde,
vzhledem k obecnéj$imu uziti, se nesnazime predpokladat pro fuzzy mnoZiny Ei,
i € I, jejich vzajemnou fuzzy disjunktnost vzhledem k nékteré definici priniku ([5]).

Méjme déno jevové pole Ag a pravdépodobnost P na Ag. Dale mé&jme dan systém
fuzzy mnozin {B Yier, jejichz nosice pokryvaji {1 a necht B;, i € I, jsou fuzzy jevy.
Pro kazdou fuzzy mnozinu Bz, 1 € I urCeme novou fuzzy mnozinu BO takto

(10) ppo(®) = infjzijer max(pp, (x) — pp,(x);0);  xe€Qiecl

Je jasné, ze E? je pak také fuzzy jev vzhledem k Agq.
Nyni definujme podminénou pravdépodobnost ¢(B;/A) fuzzy jevu B; za pod-
minky libovolného fuzzy jevu A (vzhledem k Ag) nové vztahem (12):

P(BY N A)

(11) 0(B;/A) = P

;orel

Jsou-li fuzzy mnoziny Bz, i € I interpretovatelné jako disjunktni normélni mno-
ziny z Agq, pokryvajici €, je B = Bz, i €I, aplati (2) i (3).

Primnik fuzzy mnozin ve vyrazu pro pravdépodobnost v éitateli vyrazu (12) ma-
zeme konstruovat podle riuznych definic; pouziti zavisi na problému, ktery se zkouma
a na zkusenosti uzivatele.

Priklad 3: Poéitejme pro data z p¥ikladu 2 hodnoty ¢; (310/21) a qi (Bfo/g) pro
i =1,2,3 podle (12) a uzivejme Zadehovy interpretace fuzzy pruniku.

Nejprve uréime pfislusné fuzzy mnoziny: Plati B10 = Bz, 1 =1,2,3. Déle jsme
vypocetli

B20:
fp2 () pro z € (0;1)
ppn(@) =~ 3248 proze (1;9)
0 jinde;
B
= pro xz < 34
ppzo(z) = Sz — 4 pro?<:1c<7
ppz(r)  pro7 <z <10
B,
%x — % pro % <x<3
gz (@) pro3<z <6

/J,BQOI‘:
3() —%x—f—ﬁ pro6<x§%

0 jinde.
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Pak je v prvnim pfipadé podle (12)

0,062
0,444

0(BLA) = oo [ mintus (0, a(e) S = g =014

q1(B3/A) = 0,90; q1(B3/A) =0,02.

Ve druhém piipadé je podle (12)
@1 (Bi/A)=0,02;  qi(B3/A)=0,00; q1(B3/A)=0,68.0

Je jasné, ze vzhledem k definici fuzzy mnozin E? a k (12) nemtZeme ocekavat
obecnou platnost vztahu ) .., ¢1 (Ez / ﬁ) = 1, analogického ke vztahu pro non fuzzy
podminéné pravdépodobnosti v zadné z interpretaci fuzzy pruniku.

Hodnoty ¢1(B;/ g), 1 € I, mizeme chapat jako miry spravnosti rozhodnuti pro
alternativu B; za podminky A a uvazovat o vektoru 6 A (kdyz card(I) =n)

(12) Qa=(0(B1/A), 1(Bo)A), - ,qa(Bn/ A)).

Tento vektor je mozné normovat tak, aby kazdé ¢;(B;/ A) pieslo v ¢} (éz / A) >0
tak, aby

(13) > qi(Bi/A) =1.

i€l

Normované hodnoty ¢j (B / A) pak mohou byt interpretovany jako vahy jednotli-
vych rozhodnuti B; za piedpokladu znalosti A (napr predchoziho rozhodnuti A)
Nabizi se vSak jesté druha moimost uréeni ¢(B;/A), a to vatahem (15)

~ - P(BY N A)

(14) q2(Bi/A) = ZJUPZ(E? - Z); iel

Zde bereme v tivahu, Ze jmenovatel ve (14) nemusi nabyvat hodnoty P(A ) a prislusné
¢2(Bi/A) je pak mirou zastoupeni hodnoty P(B? N A) v souctu dje P(B N A).
Pro g2 z (15) v8ak ale pfimo plati

> a(Bj/A) =1.

Jjerl
Priklad 4: Pro data z predchazejicich prikladt 2 a 3 a opét pro Zadehovu interpretaci
priniku fuzzy mnozin mame

q;(B2/A) = 0,03 = go(B2/A)
q;(B3/A) = 0,00 = ¢2(B3/A)

q;(B3/A) = 0,97 = go(B3/ A).

V nasem pripadé jsou oba vysledky témér identické. [
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3. ZAVER

Byly naznaceny problémy, které vznikaji ve snaze zavést Bayesuv princip i pro fuzzy
jevy analogicky s timto principem v klasické teorii pravdépodobnosti. Je uvedeno

jedno z moznych feseni tohoto problému ,,ipravou fuzzy mnozin B;, ¢ € I, tvoricich
pak ,fuzzy pokryti“ zdkladni mnoziny Q. Je také mozné vyuzit tohoto principu v
rozhodovéani, zobrazitelném stromovym grafem.
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Conclusion

We have described the posibilities of decision making with the help of the fuzzy
- Bayes formula.

Konkludo
En tio artikolo ni evolugis la fuzzy - Bayes formula. Ni uzas tion formulon en la
decida procedo egz. en la medicino.
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