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METODA SUBSAMPLING A JEJI APLIKACE
V CASOVYCH RADACH

ZUZANA PRASKOVA

ABSTRAKT. In the paper, some basic results concerning subsampling in time
series are reviewed. The method is then applied to estimate parameters of au-
toregressive model with heteroscedasticities and consistency of such estimators
is proved.

Pe3iome: B »TOll craTrhe u3ydaer csi OPUMEHEHME METOHd IIOABBIOODKU
K AQHAJMN3yY BPEMEHHBLIX psNO0B. [[OKA3BIBAET CsI COCTOSITEJILHOCTDL OILIEHOK
[mapaMeTpoOB MPOIECCA ABTOPErPeCcCHUM B CJIyUae HEOAUHAKOrO PacIperne-
JIEHHBIX OLINOOK.

1. Uvop

Méjme pozorovani néhodny(/:\h velicin Xq,..., X, které nutné nemusi byt neza-
vislé a stejné rozdélené; ng\cht’ 072\ je odhad nezndmého parametru 6 spocteny z po-
zorovani Xi,...,Xp, tj. 0 = 0,(X1,...,X,), a necht R, = R, (X1,...,X,) je
statistika, na které je zaloZeno statistické usuzovani o 67“

V nasem pfispévku budeme uvazovat statistiku R,, = 7, (Z)\n —0), kde 7, je kon-
stanta zavisld jen na n; nejéastéji se voli 7, = y/n. Zabyvat se budeme aproximaci
distribucni funkce statistiky R,, a odhadem rozptylu 67“ metodou subsampling.

Na rozdil od metody bootstrap, ktera je zaloZena na mnohonasobném opakovani
prostého ndhodného vybéru s vracenim ze souboru X3, ..., X,, (étenéfe, ktery se chce
vice dozvédét o metodé bootstrap, zde odkazujeme na monografie Efron a Tibshirani
(1993) nebo Shao a Tu (1995)), spoc¢ivd metoda subsampling v praci s mensimi
soubory dat, které vybereme urcitym zptisobem z X1, ..., X,,. Zptusob, jakym budou
tyto podsoubory pofizeny, je jiny pro nezavisld pozorovani a jiny pro zavisla data,
napf. pro ¢asové fady. Témi se budeme zabyvat podrobnéji, nejdfive vSak uvedeme
zékladni znamé vysledky metody subsampling pro nezavisla pozorovani.

2. METODA SUBSAMPLING PRO NEZAVISLA POZOROVAN{

Necht X3,..., X, jsou nezavislé stejnd rq\zdélené nahodné veli¢iny s distribucni
funkci F, 6 = 6(F) je neznamy parametr a 6,, jeho odhad. Necht Y1,...,Y n jsou
vsechny mozné podsoubory o rozsahu b < n pofizené prostym ndhodnym vybérem
bez vracent ze souboru Xy, ..., X,, tj.

Y,=xP, . x"™), i=1,...,N,

kde N = N, = (Z”) Necht an,b,i je odhad 6 spocteny z vybéru Y ;. Potom rozdéleni
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(1) Hy(x) = Plra (0, — 0) < 2]

je aproximovano empirickym rozdélenim zalozenym na hodnotéach 7,(6,, 5 — 65), tj.
empirickou distribuéni funkci

N
1 . .
(2) Ln,b(l‘) = N ;I[Tb(en,b,i - en) < JJ],

kde I[A] znaéi indikdtor mnoZiny A.
Pozndmka 1. V ndhodném vybéru s vracenim, ktery teoreticky pripousti metoda

bootstrap, je N =n".

Konzistence tohoto postupu je zarucena nasledujici vétou (Politis, Romano a Wolf
(1999), Theorem 2.2.1).

Véta 1. Necht H je distribucni funkce takovd, Ze

H, — H slabé, kdyz n — oo,
b

ddle necht b — oo, > — 0, 7+ — 0. Plati ndsledujict turzent.
(i) Jestlize x je bod spojitosti H, potom

L, p(x) — H(z) v pravdépodobnosti.

(ii) Jestlize H je spojitd, potom
sup |Ly,.p(z) — Hp(x)| — 0 v pravdépodobnosti.
p
(iii) Necht o € (0,1) a necht ¢(1 — «) je (1 — &)-kvantil rozdéleni H a ¢y, p(1 — @)
je (1 — a)-kvantil rozdéleni Ly, ;. Jestlize H je spojitd v c¢(1 — &), potom

~

Pl (0, —60) <cpp(l—a)] = 1—q.

3. SUBSAMPLING VE STACIONARNICH CGASOVYCH RADACH

Nyni predpokladejme, ze X1, ..., X, jsou pozorovani striktné stacionarni ndhodné
posloupnosti {X;}>°,, kterd ma vlastnost strong mizing (jinak téZ a-mizing), tj.
plati ax(m) — 0 pro m — oo, kde koeficient ax(m) je definovany pfedpisem

ax(m) = sup sup |P(ANB) — P(A)P(B)|,
n AFn BEF,,
aFm =0{X,,...,Xm} je o-algebra generovand ndhodnymi veli¢inami X, ..., X,.

7 ptredpokladu striktni stacionarity plyne, ze vS§echny nahodné veli¢iny X; maji stejné
rozdéleni, nemusi vSak byt nezavislé.

Poradi ndhodnych veli¢in je v tomto pripadé dutlezité, proto chceme-li pouzit
metodu subsampling, nelze postupovat jako v pripadé nezavislych stejné rozdé-
lenych ndhodnych veli¢in a uvazovat vSechny mozné vybéry bez vraceni o roz-
sahu b ze souboru Xi,...,X,. V tomto pfipadé se uvazuji klouzavé bloky délky
b, (X1, Xp)s--, (Xn—bt1,---,Xn), v bloku (Xt,...,X¢yp—1) se stanovi odhad

~

On.p, parametru 6 a rozdéleni H,, definované v (1) se aproximuje rozdélenim

1 n—b+1

Z I[Tb(é\n,b,t - é\n) < {E]

t=1

(3) Lop(e) = =7
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Nahodné vektory (X¢,...,Xe4p—1) prot = 1,...,n — b+ 1 maji vzhledem ke
striktni stacionarité stejné rozdéleni a lze ukazat, ze tvrzeni (i) — (43¢) Véty 1 plati
i pro striktné stacionarni posloupnosti s vlastnosti strong mixing a pro distribu¢ni
funkeci (3) (viz Politis, Romano a Wolf (1999), Theorem 3.2.1).

Rozptyl empirického rozdéleni (3) je (n — b+ 1)~ > 1) b+l Ty (é\n@t —6,)2, kde
_ 1 n—b+1

9(, = —’[’L b+ 1 Z en,b,ta
t=1

je tedy prirozené odhadnout rozptyl 67“ jako
(1) 2 1 n—b+1 =R .
4 V,=Lt—— Onpt—0p)°.
@ T 2 =)

t=1
Pro n = kb a nepiekryvajici se bloky délky b, tj. pro vektory (X(—1)p+1,- -, Xip)
ai=1,...,k, dostaneme odhad

3w|°‘w
??‘I —

(5)

kde

k
§ nbz ;

o1&
:%Z

a é\n,bﬂv je odhad v i—tém bloku. Podminky konzistence téchto odhadd byly studo-
vany riznymi autory a jsou shrnuty v Politis, Romano a Wolf (1999), Lemma 3.8.1.

P¥i pouziti metody subsampling vznikd problém jak stanovit délku bloku, nebot
véty o konzistenci jsou formulovany za pfedpokladu b — oo a % — o0 pron — 0.

Nap¥. rozptyl vybérového priméru X, = % Z?zl X;, kde X1,..., X, jsou pozo-
rovani striktné stacionarni posloupnosti se stiedni hodnotou E X; = 8 a autokovari-
ancni funkei R(k) = E(Xj11 — 9)(X1 —0), je

o425 (- Y

anVarX, — o2 pron — oo a y . |R(k)| < oo, kde 02 = > R(k) (Brockwell
a Davis (1991), Véta 7.1.1). Pokud autokovarianéni funkci nezname, mizeme VarX,,
odhadnout tak, ze do vzorce (6) dosadime vybérové autokovariance

n—k

R(E) = S (X0 = X)X~ Xo)

(6) VarX, = =

Pro velké hodnoty k (blizké n) vSak jsou odhady ﬁ(k) zna¢né nepresné.
Pro odhady (4) a (5) zkracené oznacené jako ‘7(1), V® v tomto pripadé plati, ze
nV® a nV® jsou konzistentnimi odhady o2 , a délka bloku, kterd minimalizuje
asymptotickou stfedni kvadratickou chybu téchto odhadd, je pfiblizné

(1) b <<ZZ°=_OC IklRuf))Z)éné

1
col,

kde ¢ = 2 pro odhad V® a ¢ =1 pro odhad V® (Politis, Romano a Wolf (1999),
kap. 9). Je zfejmé, Ze takto lze délku bloku stanovit jen pii zndmé autokovarianéni
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n | VarX, v p() V@ b2
50 | 0.04460 0.03300 2 0.03333 2
(0.00910) (0.00936)
100 | 0.02240 0.01840 3 0.01700 2
(0.00444) (0.00343)
200 | 0.01122 0.00975 4 0.00972 4
(0.00178) (0.00194)
400 | 0.00562 0.00504 5 0.00493 4
(0.00070) (0.00070)
500 | 0.00450 0.00406 5 0.00396 4
(0.00051) (0.00050)
1000 | 0.00225 0.00208 7 0.00203 5
(0.00022) (0.00020)
2000 | 0.00125 0.00106 8 0.00105 8
(7.850-005) (7.250-005)
5000 | 0.00045 0.00043 10 0.00043 10
(2.34¢-005) (2.77¢-005)

TABULKA 1. Odhad rozptylu priméru metodou subsampling pii
optimalni délce bloku.

funkci R(k).

V tabulce 1 jsou uvedeny vysledky simulaci, které srovnavaji skute¢nou hodnotu
rozptylu spo¢tenou podle vzorce (6) a jeho odhady VD a V@ metodou subsampling
pro riizné poéty pozorovani n a odpovidajici délky bloku b™), b2 poéitané podle (7)
a zaokrouhlené na celd ¢isla. Posloupnost X1, ..., X, byla generovana jako MA(1)
podle predpisu X; = Y; + %Yt_l, kde {Y;} byl striktné staciondrni bily Sum s rozdé-
lenim N(0,1). Smérodatné odchylky pro 1000 opakovani jsou uvedeny v zavorkach.

Dale jsme studovali chovani odhadu rozptylu VarX,, metodou subsampling v zé-
vislosti na délce bloku pfi pevném poctu pozorovani.
Byly generovany posloupnosti

1
(8) MAQ): Xy =Y + 5Yis
9) MAQ2): Xy =Y, +Yi 1+ Yo
(10) AR(1): X; =B8X, 1+Y,, 3=0.3a83=0.8

pro rozsahy n = 100,n = 160,n = 200 a n = 400. Posloupnost Y; byla ve vSech
pripadech generovéana jako striktni bily Sum s rozdélenim A(0,1).
Poznamka 2. Takto definované posloupnosti jsou striktné stacionarni a maji vlast-
nost strong mixing (Davidson (1994), véta 14.9).

Pro kazdou fadu byl spocten odhad rozptylu priméru metodou subsampling pro
klouzavé bloky (odhad V(1)) a nepiekrivajici se bloky (odhad V). Pro kazdou
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délku bloku bylo provedeno 1000 opakovani a spocten prumér a smeérodatna od-
chylka. Vysledky byly porovnany se skute¢nou hodnotou rozptylu, ktera byla spoc-
tena podle (6). Na obrazcich je skuteénd hodnota rozptylu vyznacena +, hodnota
odhadu V) jako e a hodnota odhadu v jako . U neprekryvajicich se bloki se
rozsah, pfi kterém bylo dosazeno nejlepsi shody se skute¢nou hodnotou, pohyboval
mezi 2 — 5, u klouzavych blokt ve vétsiné piipadt mezi 10 — 20, ale odhady mély
v nékterych pripadech velkou smérodatnou odchylku. Vysledky simulaci pro rozsahy
n = 100 a n = 400 jsou demonstrovany na obrazcich 1 a 2. Z obrazku je patrna ur-
¢ita stabilita odhadi ziskanych metodou klouzavych bloki, které maji i jinou nez
optimalni délku.

Na obrazku 3 je pro ilustraci také aproximace skute¢ného rozdéleni metodou
subsampling z jedné vybérové realizace.

Urcitym feSenim jak zvolit délku bloku, i kdyz nedava optiméalni vysledky, je po-
uzit kalibra¢ni metodu nebo metodu minimalni volatility. Obé metody jsou popsany
v Politis, Romano a Wolf (1999).

4. SUBSAMPLING V NESTACIONARNICH GASOVYCH RADACH

Nyni ptfedpokladejme. Ze posloupnost {X;}°°  neni striktné staciondrni, ale ma
vlastnost strong mixing. Podobné jako v predchozim odstavci je metoda subsampling
pro odhad obecného parametru 6 zalozena na klouzavych blocich (X, ..., Xi1p-1)
prot = 1,...,n — b+ 1. Tyto ndhodné vektory vsak jiz nemaji stejné rozdéleni.
Necht @\n, én,b,t a Ly jsou definovany stejné jako pro stacionarni posloupnosti, H,
je definovana v (1), necht

-~

(11) Hb,t(x) = P[Tb(en’b’t —-0) < {E]
O konzistenci L, ; lze dokédzat nésledujici vétu (Politis, Romano, Wolf (1999), The-
orem 4.2.1).

Véta 2. Necht {X:}°°, je ndhodnd posloupnost s vlastnosti strong mizing. Predpo-
kladejme, Ze existuje distribucni funkce H takovd, Ze

(a) H, — H slabé, kdyz n — oo,
(b) V kazdém bodé spojitosti H a pro kaZdou posloupnost indexi ty, plati
Hy4, (z) — H(zx), kdyz b — occ.
Necht ddle 7 — 0 a necht Ly je empirickd distribucni funkce definovand v (3).
Potom plati turzent (i) — (iii) Véty 1.
Pozndmka 3. Predpoklad (b) 1ze nahradit slabsim pfedpokladem

(b)) V kazdém bodé spojitosti H a pro n — 00,b— 00 a % —0

1 n—b+1
Ry 2 M) = H)
t=1

Vysledky lze zobecnit na vicerozmérny parametr.

Nyni uvazujme pozorovani Xi,..., X, autoregresni posloupnosti AR(1) defino-
vané jako

(12) X, =BX;1+Y, t=0,%1,...,
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kde |8] < 1 a Y; jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou a
rozptyly o2. Posloupnost (12) nen{ obecné stacionarni. Necht 3,, je odhad parametru

0 spo¢teny metodou nejmensich ¢tverct z pozorovani X, ..., X,, tj.
n
> XiXi
5 t=2
O = ——
2
>, Xi
=2

Ukéazeme, ze rozdéleni \/ﬁ(@l — f) je mozné aproximovat metodou subsampling.
Mame tedy 7, = /n, H,(z) = P[y/n(B, — ) < z]. Necht (3,5 je odhad § z pozo-
rovani Xy, ..., X¢yp—1, tj.
t+b—1

> XX
j=t+1

t+b—1 ) ’

X7 4
j=t+1

Hy1(x) = PVb(Bnpe — B) < 7,

6n,b,t =

n—b+1

1 ~ -
L, =— IIVb(Bnb,t — Bn) < .
(@) = Z:: [Vo(Br,bt = Bn) < 2]
Nyni lze zformulovat podminky konzistence.

Véta 3. Necht X; je definovand v (12), kde |8| < 1, Yz jsou nezdvislé s nulovou
stredni hodnotou, rozptyly o? a stejnomérné ohranicenymi momenty 4. vddu a maji
hustoty f¢ pro které plati

1 oo
(13) sup ﬂ/ |fi(z +a) — fi(2)|dz < M pro vSechna |a| < 7
t lal J_ oo
kde M,~ jsou kladné konstanty. Necht ddle plati
1 Rt
(14) T Z sz — 0% > 0 stejnomerné v t, kdy? k — oo,
j=t
1 R
(15) T Z 03EX? | — 5 > 0 stejnomérné v t, kdyz k — oo.
Jj=t+1

Potom pro odhad parametru 8 metodou subsampling plati

sup | Ly, p(z) — Hp(x)| — 0 v pravdépodobnosti
x
jestlize n — 00, b — o0, % — 0 a Lyny a H, jsou distribucéni funkce definované vyse.

Dikaz. Stadi ovéfit predpoklady Véty 2. Podminka |G| < 1, pfedpoklad o stejno-
mérné ohrani¢enych momentech a podminka (13) zarucuji, Ze posloupnost {X;} méa
vlastnost strong mixing (Davidson (1994), véta 14.9.)
Dale uvazujme schéma ndhodnych veli¢in
ftb,v :th+v_1 tb:17...,n—b+1,1}:1,...,()—1,
Vi w = Yy, 40 tp,=1,....n—b+1, v =1,...,b—1,
Ct;,,'u :th+v71Y;‘/b+'U ty = 177n_b+ 1; v = 1;"'7b_ ]-7
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kde b =b(n) a b — oo, kdyz n — oo. Zfejmé je

tp+b— 1

) \/_Z]b ty+1 ] IY \fz'u 1<tb7
ty+b—1

Z]b tb+1X2 bzv 1£tb,

Pro kazdy index t; jsou ndhodné veli¢iny vy, , nezavislé, s nulovou stfedni hodno-
tou, s rozptyly E(vy, )2 = afb 1y & se stejnomérné ohrani¢enymi momenty 4. fadu,
tedy podle zékona velkych ¢isel a podminky (14) plati

(16) Vb(B oty —

b—1
1
(17) 7 Zl/i”v — 02 pro b — oo skoro jisté.
v=1
Nahodné veli¢iny (;, ., tvofi posloupnost martingalovych diferenci, pro které podle
Praskova (1997), viz téz Basu a Sen Roy (1990) a za platnosti podminky (15) plati

b—1
(18) L (\/LE ;Ctmv) — N(0,72) pro b — oo

pro kazdy index ty.
Kone¢né, kdyz vyuzijeme (12), dostaneme

b—1
1 1
(19) 1—52 thb, _E tb+b 1) +26+ ZCtb, EZVEI,,U-
v=1

Prvni ¢len na pravé strané (19) konverguje v pravdépodobnosti k nule pro b —
oo vzhledem k predpokladu o stejnomérné ohrani¢enych ¢tvrtych momentech Y;
(1ze snadno ukazat, Ze potom i X; maji stejnomérné ohrani¢ené momenty 4. fadu.)
Druhy ¢len konverguje v pravdépodobnosti k nule podle zakona velkych ¢isel pro
martingalové diference (z, ,, coz spolu s (17) implikuje, ze

o2
3 Z&tb’ — 5 v pravdépodobnosti pro b — oo

—_

pro kazdy index t,. Odtud tedy plyne, Ze pro kazdy index t, a b — co,n — oo ma
\/E(ﬁn,b,tb — f3) asymptoticky normalni rozdéleni N'(0, A?), kde
(- 5%

ot ’

A% =

tj. Hyt, () — H(x) = &(5%) stejnomérné v = a pro kazdy index ¢;, coz je podminka
(b) Véty 2. Podminka (a) je splnéna, polozime-li b =n, ¢, = 1. a

Uvazujeme-li model AR(1) s nenulovou stfedni hodnotou, tj. model
(20) Xt—/jfzﬁ(thl_/1'>+Y;57t:0aila"'7

potom momentové odhady parametri jsou

n

1 i . R tZQ(Xt - Yn)(thl - 771)
== Xi=X,, Bun==
n t=1

a jejich rozdéleni 1ze opét aproximovat metodou subsampling. Oznacime-li jako iy p ¢

a [+ odhady spoétené z bloku pozorovani Xy, ..., X;i1p—1, 1ze zformulovat nésle-
dujici tvrzeni o konzistenci.
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Véta 4. Necht X1, ..., X, jsou pozorovdni, kterd se 7idi modelem (20) a necht jsou
splnény podminky véty 3. Nechf n — oo,b — o0 a % — 0. Potom plati

sup | Plv/n(fin — p) < ] — L}, ,(x)| — 0 v pravdépodobnosti

a
sup |P[v/n(Bn — B) < 2] — L§7b(x)| — 0 v pravdépodobnosti
kde
1 n—b+1
Ly (@) = n_br1 Z IVb(fin bt — in) < ,

t=1
a Lg’b(:r) md stejny vyjznam pro odhady Bn a Bn,bt.

Diikaz. Stejnym zptisobem jako v predchozi vété se ukéze, ze za podminky (14)
plati stejnomérné v = a pro kazdy index ty, Ze P\/n(fi, ., — 1) < x| — H"(z),
kde H*(x) je distribuéni funkce normélniho rozdéleni N'(0,02(1 — 3)~2) (Praskova
(1997)). Déle se aplikuje postup z véty 3 na pozorovani X; — p. O

Tvrzeni véty 3 lze dale zobecnit na model autoregrese vyssiho radu
p
(21) Xe=> BXi j+Yy, t=0,41...
j=1

Model lze psat ve vektorovém zapisu jako

(22) Xo=X(t-1)"B+Y,
kde X (t) je vektor (X;, X;—1,...,Xs—p+1)T a B je vektor autoregresnich parame-
trd B8 = (B1,...,3,)T. Odhad parametru 3 metodou nejmensich ¢tvercti spocteny
z pozorovani Xi,..., X, je

n -1 5
(23) B,= > Xt-)Xt-1"| Y X(t-1Y.

t=2 =2

Véta 5. Uvazujme model (21). Predpoklddejme, Ze nahodné chyby Y: jsou nezdvislé
s hustotami a momenty, které splriuji podminky véty 3 a ddle necht kofeny polynomu

)\p—ﬁl)\p71+"'+ﬁp

jsou v absolutni hodnoté ostie mensi nez 1. Predpoklddejme, Ze plati podminka (14)
a podminka
1 bRt o
(24) A Z JJZEX(j —1)X(j - 1)T = X stejnomerné v t, kdyi k — oo,
j=t+1

kde X je pozitivné definitni nenulovd matice.
Potom rozdéleni ndhodného vektoru /n(B3,,— 3) lze aprozimovat empirickym roz-

~

délenim spoctenym z hodnot \/E(,@n!b’t -B,),t=1,....n—b+1.

Dikaz. Postupuje se stejné jako v jednorozmérném piipadé. Podminka na kofeny
spolu s podminkou (13) zarucuji, Ze posloupnost (21) mé vlastnost strong mixing
(Davidson (1994), Corollary 14.13). Dale se vyuzije vlastnosti vektoru martingalo-
vych diferenci X (t —1)Y; a jeho asymptotické normality podle Tjgstheim a Paulssen
(1985) (tam dokdzané Lemma 3.1 plati i za nasich pfedpokladit) a ukéze se, ze jsou
splnény predpoklady 4.3.2 z Romano, Politis a Wolf (1999) (str. 106-107). O
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100 pozorovéani.
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OBRAZEK 2. Zavislost odhadu rozptylu primeéru na délce bloku,
400 pozorovani.
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OBRAZEK 3. Aproximace rozdéleni odhadu rozptylu metodou sub-
sampling, 400 pozorovani. Tmaveé jsou oznaceny neprekryvajici se
bloky.
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