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DVE POZNAMKY O METODE KRIGING

JAROSLAV MICHALEK

ABSTRAKT. Kriging techniques are frequently used for the evaluation of conti-
nuous spatial processes. When the covariance structure of a considered spatial
process is not known then it is necessary to estimate it from the data. Thus
the first part of the article is devoted to the estimate of a variogram function
which describes the covariance structure of the considered spatial process. In
the second part of the article a problem is considered how some additional
information about the observed spatial process can be incorporated into the
statistical model. Two possibilities are considered. One is the application of
Bayesian statistics the other is to use the minimax technique.

Pestome. Crartucrmueckuil meros Ha3biBaeMmbld kpuruar (kriging ) aacto
ynoTpebiisercss st 06paboTKM HEMPEepBLIBHLIX IPOCTPAHCTBEHHBIX CJIY-
yaliHbIX nporeccoB. Korma koBapualMOHHAS CTPYKTYpPa pacCMaTpuBae-
MOTr'O IpPOIlecCa HEM3BECTHA, TOrJA HAJ0 OIEHUTh ee U3 AaHHBIX. [1o aToMy
nepsasi 4yacThb pabOThl MOCBSIEHA OLIEHKE BaPUOrPAMMbI, KOTOPAs OIU-
CbIBaeT KOBAapPUAIMOHHYIO CTPYKTBIPDY pacCcMaTpuBaeMoOro mpoiiecca. Bo
BTOPOI yacTtu paboThl NCCIen0oBaHA IPOOIeMa KAK MOXKHO KaKYIO-HUOY Ib
JIOTIOJTHUTEJbHY O nHGOPMAIMIO O HABJII0AAEMOM MPOCTPAHCTBEHHOM
IIporecce BKJIIOUUTH B CTATUCTUUYECKYIO MOOeNb. B craTbe MN3J103-
XeHbI 1B BO3MOYKHOCTU: IIpUMeHeHre baiiecoBCKOIl CTATUCTUKU U MeTO
MUWHHMMAKCA.

1. Uvop

V prostorové statistice (zejména v geologii, meteorologii apod.) je mezi inZenyry
velmi oblibena metoda kriging. Jeji ndzev pochézi od Matherona [7], ktery ji pojme-
noval po D.E. Krigeovi, jihoafrickém inZenyrovi, ktery v padesatych letech rozvinul
empirické statistické metody v dilnim inzenyrstvi. Podstatou této metody je nale-
zeni optimalni predikce kovarianéné stacionarniho nahodného procesu definovaného
v dané oblasti vzhledem ke stfedni kvadratické chybé. Problémem je, ze obvykle
neni znama kovarian¢ni struktura tohoto procesu a je potfeba ji odhadnout z dat.
Casta je téz situace, Ze experimentator mé k dispozici jistou informaci o paramet-
rech procesu, které je tfeba odhadnout a problém je v nalezeni modifikace klasické
metody, kterd by umoznila zaclenénit tuto dodate¢nou informaci do modelu. Pravé
tyto dva problémy budou v tomto prispévku diskutovany.

Po tvodnim popisu modelu a zavedeni odhadt typu ”kriging” bude prvni po-
znamka (odstavec 5) vénovana otdzce odhadu kovarianéni struktury prostorového
procesu, zejména odhadu variogramu. V druhé poznamce (odstavce 6 a 7) pak bu-
dou zminény vybrané postupy, jak zaclenit do modelu pfedem zndmou informaci
o parametrech. Zejména bude diskutovan pfistup bayesovsky (viz [12,13]) a mini-
maxovy pristup pro hledani odhadd pfi znamé dodatecné informaci o parametrech.
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2. ZAKLADNI POJMY A OZNACEN{

Nejdrive uvedeme oznaceni a zadkladni pojmy, s nimiz budme dale pracovat.
Necht Z(s) je ndhodny proces pozorovany v jisté oblasti D C R, kterd ma kladny
d—rozmérny objem. Tedy Z(s) je pro kazdy bod s € D nahodné veli¢ina definovana
na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P). Pfedpokadame, Ze existuje stfedni hod-
nota

a kovarian¢ni funkce
C(s1,82) = cov(Z(s1), Z(s2)).
Jestlize kovariancéni funkce zalezi pouze na rozdilu argumentd, tedy kdyz
C(Sl, SQ) = C(Sl — SQ)7

fikdme, Ze proces je kovarianéné staciondrni a funkci C'(h), h € D, kterou znac¢ime
stejnym pismenem, jako funkci kovarianéni, nazyvame kovariogramem. V pripadé,
kdyz C zavisi pouze na délce h, zjednodusené zapsano, kdyz C(h) = C(||/h]|), kde
|h|| zna¢i Euklidovskou normu vektoru h, budeme fikat, Ze kovariogram je izotro-
picky stacionarni. V nékterych situacich je praktictéjsi pracovat s jinou charakteris-
tikou korelovanosti slozek procesu Z, kterou je variogram. Jestlize rozptyl prirustkt
procesu var(Z(s1) — Z(sz2)) zavisi pouze na rozdilu argumenetii, pak funkci

2y(h) = 2y(s1 —s2) = var(Z(s1) — Z(s2)), h=s1 — sy

nazyvame variogramem procesu Z a funkci v(h) semivariogramem procesu Z. Po-
dobné jako v pfipadé kovariogramu nazyvame variogram izotropickym, kdyz 2y(h) =
2v(||n||), kde stejné jako u kovariogramu, uzivdme pro oznaceni obou funkei 7 (h)
a y(|/h||) stejné pismeno.

S ohledem na tyto definice je potom zvykem mluvit o stacionarité druhého radu
procesu Z, kdyz Z mé konstantni stfedni hodnotu a je kovarian¢né staciondrni. V pii-
padé, ze proces Z ma konstantni stfedni hodnotu a existuje jeho variogram, fikdme,
7e proces je vnitiné staciondrni (intrinsically stationary ). Lze snadno ukdzat, Ze
stacionarni proces druhého radu je vnitiné stacionarni, opak vsak neplati. Jako pri-
klad maze poslouzit d—rozmérny Wieneriv izotropicky proces, jehoZ semivariogram
je

v(h) = var(W(s +h) — W(s)) = [h[,
ale jeho kovariogram je tvaru
cou(IW (s1), W(s2)) = gllsall + glls2ll — 5 ls1 2l
Proto néktefi autofi (viz napf. [1]]) davaji pfi popisu korelovanosti procesu Z pied-
nost variogramu pred kovariogramem.

3. MODEL

Nejdrive popiseme model, ktery je znam pod nazvem univerzdlni kriging model
(viz [1]). Budeme piedpokladdat, ze proces Z(s) je tvaru

Z(s) = pu(s) +4(s), se D

kde p(s) je stfedni hodnotou Z(s) a tedy p(s) je deterministicka slozka Z kterd po-
pisuje tak zvanou large-scale variabilitu procesu Z. Dale predpokladame, Ze druhy
¢len v uvedeném rozkladu, ndhodny proces d(s) je korelovany chybovy proces a po-
pisuje smeés tzv. smooth-scale variability dale mikro-scale variability a chyb méfeni.
O nahodném procesu d(s) budeme déle predpoklddat, méa nulovou stfedni hodnotu
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a je kovarianéné stacionarni. Jeho kovariogram oznaéime C'(h) a vyjdeme ze situace,
kdy funkce C(h) je znadma.
Piedpokladejme déle, Ze stfedni hodnota x(s) procesu Z, je linedrni kombinaci

zndmych funkei fo(s), -+, fp(s), s € D, pfiGemz koeficienty této linedrni kombinace
jsou neznamé parametry o, - - - , p, které potfebujeme odhadnout. Tedy pfedpokla-
dame, Ze

u(s) =D Biti(s).
§=0

Je-li proces Z(s) pozorovan v n rtznych bodech si,-- - ,s, oblasti D, pak cilem
metody zvané univerzdlni kriging je nalézt nejlepsi linearni prediktor

Z*(SO) = Z )\iZ(Si)

procesu Z(s) v bodé s = sy vzhledem ke stiedni kvadratické ztratové funkci. To

znamena, ze hledame realna ¢isla Ay, - - - , A, kterd minimalizuji stfedni kvadratickou
chybu
(1) MSE(so) = E(Z"(s0) — Z(s0))” = B(Z(s0) = Y _ \iZ(si))”

i=1

predikce Z* v bodé sg, pficemz pozadujeme, aby tento odhad byl nestranny, tedy
minimalizujeme (1) za podminky

(2) EZ*(s0) = EZ(so,)

S ohledem na pfedchozi zavedené oznaceni lze podminku (2) vyjadfit ve tvaru

(3) piso) =Y Bifi(so) =D Niplsi) = > N Y Bfi(si).
=0 i=1 i=1  j=0

Uzijeme-li maticové oznaceni

fo(s1) -+ fu(s1) fo(so) A Bo
X=| o ox=| o oa=| o fas=|
fo(sn) -+ fo(sn) fn(s0) An Bp
dostaneme (3) v maticovém tvaru
(4) x'8=NXp

Z podminky nestrannosti (2) prediktoru Z*(s) pak plyne , Ze (4) plati pro kazdé
B € RPTL a tedy ze (4) plyne x = X’\. KdyZ mnozina U = {\ € R" : x = X'\}
je neprazdné, pak universalni kriging estimator Z* mize byt nalezen minimalizaci
stfedni ¢tvercové chyby (1) za podminky, ze A € U.

4. KRIGING ODHADY

V piipadé, Ze chybovy proces §(s) je stacionarni druhého fadu, se zndmym kova-
riogramem C, je snadné najit kriging estimator Z* ndhodného procesu Z.

Oznac¢me nejdiive Z = (Z(s1), -+, Z(sp))" vektor pozorovanych hodnot procesu
Z vbodech sy, -+ ,8,ad = ((s1), - ,d(sn))" odpovidajici vektor ndhodnych chyb.
Pak pomoci oznaceni z predchoziho odstavce muzeme psat

Z(s0) = p(so0) + d(s0) = '3+ d(s0)
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a tedy
n
Z*(s0) =Y NZ(s i) = NZ=NXB+Ns.
i=1
Tudiz pro stfedni kvadratickou chybu predikce v bodé sy dostaneme vyjadieni

(5) MSE(sg) = E(Z NiZ(si) — Z(s0))? = B((x — X'\)' B + 6(so) — N'6)?

a minimalizace M SFE(sg) za podminky A € U vede k minimalizaci
E(0(sg) — N6)? = NCX —2c'\ + C(0),

kde
C(O) C(Sl - 52) T C(Sl - Sn)

C(sp —s1) C(sp—s82) - C(0)
je varian¢ni matice vektoru ¢ a
c = cov(d,0(sp)) = (C(s1 —s0),- - ,C(sp — s0))

je vektor kovarianci mezi § a 0(so).
Je-li matice C regularni a matice X je plné sloupcové hodnosti, pak pomoci
Lagrangeovych multiplikdtord (viz [1]) snadno nahlédneme, ze

(6) A=Clc+X(X'C'X)}x -X'C'e)

minimalizuje M SE(sg) a tedy Z*(so) = N'Z, kde )\ je dano rovnici (6), je universalni
kriging estimator procesu Z(sg). Ze vztahu (6) lze snadno ziskat univerzalni kriging
estimétor Z*(sg) ve tvaru

(7) Z*(s0) = Z'X=c'C'Z + (x — X'C 'c) fars

kde Bars = (X'C~1X)~1X'C~'Z je odhad zobecnénou metodou nejmensich ctverct
(GLS-odhad) parametru 8. Pro minimalni stfedni kvadratickou chybu predikce (kri-
ging variance) pak dostaneme vyjiadieni

o2 (so) = rgBMSE(so) =C(0)—c'C e+ (x—X'Cle)(X'CIX) H(x—X'CLe).

V pfipadé, Ze stfedni hodnota u(s) = EZ(s) je znaméa, pak mluvime o prosté
metodsé kriging (simple kriging) (viz [8]). V tomto pfipadé je znamy vektor 5 a vzorec
(7) pro predikci Z(sg) prostou metodou kriging pak lze zapsat ve tvaru

Z*(s0) =c'C'Z+ (x— X'C ).

Uvedené odhady lze snadno modifikovat pro p¥ipad, Ze proces J je vnitiné stacio-
narni. V tom p¥fipadé misto s kovariogramem pracujeme s variogramem 7y (h) procesu
0. Oznacime-li

7(0) (st —s2) -+ (s1—sn)
A —51) Asn—8) - 2(0)
v =(v(s1 —s0),-- ,¥(sn — 50)),

pak za predpokladu, ze fo(s) = 1, (ktery zarudci, ze Y., A; = 1,) lze odvodit (viz
[1]),Ze hledany vahovy vektor A pro odhad metodou univerzilni kriging, je opét tvaru
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(6), kde matice C je nahrazena matici I', vektor ¢ vektorem ~ a misto C(0) je 0.
Pro kriging varianci pak dostaneme vyjadfeni

oi(so) = min MSE(sg) =7y T 'y — (x = X'T71)(XT7!'X) (x — X'T™1y).

5. ODHAD VARIOGRAMU

P1i praktickych aplikacich metody kriging ztistava hlavnim problémem skutec-
nost, ze kovariogram C' nebo variogram 2+(h) procesu Z je neznamy. Potom nale-
zeni kvalitniho odhadu C nebo 2(h) neni jednoduchy problém, protoze chybovy
proces 0 neni pfimo pozorovatelny a k odhadu jeho kovariogramu nebo variogramu
je zapotiebi uzit n&jakych specifickych rysti uvazovaného modelu. Casto se vychazi
z predpokladu izotropie a skutecnosti, ze funkce p je v néjakém smeéru konstantni
apod.

Protoze vnitiné stacionarni procesy zahrnuji t¥idu procesii druhého radu staci-
onarnich, ddme v tomto odstavci pri popisu korelovanosti sledovaného procesu Z
prednost variogramu pred kovariogramem a budeme se vénovat zptisobu jeho od-
hadu za predpokladu, Ze sledovany proces je vnitiné stacionarni .

Klasicky odhad variogramu pochazi od Mathorna viz [6] a je ddn vztahem

1
29(h) = (Z(si) = Z(s)?,
w2 (Ao~ 2
kde N(h) = {(si,s ;) : si —s; = h; i,j = 1,2,...n} a |[N(h)| je pocet prvka
v mnoziné N(h). ProtoZe uvedeny odhad je velmi citlivy na odlehld pozorovéni,
navrhli Cressie a Hawkins v [2] dvé varianty robustniho odhadu variogramu. Prvni
je tvaru

27(h) = {m ]%) |Z(s) — Z(sj)|%]4/(o.457+ S\féf:)l').

Druhé varianta je zaloZena na medidnu a prislusny odhad ma pfi asymptotické ko-
rekci vychyleni tvar

25(h) = [med{|Z(s)) ~ Z(s;)| : (s: — 5 ;) € N(h)}r Joast.

Praktické i simulacni zkusenosti ukazuji, ze tyto robustni varianty davaji podstatné
kvalitngjsi odhady, nez puavodni klasicky odhad navrzeny Mathornem. Motivace.
které vedly ke konstrukci téchto robustnich odhadii nalezne ¢tenaf v [1]. Na dosud
uvedené odhady variogramu se dale budeme odvolavat jako na odhady empirické.
Z teoretickych analyz vlastnosti variogramu viz napf¥. [3] plyne, Ze variogram
27v(h) je podminéné negativné definitni funkeci a tedy musi spliiovat nerovnost

Y Y aa2(s; — s;) <0

pro kazdou konefnou mnozinu bodi {s;; ¢ = 1,...,m} oblasti D a pro libovolna
realnd cisla aq, ..., a.,, kterd splinuji nerovnost ZZZI a; = 0. Tato vlastnost vario-
gramu odpovidd zndmé vlastnosti kovariogramu, totiz tomu, ze kovariogram musi
byt pozitivné semidefinitni funkci. Proto je pfirozené, Ze na odhad variogramu kla-
deme pozadavek, aby byl také podminéné negativné definitni. Potom za predpo-
kladu, Ze sledovany proces je izotropicky, je mozné uvést zakladni typy modelovych
variogramil a jim odpovidajicich semivariogrami y(h) (viz [1], [4]), které tomuto
pozadavku vyhovuji a zaroven maji pti praktickych aplikacich nejcastéjsi uplatnéni.
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Linedrni model pro d > 1:

0, h =0,
”@”—{Q+th h#0,

kde ¢y > 0 a b > 0 jsou parametry.

Sféericky model pro 1 < d < 3:

0, h—o0,
3
v(h) = { co+e {3 - 1(Ll)*h 0 <) <a,,
co + Cs, ||hH 2 Qs

kde ¢g > 0,¢cs > 0 a as > 0 jsou parametry.

FEzxponencidlni model pro d > 1:

0, h:07
’Y(h):{ co—l—ce[l—exp{—”a—i”}}, h #£0,

kde ¢y > 0, ce > 0 a a. > 0 jsou parametry.

Racionalni kvadraticky model pro d > 1:

0, h =0,
y(h) =< o 4 elbl2 oy g,

2
NI

kde cg > 0,¢,- > 0 a a, > 0 jsou parametry.

Mocninng model pro d > 1:

0 h=0
h) = ’ ’
v(b) {CWWMm“7h¢Q
kde ¢g > 0,b,, > 0 a 0 < X < 2 jsou parametry.

Prislusny odhad semivariogramu pak dostaneme prolozenim nékterého z vybra-
nych modelii empirickym variogramem vhodnou statistickou procedurou. Casto se
pro odhad parametrid uvedenych teoretickych modelti pouzivd nelinedrni metoda
nejmensich ¢tverct. Jiny postup vychéazi z postupné volby parametrii modelu a vi-
sualnim porovnanim empirického odhadu s prolozenym teoretickym modelem. Oba
tyto postupy jsou implementovany v softwareovém baliku S+SpatialStats (viz [5]).

Zajimavy pFistup k modelovani variogramu je popsan v ¢lanku [14]. Vychézi se
z faktu, 7e realna funkce g(h),h € R? je pfipustny variogram, je-li spojitd v R?
s pifpadnou vyjimkou pocatku, nezdporna , symetricka (tj. g(h) = g(—~h),h € R%)
a podminéné negativné definitni. Pficemz vhodnou podminéné negativné definitni
funkci g lze ziskat z vhodné pozitivné semidefinitni funkce f(h) pomoci vztahu
g(h) = —f(h)+c, kde ¢ je vhodn4 konstanta. Volbou f s vySe uvedenymi vlastnostmi
pak dostaneme specialni typy variogramu.

Na piiklad pro d = 2 je piipustny model semivariogramu v(h), h = (hy, he) € R?
funkce g(h1, h2) = ¢ — f(h1, ha), kde

ma ma

f(hl, hg) = Z Z aj1j2 COS(hltjl + hgtj2>,

Ji=—m1 j2=—m2
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pri¢emz m; a me jsou dand prirozend Cisla, t;,,t;,, aj,,, jSOU Pro ji = —mi,..., M1
a pro jo = —ma, ..., me vhodné redlné konstanty vyhovujici podmince
ma mo
¢ — E: E: ajyj, > 0.
Ji=—m1 j2=—m2
Jejich doporudend optimalni volba vychazi ze simulaci (viz [14]).
Polozime-li (viz [14])

g(h1,he) =c— ZJO(tj \ (7 + h3)a;),
=1

kde Jy je Besselova funkce prvniho druhu (viz [15]), dostaneme, za podminky, Ze

uvedené konstanty spliuji nerovnost ¢ — Z;nzl la;| > 0 izotropicky variogram.
Vyhodou téchto modelu je, Ze umoziuji modifikovat odhad variogramu na realnéd

data a ze zahrnuji také t¥idu modeld, které nevychéazeji z predpokladii izotropie.

6. ODHADY V MODELU S DODATECNOU INFORMACT

Odlisny ptistup k metodé kriging, kde se predpoklada, ze variogram neni znam, ale
je k dispozici dodateéna informace o neznamém vektoru parametru 3 zalozili Omre
and Halvorsen v [12,13] na bayesovské metodé odhadu. Predpoklddaji, Ze parame-
tricky vektor 8 je ndhodny a sdruzené rozdéleni vektortu § a Z je mnohorozmérné
normalni. Pak, za pfedpokladu, ze apriorni rozdéleni parametru § je znamé, tedy za
predpokladu normality vektoru 3 jsou apriori znamé stiedni hodnota

E(ﬁ) = Bapriori
a varian¢ni matice
var(ﬂ) = Eapriori~
Pak je snadné v pfipadé, Ze Z je kovarianéné stacionarni odvodit (viz [13]) bayesov-
sky odhad Z(sg) ve tvaru

(8)  Zi(so) = Bix+<CHZ — XBp) = /CZ+ (x — X'C o) B,
kde (g je aposteriorni stfedni hodnota 0 a muze byt vyjadiena ve tvaru
(9) Bp=XC !X+ 1. NVUXCZ+3, L, Bapriori)

apriori apriori

nebo, zapsano ekvivalentné
(10) ﬂB = Eapriorix/(xzapriorixl + C)_l(z - Xﬁapm‘om') + ﬂapriom’

Z (10) je zfejmé, Ze aposteriorni stfedni hodnota Bp je souctem apriorniho ”kva-
lifikovaného” odhadu Buprior: @ linedrni transformace vektoru rozdilli pozorovani
a kvalifikovaného odhadu jejich stfedni hodnoty.

Déle ze srovnéni klasického odhadu (7), ktery dava univerzdlni kriging metoda
a bayesovského odhadu (8) je zfejmé, Ze tyto odhady maji stejnou strukturu. Kdyz
v odhadu Z* procesu Z nahradime odhad S¢s aposteriornim odhadem g, ktery
je dan vzorcem (9), pak univerzalni kriging odhad pfejde v bayesovsky odhad Z7.

Bayesovsky odhad méa dalsi zajimavou vlastnost, kterou Omre a Halverson v [13]
nazvali bayesovsky miistek mezi prostou a univerzalni metodou kriging. Jednoduse
lze tuto vlastnost charakterizovat nasledovné. Pfi zndmém vektoru g je jeho vari-
ancni matice X,pi0r; Nulové a bayesovsky odhad prechéazi v odhad metodou prostého
krigingu (simple kriging). Na druhé strané, kdyZz neni zndma zadna dodatecnd in-
formace o parametrech, pak lze predpokladat, Ze variabilita parametri Sy, - - - , 5, je

~1 je priblizné nulova a tedy Gp

velka, coz odpovida tomu, Ze varian¢éni matice Eapriori
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je blizko BarLs a bayesovsky odhad pfechédzi v odhad (7) ziskany metodou univerzalni
kriging.

Celkoveé lze shrnout, ze kvalita bayesovskych odhadu procesu Z podstatné zavisi
na tom, jak dobry je kvalifikovany odhad Bapriori & Zapriori- Jejich nalezeni muize
byt v fadé praktickych situaci velkjm problémem. Ovsem na druhé strané jsou
popsany experimentalni situace, kdy je mozné tyto kvalifikované odhady spolehlivé
stanovit (viz [12, 13]) a ziskat pomoci bayesovskych metod kvalitni odhady, vhodné
pro praktické pouziti.

Jiny zpusob, jak se vyrovnat s problémem zacleni dodate¢né informace o parame-
trech modelu pfimo do modelu, mtize byt zalozena na minimaxové metodé odhadu
a bude ji vénovan nasledujici odstavec.

7. MINIMAXOVY ODHAD

V tomto odstavci budeme predpokladat, ze chybovy proces § je druhého fadu
staciondrni a zavedeme minimaxovy estiméator pro Z(sg), so € D. Z (5) plyne, Ze
ze predpokladu nevychylenosti odhadu predikce, tedy kdyz A € U, je MSE odhad
Z(so) dan vztahem

E(Z*(so) — Z(s0))? = NCA —2c/ A + C(0) = (1, ) C,, (1, N

_ !
kde C,, je blokova matice C,, = C_(g) C?
Ziejmé matice C,, je kovariancni matici vektoru (—d(sp),0(s1), -+, d(s,)) a tedy

je to matice positivné semidefinitni.

Pro ziskdni minimaxového estimatoru pro Z(sg) pak lze uzit princip minimaxu
podobnym zptsobem jako byl uzit pro odhad regrenich parametrti v [10,11].

Predpokladejme nejdrive, Ze je k dispozici dodateéna informace o kovariogramu
C, specialné, Ze je znamo, ze matice C,, lezi v néjakém okoli positivné definitni
matice 3, typu (n + 1) x (n + 1). Zapsano formalné, kdyz 3,, je néjaké positivné
definitni matice typu (n+1) x (n+1) a ¢ > 0 dané realné ¢&islo, pak predpokladdme,
ze Tr(X, — Cn)? < ¢%, kde Tr(W) znadi stopu étvercové matice W a ¢ > 0 je
dané reélné é&islo. Dale necht R = {W : Tr(W — £,,)2 < ¢*} je uvazované okoli
matice X,,, do néhoz matice C,, patfi. Pak uzitim principu minimaxu dostaneme
odhad vahového vektoru A minimalizaci funkcionalu

J(\) = sup E(Z*(s0) — Z(s0))* = sup (L,A)C (L, N
BERPHL C,,eR BERPTL.C,, ER

pro A e U.

Z [10] lemma 5.2. plyne, Ze funkcional J()\) miize byt vyjadfen ve tvaru

J) = 1,N) (B + (AN
a tedy vektor \*, ktery vyhovuje vztahu

(11) JO) = nf T

je minimaxovym odhadem vahového vektoru A. Zavedeme-li oznadeni A,, = (1, \')’,

!
0, =(0,---,0) eRF x,, = (1,x) aX,, = ( 01 01;1 ),pak/\EL{prévékdyi
n

Am € U, = {Am = (Ao, N) : xn = X A} a je zfejmé, Ze minimimalizace (11)
vede k nalezeni A}, vyhovujiciho vztahu

* 0\ / 2
(12) J()‘m) - /\,,}Ielfl/{m /\m(zm + q I)/\m
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Nyni snadno nahlédneme (viz [9]), Ze vahovy vektor
(13) Ay = (LAY = (B 4+ ¢°1 ) ' X (X, (B + 1) 71 Xo0n) ™ X,

kde matice (X/,(X,, + ¢*I)7'X,,)” znadi libovolnou zobecnénou inverzi matice
(X! (Z, + ¢?I)71X,,), je hledany vektor A%,. Jeho subvektor A\* je pak hledany
vahovy vektor, ktery uréuje minimaxovy kriging prediktor veli¢iny Z(sg). Kone¢né
z 9] plyne, ze minimaxovy "kriging” rozptyl estimatoru Z*(s o) = Y., Af Z; je dén
vztahem

TN5) = X (X0, (B + 1) 7 X)X
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