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DVĚ POZNÁMKY O METODĚ KRIGING

JAROSLAV MICHÁLEK

Abstrakt. Kriging techniques are frequently used for the evaluation of conti-
nuous spatial processes. When the covariance structure of a considered spatial
process is not known then it is necessary to estimate it from the data. Thus
the first part of the article is devoted to the estimate of a variogram function
which describes the covariance structure of the considered spatial process. In
the second part of the article a problem is considered how some additional
information about the observed spatial process can be incorporated into the
statistical model. Two possibilities are considered. One is the application of
Bayesian statistics the other is to use the minimax technique.

Rez�me. Statistiqeski$i metod nazyvaemy$i kriging (kriging ) qasto
upotrebl�ets� dl� obrabotki nepreryvnyh prostranstvennyh slu-

qa$inyh processov. Kogda kovariacionna� struktura rassmatrivae-

mogo processa neizvestna, togda nado ocenit~ ee iz dannyh. Po �tomu

perva� qast~ raboty posv�wena ocenke variogrammy, kotora� opi-

syvaet kovariacionnu� struktyru rassmatrivaemogo processa. Vo

vtoro$i qasti raboty issledovana problema kak mo�no kaku�-nibud~

dopolnitel~nu� informaci� o nabl�daemom prostranstvennom

processe vkl�qit~ v statistiqesku� model~. V stat~e izloz-

heny dva vozmo�nosti: primenenie Ba$iesovsko$i statistiki i metod

minimaksa.

1. Úvod

V prostorové statistice (zejména v geologii, meteorologii apod.) je mezi inženýry
velmi oblíbena metoda kriging. Její název pochází od Matherona [7], který ji pojme-
noval po D.E. Krigeovi, jihoafrickém inženýrovi, který v padesátých letech rozvinul
empirické statistické metody v důlním inženýrství. Podstatou této metody je nale-
zení optimální predikce kovariančně stacionárního náhodného procesu definovaného
v dané oblasti vzhledem ke střední kvadratické chybě. Problémem je, že obvykle
není známa kovarianční struktura tohoto procesu a je potřeba ji odhadnout z dat.
Častá je též situace, že experimentátor má k dispozici jistou informaci o paramet-
rech procesu, které je třeba odhadnout a problém je v nalezení modifikace klasické
metody, která by umožnila začleněnit tuto dodatečnou informaci do modelu. Právě
tyto dva problémy budou v tomto příspěvku diskutovány.

Po úvodním popisu modelu a zavedení odhadů typu ”kriging” bude první po-
známka (odstavec 5) věnována otázce odhadu kovarianční struktury prostorového
procesu, zejména odhadu variogramu. V druhé poznámce (odstavce 6 a 7) pak bu-
dou zmíněny vybrané postupy, jak začlenit do modelu předem známou informaci
o parametrech. Zejména bude diskutován přístup bayesovský (viz [12,13]) a mini-
maxový přístup pro hledání odhadů při známé dodatečné informaci o parametrech.
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2. Základní pojmy a označení

Nejdříve uvedeme označení a základní pojmy, s nimiž budme dále pracovat.
Nechť Z(s) je náhodný proces pozorovaný v jisté oblasti D ⊆ R

d, která má kladný
d−rozměrný objem. Tedy Z(s) je pro každý bod s ∈ D náhodná veličina definovaná
na pravděpodobnostním prostoru (Ω,A, P ). Předpokádáme, že existuje střední hod-
nota

EZ(s) = µ(s)
a kovarianční funkce

C(s1, s2) = cov(Z(s1), Z(s2)).
Jestliže kovarianční funkce záleží pouze na rozdílu argumentů, tedy když

C(s1, s2) = C(s1 − s2),
říkáme, že proces je kovariančně stacionární a funkci C(h), h ∈ D, kterou značíme
stejným písmenem, jako funkci kovarianční, nazýváme kovariogramem. V případě,
když C závisí pouze na délce h, zjednodušeně zapsáno, když C(h) = C(‖h‖), kde
‖h‖ značí Euklidovskou normu vektoru h, budeme říkat, že kovariogram je izotro-
picky stacionární. V některých situacích je praktičtější pracovat s jinou charakteris-
tikou korelovanosti složek procesu Z, kterou je variogram. Jestliže rozptyl přírůstků
procesu var(Z(s1)− Z(s2)) závisí pouze na rozdílu argumenetů, pak funkci

2γ(h) = 2γ(s1 − s2) = var(Z(s1)− Z(s2)), h = s1 − s2
nazýváme variogramem procesu Z a funkci γ(h) semivariogramem procesu Z. Po-
dobně jako v případě kovariogramu nazýváme variogram izotropickým, když 2γ(h) =
2γ(‖h‖), kde stejně jako u kovariogramu, užíváme pro označení obou funkcí γ(h)
a γ(‖h‖) stejné písmeno.

S ohledem na tyto definice je potom zvykem mluvit o stacionaritě druhého řádu
procesu Z, když Z má konstantní střední hodnotu a je kovariančně stacionární. V pří-
padě, že proces Z má konstantní střední hodnotu a existuje jeho variogram, říkáme,
že proces je vnitřně stacionární (intrinsically stationary ). Lze snadno ukázat, že
stacionární proces druhého řádu je vnitřně stacionární, opak však neplatí. Jako pří-
klad může posloužit d−rozměrný Wienerův izotropický proces, jehož semivariogram
je

γ(h) = var(W (s + h)−W (s)) = ‖h‖,
ale jeho kovariogram je tvaru

cov(W (s1),W (s2)) =
1
2
‖s1‖+

1
2
‖s2‖ −

1
2
‖s1 − s2‖.

Proto někteří autoři (viz např. [1]]) dávají při popisu korelovanosti procesu Z před-
nost variogramu před kovariogramem.

3. Model

Nejdříve popíšeme model, který je znám pod názvem univerzální kriging model
(viz [1]). Budeme předpokládat, že proces Z(s) je tvaru

Z(s) = µ(s) + δ(s), s ∈ D
kde µ(s) je střední hodnotou Z(s) a tedy µ(s) je deterministická složka Z která po-
pisuje tak zvanou large-scale variabilitu procesu Z. Dále předpokládáme, že druhý
člen v uvedeném rozkladu, náhodný proces δ(s) je korelovaný chybový proces a po-
pisuje směs tzv. smooth-scale variability dále mikro-scale variability a chyb měření.
O náhodném procesu δ(s) budeme dále předpokládat, má nulovou střední hodnotu
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a je kovariančně stacionární. Jeho kovariogram označíme C(h) a vyjdeme ze situace,
kdy funkce C(h) je známá.

Předpokládejme dále, že střední hodnota µ(s) procesu Z, je lineární kombinací
známých funkcí f0(s), · · · , fp(s), s ∈ D, přičemž koeficienty této lineární kombinace
jsou neznámé parametry β0, · · · , βp, které potřebujeme odhadnout. Tedy předpoklá-
dáme, že

µ(s) =
p∑

j=0

βjfj(s).

Je-li proces Z(s) pozorován v n různých bodech s1, · · · , sn oblasti D, pak cílem
metody zvané univerzální kriging je nalézt nejlepší lineární prediktor

Z∗(s0) =
n∑

i=1

λiZ(si)

procesu Z(s) v bodě s = s0 vzhledem ke střední kvadratické ztrátové funkci. To
znamená, že hledáme reálná čísla λ1, · · · , λn, která minimalizují střední kvadratickou
chybu

(1) MSE(s0) = E(Z∗(s0)− Z(s0))2 = E(Z(s0)−
n∑

i=1

λiZ(si))2

predikce Z∗ v bodě s0, přičemž požadujeme, aby tento odhad byl nestranný, tedy
minimalizujeme (1) za podminky

(2) EZ∗(s0) = EZ(s0, )

S ohledem na předchozí zavedené označení lze podmínku (2) vyjádřit ve tvaru

(3) µ(s0) =
p∑

j=0

βjfj(s0) =
n∑

i=1

λiµ(si) =
n∑

i=1

λi

p∑
j=0

βjfj(si).

Užijeme-li maticové označení

X =

 f0(s1) · · · fp(s1)
...

...
f0(sn) · · · fp(sn)

 , x =

 f0(s0)
...

fp(s0)

 , λ =

 λ1
...
λn

 a β =

 β0
...
βp


dostaneme (3) v maticovém tvaru

(4) x′β = λ′Xβ

Z podmínky nestrannosti (2) prediktoru Z∗(s) pak plyne , že (4) platí pro každé
β ∈ R

p+1 a tedy ze (4) plyne x = X′λ. Když množina U = {λ ∈ R
n : x = X′λ}

je neprázdná, pak universální kriging estimátor Z∗ může být nalezen minimalizací
střední čtvercové chyby (1) za podmínky, že λ ∈ U .

4. Kriging odhady

V případě, že chybový proces δ(s) je stacionární druhého řádu, se známým kova-
riogramem C, je snadné najít kriging estimátor Z∗ náhodného procesu Z.

Označme nejdříve Z = (Z(s1), · · · , Z(sn))′ vektor pozorovaných hodnot procesu
Z v bodech s1, · · · , sn a δ = (δ(s1), · · · , δ(sn))′ odpovídající vektor náhodných chyb.
Pak pomocí označení z předchozího odstavce můžeme psát

Z(s0) = µ(s0) + δ(s0) = x′β + δ(s0)
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a tedy

Z∗(s0) =
n∑

i=1

λiZ(s i) = λ′Z = λ′Xβ + λ′δ.

Tudíž pro střední kvadratickou chybu predikce v bodě s0 dostaneme vyjádření

(5) MSE(s0) = E(
n∑

i=1

λiZ(si)− Z(s0))2 = E((x−X′λ)′β + δ(s0)− λ′δ)2

a minimalizace MSE(s0) za podmínky λ ∈ U vede k minimalizaci

E(δ(s0)− λ′δ)2 = λ′Cλ− 2c′λ+ C(0),

kde

C = var(δ) =

 C(0) C(s1 − s2) · · · C(s1 − sn)
...

...
...

C(sn − s1) C(sn − s2) · · · C(0)


je varianční matice vektoru δ a

c = cov(δ, δ(s0)) = (C(s1 − s0), · · · , C(sn − s0))′

je vektor kovariancí mezi δ a δ(s0).
Je-li matice C regulární a matice X je plné sloupcové hodnosti, pak pomocí

Lagrangeových multiplikátorů (viz [1]) snadno nahlédneme, že

(6) λ = C−1(c+X(X′C−1X)−1(x−X′C−1c))

minimalizujeMSE(s0) a tedy Z∗(s0) = λ′Z, kde λ je dáno rovnicí (6), je universalní
kriging estimátor procesu Z(s0). Ze vztahu (6) lze snadno získat univerzální kriging
estimátor Z∗(s0) ve tvaru

(7) Z∗(s0) = Z′λ = c′C−1Z+ (x−X′C−1c)′β̂GLS

kde β̂GLS = (X′C−1X)−1X′C−1Z je odhad zobecněnou metodou nejmenších čtverců
(GLS-odhad) parametru β. Pro minimální střední kvadratickou chybu predikce (kri-
ging variance) pak dostaneme vyjádření

σ2k(s0) = min
λ∈U

MSE(s0) = C(0)−c′C−1c+(x−X′C−1c)′(X′C−1X)−1(x−X′C−1c).

V případě, že střední hodnota µ(s) = EZ(s) je známá, pak mluvíme o prosté
metodě kriging (simple kriging) (viz [8]). V tomto případě je známý vektor β a vzorec
(7) pro predikci Z(s0) prostou metodou kriging pak lze zapsat ve tvaru

Z∗(s0) = c′C−1Z+ (x−X′C−1c)′β.

Uvedené odhady lze snadno modifikovat pro případ, že proces δ je vnitřně stacio-
nární. V tom případě místo s kovariogramem pracujeme s variogramem γ(h) procesu
δ. Označíme-li

Γ =

 γ(0) γ(s1 − s2) · · · γ(s1 − sn)
...

...
...

γ(sn − s1) γ(sn − s2) · · · γ(0)


a

γ = (γ(s1 − s0), · · · , γ(sn − s0))′,
pak za předpokladu, že f0(s) ≡ 1, (který zaručí, že

∑n
i=1 λi = 1,) lze odvodit (viz

[1]),že hledaný váhový vektor λ pro odhad metodou univerzální kriging, je opět tvaru
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(6), kde matice C je nahrazena maticí Γ, vektor c vektorem γ a místo C(0) je 0.
Pro kriging varianci pak dostaneme vyjádření

σ2k(s0) = min
λ∈U

MSE(s0) = γ′Γ−1γ − (x−X′Γ−1γ)′(X′Γ−1X)−1(x−X′Γ−1γ).

5. Odhad variogramu

Při praktických aplikacích metody kriging zůstává hlavním problémem skuteč-
nost, že kovariogram C nebo variogram 2γ(h) procesu Z je neznamý. Potom nale-
zení kvalitního odhadu C nebo 2γ(h) není jednoduchý problém, protože chybový
proces δ není přímo pozorovatelný a k odhadu jeho kovariogramu nebo variogramu
je zapotřebí užít nějakých specifických rysů uvažovaného modelu. Často se vychází
z předpokladu izotropie a skutečnosti, že funkce µ je v nějakém směru konstantní
apod.

Protože vnitřně stacionární procesy zahrnují třídu procesů druhého řádu staci-
onárních, dáme v tomto odstavci při popisu korelovanosti sledovaného procesu Z
přednost variogramu před kovariogramem a budeme se věnovat způsobu jeho od-
hadu za předpokladu, že sledovaný proces je vnitřně stacionární .

Klasický odhad variogramu pochází od Mathorna viz [6] a je dán vztahem

2γ̂(h) =
1

|N(h)|
∑
N(h)

(Z(si)− Z(sj))2,

kde N(h) = {(si, s j) : si − s j = h; i, j = 1, 2, . . . n} a |N(h)| je počet prvků
v množině N(h). Protože uvedený odhad je velmi citlivý na odlehlá pozorování,
navrhli Cressie a Hawkins v [2] dvě varianty robustního odhadu variogramu. První
je tvaru

2γ̄(h) =
[ 1
|N(h)|

∑
N(h)

|Z(si)− Z(sj)|
1
2

]4/(
0.457 +

0.494
|N(h)|

)
.

Druhá varianta je založena na mediánu a příslušný odhad má při asymptotické ko-
rekci vychýlení tvar

2γ̃(h) =
[
med{|Z(si)− Z(sj)|

1
2 : (si − s j) ∈ N(h)}

]4/
0.457.

Praktické i simulační zkušenosti ukazují, že tyto robustní varianty dávají podstatně
kvalitnější odhady, než původní klasický odhad navržený Mathornem. Motivace.
které vedly ke konstrukci těchto robustních odhadů nalezne čtenář v [1]. Na dosud
uvedené odhady variogramu se dále budeme odvolávat jako na odhady empirické.

Z teoretických analýz vlastností variogramu viz např. [3] plyne, že variogram
2γ(h) je podmíněně negativně definitní funkcí a tedy musí splňovat nerovnost

Σm
i=1Σ

m
j=1aiaj2γ(si − sj) ≤ 0

pro každou konečnou množinu bodů {si; i = 1, . . . ,m} oblasti D a pro libovolná
reálná čísla a1, . . . , am, která splňují nerovnost

∑m
i=1 ai = 0. Tato vlastnost vario-

gramu odpovídá známé vlastnosti kovariogramu, totiž tomu, že kovariogram musí
být pozitivně semidefinitní funkcí. Proto je přirozené, že na odhad variogramu kla-
deme požadavek, aby byl také podmíněně negativně definitní. Potom za předpo-
kladu, že sledovaný proces je izotropický, je možné uvést základní typy modelových
variogramů a jim odpovídajících semivariogramů γ(h) (viz [1], [4]), které tomuto
požadavku vyhovují a zároveň mají při praktických aplikacích nejčastější uplatnění.
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Lineární model pro d ≥ 1:

γ(h) =
{

0, h = 0,
c0 + b‖h‖, h �= 0,

kde c0 ≥ 0 a b ≥ 0 jsou parametry.

Sférický model pro 1 ≤ d ≤ 3:

γ(h) =


0, h = 0,

c0 + cs
{
3
2
‖h‖
as

− 1
2

( ‖h‖
as

)3}
, 0 < ‖h‖ ≤ as,

c0 + cs, ‖h‖ ≥ as,

kde c0 ≥ 0, cs ≥ 0 a as ≥ 0 jsou parametry.

Exponenciální model pro d ≥ 1:

γ(h) =

{
0, h = 0,

c0 + ce
[
1− exp

{
− ‖h‖

ae

}]
, h �= 0,

kde c0 ≥ 0, ce ≥ 0 a ae ≥ 0 jsou parametry.

Racionální kvadratický model pro d ≥ 1:

γ(h) =

{
0, h = 0,

c0 +
cr‖h‖2

1+ ‖h‖2
ar

, h �= 0,

kde c0 ≥ 0, cr ≥ 0 a ar ≥ 0 jsou parametry.

Mocninný model pro d ≥ 1:

γ(h) =
{

0, h = 0,
c0 + bm‖h‖λ, h �= 0,

kde c0 ≥ 0, bm ≥ 0 a 0 ≤ λ < 2 jsou parametry.

Příslušný odhad semivariogramu pak dostaneme proložením některého z vybra-
ných modelů empirickým variogramem vhodnou statistickou procedurou. Často se
pro odhad parametrů uvedených teoretických modelů používá nelineární metoda
nejmenších čtverců. Jiný postup vychází z postupné volby parametrů modelu a vi-
suálním porovnáním empirického odhadu s proloženým teoretickým modelem. Oba
tyto postupy jsou implementovány v softwareovém balíku S+SpatialStats (viz [5]).

Zajímavý přístup k modelování variogramu je popsán v článku [14]. Vychází se
z faktu, že reálná funkce g(h),h ∈ R

d je přípustný variogram, je-li spojitá v R
d

s případnou vyjímkou počátku, nezáporná , symetrická (tj. g(h) = g(−h),h ∈ R
d)

a podmíněně negativně definitní. Přičemž vhodnou podmíněně negativně definitní
funkci g lze získat z vhodné pozitivně semidefinitní funkce f(h) pomocí vztahu
g(h) = −f(h)+c, kde c je vhodná konstanta. Volbou f s výše uvedenými vlastnostmi
pak dostaneme speciální typy variogramu.

Na příklad pro d = 2 je přípustný model semivariogramu γ(h), h = (h1, h2) ∈ R
2

funkce g(h1, h2) = c− f(h1, h2), kde

f(h1, h2) =
m1∑

j1=−m1

m2∑
j2=−m2

aj1j2 cos(h1tj1 + h2tj2),
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přičemž m1 a m2 jsou daná přirozená čísla, tj1 , tj2 , aj1j2 , jsou pro j1 = −m1, . . . ,m1
a pro j2 = −m2, . . . ,m2 vhodné reálné konstanty vyhovující podmínce

c −
m1∑

j1=−m1

m2∑
j2=−m2

aj1j2 ≥ 0.

Jejich doporučená optimální volba vychází ze simulací (viz [14]).
Položíme-li (viz [14])

g(h1, h2) = c−
m∑

j=1

J0(tj
√
(h21 + h

2
2)aj),

kde J0 je Besselova funkce prvního druhu (viz [15]), dostaneme, za podmínky, že
uvedené konstanty splňují nerovnost c−

∑m
j=1 |aj | ≥ 0 izotropický variogram.

Výhodou těchto modelů je, že umožňují modifikovat odhad variogramu na reálná
data a že zahrnují také třídu modelů, které nevycházejí z předpokladů izotropie.

6. Odhady v modelu s dodatečnou informací

Odlišný přístup k metodě kriging, kde se předpokládá, že variogram není znám, ale
je k dispozici dodatečná informace o neznámém vektoru parametrů β založili Omre
and Halvorsen v [12,13] na bayesovské metodě odhadu. Předpokládají, že parame-
trický vektor β je náhodný a sdružené rozdělení vektorů β a Z je mnohorozměrné
normální. Pak, za předpokladu, že apriorní rozdělení parametru β je známé, tedy za
předpokladu normality vektoru β jsou apriori známé střední hodnota

E(β) = βapriori

a varianční matice
var(β) = Σapriori.

Pak je snadné v případě, že Z je kovariančně stacionární odvodit (viz [13]) bayesov-
ský odhad Z(s0) ve tvaru

(8) Z∗
B(s0) = β′Bx+ c

′C−1(Z−XβB) = c′C−1Z+ (x−X′C−1c)′βB,

kde βB je aposteriorní střední hodnota β a může být vyjádřena ve tvaru

(9) βB = (X′C−1X+Σ−1
apriori)

−1(X′C−1Z+Σ−1
aprioriβapriori)

nebo, zapsáno ekvivalentně

(10) βB = ΣaprioriX′(XΣaprioriX′ +C)−1(Z−Xβapriori) + βapriori

Z (10) je zřejmé, že aposteriorní střední hodnota βB je součtem apriorního ”kva-
lifikovaného” odhadu βapriori a lineární transformace vektoru rozdílů pozorování
a kvalifikovaného odhadu jejich střední hodnoty.

Dále ze srovnání klasického odhadu (7), který dává univerzální kriging metoda
a bayesovského odhadu (8) je zřejmé, že tyto odhady mají stejnou strukturu. Když
v odhadu Z∗ procesu Z nahradíme odhad β̂GLS aposteriorním odhadem βB, který
je dán vzorcem (9), pak univerzální kriging odhad přejde v bayesovský odhad Z∗

B.
Bayesovský odhad má další zajímavou vlastnost, kterou Omre a Halverson v [13]

nazvali bayesovský můstek mezi prostou a univerzální metodou kriging. Jednoduše
lze tuto vlastnost charakterizovat následovně. Při známém vektoru β je jeho vari-
anční maticeΣapriori nulová a bayesovský odhad přechází v odhad metodou prostého
krigingu (simple kriging). Na druhé straně, když není známa žádná dodatečná in-
formace o parametrech, pak lze předpokládat, že variabilita parametrů β0, · · · , βp je
velká, což odpovídá tomu, že varianční matice Σ−1

apriori je přibližně nulová a tedy βB
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je blízko β̂GLS a bayesovský odhad přechází v odhad (7) získaný metodou univerzální
kriging.

Celkově lze shrnout, že kvalita bayesovských odhadů procesu Z podstatně závisí
na tom, jak dobrý je kvalifikovaný odhad βapriori a Σapriori. Jejich nalezení může
být v řadě praktických situací velkým problémem. Ovšem na druhé straně jsou
popsány experimentální situace, kdy je možné tyto kvalifikované odhady spolehlivě
stanovit (viz [12, 13]) a získat pomocí bayesovských metod kvalitní odhady, vhodné
pro praktické použití.

Jiný způsob, jak se vyrovnat s problémem začlení dodatečné informace o parame-
trech modelu přímo do modelu, může být založena na minimaxové metodě odhadu
a bude jí věnován následující odstavec.

7. Minimaxový odhad

V tomto odstavci budeme předpokládat, že chybový proces δ je druhého řádu
stacionární a zavedeme minimaxový estimátor pro Z(s0), s0 ∈ D. Z (5) plyne, že
ze předpokladu nevychýlenosti odhadu predikce, tedy když λ ∈ U , je MSE odhad
Z(s0) dán vztahem

E(Z∗(s0)− Z(s0))2 = λ′Cλ− 2c′λ+ C(0) = (1, λ′)Cm(1, λ′)′

kde Cm je bloková matice Cm =

(
C(0) −c′
−c C

)
Zřejmě matice Cm je kovarianční maticí vektoru (−δ(s0), δ(s1), · · · , δ(sn))′ a tedy

je to matice positivně semidefinitní.
Pro získání minimaxového estimátoru pro Z(s0) pak lze užít princip minimaxu

podobným způsobem jako byl užit pro odhad regreních parametrů v [10,11].
Předpokládejme nejdříve, že je k dispozici dodatečná informace o kovariogramu

C, speciálně, že je známo, že matice Cm leží v nějakém okolí positivně definitní
matice Σm typu (n+ 1)× (n+ 1). Zapsáno formálně, když Σm je nějaká positivně
definitní matice typu (n+1)× (n+1) a q > 0 dané reálné číslo, pak předpokládáme,
že Tr(Σm − Cm)2 < q2, kde Tr(W) značí stopu čtvercové matice W a q > 0 je
dané reálné číslo. Dále nechť R = {W : Tr(W − Σm)2 ≤ q2} je uvažované okolí
matice Σm, do něhož matice Cm patří. Pak užitím principu minimaxu dostaneme
odhad váhového vektoru λ minimalizací funkcionálu

J(λ) = sup
β∈Rp+1,Cm∈R

E(Z∗(s0)− Z(s0))2 = sup
β∈Rp+1,Cm∈R

(1, λ′)Cm(1, λ′)′

pro λ ∈ U .
Z [10] lemma 5.2. plyne, že funkcional J(λ) může být vyjádřen ve tvaru

J(λ) = (1, λ′)(Σm + q2I)(1, λ′)′

a tedy vektor λ∗, který vyhovuje vztahu

(11) J(λ∗) = inf
λ∈U

J(λ)

je minimaxovým odhadem váhového vektoru λ. Zavedeme-li označení λm = (1, λ′)′,

0k = (0, · · · , 0)′ ∈ R
k, xm = (1,x′)′ a Xm =

(
1 0′p+1
0n X

)
, pak λ ∈ U právě když

λm ∈ Um = {λm = (λ0, λ′)′ : xm = X′
mλm} a je zřejmé, že minimimalizace (11)

vede k nalezení λ∗m vyhovujícího vztahu

(12) J(λ∗m) = inf
λm∈Um

λ′m(Σm + q2I)λm.
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Nyní snadno nahlédneme (viz [9]), že váhový vektor

(13) λ∗m = (1, λ∗)′ = (Σm + q2I )−1Xm(X′
m(Σm + q2I)−1Xm)−xm,

kde matice (X′
m(Σm + q2I)−1Xm)− značí libovolnou zobecněnou inverzi matice

(X′
m(Σm + q2I)−1Xm), je hledaný vektor λ∗m. Jeho subvektor λ∗ je pak hledaný

váhový vektor, který určuje minimaxový kriging prediktor veličiny Z(s0). Konečně
z [9] plyne, že minimaxový ”kriging” rozptyl estimátoru Z∗(s 0) =

∑n
i=1 λ

∗
iZi je dán

vztahem
J(λ∗m) = x′m(X′

m(Σm + q2I)−1Xm)−xm.
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