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O ODHADU PARAMETRU V JEDNODUCHEM
NELINEARNIM MODELU KLOUZAVYCH SOUCTU

TOMAS MAREK

ABSTRAKT. The paper is concerned with a parameter estimation in the simple
non-linear moving average time series model given by X; = et +aet—1+0eter—1.
The model mentioned in Tong (1990) is a stochastic perturbation of the linear
MA(1) model, where the constant coefficient « is substituted by a random one
a + Bet. Moment and maximum likelihood estimators are presented.
AbcTpakT. B oT0li cTaThbM MBI 32aHUMAEMISI OLIEHKOU [MapaMeTpOB B CIydae
[IPOCTOI HEJWHEHMHOW MOeJM CKOJL3smero cpeanero. VcciienoBaHHBINA
nporecc uMeeT Bul Xi¢ = ¢ + ag¢—1 + Bet€¢—1, OH YIOMAHYTHII B KHUIE
Torra (1990) 1 nMeer popMy CTOXACTUUIECKOM mepTypbanvy JIrnHEHHOro
[IPOIECCA CKOJIL3SAIIEr0 CpeqHero, rae HaxXxOOUTCA BMeCTO KoehduimeHTa
« ciydJaiiHas nepeMeHHass o+ (e¢. Mbl uccienyemM MeToAbl UCIIOIb3Y IOIUe
MOMEHTBI U (hYHKIMIO IPaBIOIIon00ud.

1. Uvop

Nelinearni modely klouzavych soucti jsou velmi obecnou t¥idou ndhodnych pro-
cest, které jsou definovany néjakou nelinedrni transformaci bilého Sumu. V tomto
¢lanku se budeme zabyvat specidlnim modelem danym vzorcem

Xt =&t +ace_1 + Berer—1,

kde ¢; je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in s nulovou
stfedni hodnotou a koneénym rozptylem o2, parametry o, 3 jsou z intervalu (0;1).
Néami zkoumany model ve srovnani s dobfe zndmym linedrnim modelem M A(1)
obsahuje navic jesté soucin poslednich dvou hodnot bilého Sumu. Tento soucin je
také pri¢inou nékterych zajimavych vlastnosti ndhodného procesu, které zminuje
Tong (1990). Patfi mezi né napfiklad schopnost produkovat néhle velké hodnoty
X, stejné jako napfiklad nékterd hydrologickd data. V dalSich ¢astech na zakladé
pozorovanych hodnot X; odhadneme parametry « a § a to momentovou metodou
a metodou maximalni vérohodnosti. Cést vénovana metodé maximani vérohodnosti
navazuje na publikaci uvedenou ve sborniku WDS’99 - viz. Marek(1999). Na zavér
pak zminime nékteré vyhody a nedostatky obou metod.

2. MOMENTOVE ODHADY

Predpoklddejme v této ¢asti, ze bily Sum £, ma koneéné momenty asponl ¢tvrtého
rfadu. Za této podminky oznacme

a = EX?=(1+a%0o?+p%",
b — EXtXt—l = 040'27
¢ = EXi X 1Xi o= afo®.
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Snadno ovéiime, Ze ¢/b = 302 a a — (¢/b)? = (1 + a?)o?, z éehoz vyplyva, Ze « je
jednim z kofent rovnice

Pii znamém « je pak

act’
Vyse zminéna tvaha vede k nasledujici konstrukci momentovych odhadd nezna-
mych parametri. Oznac¢me
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Tuto metodu navrhl Robinson (1977), ktery rovnéz dokézal konsistenci a asympto-
tickou normalitu takto definovanych odhadt. Nésledujici tabulka udava primérné
hodnoty a smérodatné odchylky zkoumanjch odhadu ziskané ze 100 simulaci pro
kazdou délku casové fady a uvedené hodnoty parametri, za predpokladu, ze veli-
¢iny e; maji rovnomérné rozdéleni na intervalu (-1;1).

a=0.3 6=0.1 o2 =1/3
N | prumér | sm. odch. | pramér | sm. odch. | priumér | sm. odch.
100 | 0.338 0.210 0.053 1.554 0.269 1.062
500 | 0.319 0.062 0.110 0.481 0.314 0.030
1000 | 0.310 0.043 0.104 0.277 0.326 0.013
5000 | 0.303 0.018 0.082 0.107 0.332 0.005
10000 | 0.299 0.013 0.097 0.090 0.332 0.004

3. ODHADY METODOU MAXIMALNI VEROHODNOSTI

Predpoklddejme nyni, ze bily Sum £; ma néjakou znamou hustotu g. Z nezavislosti
veli¢in &; tak znadme sdruZenou hustotu vektoru ey = (eo,. .. ,5N)T, ktera ma tvar

N
gn(to, - tn) = [Jo(ta)-
=0
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Ozna¢me h zobrazeni, jez prevadi vektor ex na vektor Zy = (g0, X1,..., Xn)T a
Jac(h) budiz jeho jakobidn. Snadno zjistime, Ze

N—1

Jac(h) = H (1+ Bei)

i=0
a zobrazeni je tedy skoro jisté regularni kdykoliv je P(e; = —1/8) = 0. Uzitim
véty o transformaci tak lze najit sdruzenou hustotu Zy, ktera obecné bude tvaru
|Jac(h)|"*gn (h"H(Zy)) . Zobrazeni h™! je uréeno rekurentnim vztahem
£ = Xt — Q&1

14 Besq

Je zfejmé, Ze pro rostouci N je explicitni predpis pro h a tudiz i pro sdruzenou hus-

vvvvv

1<t <N

)

fn vektoru pozorovani Xy = (X1,..., Xn)7T, nebot ta je dana integralem

MWWZ/WUMWF@Wmmﬁ

— 00
Vynechame-li nyni pozorovani Xy, Xok,... pro k > 2, zbyvajici veliiny tvofi
vzajemné nezavislé podvektory ng) = (X14jk, - - .,Xk,lﬂ'k)T, j > 1, s hustotou
fr—1. PFi nékterych rozdélenich bilého Sumu tak mutZzeme ziskat explicitni vzorec pro
vérohodnostni funkci vektoru zbyvajicich pozorovéani, ktera mé tvar

I (Xyo, ) = > log [fk_l (xy“)ﬂ .
j>1

Jak ukaze i nésledujici ptiklad, je maximalizace vérohodnostni funkce [ mozna pouze
numericky pres uréitou predem zvolenou sit bodi.

Priklad:

Nejjednodussi ptiklady pro k& = 2 uvadi Marek(1999). Zabyvejme se nyni proto
ponékud slozitéjsi situaci, jez nastavd, jestlize k = 3. Necht e, ~ R(—1;1). Odvodme
sdruzenou hustotu podvektoru (X, X;_1)?. UZijeme zobrazeni

U Et Y Xt X
Vv = €t—1 — Xi—1 = Y
W Et—2 Et—1 A
Jakobian transformace je roven
1+06v a+pPu 0
Jac(h') = 0 14w a+pv | =—(1+pv)(a+ Pv).

0 1 0

Pro zjednoduseni budeme predpokladat, ze ¢isla —% a —% lezi mimo interval (—1;1).

Inverzni zobrazeni je dano predpisem

T — oz
u = ——
1462’
voo= z,
y—z
w o = .
o+ Bz
Oznac¢me x4 indikdtor mnoziny
T —az y—z
A= (x,y,2) € R®: <1 & <1l & <1p.
{n e m |25 4 <)
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Podle véty o transformaci tedy sdruzenou hustotu vektoru (X, Y, Z)T mtzeme zapsat

ve tvaru
XA

T,Y,2) = .
9@ 2) = S et 32)
Hledanou hustotu vektoru (X, Y)” Vypoéteme vyintegrovanim proménné z

f2(x7y) =

1 S2
/91 (1+ﬁ 04+52)

2)
- 8(1—a) (a—i—ﬁz 1—1—62) :

_ 1 log (1 +Ps1)(a+ fs2)
80(1 — ) (14 Bs2)(a+ Bs1)
Integraéni meze si, so uréime jako
r—1 y—oal ) r+1 y+al
s1 = max{—l; m; m} , So= mm{l; a_—m; m} .
Na nésledujicim obrézku je graf fao(x,y) a rozdéleni roviny podle hodnot si, sz
pro hodnoty parametra o = 0.3 a § = 0.1.
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Oblasti

Dalsi obrazek ukazuje vérohodnostni funkci I3 ziskanou z N = 500 pozorovani pri
vyse zminéném rozdéleni.
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Nasledujici tabulka udava priimérné hodnoty a smérodatné odchylky zkoumanych
odhadt ziskané ze 100 simulaci pro kazdou délku casové fady a stejné hodnoty
parametru jako v ¢asti vénované momentovym odhadtm. Veliiny €; maji i tentokrat
rovnomérné rozdéleni na intervalu (-1;1). P¥i maximalizaci byla pouzita sit boda

(v, B) s krokem 0.001 v « a 0.0005 v 3.

a=0.3 6=0.1
N | prumér | sm. odch. | pramér | sm. odch.
10 | 0.285 0.279 0.215 0.256
20 | 0.300 0.211 0.217 0.205
50 | 0.270 0.118 0.137 0.121
100 | 0.263 0.073 0.116 0.077
200 | 0.276 0.045 0.106 0.046
500 | 0.294 0.020 0.103 0.024

4. ZAVER

7 obou zminénych metod odhadu neznamych parametrti zkoumaného modelu je
momentova metoda méné narocnd na vypocetni cas, jeji nevyhodou je pomalejsi
konvergence. Metoda zalozend na maximélni vérohodnosti konverguje rychleji, pfi
nékterych rozdélenich bilého Sumu vSak nejsme schopni najit explicitni vyjadieni
hustoty vektoru ng)
cas.

a numericka integrace znac¢né zvysSuje naroky na vypocetni
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