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PROCES ODHADOVANI PARAMETRU MODELU

PETR LACHOUT

ABSTRACT. Tento pspvek souhrn rekapituluje a diskutuje proces odhadovn parametr
modelu. Nejdve je vysvtleno, co se mysl modelem njak reln situace a co jsou jeho para-
metry. Pak je zaveden pojem odhadu parametr, Ipe eeno, odhad t sti parametr, kter je
pro chovn modelu podstatn. Diskutuje se kvalita tchto odhad a jejich optimln volba.
Je pipomenuta metoda maximln vrohodnosti a zbyl kapitoly pinej konstrukce odhad
zaloen na minimalizaci empirick chyby modelu linern regrese. V prci je teoreticky dis-
kutovn M-odhad a jsou zmnny jeho speciln volby, jako je OLS-odhad a Lj-odhad. V
zvren kapitole je zmnn LMS-odhad.

Abstract: The paper presents an overview on parameter estimation process. An ex-
planation of the concept of mathematical models and model parameters starts the
discussion. After that, the idea of parameter estimation is presented together with
a discussion of convenient and optimal properties an estimator should fulfill. Hence,
we proceed to constructions of estimators. We present maximal likelihood estimator
and estimators based on minimization of empirical errors. The last section considers
a linear regression model. M-estimators are treated as a generalization of OLS- and
L1-estimator. The text finishes with a note on LMS-estimator.

Pesome:Crars MOABITOKMBAET U JAUCKYTUPYET IPOLIECC OIEHKU [apaMeTpoB
monenu. C HaUaa MOHSATUE MOIEJU, MAPpaMETPOB MOJEIU U OLEHKU MapaMeT-
poB mnosicueHbl. [lociie eToro BBemeHMs AMCKYTUPOBAHA MpobiieMaTuka BbIOOpa
OLIEHKU MIMEIONIEN MMOJIe3HbIE WU ONTUMAJIHBIE CBOMCTBA. JIpyrue riaaBbl MOCBs-
H_[éHHbI BO3MO¥KHOCTAM IIOCTPAaEHUsI OLICHOK. Hpe,E[CTaBJ'[eH MeTO Ma.I{CI/IMaJ'[HOIU/I
BEPOSITHOCTU U METOJ MUHUMAJIU3AIUN EMINPUUECKON OIMMNOKN, KATOPIN MOKa-
3aH HA MOJIEJIbl IUHENHON perpecun. Teopernuecku AUCKy TUPOBaHa M-omeHka u
eé yacTtHble cayuan, kak OJIC-onenka u Li-onenka. [Tociaentnas riaaBa moCBAMIEH-
nas JIMC-onenke.

1. POZOROVANI, MODEL, ODHAD PARAMETRU

Predstavme si, ze studujeme néjaky konkrétni systém, napt. prazskou burzu, ekono-
miku néjakého primyslového odvétvi, rodinny rozpocet, atd. U tohoto systému jsme
schopni opakované mérit néjaké veli¢iny, které jsou timto procesem ovlivnény, vstu-
puji do né&j nebo jsou systémem plné urceny. Na burze sledujeme ceny akcii, objem
jejich obchodovani atd. V pramyslovém odvétvi mame informaci o zasobach vyrob-
nich surovin, o kapitalu ulozeném v budovach a strojich, o vyrobnich nakladech, o
nékladech na zménu vyroby, atd. V rodiné€ zname pfijmy jednotlivych ¢élenti, jejich
stari, vydaje a celkové tspory. Oznacme tato opakovand pozorovani Xi, Xo, ..., X,
a mnozinu, kde se nachézeji vSechny mozné hodnoty méfeni, ozna¢me X. Aby bylo
mozno studovat stochastické chovani, musi byt mnozina X opatfena c-algebrou,
oznacme ji X. Poznamenejme zde, ze na zakladé samotnych pozorovani nedokazeme
ur¢it nebo popsat chovani pozorovaného systému. Tento problém je principidlni,
zjednodusené feceno ,nemame se o¢ oprit“.
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Na pomoc musi pfijit znalost mechaniky sledované situace, zkusenost a také intu-
ice. Na jejich zakladé navrhneme matematicky model sledovaného systému, ktery te-
oreticky vysvétluje vznik a vnitini strukturu pozorovani X, X, ..., X,, to znamena,
7e zname rozdéleni £(X1, Xo,...,Xpn) = pin(;6,). Tento model obsahuje neznamy
parametr 6,, o kterém mame apriorni informaci 6, € ©. Prostor parametru © musi
byt také opatien o-algebrou, budeme ji oznacovat Q. Takovym parametrem mohou
byt technické koeficienty, koeficienty ve vztazich mezi proménnymi, rozptyly ndhod-
nych chyb obsazenych v modelu. Mohou to vSak také byt polynomy do fadu 5, spliny
3 stupné, nebo i funkce majici 3.derivaci nebo néjakou jinou predepsanou vlastnost,
napf. v modelu obecné regrese, pfi odhadu hustoty. Parametrem vsak mutze byt i
celé rozdéleni ndhodnych vlivii. Pokud je dimenze © konecnéa, pak se ¢asto mluvi o
parametrickém modelu. V opa¢ném pfipadé se mluvi o modelu semiparametrickém.

Model sice zavisi na parametru 6, € ©, ale z praktického hlediska nebo ze zadéani
ulohy nas nemusi nezajimat pifimo parametr 6,. Casto je dilezita pouze jeho ,,¢ast“
nebo, lépe feCeno, néjaka jeho transformace. Dobre je toto ¢lenéni vidét na modelu
linearni regrese Y; = X;0, + e;, kde (X;,e;) jsou i.i.d., X; je nezavislé s e; a chyby
e; maji nulovou stfedni hodnotu a konecny nenulovy rozptyl. Zde jsou parametrem
regresni koeficienty 3, € R*, rozdéleni regresortit G, € G a rozdéleni chyb F, € F.
Pro praktické ucely nas vSak zajimé pouze odhad regresnich koeficientd a pro odhad
kvality jejich odhadu jesté potfebujeme odhadnout rozptyl chyby. Misto parametru
0o = (8o, Go, F,) € R¥ x G x F nas proto zajima pouze jeho transformace (6,) =
(Bo, Jg €2 dF,(e)) € RF x Ry,

Uvazujme tedy dale, Ze je ddna funkce ¢ : © — ¥ a pro kazdé n € N hledame
méFitelné zobrazeni 7, : X" — ¥, které budeme nazyvat odhad parametru ¢(6).
Nasim cilem je nalézt odhad tak, aby byl ,rozumny* a pfipadné i v néjakém smyslu
,optimalni“. Zakladnim pozadavkem je, aby odhad v limité konvergoval ke spravné
hodnoté parametru modelu, t.j. bud

slabd konzistence ~ V0 € O : 7,,(X1, Xo,..., Xp) _Po | 1(0),

n—-+00
nebo 4
(silnd) konzistence ~ V8 € © : 7,,(X1, Xo, ..., Xn) Pe_% 1(0).

Pokud chceme testovat néjaké vlastnosti parametru 6,, naptiklad nulovost nékterych

slozek, pak musime jesté pro kazdé 6 € © znat (alesponl vhodny odhad) rozdéleni

Lo(m7(X1,Xa,...,Xp) — (). Pokud toto neumime nebo je to nevydcislitelné, vyu-

zivame k testovani asymptotické rozdéleni tohoto rozdilu, t.j.

existuji 0 < m, /' 400 tak, ze V0 € © : 1, (1 (X1, Xo, ..., X)) — 1(6)) %5(9),
n—-—1+0oo

kde rozdéleni L4 (£(0)) je znamo a zévisi pouze na parametru modelu. Casto se jedné
o regularni normalni rozdéleni. Normaliza¢ni konstanty 7,, se nazyvaji fad konzisten-
ce odhadu a je zndmo, Ze zavisi na mohutnost mnoziny ¥. Pfesny vztah i teorie kolem
ného nejsou jednoduché; viz 777 | 777 .

Odhady casto hledame pouze mezi funkcemi spliiujicimi néjakou specialni vlast-
nost. Budeme tedy uvazovat pouze odhady 7,, € T';,, kde T, C {T : X — ¥}, napii-
klad uvazujeme pouze linearni kombinace pozorovani, nebo pouze nestranné odhady,
t.j.

nestrannost ~ V0 € © : Eg[T(X1, Xo,...,X,)] = ¢(0).
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2. ODHAD MINIMALIZUJiCI RIZIKO

Nasi snahou je nalézt odhad tak, aby byl v néjakém smyslu optimalni. V této kapitole
vylozime teorii odhadd minimalizujicich riziko. Budeme pfi tom vychazet ze skript
777 , kde je potiebné teorie pékné a prehledné vysvétlena. Tuto teorii vSak aplikujeme
na odhad transformovaného parametru.

Kvalitu odhadu méfime ztratovou funkci L : ¥ x ¥ — R, coz je vlastné zadand
,vzdalenost* na W. Od ztratové funkce kromé nezapornosti jesté vyzadujeme, aby
rozliSovala body z ¥, t.j.

Vo € U L(ih,p) =0 <= 1 = .

Nasim tkolem je v néjakém smyslu minimalizovat ztratu L(7, (X1, Xa, ..., Xn),¢(0))
Po odstranéni vlivu ndhody tedy minimalizujeme rizikovou funkci

R(7y,0) = Eg[L(m0 (X1, X2,..., X,),u(0))] =

/ L(tn(z1, 22, .., Tn), t(0)) din(z1, 22, . . ., 203 0) .

V pripadé i.i.d. pozorovani bude rizikova funkce mit tvar

R(ry,,0) = /n L(mn(x1, @2, ..., 20),0(0)) dur(z1;0) - dpi(x2;0) - ... - duy(zn;0) .

Chtéli bychom nalézt odhad 7, € T, tak, aby pro kazdé 6 € © minimalizoval ri-
ziko R(T,0) ptes vSechny T' € I';,. Takovému odhadu fikdme stejnomérné eficientni
odhad v tridé odhadu I'),. Takovy odhad vSak obecné nemusi existovat. Je tomu
tak napriklad, kdyz I';, obsahuje supereficientni odhady, t.j. odhady, které maji pro
néjakou hodnotu parametru nulové riziko. Nejjednodussim piikladem supereficient-
nich odhadt jsou konstantni odhady T’y = 9 pro ¢ € ¥. Nésledujici tvrzeni ukazuje,
ze staci, aby I',, obsahovala dva konstantni odhady, a jiz se miZeme s existenci
stejnomérné eficientniho odhadu rozloudit.

Tvrzeni 1: Necht X = R? a &,1 € O jsou takové, Ze 1(§) # 1(n) a Ty, Tyy) € -
Kdyz pro kazdé A € X", Pe((X1,X2,...,Xpn) € A) =1jeP,((X1,X2,...,X,) € 4)
> 0, pak stejnomerné eficientni odhad v tridé odhadu I',, neexistuje.

Dukaz: Predpokladejme, ze odhad 7,, € T';, je stejnomérné eficientni v t¥idé odhadi
T',,. Pak ovSem musi platit R(7,,&) < R(TL(E),f) =0a R(m,n) < R(TL(,,), 77) =0.
Odtud Pe(L(7(X1, X2,...,Xn),t(§)) =0)=1a

Py (L(70 (X1, X2,y ..., Xp),t(n) =0) = 1.

Ztratova funkce rozlisuje body z ¥ a tak P¢(7, (X1, Xo,..., X,) = ¢(€)) =1 a zaro-
ven také

PU(Tn(Xla X2a s 7Xn> = L(U)) =1

To vsak ale neni mozné nebot t(§) # t(n) a 7, : X™ — ¥ je méfitelné zobrazeni.
Predpokladana vlastnost pak totiz implikuje, ze

Pn(Tn(Xla X27 e 7Xn> 7é L(U)) Z Pn(Tn(X17X2a o 7Xn> = L(é)) > 0.

Stejnomérné eficientni odhad tedy nemiize v této tfidé existovat.

Tento problém se odrazi i v lidové slovesnosti:
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Otéazka: Které hodiny jdou nejptesnéji?
Odpovéd: Ty které stoji.
Zduavodnéni: Takové hodiny ukazuji dvakrat denné presny cas!

Méme v podstaté dvé moznosti jak tento nedostatek odstranit. Prvni moznosti je
uvazovat jen takové tiidy odhadu, pro které stejnomérné eficientni odhad existuje.
Napriklad t¥idu linearnich nestrannych odhadt pfi odhadovani stfedni hodnoty i.i.d.
posloupnosti, viz 777 .

Druhou moznosti je zjistit, nebo pfiblizné odhadnout, frekvenci vyskytu para-
metri v praxi. To znamend mit k dispozici miru @ na (0, Q) a minimalizovat

priimérné riziko [o R(T,60) dQ(6).
3. EXTRAKCE INFORMACE UKRYTE V POZOROVANICH

V pozorovanich Xi, Xo, ..., X, jeskryta ,informace* o skute¢né hodnoté parametru.
Otézkou je, jak tuto ,informaci“ z vybéru extrahovat a jak ji vyuzit pro odhadovéani.

Cilem je vlastné zredukovat rozmérnost pozorovani a misto nich pouzivat pouze
néjakou statistiku 7, : X® — Y,,, kterd by obsahovala stejnou informaci o parame-
tru jako vlastni pozorovani a byla, co ,nejmensi“. Matematicky je tento pozadavek
vyjadifen pojmy postacujici statistika a tplné statistika.

Statistiku 7, : X" — Y,, nazveme postacujici, jestlize pro kazdou dvojici para-
metra 6,n € O plati
Lo(X1,Xo, ., Xn | Tn(X1, Xoy .o, X)) = L)( X1, Xo, .., X0 | T (X, .0, X))

Statistiku 73, : X” — Y,, nazveme uplnou, jestlize pro kazdou mé¥itelnou funkci
h:Y, — R vlastnost V6 € O je Eg[h(T,, (X1, X2,...,Xp))] = 0 implikuje V8 € O je
Po(h(Th(X1,X2,...,Xp)) =0)=1.

Pro kazdy problém existuje postacujici statistika, napt. T5,(X1, Xo,...,X,) =
(X1,Xs,...,X,), a také vidy existuje Gplna statistika, napt. T, (X1, Xo, ..., X,)
1) pro né€jaké ¢ € U. Pro odhadovani je vSak dilezité nalézt statistiku, kterd ma obé
tyto vlastnosti. Jeji dilezitost ukazuje nasledujici véta.

Véta 2: Kdyz ¥ C R* a pro studovany problém existuje postacujici uplnd statistika
T, a nestranny odhad ny, pro 1(0), pak podminénd stredni hodnota

Ta( X1, ., X)) = Bo[nn (X1, -, X)) | Tn( Xy, - .o, X))

nezdvisi na parametru 0 € O a je stejnomérné eficientnim odhadem pro 1(6) ve tiidé
vsech nestranngjch odhadii pii ztratové funkei L(6, p) = |10 — p|°.

Dukaz: Obecné je podminéné stfedni hodnota funkci podminky a tak

Ta(X1,. oy X3 0) = Eg[nn (X, .., X)) | Th (X, ..., X5 -
Statistika T, je postacujici a proto 7,(X7, ..., X,;0) nezdvisi na parametru 6 € ©
a muZzeme psat pouze 7,(X1,...,X,). Tudiz 7, je odhad pro ¢(f) a je nestrannym
odhadem nebot je podminénou stfedni hodnotou nestranného odhadu.

Uvazujme t,, néjaky jiny nestranny odhad pro ¢(6). P¥i kvadratické ztréatové funkci
pro néj dostdvame rizikovou funkci

R(tn,0) = Eg|||tn(X1, ..., X,) — u(0)]
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7 Jensenovy nerovnosti pro podminénou stiedni hodnotu dostavame

R(tn,0) =Eo [Eo[ It (X1, X0) = 0P| Tu]| 2
2Eg[[|Eo[ta(X1, .., Xo)| To] = (0| = R(Eo[ta| Tu].6).
Postacitelnost statistiky T, fiké, Ze existuje funkce
MTh (X1, ., Xn) = 10 (X, ., X)) — Bo[tn (X, .o, X)) | T (X, -, X)) -
Z nestrannosti odhadu 7, t, plyne
Eo[h(Th(X1,...,Xn))] =0 Vo€ O.
Uplnost statistiky 7}, proto dava
T (X1, X)) = Bo[tn (X, ..o, X)) | T (X, ..., X)) s.j. VO € 6.
Tudiz zjistujeme, ze V0 € © R(t,,60) > R(1,,0).

Jinymi slovy, odhad 7, je stejnomérné eficientni v t¥idé€ vSech nestrannych odhadi.
Q.E.D.

Pokud existuje dominujici o-kone¢na mira pro sledovanou tlohu, pak lze z tvaru
hustoty vycist nékteré postacujici statistiky.

Tvrzeni 3: Necht p,, je o-konecnd mira na X™ a (X1,...,X,) md hustotu f,,(x1, ...,
Zn; 0) vzhledem k pn. KdyZ fo(z1, ..., 2050) = gn(Tn(x1, ..., T0); O (21, ..., 20),
kde gn( i0): Y, =Ry, T, : X" - Y, ah, : X" = Ry jsou méFitelné funkce, a
fx x)dpn (z) < 400, potom T, je postadujici statistika.

Dikaz: Pro kazdé A € X", B € ), definujme

o(.4) = [ () dn ().
[Ty, (z)EB,xz€A]

Diky ptedpokladu [y () dp,(x) < 400 jsou p(., A) koneéné miry.
Evidentné pro kazdé A E X™ je mira p(.,A) absolutné spojitd vzhledem k mife
p(., X).

Tudiz podle Radon-Nikodymovi véty existuje s5:Y, x X* — R, tak, ze pro kazdé
A€ X" BeY,plati p(B,A) = [, s(y, A)p(dy,X).
Pro A€ X", B € )), plati

/ S(T'n()()7 A)dPy = / S(Tn(l"), A)gn(Tn(l‘)Q 0)ho, (33) dﬂn(x) =
[T (X)€B] [Tn(z)€B]

= / s(y, A)gn(y; 0)p(dy, X) = / 9n(y;0)p(dy, A) = / I xea) dPe.
[yEB] lyeB] [Tn(X)€B]
Oveérili jsme, Ze Po(X € A| T, (X)) = s(T0(X), A).
Tudiz rozdéleni vektoru pozorovani podminéné statistikou 7T;, nezavisi na parametru
0 € © a T, je postacujici statistikou.
Q.E.D.
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Jesté si uvedme priklad.

Priklad 1: Necht X;, ¢ = 1,2,...,n jsou ii.d. n.v. s normdalnim rozdélenim
(I)(.;M,O'Q), wER, o >0.
Pak vektor (X7, ..., X,) ma sdruzenou hustotu

w3

1 1 n
o= (i) o) g 0
i=1
1 1 (&Ko - )
=502 exp sy in—2u2xi+nu .
i=1 i=1

Podle predchoziho tvrzeni je statistika (> @i, >, @7) postacujici. Zaroveii lze
také dokazat, Ze je tato statistika tplna.

w3

2
Snadno se presvédcéime, Ze (X 1 %) je nestranny odhad parametru (u,o?).

Tudiz
X — X,)2 n n
Elb,a2|‘<Xla¥> ZX’MZXE =
i=1 i=1

2

1 n 1 n 1 n
ol PR D BEEleD DL ) I Y
i=1 i=1

i=1

je stejnomérné eficientni odhad parametru (u, o2) ve t¥idé nestrannych odhadti a pfi
ztrétové funkei L((p1,0%), (p2,03)) = (u1 — p2)? + (07 — 03)%
A

Teorie postacujicich a uplnych statistik je vylozena také v kapitole XV.5, 777 .
4. MAXIMALNE VEROHODNE ODHADY

Nyni jiz pfistupujeme k obecnym navodim pro hledani odhadi. Zde jiz neni obecné
kritérium, které chceme minimalizovat. Zde pfistupujeme rovnou k datiim a nasim
cilem je minimalizovat néjakou ztratu rovnou pro né.

Metoda maximéalni vérohodnosti je zaloZzena na rozdéleni pozorovanych veli¢in
na ¢ast s rozdélenim spojitym vzhledem k Lebesguevé mife a na zbytek nabyvajici
pouze spocetné hodnot. V jinych pfipadech tuto ideu nelze aplikovat.

Piedpokladejme, Ze pozorovani lze zapsat ve tvaru X; = (Z;, D;), i € {1,...,n},
kde Z; € R* a D; € D pro néjakou nejvyse spocetnou mnozinu D. Dale pro kazdy pa-
rametr 6 € © predpokladdme existenci hustoty f,(z1,d1; 22, do;. . . ; 2n, dn; 0) vzhle-
dem k soudinové mife (A, ® ép)®". Poznamenejme, 7e &taci mira ¢4 je defino-
vana pro kazdou mnozinu B C A, jako pocet bodi obsazenych v mnoziné B, t.j.
¢a(B) = card(B).

Principem ML-odhadu (Maximal Likelihood) je ,maximalizace“ vérohodnosti
fn(X1, Xa,...,Xpn;0). Odhad konstruujeme nasledovné.

Odhadneme pavodni parametr

0, € argmax fn (X1, Xa, ..., Xn;0) = argmax f,(Z1, D1; Za, Da; . . . Zn, Dy 6)
0O 0cO

a polozime 7,, = L((9n>.
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Tento postup vsak neni vzdy vypocetné realizovatelny. Casto se proto voli mo-
difikace tohoto postupu vyuzivajici odhadu ¢asti parametri, t.j. mame k dispozici
informaci (odhad), ze hledany parametr lez v mnoziné ©,, C ©. V tomto piipads
odhadneme ptvodni parametr

0, € argmax fn (X1, Xa, ..., Xn;0) = argmax f,(Z1, D1; Za, Da; . . . Zn, Dy 6)
0cb,, 0cb,,

-~

a polozime 7, = ¢( 0, |.

Na zaver kapitoly uvedme jesté priklady.

Priklad 2: Necht X;, ¢ = 1,2,...,n jsou ii.d. n.v. s normdalnim rozdélenim
<I>(.;u,02), peER, 0% >0.
Pak vektor (X7, ..., X,) ma sdruzenou hustotu

n

1 \? 1
fn(‘rlwrQ; .. 7$7l;/j/70.2) = (271'0'2) exp{_m Z(l‘l - M)Q} =
i=1

1 \? 1 (< 1) 1< ’
(7)o (S i) (G Xe
1=

i=1 i=1

P hledédni ML-odhadu budeme maximalizovat vérohodnostni funkeci

fn(XhXQ; e 7X7L;/'[/70.2) =

1 5 1 n 1 n 2 1 n 2
() eram (B (0 a ) (G

=1

Nejprve budeme odhadovat oba parametry nardz. To znamend © = ¥ = R x R,
t(p,0%) = (p, 0*). Minimalizaci vérohodnostni funkce ziskéme ML-odhad

2

1 e 1 1
S5 — . 2 — P .
Hn = n ;Zl X, 0%y = n ;Zl X; n j§=1 XJ

PovSimnéme si, Ze [i, je stejnomérné eficientni odhad parametru p ve tfidé ne-
strannych odhadi pii Lo-kritériu, jak je ukdzano v predchozi kapitole. Ale c;En neni
nestrannym odhadem pro parametr o2. Vime, Ze n’jlggn je stejnomérné eficientni
odhad parametru o? ve tiidé nestrannych odhad® pfi Lop-kritériu, jak je ukdzano v
predchozi kapitole.

Odhadujme nyni pouze stiedni hodnotu p.

e Kdy# je rozptyl 02 znamy, pak © = ¥ = R, «(u) = p a ML-odhad vyjde fi,, =
% Z?:l Xi.

e Kdy7 je rozptyl 02 nezndmy, pak © = R x R, ¥ = R, L(,u, 02) = 1 a ML-odhad

o . ~ 1 n

opét vyjde i, = > =1 Xi.

e Kdy?# je rozptyl 02 neznamy, ale mame jeho odhad s2, pak © = R x Ry, ¥ =R
a L(/J,, 02) = p. Pouzijeme modifikovany postup s 0, = R x {si} a ML-odhad
vyjde opét i, = £ 377 | Xi.
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Odhadujme pouze rozptyl o2.
e Kdyz je stfedni hodnota p znama, pak © = ¥ = R, L(02) = 02 a ML-odhad
vyjde

- 1
0%, =— Z (Xi - M)Q .
n =1
2

e Kdyz je stfedni hodnota p nezndma, pak © = R xR, U =R, L(M,UQ) =o0°a

ML-odhad vyjde
2

1 n 1 n
O'Zn:EZ XZ_E];X]

i=1

e Kdyz je stfedni hodnota p neznadmd, ale mame k dispozici jeji odhad m,, pak
O=RxRy, =R, a L(M,O’Q) = ¢2. Pouzijeme modifikovany postup s ©,, =
{my} x R} a ML-odhad vyjde

i=1

Priklad 3: Regrese 0-1 nahodnych veli¢in
Pozorujeme dvojice (Y, z;), ¢ € N svdzané 0-1 regresi

Y;=F (2] 8) +e;, i €N,

kde Y; € {0,1}, i € N jsou nahodné veli¢iny, z; € R¥, i € N jsou nenahodné vektory,
e; € RF, i € N jsou nahodné chyby, které jsou nezavislé a maji nulovou stiedni
hodnotu, 3 € R neznamé parametry a F je znamé d.f. Pokud F = ®, pak mluvime
o probit modelu. Pokud F' je d.f. logistického rozdéleni, t.j. F(t) = VvVt e R,
pak mluvime o logit modelu.

Tento model ma jediny parametr a to 3 € R*. Na zakladé n pozorovani sestavime
vérohodnostni funkci

1
1+e—t

L) =[] - F @) Fa)p)".

i=1

Maximalizaci vérohodnostni funkce L ziskdme ML-odhad pro parametr . Diskusi o
jeho vypoctu a vlastnostech miuzeme nalézt v kapitole 16.4 v 777

VAN
Priklad 4: Tobit model
Povsimnéme si nyni modelu z ¢lanku ??? a navrzeného odhadu z ¢lanka 777 |
7?7 . Pozorujeme trojice (Y;,x;,d;) svdzané modelem cenzorované regrese:
Y; = 2.8+ e; kdyz x8 +¢e; >0,

=0 jinak 8 = Tiwipyei>o), i €N,

kde z; € R, i € N jsou nendhodn a e;, i € N jsou i.i.d. s rozdélenim F(.;60), § € ©,
E[ei] =0.
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Tento model ma parametr (3,0) € R* x ©. Mame-li kdispozici n pozorovani,
muZeme se pokusit odhadnout parametr 3 pouze na zakladé téch pozorovani, u nichz
vime, ze jsme regresi skuteéné pozorovali. Mame tedy ndhodnou mnozinu indext
N*={ie{1,2,...,n} : §; = 1} aregresi

Y; = 23+ e; pro i € N*.

Kdyz pro odhad parametru § pouZijeme néjaky odhad, ktery je nestranny (pfipadné
asymptoticky nestranny) v béZném modelu regrese, ziskdme vychyleny odhad. Je
to proto, ze stfedni hodnota Y; za podminky, Ze pozorujeme regresi, neni regresni
pifmka zI'3. Spo¢téme si tuto podminénou stfedni hodnotu pfi pevném 6 € ©
presné:

E[Y;]6; = 1] = E[(2}8 + €i) it pre, 0 | 230 + € 2 0] =

= E[(xiﬁ + 61)| {E;ﬂ +e > 0] H[x§6+e7¢20] =

1 +o0
( - M / ==
(xzﬁ * P(xi8 +e; = 0) /zﬁ edFle 0)> Nt rero

1 e
= (#4090 Tz

+oo
Pokud by pro kazdé i € Nbylo [ edF(e;0) =0, pak by odhad zalozeny pouze na
—x;3
oCisténém vybéru byl konzistentni. To vSak je mozné pouze v ptipadé F(—x}3;0) =
P(z}8 +e; < 0) = 0 pro vSechna i € N. To znamen4, k cenzorovani s.j. nedojde a
my stale pozorujeme regresi.

Pro odhad regrese zaloZzeného na oc¢isténém souboru musime mit k dispozici odhad
druhého ¢lenu v podminéné stfedni hodnoté. Pro normalni rozdéleni s neznamym
rozptylem je situace jednodussi, ale hlavné nazornéjsi.

UvaZujme tedy © = Ry a F(e;o0) = @ (5), kde ® oznacuje d.f. standardniho

normaélniho rozdéleni a ¢ je jeho hustota. V tomto piipad€ dostavame

“+o0 . o +oo _ +oo B —xiﬂ - xiﬂ
/ziﬁedF(aJ) B U/f;:ﬂ ed® (e) = J/f;ﬂ ep (e)de = o ( o ) =op ( o )

1 - F(—23;0)=1— & <_fﬂ) ) <i>

g

Tudiz

z 3
(4
E[Yi|2i8+e; > 0] = [ ;6 + Ui)ﬂ[m;mepm

(e
<1>( f
(*)
P\ o

—5% > nebo méli alespon konzistentni odhady, pak by

a

Pokud by jsme znali podily

jsme dokazali konzistentné odhadnout oba parametry modelu, t.j. 5, o > 0, tfeba
pomoci OLS-odhadu.
Pozorovani §;, i = 1,2, ...,n nabyvaji pouze hodnot 0 nebo 1 a splniuji

E[&]=P(m2ﬂ+ei20):1—q>(%m> :q><xii),

g
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Jsou tedy Tt rlzeny probit modelem. Na zakladé teorie probit modelu ziskdme konzis-
tentni odhad /\ pro podil 8. tfeba ML-odhadem viz predchozi piiklad, jiné moznosti
jsou uvedeny v kapitole 16 v 777

Dosazenim do ptedchoziho ziskéme

/ / 90( i‘n
E[}/;| xzﬁ +e; > 0] = xiﬂ +o = ]I[:c,’iﬁ—&-e,;zo]-
@ (2/A)

Nyni z o¢igténého vybéru spocteme odhad (tfeba OLS-odhad) pro parametry regrese

()
i) (:E;Xn)

Konzistence a asymptotickd normalita je ukdzana v ¢lancich 777, 777 .
Druhou mozZnosti je sestavit vérohodnostni funkci

B n xéﬁ 1-6; x;ﬂ di
L(ﬁ,a>—g(1—@(7)) w(Yi—T)

Odhad parametra pak ziskdime metodou maximélni vérohodnosti, t.j. maximalizaci
vérohodnostni funkce L. Konzistence a asymptotickd normalita tohoto odhadu je
ukazana v ¢lanku 777 .

Tento postup je tedy teoreticky dobfe zduvodnén. Potize jsou vsak s nalezenim
maxima vérohodnostni funkce. Funkce je velmi nelinearni a déld problémy pii nu-
merickém YeSeni. V ¢lanku 777 je proto navrzen jiny odhad a je zde také ukazana
jeho konzistence a asymptoticka linearita. Tento odhad se d& zlepSit jednim, pii-
padné vice, kroky Newtonovy metody. Konstrukce tohoto odhadu je také uvedena v
kapitole 16.6.2 v 777 .

Y, =a2;8+0 +e;, i€ N

AN
5. ODHADY V MODELU LINEARNI REGRESE

Vénujme se nyni odhadovani parametrti v modelu linedrni regrese. Zde pozorujeme
dvojice
(Yl?Xl)a (}/27X2)a L] (Yna X7l)7 Yl S ]R7 Xl S Rk7

které jsou svazany predpisem
Yi=Xifo+ei, e €R, Vi=1,2/.../n
Parametry modelu jsou 3, € R* a sdruzené rozdéleni £((X1,¢1),...,(Xn,&n)).
Ozna¢ime-i Y = (Y1,Ys,...,V,), X = (X], X}, ..., X)) aec = (c1,¢2,...,6n),
pak lze model zkracené zapsat

Y =X0G,+e.

Aby byl model dobfe uréen musime uéinit nékteré predpoklady.
Predpoklad: Matice X méa plnou sloupcovou hodnost.
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Jinak by existovalo § € R* tak, ze X8 = 0. Pak oviem regresni koeficienty nejsou
urceny jednoznaéné, nebot Y = X3, + ¢ = X (6, +9) +e.
Piedpoklad: Chyby musi byt néjakym zptisobem ,,centrovany“.

V opacném pripadé by parametry modelu nebyly jednozna¢né urceny. K chybam
by se jinak dal pricist libovolny vektor z linearniho obalu fadkt matice X a dostali
bychom stejny model se zménénymi parametry: Y = X ,4+¢ = X (8, —v)+(e+Xv).

Jak takové ,centrovani“ vypadd, uvidime pozdéji u jednotlivych odhadi.
Predpoklad: Chyby maji nesinguldrni rozdélenim; t.j. neexistuje a € R", a # 0
takové, aby a’'c byla nendhodna konstanta.

Singularnost rozdéleni znamena, ze soustava obsahuje deterministickou zavislost.
Tuto je tfeba nalézt a pouzivat jako omezujici podminku na regresni koeficienty.
Predpoklad: Chyby nejsou ovlivnény regresory. To znamend € a X jsou nezavislé
nebo alespon nekorelované.

Matice X byva casto nendhodnd a pfi nékterych experimentech 1ze jeji hodnoty
predem nastavit, nebo fidit.

Nasim cilem je odhadnout parametr §,. Popfipadé jesté odhadnout néjakou cha-
rakteristiku rozdéleni tohoto odhadu, napfiklad varian¢éni matici.

Odhad zalozime na reziduich e;(b) = Y; — X;b pro kazdé i € {1,2,...,n}, b € R*.
Rezidua miizeme vyjadrit také jako e;(b) = &; + X;(8, — b), coz je vyhodné pro
teoretické vySetreni asymptotického chovani.

Proberme nyni nékolik nejpouzivanéjsich postupti odvozeni odhadu.

5.1. OLS-ODHAD (ORDINARY LEAST SQUARES)

OLS-odhad je zalozen na minimalizaci sou¢tu ¢tverct rezidui, t.j. hleda se mini-
mum

Bn € argmin Zei(b)2 = argmin Z (Y; — Xib)2 .

bER® 2y bERM 2y

Pokud je matice X plné hodnosti dostaneme Bn = (XTX)_1 XTY. OLS-odhad je
pak mozno zapsat ve tvaru

By = (XTX) ' XTY = (XTX) " XT(XB,+2) = B+ (XTX) " X7e.
7 tohoto rozpisu okamzité vyplyva nestrannost a silna i slaba konzistence.
Véta 4: Kdyz X, € jsou nezavislé, E[g] =0 a E[(XTX)_1 XT} existuje, pak Bn je

nestrannym odhadem parametru (,.

Véta 5: Kdyz %XTX % Q, kde Q je reguldrni matice, a %XTs % 0, potom
n—-40oo n—-40oo

Véta 6: Kdyz %XTX —2 Q, kde Q je requldrni matice, a %XTs —2 0, potom
n—-+oo n—-+oo
B —"— fo.
n—-+00

Pro OLS-odhad je tedy pfirozené chtit, aby chyby méli nulovou stfedni hodnotu.
To je vlastné to avizované ,centrovani“ chyb modelu.
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5.2. M-ODHADY V MODELU LINEARNI REGRESE

V této kapitole si stru¢né vysvétlime, co je to M-odhad. Uvedeme také jeho za-
kladni vlastnosti. Podrobnou informaci o M-odhadech je moZno nalézt v monografii
77.

Je dana funkce p : R — R,. Pro kazdé b € RF definujeme

. Pak M-odhadem nazveme kaZzdé feSeni minimalizace této funkce, t.j.

Bn € argmin M, (3) .
bERF

Aby byl odhad ,,rozumny“ musi byt splnény nékteré predpoklady.

Piedpoklad: Existuje nendhodna funkce M : R¥ — R, takovd, ze pro kazdé b € RF
plati

n

LM (5) ~ Mo (o)) = = D" Elple(5)) — ples)] —— M)

n—-+oo
i=1
a pro kazdé D € R plati

sup [ M, (b) = M (8o) — M(b)|
6] <D n— °°

Funkce M ma jediné globalni minimum v bodé § € R¥, t.j. {3} = argmin M(b).
bERK
Za celkem mirnych predpokladi 1ze dokazat konvergenci M-odhadu k bodu 8.
Véta T: KdyZ p je spojitd funkce na RF a existuje kompakt K C RF, A > 0 a
no € N tak, Ze pro kazdé n > n, je blél]f{ M, (b) — My, (Bo) > M(B) + A, potom pro

kazdé n > n, odhad Bn ezistuje a plati Bn % B
n— oo

Tudiz, aby jsme odhadovali spravné, musi byt 5, = B V jiném ptipadé bude
nas odhad systematicky vychylen. Pfipojme proto dalsi dva predpoklady, které nam
tuto rovnost zaruci.

Predpoklad: Nahodné veliciny X a ¢ jsou nezavislé.

Piedpoklad: Pro kazdéi € {1,2,...,n} a prokazdé u € R plati E[p(e; + u) — p(&;)]
> 0.

Pak totiz plati

E[M,(b) — M. iZE (e + Xi(Bo — b)) — p(e)] =
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kde R;(u) = E[p(ei + u) — p(&:)]-

Limitnim pfechodem zjistime, Ze (3, je globalnim minimem funkce M. Z piedpo-
kladané jednoznacnosti tohoto minima okamzité plyne, ze G, = B

Uvédomme si, ze druhd podminka je vlastné tim ,centrovanim® chyb, které jsme
inzerovali na zacatku kapitoly o modelu linearni regrese.

Nyni si povsimnéme, co tato podminka znamenad pro nékteré konkrétni volby
funkce p.

Lemma 8: Necht existuje ¢ : R — R takovd, Ze pro kaZdé u,v € R plati p(u) —
p(v) = [(t)dt a necht existuje § > 0 tak, Ze sup|, <5 E[[{)(e +1)[] < +o0. Potom
v

limsup ~ (E[p(e; + ) — p(e:)]) < limsup Ef(e; + )]
u—0+ U u—0+4

lim inf 1 (E[p(ei + u) — p(gs)]) > liminf E[¢(g; + u)],

u—04+ U u—04

1
lzrrisolip o (Elp(ei —u) = pled)]) < —lim inf E[y(e; —u)],

limnt 3 (Elp(ss — u) ~ pl)) = ~ limsup Elu(e; — u)].

Dukaz: Proi € {1,2,...,n} mame rozpis

Elo(es +0) — el = €[ [ wter 4.

Predpoklad supy, <4 E[|¢)(e +)|] < +00 umoziiuje pro |u| < ¢ zaménit poradi inte-
grace:

U
Elp(e: +u) — ples)] = [ Elw(ei+ o) b
0

Limitni pfechodem pro integral vydéleny délkou u dostavame

. 1 . L .

limsup — (E[p(e; + u) — p(&;)]) = limsup — | E[¢(e; +t)] dt < limsup E[¢(g; + u)]

u—0+ U u—0+ U Jo u—0+
Obdobné ziskame i zbylé nerovnosti

tint 3 (E[p(e: + ) — p(e0)]) > limnf Ef(e: + )],

1
lznlsotip - (Elp(es —u) = pled)]) < —liminf E[p(e; — u)],

it - (Elp(es — ) ~ ple)]) = ~ limsupElu(e; — w)

Q.E.D.
Tvrzeni 9: Necht jsou splnény pFedpoklady lemmatu 22? a necht pro kaZdé i €

{1,2,...,n} a pro kaZdé u € R plati E[p(e; + u) — p(e;)] > 0, potom pro kaZdé
1€{1,2,...,n} je

limsup E[¢(g; + w)] > 0, liminf E[¢)(e; — u)] < 0.
u—0+ u—0+
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Dukaz: Tvrzeni je pfimym dusledkem lemmatu 777 .
Q.E.D.

Tvrzeni 10: Necht jsou splnény predpoklady lemmatu ?9? | funkce p je konvexni
a necht pro kazdé i € {1,2,...,n} je

liminf E[¢)(g; + u)] > 0, limsup E[¢(g; — u)] <0
u—0+ u—0+

potom pro kazdé i € {1,2,...,n} a pro kazdé u € R plati E[p(e; + u) — p(&;)] > 0.

Dtikaz: KdyZ p je konvexni, pak je konvexni i stiedni hodnota E[p(g; + u) — p(&;)],
jako funkce proménné u. Z této konvexity a z lemmatu 777 jiZz plyne vlastni tvrzeni.
Q.ED.

1) OLS-odhad

OLS-odhad je specidlnim p¥ipadem M-odhadu pfi volbé p(t) = 2. Tato funkce je
konvexni a ma hustotu ¥ (t) = 2¢. Pak podle tvrzeni 77?7 , je vhodné pfedpokladat
E[e;] = 0 pro kazdé i € {1,2,...,n}.

2) Ly-odhad

1 proti0
Zde p(t) = |t|. Tato funkce je konvexni a ma hustotu(t) =< 0  prot=0 a tak,
—1 protj0

podle tvrzeni 7?7 | je vhodné predpokladat E[i)(e;+)] = Pg(e > 0) — Pg(e < 0) > 0,
E[(ei—)] = Pg(e > 0) — Py(e <0) <0 pro kazdé i € {1,2,...,n}.
Jinymi slovy 0 je medidnem chyby ¢; pro kazdé i € {1,2,...,n}.

5.3. LMS-0DHAD (LEAST MEDIAN OF SQUARES)

Uvedme jesté piiklad odhadu regresnich koeficienti, ktery neni M-odhadem. Jed-
nim z takovych odhadt je LMS-odhad navrzeny v knize 7?7?77 . Jedna se o odhad
minimalizujici median empirické chyby.

Tento odhad je zaloZen na absolutnich reziduich |e1 ()], |e2(D)] ... |en(d)], které
usporadame podle velikosti, od nejmensiho po nejvétsi. Tyto usporadané statistiky
oznacme ef1)(b) < ejg)(b) < -+ <epy(b).

Minimalizaci j-té uspofaddané statistiky ziskame odhad M;,, € argmine;(b), zde

be

Rk‘,
je{1,2,...,n}.

Tento odhad muzeme popsat také jinym zptisobem. Z pozorovani vybereme vSemi
zpusoby j pozorovani na jejichz zakladé udélame odhad tak, Ze minimalizujeme
maximum vSech rezidui. Pak vybereme tu j-tici pozorovani, kterd dava minimalni
rezidua.

Odhad je rozumnym odhadem pro 3, pokud j > 5. Pfi j < 5§ odhadujeme vlastné
charakteristiku kontaminace puvodnich dat.

Odhad M [mtht1] , S nazyva LMS-odhad (Least Median of Squares) a je konzis-

tentnim odhadem parametru 3,, viz 777 .
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