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KONFIDENCNI A PRAHOVE ELIPSOIDY
V DEFORMACNICH MERENICH

PAVLA KUNDEROVA

ABSTRAKT. Confidence and joint confidence ellipsoids, threshold and joint thre-
shold ellipsoids within a regular multiepoch linear regression model with nui-
sance parameters are derived.

Pezrome. B craTbe BBeeHb! JOBepUTEIbHBIE M COBMECTHBIE NOBEPUTEIbHbIE
eJIJINIICOnAbl, IIOPOroBble M COBMECTHBIE IIOPOroBbI€ eJIJIUIICOMUABI B JIN-
HeapHOU perpecCHOHHON MOJENM C MelIalOMMMU TapaMeTPaMU.

1. UvoD, OZNACEN]

Ovéfeni stability velkych inzengrskych staveb (mosti, pfehrad a pod.) resp. sledo-
vani jejich pfipadnych deformaci v ¢ase se provadi méfenim bodd urcité geodetické
sité, kterd se opakuji ve vhodné zvolenych ¢asovych okamzicich-epochach (viz [1],
kap. 9).

Pribéh deformaci je modelovan pomoci multiepochového linearniho regresniho
modelu. Existuji dva zakladni typy multiepochovych modeli (viz [1], str. 366):
a) Modely s pevnymi a proménnymi parametry:
opakovand méteni, kterd slouzi k popisu pribéhu deformaci uréitého objektu se re-
alizuji na geodetické siti, kterd je specielné navrzena k tomuto tucelu. Sklada se ze
skupiny podptirnych bodt, jejichz polohu poklddame za stabilni (tento predpoklad
se ovéfuje v pritbéhu méfeni) a ze skupiny pohyblivych (nestabilnich) bodt, jejichz
pozice vzhledem k pevnym bodum jsou méfeny. Soufadnice pevnych boda jsou apri-
ori nezndmé. Po mé¥eni v kazdé epose se urcuji (odhaduji) jak soufadnice stabilnich
bodt tak soufadnice nestabilnich bodi. Zjisténé souradnice pevnych bodi slouzi
k ovéreni hypotézy o jejich stabilité.
b) Modely pouze s proménnymi parametry:
sleduji se soufadnice nestabilnich (pohyblivych boda) vzhledem ke geodetické siti
pevnych bodt, jejichz soutfadnice jsou v tomto modelu pokladany apriori za znamé.

Uvazujme model prvniho typu. Pfedpokladejme, Ze se deformacni méfeni prova-
déji v m epochéach, kdy sledujeme celkem k& stabilnich bod a ! nestabilnich (pohyb-
livych) bodi. Body uvazované geodetické sité jsou charakterizovany soufadnicemi,
které mohou byt z R* k =1,2,3,....

V tomto ¢lanku budeme pfedpokladat, ze soutadnice sledovanych bodi jsou z R2,
tj. méfeni v j-té epoSe (j = 1,...,m) charakterizuje 2k-rozmérny vektor 5y tzv. rusi-
vych parametri (soufadnice pevnych bodu) a 2{-rozmeérny vektor 2 ; tzv. uzite¢nych
parametrii (soufadnice pohyblivych bodi).
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P1i hodnoceni stability resp. nestability objektu v ¢ase jsou velmi uzite¢né kon-
fidencni elipsoidy. Prahové elipsoidy umoznuji ocenit spolehlivost tvrzeni: “poloha
stejnych bodt se ve dvou riznych epochach méfeni nezmeénila” (viz [2], str. 157).

Budeme uzivat nazev elipsoid i kdyz v nékterych piipadech jde o intervaly nebo

o elipsy.
V dalsim textu budeme uzivat nasledujici oznaceni
R” prostor vSech n-rozmérnych redlnych vektort;
Up, Apn realny sloupcovy p-rozmeérny vektor, redlna m x n matice;
A" R(A), transpozice matice, prostor generovany sloupci matice A;
N(A),r(A), nulovy prostor a hodnost matice A;
A®B Kroneckertv (tensorovy) souéin matic A,B;
A~ pseudoinverzni matice k matici A (spliiujici AA™A = A);
AT Moore-Penroseova pseudoinverzni matice k matici A
( splimjici AATA = A,ATAAT = AT (AAT) = AAT,
(ATA) = A*A);
Pa ortogonalni projektor na R(A);
My=1-Py ortogonalni projektor na R*(A) = N (A');
Ii k x k jednotkova matice;
1 =(1,...,1) € R¥,
Om,n m X n nulovd matice;
x2(0) centralni y2-rozdéleni o r stupnich volnosti;
X2(6) necentralni x2-rozdéleni o r stupnich volnosti
s parametrem necentrality §;
X2(0,1 - ) (1 — a)-kvantil piislusného rozdéleni.

2. MULTIEPOCHOVY LINEARNI REGRESNI MODEL

Uvazujme nasledujici model méfeni provadéného v m epochach

zl Xi;, Xo, 0, ... 0 A

Q) Yo - 2l X 0 Xp 0 ﬂ?,l L
Y, Xy, 0, 0, ... X By,

kde

Y™ = (Y, ..., Y ) je mn-rozmérny vektor pozorovani,

var(Y(m)) =20 =1, 9%, kde ¥ je znama, pozitivné definitni matice,
Y, je n-rozmérny vektor hodnot namérenych v j-té epose, j=1,...,m,
n x 2k matice X; je matice planu p¥isluina vektoru rusivych parametrit 3; € R?*,
n X 2] matice X5 je matice planu odpovidajici vektoru uziteénych parametrt
B2, € R j=1...,m.
Model (1) 1ze zapsat ve tvaru

vm) _ (Xgm),xgm)) ( Ig; ) + €(m)7

kde
XM =1, 90X, X" =1,8X,,
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52,1
(2,2
62 = .

, souradnice pohyblivych boda ve vSech epochach.

ﬂ?,m
Véta  Necht jsou v modelu (1) méFeni po m-té epose splnény tyto predpoklady:
r(X1) =2k <n, r(Xe) =2l <n, r(X1,X2) = 2k + 2. Potom pro globdlné nejlepsi
linedrni nestranné odhady (BLUE) parametri 81 a By, B2, j=1,...,m, plat

m

2) B = [mX] (M, BMx, ) X3 ] 71X (Mg, 2Mx, ) T (D Vi),
=1

(3) Ua?"[a] = [mxll (sz EMX2)+X1]717

(4) By = {[Ln ® (X543 1X,) 1X55

Ll ® (X5E X)X K X (Mo, EMix, ) Xa] 7 X (Mo, EMix, ) 1} YO,

(5) V= ’UGT[B\Q] = [Im ® (Xéz_l)(?)_l]
L1, (X587 X)) XS T [mX) (Mx, EMx, ) T X | 71X 271X (X871 X)) 7Y,

(6) Bo; = (XHE71X,) X0
. Yj - X1 [mxll (szzMX2)+X1]_1X,1(MX2 EMX2)+[Z Yl] ) ] = 17 cee,m,
=1
(7) Vjj = var(Ba ] = (X4271X,) !

+H(XEE X)) TIXLETIX (mX] (Mx, XMy, ) T X0 X BT X (X2 1X,) L,

j=1,....,m,

(8) Vr,s = COU[BQ?HB-Q:]
= (X2 71X,) T IXEE T [mX ) (My, M x, ) T X 71X 271X (X871 X,) 71,
Vr,s=1,....,m, r#s.
kde
(Mx,EMx,) " =27 - 971X, (XE271X,) IXO 1
Dikaz: [5], Theorem 1.

Predpoklad

Déle budeme predpokladat, ze Y™ ~ N, {(Xgm), Xém)) ( gl ) i E} .
2

Potom

—

ﬂZ ~ N2lm(/627v>'
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3. KONFIDENCN{ ELIPSOIDY

Nejprve uvedeme obecnou definici konfiden¢ni oblasti. Mé&jme linearni regresni
model Y = Xg +¢, f € 3 C RF, necht By oznacuje t¥idu borelovskjch mnozin
v prostoru RF.
Definice 1 (viz [4], str. 87)
Necht zobrazeni C(.) : R™ — By ma nasledujici vlastnost

V{Bes) PalfeC(Y)=1-a, ae (0,1

Ndhodnd mnoZina C(Y) se nazgvd (1 — a)-konfidenéni oblast pro parametr (3.
( V praxi se uzivd vyraz konfidencni oblast pro realizaci C(y) ndhodné mnoziny

C(Y)).
Vratme se k multiepochovému regresnimu modelu (1). Oznaéme
1
52
B2 = ,souradnice [ pohyblivych bodi v j-té epose méfeni,j = 1,...,m.
1
o)
7 predpokladu vime, zZe
ﬂ2,j ~ N2l(ﬂ2,j7 Vv]])a .7 = 17 cee,m
a) Zajimejme se nejprve o soufadnice i-tého pohyblivého bodu v j-té epose.
Zvolme blokovou matici H; = (022, ..,I2,...,022), kde i-ty blok
(i=1,...,1), je tvofen jednotkovou matici, ostatni bloky jsou nulové. Potom
ﬂ“) = Hifa; ~ Na(B), H;V;; HY).
Podle Pearsonova lematu [ ~ Ny(O,W) = n’W 7~ Xf(W)(O)] plati, ze

(85— B0 LV, ) B — ) ~ x3(0).
a proto (1 — a)-konfidencni elipsoid pro soutadnice i-tého bodu v j-té epode,

i=1,...,0,j=1,...,m, ma tvar

B(6) = {ueR2< SOV ) - 50 < 3(0,1—a>}.

b) Uvazujme odhad soufadnic r-tého a s-tého bodu ve stejné (j-té) epose,
r,s=1,...,1, 3 =1,...,m, tj. ndhodny vektor

ﬁ;) 2 ﬁér) /
(s) - Hrsﬂlj ~ N4 ﬂQ% 7HrstjHrs ;

2,j

_ 02,2, IQ, 0272
HT‘S_(OQ’Q, IQ, 0272>’

je blokova matice o dvou fadcich a [ sloupcich tvorena bloky o rozméru 2x 2, v prvnim
rfadku je matice Is na r-tém misté, ostatni bloky jsou nulové, ve druhém radku je
matice I3 na s-tém misté, ostatni bloky jsou nulové.

Opét uzitim Pearsonova lematu dostaneme, Ze

kde

/

20 () 5(7«) (r)
2d 2J [Hrsvjolrs]_l 2’j ~ XZ(O)v

85 — 05 ) = o)
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a tedy pro (1 — a)-konfidencni elipsoid pro soutadnice r-tého a s-tého bodu v j-té
epose meérent plati

0
B
3]
. 50\, i [ )
—Ju et - | 20 EVE - | 2 )< 30— a)
2,j 2,7

c¢) Stabilitu i-tého bodu posoudime pomoci konfidenéniho elipsoidu rozdilu soufad-
nic tohoto bodu v sousednich epochach méfeni, tj. uréime-li tzv.relativni konfidencni
elipsoid.

Uvazujme rozdil odhadi

) — B0 =CVB,,
kde
(9) C§” = (02,2,...,022,15,022,...,022,—12,022,...,022),

je blokova matice s ml bloky o rozméru 2 x 2, ve které je matice I na [i+(j—1){]-tém
misté, matice —I3 na [i + jI]-tém misté, ostatni bloky jsou nulové.
Obdobné jako v bodech a), b) odvodime, Ze

P8~ 6 ) e B — 0 )] =1 -
kde A A
E (652 - @ZH) =

@eR%w—wﬁﬂﬁﬁmwwmmewmﬁ—@%msﬁmrﬂ@.

4. SDRUZENE KONFIDENCNI ELIPSOIDY

Mé&jme opét obecny linearni regresni model Y = X3 +¢, 8 € R*, necht a € (0,1)
je predem zvolené ¢islo.
Definice 2 (viz [2], str.158)
Nahodné elipsoidy E1_4(8;),i =1,..., k, takové, ze
P[V{Z: 1,...,k} 61’ EElfa(ﬂi)] >1—aq,

se nazyvaji (1 — a)-sdruzené konfidencni elipsoidy zaloZené na observacnim vektoru
Y.

a) Odvodime nejprve sdruzené elipsoidy pro soufadnice jednoho (pevné zvole-
ného) bodu ve vSech epochéch méfeni. Uvazujme odhady soutadnic i-tého bodu ve
vSech epochach méreni

ﬁ(l) (@)

P 21

— (%) . (2)

g0 — | P22 | —agy ~ m || 7 |Laval
o (;)

(1) 2,m
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kde
02,2,...,02,2, 12,0272,...,02’2, ............... 0272,...,02’2
G, — | 922,022, 022,022...,022,  I3,022,...,022 022,...,022
1 b
09 2,...,022 0272,02,2,...,02,2, ............... 12,0272,...,0272

je blokova matice typu m x Im takova, ze v 1. fadku je matice Is v i-tém sloupci,
ve 2. fadku je matice Is v (I 4 i)-tém sloupci, atd., v m-tém Fadku je matice I
v [(m — 1)l + i]-tém sloupci, ostatni bloky jsou nulové.

Uzitim Pearsonova lematu

10)  P|(BY — gY[E VA (Y — BP) < 01— a)| =1 -«

V dalsich tivahach uzijeme zobecnénou Scheffého vétu.

Zobecnéna Scheffého véta Necht n ~ Ny(u, V), kde V je pozitivné definitni
matice. Necht A je t¥ida vSech ¢ x s matic A takovych, ze r(A) = ¢ < s. Potom

Plin—p)V 7 n—p) <x2(0,1-a)=1-a
(11) & PI{A€A}:[AW— ] (AVA) Al — 1) <320, 1-a)] = 1 - a.
Dukaz: [3], Theorem 2.2
Ozna¢me A; = (02,2,...,022,12,...,022) blokovou matici slozenou z m bloka

rozméru 2 X 2 takovou, ze j-ty blok tvori jednotkova matice I3, ostatni bloky jsou
nulové, j =1,...,m. Potom

B = A6, j=1,...,m
Podle uvedené zobecnéné Scheffého véty plyne ze vztaht (10), (11), ze

P{V{j S A — B (A CVGIAL) A (B — B) < 201 — a)}

>1—aq, tj.

P {V{j =1,...,m} (8% — B [oar(B5 D) 1B — B5)) < X3, (0,1 — a>} >1-a.
Elipsoidy

(B = {u € B (u — BV [uar(B)] " (u — BD)} < xEm(0.1 — o)},

tvoii (1 — «)-sdruzené konfidencéni elipsoidy pro soutadnice pevné zvoleného i-tého
bodu (i =1,...,1) ve vsech j epochdch (j =1,...,m).

b) Stejnym postupem jako v odstavci a) odvodime sdruzené elipsoidy pro rozdily
soufadnic pevné zvoleného i-tého bodu (i =1,...,1) ve vSech sousednich epochach.

Uvazujme blokovou matici

cy)
4 () ,
D® = 2 , kde matice ng) jsou dané vztahem (9).

C(l)
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—_

@ _ ) (i) _ 500)

(1) _ ) 3 h 5 :
)8, 2,2 2,3 . .
D(z)/@Q = 2 X 23 ~ NQ(m—l) . 7D(”\/‘(D(O)/
CRRPT) @ a0
ﬁé,zn—l - ﬁé,zn 2,m—1 2,m

Uzijeme-li opét Pearsonovo lema a zobecnénou Scheffého vétu pro blokové matice
Bj = (0272, e ,IQ, e ,0272),

o m — 1 blocich rozméru 2 x 2, ve kterych je jednotkova matice na j-tém miste,

ostatni bloky jsou nulové, j = 1,...,m — 1, dokdzeme toto tvrzeni:
(85 - B8)4) =
o € R [u —(855 =05 )] (var 8555 1)~ (8585 )] x3m 1) (0. 1)},

tvori (1 — a)-sdruzené konfidenéni elipsoidy pro rozdil souradnic pevné zvoleného
i-tého bodu (i = 1,...,1), ve viech sousednich epochdch mérens [j-té a (j + 1)-ni,
Vji=1,...,m—1].

5. PRAHOVE ELIPSOIDY

(1—a)-konfidenéni elipsoid E () pokryva skute¢nou hodnotu parametru 5* s prav-
dépodobnosti 1 — a. Je to pojem, ktery pfimo souvisi s pfesnosti urceni odhadu
neznamého parametru.

Pojem prahového elipsoidu souvisi s testovanim hypotéz o parametrech. Vyjad-
feme pro zjednoduseni zapistt model (1) ve tvaru
(12) Y =XB+e™ ~ Ny (X8, 50M),
kde

X=X, B ( g ) erme
2

Pomocna véta 1
Necht Y™ spliuje predpoklady regularity z véty 1. Potom plati
1.
R = min {(Y(m) — X8 [z (Y™ —XB): 8 e R2k+2lm}

= (Y = XBY[EU]HY ™ — XB) ~ X 2k2im) (0);
kde R
8= (X,[E(m)]71X)71X/[2(m)]71Y(m).

2. Jsou-li dany matice Hy (o542im) & vektor hog i, takové, ze r(H) = g < 2k+-2im,
potom

R? = min {(YW ~XB)[E™]L(Y™ — X3): B e R HB 4+ h = 0}

= R+ (HB + h) [H(X'[2™)]'X)~'H']"*(HB + h).
Dukaz: [4], diikaz véty IV.1.4.

Necht nulovi hypotéza o parametru 3 m4 tvar

Hy: HB+h =0,



142 Pavla Kunderova

a alternativni hypotéza
H,: H3+h=€&#0.
Tuto hypotézu testujeme pomoci testovaciho kriteria T(Y™) = R? — R2.

Pomocna véta 2

T(Y(m)) =R -R2 ~ Xg (0), plati-li nulova hypotéza Hy,
T(Y™)=R?-R2 ~ X2(6), plati-li alternativni hypotéza H.,.
Pro parametr necentrality plati
6 = (HB" +h)[HX'[™) 7' X) "’ (HB" +h),
kde 8" je skutecnd hodnota parametru 3.
Dukaz: [4], véta IV.1.4.
Sila testu v alternativé H, je rovna
Plzamitnuti Hy|plati H,] = P[Xg(é) > )(2(07 1—a).
Je-li § = 0, tj. jestlize Hy plati, potom se sila testu rovna riziku zamitnuti pravdivé
nulové hypotézy
P[zamitnuti Hy|plati Hy| = P[Xg(O) > Xg(O, 1-a)] =a.
V dalsim textu uréime v parametrickém prostoru hranici takové mnoziny (hranici

tzv. prahové oblasti), na které dosdhne sila testu hodnoty k., kde k, je ¢islo dost
blizké ¢islu 1. Uvnitt prahové oblasti je sila testu mensi nez x,,.

Definice 3 (viz [2], str. 158)
V modelu (12) nazveme k,-prahovym elipsoidem pro parametr (3 oblast

T..(B) = {u € R2k+2m (4, — B))T(u— By) < 62} ,c€ R,
kde symetrickd matice T a ¢islo ¢ jsou zvoleny tak, ze T,_(3) splituje nasledujici
pozadavky:
a) (B je hodnota parametru 3 uréend nulovou hypotézou
Hy: B =By,
kterou testujeme proti alternativni hypotéze H, : 3 # B, za rizika «,

b) lezi-li skute¢nd hodnota 3* parametru 3 na hranici T, (3), je hodnota sily testu
pro alternativu H, pravé rovna k.

Pozndmka 7 definice je ziejmé, ze jakékoliv vyboleni 3* z elipsoidu T, zjisti

testovaci procedura s pravdépodobnosti nejméné rovnou K.

Uréeni prahového elipsoidu pro parametr (3,
V modelu (1) budeme testovat hypotézu o uzite¢nych parametrech

Hy: By = ,8(2) proti H,: (B9 # ,8(2)

Uzijeme Pomocnou vétu 2, ve které zvolime Hyyp, (264-2im) = (02im,2k, Iotm), h = —,63.
Pro testové kriterium

T(Y™) = (B, — B [(0, D) (X'[=™) %) (0,1)]1(B; — 62)

plati
(V) ~ 330 (0). jeli Ho. spriva
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nebo
T(Y™) ~ x2,.(6), je-li spravna H,,
kde
0= (85— B2)[(0. XS] 71X) (0,1 7H(8; - B2),
a kde 3" je skute¢na hodnota (3.

Sila testu je konstantni na mnoziné téch vektoria 35, pro které

(8, — B2)'1(0, )X/ [ X)71(0,1)'] (B, — B3) = 6.

Pro zvolenou silu testu (tiroveni spolehlivosti) &, uréime kritickou hodnotu para-
metru necentrality Ot (ko) ze vztahu

(13) P[X%hn((sk’f’it(lia)) > X%hn(ov 1- Oé)] = Ra-

Pozndmka Pri feSeni této rovnice se uziva aproximace nadhodné veli¢iny s necentral-
nim x2-rozdélenim ndhodnou veli¢inou, kterd mé centralni y2-rozdéleni.
d(kqa) dostaneme FeSenim rovnice

{QZm +25 4

2
2im 1 5 ez (0) 2 Xam (0,1 — @) | = o,

interpolaci v tabulkdch kvantili x2-rozdéleni (viz [4], str.106).
7 predchozich avah plyne

Tvrzeni 1 ko-prahovym elipsoidem pro parametr By v modelu (1) je
(14)
T, (Bo)={u €R™ (u — BYY[(0, D)X (2] X) 7 (0,1)] 7 (s — ) < By ()}

kde 0yt (ko) je parametr necentralniho y2-rozdéleni s 2/m stupni volnosti uréeny
vztahem (13).

6. SDRUZENE PRAHOVE ELIPSOIDY

Definice 4 (viz [2], str. 159)
V modelu (1) nazveme ko-sdruzenymi prahovymi elipsoidy pro parametry 6;2,
i=1,...,0, j=1,...,m, takové mnoziny

Tnu(ﬁég) ={ue R2: (u 6(1) O) T;(u 6(1)'70) < 62}, c€ Ry,
i=1,...,1, j=1,...,m, ‘
ve kterych jsou 2 x 2 rozmeérné symetrické matice T; a ¢islo ¢ zvolené tak, ze T, (ﬁg;)
vyhovuji nasledujicim pozadavktm

a) 621) O, (j=1,...,1, j=1,...,m), jsou hodnoty uréené nulovou hypotézou

1 1),0 2 2),0 l 1),0
Ho o) =000 & A8 =0 &t A, = o)

- M2m>

kterou testujeme (za rizika «) proti alternativé

H, : existuje aspoil jedna dvojice indext i, j takova, ze ﬂ(z) #+ ﬂéf;.’o;

b) lezi-li skute¢na hodnota 5513* libovolného subvektoru ﬂéz; vektoru 3, vné elipsoidu

T, (ﬁg;), nulova hypotéza se zamitd s pravdépodobnosti aspon k.
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Tvrzeni 2 ‘
V modelu (1) jsou sdruZené prahové elipsoidy pro parametry ﬂg;, i=1,...,1,
j=1,...,m, ddny vztahy

T () = {u € B: (u — B0 (war[BO]) " (u — B5) < Sirit ()}

kde 0pit (ko) je definovana vztahem (13).
Toto tvrzeni plyne z vyrazu (14) pro prahovy elipsoid Ty (85) a ze vztahu pro

sdruzené elipsoidy pro parametry 62 y (viz odst. 4, bod a)).

Piiklad (zadéni formuloval prof. Kubaé¢ek,DrSc.)

V ¢lanku jsme predpokladali, ze soufadnice sledovanych bodt jsou z R?, v tomto
ptikladu se pro jednoduchost vykladu omezime na pripad jednorozmérny, kdy se
budou méfit vysky sledovanych boda. V geodetické praxi je totiz pri sledovani plos-
nych soufadnic nutno do méfeni zahrnout i méfeni vzdalenosti a thla a to vede ke
slozitym modelim. Metodika zpracovani namérenych dat v jednorozmeérné situaci je
stejnd s metodikou uzivanou ve vicerozmérnych situacich.

Piedstavme si, Ze na stavenisti velké stavby sledujeme (po provedenych zemnich
upravach) jeden pevny bod a t¥i pohyblivé body ve t¥ech epochach. Pro potfeby
simulace zvolime “skute¢nou” pocatecni vysku pevného bodu 105.032 m, “skutec¢né”
pocatecni vysky pohyblivych bodt: 107.061 m; 106.968 m; 107.210 m.

Predpokladejme, Ze pokles podlozi lze modelovat funkci

(15) BYY = B85 — 0.5(1 — e 1), 4 >0, i =1,2,3,

(16) () = B —05(1— e %), ¥ >0, i =1,2,3,

tj. ¢cas mérime ve dnech, prvni méfeni probéhne v ¢ase 0, druhé méfeni za 14 dnu a
posledni méreni za dalsich 14 dnf.

Predpokladejme, ze 1 = 3, tj. Ze chovani podlozi je v téchto dvou bodech stejné,
odlisné je ve druhém bodé. Se stavbou na upraveném terénu se muze zacit v dobé,
kdy je pokles podlozi jiz zanedbatelny, napi. bude-li pokles mezi druhou a treti
epochou méfeni v 1. a 3. bodé 1 cm, resp. ve 2. bodé 0.5 cm. Z tohoto pozadavku

pro nasi simulaci dostaneme
v1 =3 = 0.277956, 2 = 0.328215.

Dosazenim do funkci (15),(16) vypo¢teme “skuteéné“ hodnoty parametrt ve 2. a 3.
epose, vysledky v Tabulce 1.

Tabulka 1 . ) s
I v I v

j=1 107 0610 106.9680 107 2100

7 =21106.5712 106.4731 106.7202

j=31106.5612 106.4681 106.7102

Experiment 1ze popsat nejjednodussim modelem méfeni

le 1 0 0 0 ﬁl
Yo -1 1 0 0 (1)
Yi=| Y | = 0 -1 1 0 W | ey i=1,2,3
Y4 0 0 -1 1 24
Yjs 0 1 0 -1 65)

Piedpokladédme var(Y;) = ¥ = 02, o = 0.001m.
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Hodnoty vektort Y1, Y2, Y3 nasimulujeme pomoci ndhodnych ¢isel z norméalniho
rozdéleni, napt. hodnotu Y3 pro g = 105.032, hodnotu Y35 pro g = 2.029, hodnotu
Y13 pro p = —0.093, Y14 pro u = 0.242, Y15 pro p = —0.149 atd., vzdy pro
o = 0.001.

Vysledky simulaci

Y = (105.031;2.02933; —0.092810; 0.241155; —0.148574)’,
Y2 = (105.033; 1.53815; —0.097792; 0.246624; —0.148653)’,
Y3 = (105.032; 1.52894; —0.092345; 0.242152; —0.148996)’.
Uzitim vzorci (2), (3) vypoéteme
f1 =105.0320, wvar(f1) = 0.33333.107°,
podle vztahi (4), (5)

3 _aM) 52) 5B) 4(1) 4(2) 53) 5(1) 5(2) A(3)ys
Ba = ( 2,1>P2,15P2,1:P2,2: P22, P22, P23, P23, 273)

(107.0613; 106.9686; 107.2098; 106.5701; 106.4723; 106.7189; 106.5609; 106.4683; 106.7102)’,

R A B, B
var(B;) = | B, A, B [,
B, B, A
kde
0.1333 0.1333 0.1333 0.0333 0.0333 0.0333
A=10"°( 0.1333 0.2000 0.1667 |, B=10"°| 0.0333 0.0333 0.0333
0.1333 0.1667 0.2000 0.0333 0.0333 0.0333

i) Konfidenéni intervaly pro jednotlivé parametry

Protoze mame parametry v R;, konfiden¢ni elipsoidy pro jednotlivé parametry,
které byly odvozeny v odstavci 3.a, budou konfidenénimi intervaly, nap¥. pro prvni
bod v prvni epoSe méfeni a pro o = 0.05

B(AY) = {ue R : (u— A1) warB] ™ (u— ) < x3(0,1 - a)}
={ue R": |u—107.0613] < \/3.8415 x 0.1333 x 10-5}.

Intervalové odhady vSech parametri uvedeme v nasledujici tabulce
Tabulka 2

+

§0 | 107.0613 ~ 0.0022629 | < 107.05904; 107.063562 >
+

%) | 106.9686 — 0.0027718 | < 106.96583; 106.97137 >
+

%) | 107.2098 — 0.0027718 | < 107.20703;107.21257 >
+

§ | 106.5701 — 0.0022629 | < 106.56784; 106.57236 >
+

)| 106.4723 ~ 0.0027718 | < 106.46953; 106.47507 >
+

| 106.7189 — 0.0027718 | < 106.71613;106.72167 >
+

$ | 1065609 — 0.0022629 | < 106.55864; 106.56316 >
+

%) | 106.4683 — 0.0027718 | < 106.46553; 106.47107 >
+

% | 106.7102 ~ 0.0027718 | < 106.70743;106.71297 >
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Je vidét, Ze vSechny nalezené intervalové odhady pokryvaji “skutecné” hodnoty

parametrt (viz Tabulka 1).

ii) Konfidenéni elipsa pro rozdily vysek 1. a 2. bodu mezi druhou a prvni

epochou
Predpoklddame opét ,23\2 ~ N (B,
-1 0
o=(% 5
plati
5 (-
C3, = 22 72l
P @) _ 52)
2,2 2,1

1 1

| (BB
2 ()—5()

2 1

var(,@Q)), oznadime-li
1
0

0 0 00 0O
10 0 0 0)"

2,

) , C[var,[A’)'Q]C/

Uzitim Pearsonova lematu odvodime, Ze konfidencni elipsoid pro rozdily uvedenych

soufadnic je tvaru

.

—

(1) _ 51

—

(1) (1)
2,2 2,1
(2) _ 12
2,2 2,1

/ —

1 _

—

(1)

={ueR?: |u—| ™22 =221 C 3]CY) L fu— [ 2224 < x2(0,1—a)}.
et fu- {70 )| Crardien fus | 2970 )| <ad0-an
Po dosazeni (pro o = 0.05) obdrzime
) _ 5
E{ % "% | ={u=(u,uw) e R?:
2,2 ~ P21
1.2500 —0.7500 uy + 0.4912
: 6 1 <
(u140.4912; u2+0.4963) [10 ( _0.7500  0.7500 )] ( s + 0.4963 ) < 5.9915}.

Pomoci této elipsy mizeme testovat nulovou hypotézu

1 _ 2)

1
Hy : ﬂéz) —M21 =

522) - 55,1 proti alternativeé ﬂélg —

1 2 2
0 .6 - 3.

Protoze elipsa neobsahuje zadny bod primky y = z, nulovou hypotézu zamitneme.

iii) Konfidené¢ni elipsoid pro rozdily vysSek vSech t¥i pohyblivych bodu

mezi druhou a prvni epochou

Zcela stejnym postupem jako v odstavci ii) dostaneme néasledujici konfidenéni

elipsoid (opét pro oo = 0.05)
(1) (1)

2,22 - 2,21

E| 6% -6

(B) a3

2,2 2,1

u +0.4912 \ ' 1.5000
us + 0.4963 10 [ —0.5000
us + 0.4909 —0.5000

= {u= (u1,ug,u3) € R*:

—0.5000 —0.5000 uy +0.4912
1.0000  —0.5000 uz + 0.4963
—0.5000  1.0000 uz + 0.4909

iv) Sdruzené konfidenéni intervaly

< 7.8147}.

Uvedme pro ilustraci sdruzené konfidenéni intervaly pro 1. bod ve vSech tfech
epochéch. Na zékladé teorie uvedené v odstavci 4a (o = 0.05)

E @ (B)) = fue R : (u—B5))[varp()] ™ < x3(0,1 —

a)}
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={u € R':|u—107.0613| < V/7.8147 x 105 x 0.1333} =< 107.05808; 107.06452 > .
Obdobné vypocteme
E ()(55) =< 106.56688; 106.57332 >, E ()(35)) =< 106.55768; 106.56412 > .
Tyto intervaly soucasné pokryvaji parametry 65}1), 512), 5132 (vysky 1. bodu ve
viech tfech epochach méfeni) se spolehlivosti alespoit 95%.

v) SdruZené konfidenéni intervaly pro rozdily vysek vSech ti¥i bodu mezi
druhou a prvni epochou

Uvazujme matici

-1 0 0 1 0 0 0 0 O
D= o -1 0 0100 O0O0],
0O 0 -1 001 00O

ktera z vektoru B, vytvoii rozdily zminéné v nézvu odstavce. Z predpokladu nor-
mality uzitim Pearsonova lematu odvodime, ze plati rovnost

—_—

(1) _ z1) ( 1 _ (1))

722 P21 2,2 2,1
P a3 - 83 - (a3 - a5 | IPlvar(B)DT
(3) _ 43 _ ( (3) (3))
2,2 2,1 2,2 2,1
/<T)_/<1\)_( () _ g0y
P22 = P21 — Waz = P2
2 2 2 2 2 _ 1
50} - 0 - (83 - 6 | £801-a)| =1-a
B) a8 _ pB) _ 5(3)
2,2 2,1 ( 2,2 2,1)

Oznacme
A1 =(1;0;0), Az =(0;1;0), As=(0;0;1).
Podle zobecnéné Scheffého véty
PIvi = 1,2,3: [55— A1 — (853~ B51)]*[AD(varBy) D'AY ™ < x3(0,1-a)] > 1-a.

Proto 95%-n{ sdruzené konfiden¢ni intervaly pro rozdily vysek vSech t¥ bodt mezi
druhou a prvni epochou jsou nasledujici

s 1 1
B (853 - 651
={u € R': |u+0.4912| < \/7.8147 x (5.10°)~1} =< —0.4951531; —0.4872466 >,

s 2 2
E &85 — 653)
={uc R":|u+0.4963| < \/7.8147 x (3.105)~1} =< —0.5014038; —0.4911962 >,

s 3 3
B (553 - 551)

2,1

={u € R":|u+0.4909] < \/7.8147 x (3.105) 1} =< —0.4960038; —0.4857962 > .

Pozndmka Pro srovnani uvedme “obycejné” konfidenc¢ni intervaly pro uvedené roz-
dily.

E (855 — A7) = {ue R': (u— (65 — 85 [var(B5) — B3N < x3(0,1 — a)}

={ue R': |u+0.4912] < /3.8415 x (5.10%)~1} =< —0.4939718; —0.4884282 > .
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Obdobné
E (553 — B5)) =< —0.4998784; —0.4927216 >,
E (559 — A%]) =< —0.4944784; —0.4873216 > .
vi) Prahové elipsoidy
Podle Twrzeni 1 je 95%-nim prahovym elipsoidem pro parametr 3, mnoZina
To.05(85) = {u € R : (n—B,) [varBs)*(u— By) < 24}.
Cislo 6xri¢(0.95) = 24 jsme uréili interpolaci ze vztahu

9426 4 9
Pl——— > 0:0.95)| = 0.95.
[ 9+6 X(gigf = X9( ; )]

Podle Tvrzeni 2 jsou mnoziny
Too5(05)) = {ue R*: (u— B5)°) 2 varBy)] "t < 24}, i=1,2,3, j =1,2,3,
sdruzenymi prahovymi elipsoidy pro parametry 6;2, 1=1,2,3, 7=1,2,3.

Jsou-li ﬂ;fj’o projektované hodnoty parametrt ﬂ;zz, (tj. hodnoty zadané projek-
tantem), lze s pravdépodobnosti vétsi nez 0.95 pomoci experimentu zjistit, zda se
skutecné hodnoty téchto parametri odlisuji od projektovanych hodnot o vic nez 5.6
mm pro 1. bod a o vic nez 6.9 mm pro 2. a 3. bod.
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