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ASYMPTOTICKE TESTY HYPOTEZ V MODELECH
S RUSIVYMI PARAMETRY

MICHAL KULICH

ABSTRAKT. We discuss likelihood ratio, Wald and Rao test statistics for testing
several parameters in a finite-dimensional model with nuisance parameters. A
proof of their asymptotic x2? distribution is presented. Three examples on the
use of the Rao score statistic are included.

Pesiome: Era cTraTs 3aHMMaeT CsI KpUTEPUEM OTHOIICHUS [IPABAONON00Us,
kputepueM Basmna v kpurepuem Pao /s mpOBEPKU HECKOJbKA MApaMeT-
POB B KOHEUHOMEPHbIU MOAEJNAY C MeIIaloCYyrM1 mapamMeTpaMu. HOK&SBI—
Baellsl NOKa3aTe/bCTBO MU MpenesbHOro X2 pacmpeneseHus. IlpuMvenenue
HAKOILJIEHHO] CTATUCTUKN Pao MIIIOCTPUPOBAHO TPEMs IPUMEPAMU.

1. Uvop

Uvazujme pozorovani Xi,...,X,, kde X; jsou méfitelnd zobrazeni (0, A) —
(X, B). Pro jednoduchost zde budeme predpokladat, Ze pozorovani jsou nezavisla a
stejné rozdélend, ale tento predpoklad neni obecné nutny. Necht je ddna mnozina
pravdépodobnostnich mér P = {Pg;0 € O} na (2, A) a necht rozdéleni kazdého
X; jest Py = Pp, pro néjaké 6y € ©. Mnozinu P budeme nazyvat model a budeme
vyzadovat, aby pro libovolné parametry 8,0’ € © takové, ze 8 # @', platilo Py # Py'.
V tomto ¢lanku se omezime na © C R?, takze 0 je vektor o d slozkach.

Zname-li skuteény parametr 8y nebo umime-li jej dobfe odhadnout, vime vse o
rozdéleni kazdého X;. V fadé praktickych pripadu néis vsak nezajima celé rozdéleni
kazdého pozorovani, ale jen néjaky jeho aspekt. Predstavme si tedy, ze kazdy para-
metr 8 € © muzeme rozdélit na dvé asti, 81 o m slozkach a 05 o d — m slozkéach,
takze 07 = (0-{,0;—). Parametr 6; necht obsahuje vSe, co nas zajima o rozdéleni
X1,...,Xn (pocet jeho slozek m je obvykle maly), a parametr 82 necht zahrnuje
zbytek. Nazyvejme 61 cilovy parametr a 02 rusivy parametr. Stejnym zpusobem
rozdélime skuteény parametr 6y na 0g; a Bpz. Chceme testovat hypotézu, ze cilovy
parametr Oy; je roven néjaké hypotetické hodnoté 0. Vzhledem k modelu, s nimz
pracujeme, se vlastné jedna o test slozené hypotézy

H;:00 €0, kde O} ={0€c©;0, =0}

proti alternativé H : 8y & Of;.

Tento prehledovy c¢lanek pojednava o testech takovychto sloZzenych hypotéz a
podava souhrn teoretickych vysledki, na nichz jsou zalozeny. V kapitole 2 kratce
shrneme teorii maximalné vérohodnych odhadu parametru 8 a zavedeme znaceni. V
kapitole 3 definujeme testové statistiky pro testovani hypotézy Hi a odvodime jejich
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asymptotické rozdéleni. Kapitola 4 bude vénovéana piikladum a kapitola 5 zobecni
predchozi vyklad na jiné nez maximéalné vérohodné odhady.

2. ODHADY METODOU MAXIMALN{ VEROHODNOSTI

Vzhledem k formulaci problému, jak jsme ji popsali v predchozi kapitole, se jako
vhodny néstroj k feSeni jevi teorie maximélné vérohodnych odhadi. Proto si zde
zavedeme vhodné znaceni a kratce shrneme jeji zakladni vysledky, které budeme
potifebovat. Budeme odhadovat cely parametr 6 na zakladé pozorovani X,..., X,
za predpokladu, Ze plati model P.

Necht p(z; ) je hustota rozdéleni Py vzhledem k néjaké o-koneéné mite p. Defi-
nujme

Ln(6) =[] p(x:;6), 6€o,
=1

(,(0) =InL,(0) = zn:lnp(Xi; 0).

Funkci L,, nazyvame vérohodnostni funkce.

Definice. Vektor @n € O se nazyva maximalné vérohodny odhad parametru 6 v

~

modelu P, pravé kdyz L, (0,) > L,(0) V6 c ©.

Nyni pfedpokladdejme, ze p(x;0) je dostatecné hladka funkce @ v né&jakém okoli
0o, a definujme nésledujici vektory a matice (odborné terminy pro tyto objekty,
existuji-li, jsou uvedeny v zdvorkach).

Znaceni.
In p(X5; -
Uue|Xx;) = W (skérové funkee),
U.(0) = Z U | X,) (skérové statistika),
i=1
0?Inp(X;;0
10] x) = - SBPEE0)
0000
1,(0) = Z 16| X;) (vybérova informadni matice),
i=1
1[(6) =Eg I(0 | X;) (Fisherova informaéni matice).

O Fisherové informac¢ni matici pfedpokladame, Ze existuje a je positivné defi-
nitni v okoli 8y. Puvodni definice maximéalné vérohodného odhadu je z praktického
hlediska ponékud nesikovna a proto budeme nadéle pracovat s upravenou definici.

Definice. Vektor @n € O se nazyva maximalné vérohodny odhad parametru 6 v
modelu P, pravé kdyz resi vérohodnostni rovnici U, (/O\H) =0.

Pro platnost asymptotickych vysledk teorie maximéalni vérohodnosti potfebu-
jeme mit splnény podminky regularity, které zarucuji dostatecnou hladkost a ,ro-
zumné*“ chovani vérohodnostni funkce v okoli 8y. MoZnou formulaci téchto podminek
lze nalézt napiiklad v knize Lehmann (1983, kap. 6.4). At uz jsou vSak tyto pod-

minky formulovany jakkoli, vZdy zarucuji, Ze plati
EQDU(B() | Xl) =0 a
varg, U(eo | X1> = H(@()) > 0.
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Za platnosti podminek regularity lze dokazat vétu o existenci a konsistenci ma-
ximalné vérohodného odhadu (viz Lehmann, 1983, véta 6.4.1) a také nasledujici
tvrzeni.
Tvrzeni. Necht jsou splnény podminky regularity a necht 6,, = 6. Pak

1

(1) 7n

(i) (8, —6g) = %H*l(oo)Un(eo) +op(1) % Ng(0,171(80)). (1)

Uvazujme nyni jednoduchou hypotézu Hy : 8¢ = Oy pro néjaké Oy € ©. Zavedme
nejprve tri testové statistiky pro testovani Hy proti oboustranné alternative.

Un(60) % N4(0,1(60)),

Definice.
(i) Statistika
v _ Ln(80)
" Ln(aH)
se nazyva vérohodnostni pomér (Neyman a Pearson, 1928).
(if) Statistika

W, = n(b\n - HH)Ti(gn)(/én - 0H)
se nazyva Waldova statistika (Wald, 1943).
(iii) Statistika
Ri = 20,0 (65) 7T (01) U, (051)
n n n\VH H)Un\UH
se nazyva Raova (skdrova) statistika (Rao, 1947).

Matice i[\, jez se vyskytuje v definici Raovy a Waldovy statistiky, predstavuje
bud pfimo Fisherovu informac¢ni matici I anebo jeji jakykoliv konsistentni odhad,
napiiklad n~11,.

P¥iblizné kritické hodnoty pro vSechny t¥i statistiky lze ziskat z kvantild x? roz-
déleni o d stupnich volnosti, nebot za platnosti Hy mame

2In A\, ;
W, — Xi-
Ry,
U W,, a R, tento vysledek plyne rovnou z pfedchoziho tvrzeni, u 2ln A, je tfeba
vhodnym zpusobem rozvinout logaritmus vérohodnosti v Taylorovu fadu.

3. TESTY S RUSIVYMI PARAMETRY

Nyni se vratme k problému testovani slozené hypotézy. Rozdélili jsme kazdy pa-
rametr na dvé &asti 07 = (07, 61), kde prvni ast ma m slozek. Podobné rozdélime

AT T T
skute¢ny parametr 8 = (0], 0(,), maximalné vérohodny odhad 8, = (8,,,,6,,),

skére a informacéni matici
U1,(0) I1;:(0) T12(0)
U,(0) = " I(0) = .
n( ) < U2n(0) ) ( ) 1[21(0) H22(0)
Zde Ty; je matice typu m x m, I;2 je matice typu m x (d —m) atd.

Chceme testovat hypotézu Hf) : 08¢ € O}, kde ©F; = {0 € 0;0; = O }. Tato
hypotéza se Casto nepfesné zapisuje jako Hj : @91 = O, coz svadi k nésledujicimu
naivnimu pfistupu, ktery ignoruje pfitomnost rusivych parametri. JelikoZ nezname
62, odhadneme jej maximalné vérohodnym odhadem 65, jenZ jest konsistentni.
Motivovani timto faktem nadale predstirame, Ze @g2 je presné rovno 6, a fakticky
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pfejdeme k m-rozmérnému submodelu P* = {Pp;0 € 0,002 = /égn} Toto ovSsem
neni korektni pfistup, nebot §2n je nahodné veli¢ina. Déale pouzivame teorii ma-
ximalni vérohodnosti, jak byla popsana vyse, aplikovanou na submodel P*, tj. se
skérovou statistikou Uy, a informac¢ni matici I;;. Oznacime-li hodnotu parametru
za hypotézy v submodelu P* jako

0
i (o))

~

Ln(en)
Ln(0w)’

dostaneme testové statistiky
(1)
An =

Wy = n(am - eHl)Tﬁll(an)(éln —6m),

R =~ U (630) T (05U (65)

Bohuzel, tyto statistiky za platnosti hypotézy obecné nemaji odéekévané x?2, roz-
déleni. Testy s pozadovanou hladinou takto dostaneme jen v nékterych special-
nich pfipadech. Napriklad je-li hustota pozorovani normalni, testovany parametr
je stfedni hodnota a rusivy parametr je rozptyl, pak limitni rozdéleni testovych sta-
tistik vskutku nezavisi na tom, zda rozptyl je znam ¢i nikoli. Tento fakt je vSseobecné
znam jiz z tvodnich statistickych prednasek, coz v praxi muZe svadét k slepému
pouzivani naivniho pristupu i tam, kde neni opravnény.

Jak tedy dostaneme spravné testové statistiky v pritomnosti rusivych parametra?
Piedpokladejme, ze hypotéza H plati a zkoumejme submodel Py = {Pp;0 €
0,607 = 011 }. Toto je na rozdil od P* opravdu submodel modelu P, a to (d — m)-
rozmérny. Oznacme gn maximalné vérohodny odhad parametru 6y v submodelu

Py. Plati
~ [ 0m = Om1 '\
0, = ( 0o, ) ,  kde 0y, Tesi Uy, ( 0o, ) =0.

Odtud Ugn(én) =0, ale Uln(én) # 0. Plati-li submodel Py, tj. hypotéza H, dosta-
neme aplikaci tvrzeni z predchozi kapitoly
1
Vn

~ 0 d 0
VlBn = 60) = ( L5, (80)Uan (60) + 0p (1) ) - ( Na_(0, 131 (60)) ) @

Asymptoticky rozptyl \/ﬁ(égn — B2) v submodelu Py je tedy I, (8o). Co je viak
asymptoticky rozptyl v/n(02, —0g2) v modelu P? Pouzijme nésledujici lemma, které
se snadno dokaze roznasobenim matic.

Uan(60) < Na—m(0,122(60)),

Lemma. Nechtl = ( %11 %12 ) je reguldrni blokovd matice a blok 111 je c¢tvercovy.
21 2o

1 Hll ]112
I~ :(H21 122 );

Potom
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kde
M =17, M2 = 1110055 Ti1o =Ty — Ipol55 oy,

1?2 = 15,4, ! = I I I, Ioo1 = Iap — Ioq 11, o

TakZe asymptoticky rozptyl \/ﬁ(a% —0p2) je (Iaz —H21Hf11H12)’1 > ]Igzl. Odecteny
soucin t¥i matic je dan za neznalost parametru @g; v modelu P. Tuto tivahu muzeme
obratit a vidime, Ze asymptoticky rozptyl \/ﬁ(gm — 0p1) za neznalosti rusivého
parametru Og2 je (I;1 — ]1121127211121)*1, zatimco kdybychom rusivy parametr znali
presné, rozptyl by byl Hﬁl. Pokud matice I;2 neni nulova, tyto rozptyly nejsou stejné
a naivni pristup proto selhava.

Nyni muzeme definovat testové statistiky pro testovani hypotézy H:

(i) Vérohodnostni pomér

~

)\;; _ Ln(’evn)7
L,(6,)

(ii) Waldova statistika
Wi = n(@m - 0H1)T/I[\11.2(5n)(/0\1n — Ou1),

(iii) Raova (skdérova) statistika
1~ N I ~
Ry, = U000 T4 00)Un(B0) = U1 (0) T15(60) V10 6.,

Waldova statistika pro test Hj : 8p1 = 0 p¥i m = 1 je vlastné druhou mocninou
podilu odhadu parametru a jeho odhadnuté smérodatné odchylky. Vzhledem k tomu,
ze tyto podily tisknou takika vSechny statistické programy, je Waldova statistika v
praxi nejpouzivanéjsi.

Nyni definované statistiky jiz maji o¢ekdvané limitni rozdéleni:

Véta. Jsou-li splnény podminky regularity, pak za platnosti Hj

(i) 2ln\;
(i) Wy p 52
(i) R}

Tvrzeni (ii) je trividlni, ale dukaz (i) a (iii) neni jednoduché ve statistické literatuie
najit. Tvrzeni (i) je dokézano naptiklad v knihdch Rao (1978, oddil 6e.3) a Serfling
(1980, oddil 4.4.4). Serflinguiv dikaz v8ak obsahuje chybu. Proto zde tvrzeni (i) a (iii)
dokazeme.

Diikaz. Dokazme nejprve (i). Rozvojem Kn(én) v Taylorovu fadu kolem bodu 0.,
dostaneme

00(82) = £0(8) + Un(B,)T (B, — B,) + 2 (8

9 (en - §n>T [_In(e;tb)] (én - /én)a

kde 07 lez na p¥imce mezi 8, a 6,. Za platnosti H; tedy n='1,(87) % 1(6y).

~

Jelikoz U,,(0,,) = 0, plati
7 aproximaci pro v/n(8,, — 6o) a v/n(8,, — 6,) uvedenych v (1) a (2) ihned plyne, e

Vi@, —8,) = [I7(60) — B(6y)] %Unwo) +op(1),
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kde
B(6o) = ( ; H;;?ow )

je matice d x d. Limitni rozdéleni 2In A} je tudiz totozné s rozdélenim nahodné
veliciny ZTAZ, kde Z ~ Ny(0,1) a

A=I"'-BIIT!'-B)=I"'-B.

Argument 6 jsme u matic B a I pro zjednoduseni pfestali psat. Jezto AT je idempo-
tentni matice, Z'AZ ~ Xfr(A]I)' Zbyva urcit tr(AT) = r(AT) = r(IAT). Ale snadno

se overi, ze
(T2 O
IAT = ( 0 o ) .

Takze hledany pocet stupiii volnosti je r(IAT) = m.
Nyni pfistupme k ditkazu (iii). Za platnosti H} méame [-1(6,,) LN 1-1(8p). Vime,
7e Uz, (6,,) = 0 a Taylorovym rozvojem dostaneme

1 1 10U.(9,) ~=&
NG \/EUI”(00>+7L 207 Vn(0, — o),

kde 87 % 0y a n’lwla”ibﬁem L —(111(00),112(80)). Z aproximace (2) pro v/n(8,,—6)
plyne

Uln (§n> -

1 ~ 1 1
\/ﬁUln(en) - \/ﬁ \/ﬁ
Jelikoz n=1/2U,(8,) 4, N4(0,1(8y)), limitni rozdéleni ﬁUln(én) je m-rozmérné
normalni s nulovou stfedni hodnotou. Snadno se spoéte, ze asymptoticky rozptyl je
roven I;;1 2(6o).
Oznaéime-li Z libovolny nahodny vektor s rozdélenim N, (0,111.2(6)), hned vi-
dime, ze limitni rozdéleni R} je totozné s rozdélenim ndhodné veliciny

Uin(80) + I12(80)I5; (80) —=Uz2n(60) + 0p(1).

(2) 17 460) (%)= Z'1"(80)Z = Z"11}',(60)Z
a Z'175(00)Z ~ x2,. 0O

Vsechny t1i testové statistiky tedy maji za hypotézy stejné limitni rozdéleni. Jsou
vSak mezi nimi jiné rozdily. Za prvé, k vypoctu Raovy skérové statistiky staci od-
hadnout parametr jen za platnosti hypotézy, tedy v ¢asto mnohem jednodussim
submodelu Py. Pro Waldovu statistiku potiebujeme odhad v obecném modelu P
a pro vérohodnostni pomér odhady oba. Tyto dvé statistiky jsou tedy vypocetné
limitnimu rozdéleni mnohem pomaleji nez skérova statistika nebo pomér vérohod-
nosti a proto pfi béznych rozsazich vybéru testy zalozené na Waldoveé statistice ¢asto
nedodrzuji pozadovanou hladinu. Toto tvrzeni vychazi z praktickych zkusenosti od-
borniki, ktefi tyto testy pouzivaji, je vSak obtizné najit pro né teoretické zduvodnéni
ve statistické literatufe.

4. PRIKLADY

V této kapitole uvedeme nékolik piikladu testovych statistik, které lze odvodit
jako Raovy skérové statistiky v modelech s rusivymi parametry.
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Piiklad 1. Znaménkovy test. Andél (1999) ukazuje odvozeni testové statis-
tiky pro znaménkovy test doplnény testem na poradi, kterou publikovali Rayner
a Best (1997). Mdme dvé oSetfeni A a B. Prvni skupina n;. osob vyzkousi nejprve A
a pak B a zaznamend, kterému oSetfeni dava pfednost. Druha skupina sloZend z
jinych no. osob testuje oSetfeni v opacném poradi a také zaznamend své preference.
Chceme rozhodnout, zda je mezi obéma oSetfenimi né&jaky rozdil. Andél (1999) pred-
pokladal, Ze ny. = ng., ale my tuto podminku klast nebudeme.

Ozna¢me Ni; pocet lidi z k-té skupiny, ktefi preferovali oSetieni A a Nio pocet
lidi z k-té skupiny, kteii preferovali B. Necht déle Ny + Noj = N, 7 = 1,2 a
ni1. + ng. = n. Situaci muzeme popsat néasledujicim modelem: Mame dva nezavislé
binomické vybéry, Ni; ~ Bi(ni.,p1) a Noy ~ Bi(na.,p2). Parametr p, vyjadiuje
pravdépodobnost, Ze ¢lovék z k-té skupiny preferuje oSetfeni A. Chceme testovat
hypotézy Ho : (p1 + p2)/2 = 1/2 a Hy : p1 = p2. Hypotéza Hy znamend, 7e nenf
rozdil mezi oSetfenimi a hypotéza Hj, znamena, Ze nezdlezi na potadi, v jakém byla
osetieni testovana. Vzhledem k témto hypotézadm zavedeme nové parametry ¢ a &
tak, ze p1 = 1/24+ &+ ¢ aps =1/2+ € — ¢. Hypotézy ted muzeme psat Hy : £ =0
aHy:¢=0.

Sestavme nyni skérovy test hypotézy Hp : € = 0. Mame parametr § = (£,¢)7 a
parametricky prostor © = {(&,¢)7 € (=1/2,1/2)% : [€ + ¢| < 1/2,]¢ — ¢| < 1/2}.
Cilovy parametr je £, jeho dimense je m = 1 a rusivy parametr je ¢.

Logaritmus vérohodnosti je, az na konstantu,

gn(0> =

Nllln(%+§+¢)+N12ln(%—§—¢)+N211n(%+€—¢)+N221n(% —£+9).

Derivovanim podle £ a podle ¢ spocitame skére

N N N. N-
Ur(6) = - un_ i 2 : 21 i 2
st&+o 5-E—¢ S+E—0 S-E+0

Usn(6) = Nu N2 Noy Noo

3HE+e 3-86-¢ 3+E-¢ 3-¢+¢

Odhadem Fisherovy informac¢ni matice je vybérova informace délena n:

~ R dng 4dng.
Iu(a) = I22(0> = 1— il(lf{:(b)Q + 1-— il(z/_n¢)2’
any./n 4ny./n

I12(0) = 11 (0) =

1—4E+9)2 1-4(—9)*

Nyni potiebujeme odhad q; rusivého parametru ¢ za platnosti Ho : £ = 0. Vime,
7e ¢ feéj Uan (0, ¢) =0, coz dava ¢ = (N11 + Noo — Nio — Nop)/(2n). Zbyvé spoditat
U1n(0,¢) a I11.2(0,¢). Po tipravé dostaneme

~ N1 — Naz  Nay — Nio
Uin(0,0) =n
1n(0.9) (Nn + Naa  Nop + N12>

dny.na./n
(N11 + Na2)(N12 + Nop)

Vsimnéme si, Ze je-li n1. = no., pak za platnosti hypotézy I1 = Iz; = 0. V takovém

f11.2(07 (E) =

pfipadé I11.2(0,¢) = I11(0, ¢) a tudiz zde nezalezi na tom, zda rusivy parametr ¢ je
znam ¢ nikoli.
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Raova skoérova statistika po upraveé vyjde

R* = M — (i i) (N11N21 - N12N22)2
nfn.z(O, ) ni.  ng. ) (N1 + Nag)(Niz2 4+ Nai)'

Jeji limitni rozdéleni je x? a v pfipadé ni. = ns. je totozna se statistikou, kterou uvadi
Andél (1999). Stejnym zplsobem se odvodi statistika pro test hypotézy Hy, : ¢ = 0.

Priiklad 2. Test exponenciality proti weibullovské alternativeé. Necht jsou
dana nezavisla a stejné rozdélena pozorovani X, ..., X,,. Chtéli bychom védét, zda
maji exponencialni rozdéleni, a jako alternativu budeme uvazovat rozdéleni Wei-
bullovo. Kazdé X; tedy m4 hustotu

p(x;a, B) b (g)ﬁil exp {— (f)ﬁ] ., x>0, a,B3>0.

« «

Parametr je @ = (a, 3)7 a parametricky prostor © = (R*)2.
Chceme testovat hypotézu Hy : 8 = 1, nebot za jeji platnosti maji X; rozdéleni
Exp(1/a) se stfedni hodnotou «. To je rusivy parametr. Skérovy vektor ma slozky

fon) (2]

i=1

|

U2(0)=>_ 5

=0
Fisherova informac¢ni matice ma po tpravé tvar
82 =1
10) = | > 2

(%—%Eﬁﬂ—ﬁ}’

kde v = 0.5772 je Eulerova konstanta. B
Za platnosti Hy : 8 = 1 snadno odhadneme « jako a@ = X,, = n~! Y X;. Dale
spocitame

n n
~ 1
Us(d,1) =n + ZlnXi -5 in In X;
" i=1

i=1

? (y-12/@ _ r?
}——75——0

Ippa(a,1) = [F +(1—7)2
Takze skérova statistika méa tvar

" onlpa(a, 1) w2

2
1 — 1
1+ ﬁ;sz— an ;XilnXi

a jeji limitni rozdéleni je x?. V tomto piikladé miizeme jen ocenit, ze jsme nemuseli
pocitat odhady parametru obecného Weibullova rozdéleni.

TABULKA 1. Délky telefonnich hovoru prof. X (min:sec)

0:18 3:42  0:48 0:48 0:54 0:18 1:48 3:24 1:42
0:12 0:36 1:12 2:00 0:42 4:06 3:42 2:00 0:30
2:54 3:42 12:06 0:36 2:12 3:36 1:06 2:30
2:12 2:54  2:18 0:06 1:54 1:24 1:12 3:24
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V tabulce 1 jsou uvedeny délky vychozich telefonnich hovoru nejmenovaného za-
méstnance KPMS za jeden mésic (n = 34). Pfesvéd¢éme se s pomoci nasi skérové
statistiky, zda tato data neodporuji obecnému presvédceni o exponencidlnim rozdé-
leni doby telefonniho hovoru. Snadno spo¢itame, ze v tomto pfipadé R, = 1,158, coz
je mnohem mensi nez 3,842, 95% kvantil x? rozdéleni. Nemiizeme tedy zamitnout

exponencialitu ve prospéch Weibullova rozdéleni.

Priklad 3. Test exponenciality proti gama alternativé. Opét mame nezavisla
a stejné rozdélend pozorovani X1, ..., X, a chceme testovat, zda maji exponencialni
rozdéleni. Za alternativu tentokrat vezmeme gama rozdéleni. Hustota X; ma tedy
tvar
aP

Parametr je @ = (a,p)" a parametricky prostor © = (RT)2.

Chceme testovat hypotézu Hy : p = 1. Za platnosti Hyp maji X; rozdéleni Exp(a)
se stfedni hodnotou 1/a. Rusivy parametr je a. Skérovy vektor mé slozky

n n
U1(0) = Fp -3 x,
i=1

—ax

2P te™® >0, a,p>0.

INONES
Us(0) =nlna—n + In X;.
2 ) * 2

a Fisherova informac¢ni matice jest

0 -( 5 )

d’*InT r” ]2
kde w//(p) _ dpQ(p) — F(;p)) _ [F((ZI)O))} . )
Za platnosti Hg : p = 1 odhadneme a jako @ = 1/X,,. Jelikoz I'(1) = 1, I(1) = —v

a I”(1) = 7%/6 + +2, snadno zjistime, Ze
. 1, X,
Us(a,1)=n (’y + - ;:1 In Xn>

alypi(a,l) = %2 — 1. Raova skérova statistika ma tvar

2

U2 (a,1) 671 1 & _

Rf =227/ Y ' InX;,-InX,
" nIQQ.l(Cl, 1) 7T2 —6 ’Y+ n; 1 i

a jeji limitni rozdéleni je opét x2.

Spocitame-li tuto statistiku z dat uvedenych v tabulce 1, dostaneme 1,509. I to
je hluboko pod kritickou hodnotou a exponencialitu tedy nemuzeme zamitnout ani
ve prospéch gama rozdéleni.

5. ZOBECNENI{

Maximéalné vérohodny odhad samoziejmé neni jedind moznost, jak odhadnout pa-
rametry modelu P. Casto se pouzivaji i jiné odhady, zaloZené na kvazivérohodnosti
nebo obecndji na néjaké rovnici odhadu U(6,) = 0, kde U(8) = S (0] X;)
jiz neni skére odvozené z néjaké vérohodnostni funkce, ale obecnd funkce parametru
a pozorovani. Budeme ji nazyvat pseudoskdre. Do této tiidy odhadu spadaji na-
piiklad mnohé M-odhady, parcidlné vérohodny odhad zavedeny Coxem (1972) pro
model proporcionélniho risika, Wedderburnav (1974) kvazivérohodnostni odhad pro
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zobecnéné linedrni modely, zobecnéné rovnice odhadu (GEE) Lianga a Zegera (1986)
pro korelovand data, pseudovérohodnostni odhad Breslowa a Claytona (1993) pro
zobecnéné linedrni modely s ndhodnymi efekty a rada dalsich dulezitych odhadu.

Aby feSeni 6,, rovnice U(6,,) = 0 mélo nadéji byt konsistentnim odhadem, musi
platit Eg, 1¥(0¢) = 0. Na rozdil od maximélné vérohodného odhadu vsak nyni obecné

varg, ¥(0o) # — Eg, Lw(io).
00

Oznac¢me tedy levou stranu této nerovnosti (rozptyl pseudoskdre) ¥ a pravou stranu
(minus derivace pseudoskére) D. Obé matice typu d x d rozdélime na ¢&tyfi bloky
odpovidajici cilovym a rusivym parametrum. Budeme pfedpokléddat, ze odhad /én je
slab& konsistentni a ze n~1/ 2U(80) je asymptoticky normélni s nulovou stiedni hod-
notou a rozptylovou matici 3. Z toho jiz plyne, Ze \/ﬁ(én—eo) 4, Ng(0,D~1xD~1T).

Jak je to s testovanim slozené hypotézy Hf : g1 = Ou1 v tomto piipadé? Je
ziejmé, Ze test pomérem vérohodnosti neni mozné zavést zcela obecné. Walduv test
je zato diky asymptotické normalité 8,, snadno aplikovatelny. Raovu skérovou sta-
tistiku je nutné upravit:

1 ~ ~
R, = EUl(Gn)TV_lUl(Hn),
kde 5n je odhad parametru za hypotézy,
I
— _ —1 m
=i o ()

a I, zde predstavuje jednotkovou matici typu m X m. Stejny postup, jakym jsme
odvodili limitni rozdéleni Raovy statistiky v pfedchozi kapitole, nam ukéaze, ze i tato
statistika m4 asymptoticky rozdéleni x2,.
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