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DVOUVYBEROVE PODMINENE PORADOVE TESTY
V ANALYZE PREZITI

LENKA KOBLIZKOVA

ABSTRAKT. The present paper deals with conditional rank tests in survival ana-
lysis for two sample problem with randomly censored data. Conditional rank
tests are exact permutation tests under null hypothesis of randomness if equal
censorship is included (restricted null hypothesis). Mainly their asymptotic pro-
perties are studied under this hypothesis.

Peziome. B crarbe nsyuyaroTcsa yCJIOBHbIE DAHIOBbIE KPUTEPUU IJIS ABYX-
BbIOOPOUHOI IPOOJIEMBI C IEH3Y PUPOBAHMEM U NAHBI UX ACBIMITOTUUECKUE
cBoiicTBa.

1. Uvop

Prispévek pojednava o nékterych poradovych testech shody rozdéleni dvou cenzoro-
vanych vybéra, které se pouzivaji v analyze preziti.

Je zaméfen na testy podminéné, které jsou zalozeny na vlastnostech podminé-
ného rozdéleni prislusnych statistik pfi pevné realizaci indikatorovych veli¢in uda-
losti sdruzeného vybéru. Na zakladé permutaci 1ze urcit presné hodnoty kvantilt
podminéného rozdéleni uvazovanych statistik. Dostavame tak exaktni testové krité-
rium. Tento permutacni test vyzaduje rovnost rozdéleni dob do cenzorovani obou
uvazovanych vybéra.

Véazené logrankové statistiky patii do tfidy zobecnénych linearnich poradovych
statistik a lze na né pouzit jiz vybudovanou teorii pofadovych testi pro necenzoro-
vana data. S ohledem na tuto skutecnost je odvozeno limitni chovani podminéného
rozdéleni téchto statistik za platnosti hypotézy ndhodnosti a rovnosti rozdéleni cen-
zorovani (omezené nulové hypotézy). V tomto pfipadé podminéné rozdéleni nezavisi
na podmince a testovanou hypotézu pak zamitdme nebo nezamitime na zakladé
kvantili normovaného normalniho rozdéleni N(0, 1).

2. FORMULACE PROBLEMU A JEHO TESTOVANI

Pfedpoklddejme dvouvybérovy model ndhodného cenzorovdni, kde Ti1, Tia, . .., Tin,
je ndhodny vybér z néjakého rozdéleni s absolutné spojitou distribu¢ni funkci Fj,
1 = 1,2. Necht oba tyto vybéry dob do selhdni jsou na sobé nezivislé.

Necht Ci1,Cia, . .., Cin, je ndhodny vybér z néjakého rozdéleni s absolutné spoji-
tou distribuéni funkci G;, i = 1,2. Necht oba tyto vybéry dob do cenzorovdini jsou
na sobé nezavislé.

Daéle predpokladejme, ze nahodné veliciny T;;, C;; jsou nezdvislé a S; =1 — Fj je

funkce preziti velicin Tj;, j =1,2,...,n;, ¢ =1,2.
Skute¢nému pozorovani pak odpovidd ndhodny vektor (X;;,d;5)", 7 = 1,2,...,n;,
i=1,2, kde
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X, = min(Ty, Ciy). 5y = 1, Ty <Cy, Xy necenzor(?véno,
0, Ti; >y, X,; cenzorovano.
Ozna¢me X(.) = (X1, X(2), -+ X(n))’ vektor pofadkovych statistik pfislusny na-
hodnému vektoru X = (X1, Xo9,..., X)) = (X11,- -, X1ny, Xo1,- ., Xa2n,) anecht
6 = (0[], 9j2, - - -+ O[m))” je vektor odpovidajicich indikatorovych velicin udalosti

1, Xy

j) TeCenzorovano,

o) = , .
0, X -cenzorovano.

Vzhledem k tomu, ze distribu¢ni funkce Fy, F», G1, G2 jsou absolutné spojité, na-
stava jev X(1) < X(9) <+ < X(n) s pravdépodobnosti jedna.

Oznacme Y;; pocet objektti z i-té populace, které pozorujeme tésné pred udéalosti
v Case X(j), tzn. }/;j = Z:;l I(sz > X(j)) Polozme Y} = Ylj + }/—2]‘ =n—j5+1.
Necht Z; = 1 (0), jestlize ndhodna veli¢ina X(;), j = 1,2,...,n, pochazi z prvniho
(druhého) vybéru. Polozme p; = %’ agi=1—-pjprol<j<mn.

Predmétem zajmu je testovat platnost omezené nulové hypotézy
(2.1) Hy: Fy = F; = F (nezndmé), Gi = G2 = G (nezndmé)
proti jednostranné alternativé stochastického uspordadani
(2.2) Kyi: Fi(t) > F5(t) proVt, Fy+# F.

K testovani vySe formulované hypotézy (2.1) proti alternativé (2.2) uzivdme vd-
Zenou logrankovou statistiku T, tvaru (viz [5], ¢ast 3, popf. viz [3], ¢ést 2)
(2.3) Ty =To(Z,6) = > wa(4) 851 (Z; — py),

kde w, je nezdporna stochasticka vahova funkce. Pfitom se omezime na vahy tvaru

; o P Y\ Gp n—j+1\"
(2.4) wy(5) an(X(j)) =5 (X(j)—) n =5 (X(j)—) T
Ve vzorci (2.4) jsou koeficienty p,k > 0 a S’(X(j)—) znadi tzv. Kaplaniv-Meieriv
odhad (podrobnéji viz [1], kapitola 3) funkce pieziti S(t) tésné pied okamzikem X;y,
tj.

j—1
~ 5[k] ~
2.5 S(Xin—) = 1————— |, kde S (X(1)—) = 1.
(2.5) (X()-) klill( n—k+1>’ e 5 (X@)-)
V praxi se béZné pouzivaji statistiky logrankovd (p = 0, k = 0), Prenticeova—

Wilcozonova (p =1, k = 0) a Gehanovova—Wilcozonova (p =0, k = 1).

informace o tom, z jakého rozdéleni vybér pochazi (podrobnéji viz [1], oddil 7.4).

Ze vztahti (2.4) a (2.5) vyplyva, ze vahova funkce w,, () zavisi pouze na indikatoro-
vych veli¢indch d(1y, djgy, - - -, 0[j-1) @ pj, ¢; = 1 —p; zéviseji pouze na 71, Zs, ..., Zj_1:
Y1, e [(X > X)) om0 Z

26 L= —— = — —
(2:6) P Y; n—j+1 n—j+1
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Tedy statistika T}, definované v (2.3) zavisi pouze na vektoru Z = (21, Za, ..., Zn)
a vektoru § = (5[1],5[2], RN 6[n]),'
K myslence podminénych testi se dostavame pres nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.1. Za platnosti omezené nulové hypotézy Hy jsou néhodné vektory )
a Z nezavislé a nahodny vektor Z mé rozdéleni jako nahodny vybér bez vraceni
z populace obsahujici ny jednic¢ek a ne nul.

Diikaz. Tvrzeni lze nalézt v [5], str. 1765, lemma 3.1. O

Podminény test je sestaven ve dvou krocich:
(1) Na zékladé pozorovani (z1,09), ..., (zn,0°) uréime §° = (871 O35 - > Oy)"-
(2) Spoc¢teme hodnotu statistiky 7, pro pozorovand data podle vzorce (2.3)
a uzijeme rozhodovaciho kritéria pro pevné 5

1, T, (%,6°) > cn(a, 6°),
P50 (2) = (e, 6°), T (2,0%) = cn(@,87),  7(a,6%) €0, 1],
0, Tn(Z2,0°) < en(a, 6°),

kde ¢, (a, 6°) je (1 — a)-kvantil podminéného rozdéleni £(T,,(Z,0)]d = 6°).

Pricemz Zg je nadhodny vektor, ktery obsahuje pravé n; jednicek a my nul a na-
byvéa kazdé permutace n; jedniek a ng nul se stejnou pravdépodobnosti 1/ (771)
Z tvrzeni 2.1 dostavame, Ze za platnosti Ho je £(Z) = L(Z,).

P1i malych hodnotéch n lze stanovit podminéné rozdéleni pravdépodobnosti sta-
tistiky 7T, tak, Ze pro kazdou hodnotu T),, = t stanovime pocet permutaci k; k ni
vedoucich, tzn. Py (T, = t)0 = 6°) = kt/(:l) Odtud uréime kvantil ¢, (a, 6°).

Pozndmka 2.2. Podminény test ¢, 5, patii mezi tzv. testy permutacni (podrobnéji
viz [2], str. 42-45).

Vyse zminény zptsob vypoctu kvantilu ¢, (a, 5") se stava velmi pracnym pro vétsi
rozsahy ni a neo, proto v praxi vyuzivame simulaci, kdy provedeme ndhodny vybér
ze vSech moznych permutaci o rozsahu m (m dostatecné velké) a ur¢ime kvantil
¢n(a, 6°) z tohoto vybéru. Jinad moinost je sestavit rozhodovaci kritérium na zaklade
limitniho chovéni podminéného rozdéleni £(T,,(Z,6)|0 = 6°). K tomu potebujeme
urcit podminénou stfedni hodnotu a rozptyl statistiky T5,.

2.1. Podminéna stfedni hodnota a rozptyl statistiky. Pro nasledujici vipocet
je tfeba si uvédomit toto: E(Z;|Z1,...,Z;j_1) = p;. Standardnim vypoctem pak
odvodime (podrobnéji viz [4], str. 31-32):

E(T,|0) =0 s.j.,

T 2/ nin2 .
(2.7)  var(T,|0) = an(])ém nn—1) n—J + 1 Zw ) Epja; 5. 4.

j=1

Je uzitecné si uvédomit souvislost s poradovymi statistikami pro necenzorovana
data. Statistiku 7,,(Z, 6°) definovanou vzorcem (2.3) lze upravit nésledovné

(2.8) Z 5 an )01 (Zj —pj) = Z Zjaj,
j=1
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kde skoéry jsou uréeny vztahem

(2.9) a; = wn(j) o) — an i=12,...,n

z+1

Jedna se tedy o zobecnénou lmearm poradovou statistiku.

Pozndmka 2.5. VySe definované skéry a; zaviseji na dj1}, 0, - .., 0[], a tudiz jsou
funkei ndhodného vektoru 4, coz kvili zbytecné slozitému znaceni nebudeme expli-
citné vyjadfovat.

Pro skdry typu (2.9) plati (viz [4], str. 35)

n . n . n . n—j nln —1 _
(2.10) Zaj =0, Z:(aj)2 = Zw%(]) 5 - = ( ) var(T,|9).
j=1 j=1

= n—j7+1 niNns

3. ASYMPTOTICKE VLASTNOSTI TESTU

Tvrzeni 3.1. Nechf existuje limita lim,, .o n;/n =n; € (0,1), i = 1,2. Pak za plat-
nosti omezené nulové hypotézy Hy skéry a} definované v (2.9) s vahami tvaru (2.4)
splnuji podminku

maxi<j<n (@)2 P 0

2j=1(a))? ’

Diikaz. Skéry a} definované v (2.9) lze omezit s. j.:

(3.1)

n — oo.

2
gjaggl(a]) <

Odtud a z (2.10) obdrzime

2 2
(3.2) 0 < P (@) ik = 71 =
- Zyzl(a;)2 B % n_n2 nil ;L=1(a;f)2 V (T |6)

Pri¢emz uzijeme vlastnosti ¢astecného souctu harmonické fady Sn=p Bl % a vlast-
nosti pfirozeného logaritmu In(n) (viz [6], str. 331-332, bod 6, a str. 365-366, bod 7)

1 «
lim 2 (n) =0, a>0, >0, lim (s, —In(n)) = ¢,

n—oo N n— o0

(3.3)

kde ¢ = 0,577215665 je tzv. Eulerova konstanta. Opakovanym pouzitim (3.3) dosta-
neme, Ze lim,, o s2/n = 0. Tedy ¢itatel vyrazu na pravé strané v (3.2) konverguje
k nule pro n — co. Pokud jmenovatel uvazovaného zlomku bude konvergovat v prav-
dépodobnosti ke kladné konstanté pro n — oo, coZ nyni ovéfime, podminka (3.1)
bude splnéna. Jinak fe¢eno, chceme, aby za Hj platilo:

1 .
(3.4) - var(T,|9) L, const >0, n— 0.

Oznacme V,, = =377 | w2(7) 61 pj 4j- Pro Vi, s vahami tvaru (2.4) za Hy plati

ny ng

(viz [5], oddil 2.2, podrobnéji viz [1], oddil 7.2)
(3.5) V, =502, n— oo,

1/2
kde o2 je asymptoticky rozptyl statistiky (m m) T,. Pro nase potieby staci, ze

se jedna o kladnou konstantu.
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Abychom ovéiili (3.4), staci dokdzat tvrzeni, Ze za hypotézy Hy

1 n1 ng
E ( Vo, — var(T, |5)) — 0, n— oo,
(3.6) tj. z (2.7) Zw ) (pja; — Epja;) — £, 0, n — oo,

nebot z (3.5) vyplyva, ze 32V, £, 11 M2 02 pii n — oo.
Zvolme libovolné malé pevné ¢ € (0,1) a vyuzijme vlastnost vah |w,(j)] < 1
pro 1 <j <mn, pak

1 , 1 1 .
- > wl(j) oy (pig; — Epjay)| < - > Ipja; — Epjasl < - Y l<esg.

1<j<ne 1<j<ne 1<j<ne

Stejnou nerovnost dostaneme i pro soucet pies vSechna j, n(1—¢) < j < n, ponévadz
ho lze pfevést na predchozi pripad tpravou k =n — j.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze staci vySetfovat konvergenci podle pravdépodob-
nosti pro soucet pfes vSechna j splitujici nerovnost ne < j < (1 —e)n:

SN

1 .
- > wi(i) oy (pigy — Epjgp)| < > Ipjg —Epjgl

ne<j<n(l—e) ne<j<n(l—e)
ST (- Enlll- (5 + Bpy)l 4 varpy) 5.
ne<j<n(l—e)
K dal$imu potfebujeme odhad rozptylu varp;, ne < j < (1 —¢)n, (viz [4], str. 41):
nino 1 < n1No 1
n2 n—j+1~ n?2 ne+1l

(3.7) 0 <varp; <

Vezmeme-li v tvahu, zZe |1—(p; +Ep;)| < 1s.j.prol < j < nspolus odhadem (3.7),
pak

1 5, .

Z Sia (paa: — Emsa:)| < _Ep| 4+ —=

- <‘<§ X ;Un(.?) ul (Pig; = Bpigy)| < | max  Ip; = Bpj|+ =5 o=y
ne<j<n(l—e

Pricemz vyraz na pravé strané bude konvergovat podle pravdépodobnosti k nule
pro n — oo, pokud
P

3.8 ma i —Ep; 0, n—oo.
( ) neﬁjgn}((l—s) |p] p]| Y -
Tuto zbyvajici vlastnost dokdzeme:
Pro p;, viz (2.6), plati p; = = (1 — ﬁnl(X(j)—)), kde H,,(z) je empiricka
distribu¢ni funkce posloupnosti ndhodnych veli¢in X;, X, ..., X,,. Oznacme H, (x)
empirickou distribu¢ni funkci posloupnosti ndhodnych veli¢in X1, Xs, ..., X,,. Déle
necht H; znaci distribuéni funkei veli¢in X, j = 1,2,...,n,,¢ = 1,2. Za platnosti Hy
je Hy(x) = Hy(z) = H(z) pro V. B

K odvozeni vlastnosti (3.8) uzijeme Glivenkovu vétu, tedy za platnosti Hy

(3.9) sup |H,, (z) — H(z)] x, 0, ni— oo,
zER
(3.10) sup |H,, (z) — H(z)| .0, n— oo

zER
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Dale vyuzijeme

(3.11) o M noce

< —= <7< n(l-e¢).
n—j+1- ne+1 c ponesisn(l—e)

Rozdil p; — Ep; upravime prictenim a odectenim vhodnych vyrazt

ni

pi = Epj =T { [1 — Hoy (X(5y—) = (1~ H(X(j)—))} +

+ [1 — H(X(;) - (1 - ﬁn(X(j)))} + [1 — H,(X(;) - %Epa} }

Vzhledem k tomu, ze Ep; = = a I:In(X(j)) = L, méame

n

{107 = B 2] + [Aax) ~ X)) - £

n

ni
n—j+1
Za platnosti Hy lze ndhodnou veli¢inu MaX,.<;j<n(1—e) |P; — Ep;j| omezit s. j. nasle-
dovné:

p; —Ep; =

max —Ep| <
ne<j<n(l—e) Ipj=Ep;| < ne +

Z vlastnosti (3.9), (3.10) a (3.11) plyne vlastnost (3.8). Tim jsme dokonéili di-
kaz (3.6), a tedy i tvrzeni 3.1. O

<sup H, (z) - H(x)‘ + sup
z€R zER

Ho () —H(x)‘ + %) :

Z tvrzeni 3.1 vyplyva, Ze za platnosti omezené nulové hypotézy Hy standardizovana
statistika ——Z2—— kde T}, je tvaru (2.8), ma asymptoticky podminéné pti daném &

v/ var(Ty,|9)

normované normalni rozdéleni N(0, 1) (viz [2], str. 194-195, dodatky 4 a 8), tj.

T, =
lim P < sup |P 7§x’5 —®(z)|>ep =0, Ve>0.

R var(T,|6)

Pozndmka 3.1. Vzhledem k této vlastnosti standardizovana statistika \/ﬁ
maé i asymptoticky (nepodminéné) normované normalni rozdéleni N(0,1) (viz [2],
str. 195, dodatek 5).

Na zékladé ziskanych poznatkd stanovime asymptotické kritérium podminéného
poradového testu v pripadé velkych hodnot ny a ns:

L T, (var(Tn|0 = 6°)) /2 > uy_,, zamitame hypotézu Hy,
Pnge = 0, T, (Var(Tn|5 = 50))’1/2 < U1_a, nezamitdme hypotézu Hy,

kde u1_q je (1 — a)-kvantil normovaného normélniho rozdéleni N(0, 1).
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