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ODHAD BODU VZNIKU KVADRATICKEHO TRENDU

DANIELA JARUSKOVA

ABSTRAKT. The problem of least squares method estimation of the parameter

7* in the regression model

Yi=B"(i/n =)+ +7"(i/n -7 +ei
is considered. Supposing v* # 0 and 7* € (0, 1) it is shown that the distribution
of (7 —7*) is largely affected by the value of 3*. In the case 8* # 0 the variable
/1 (# — 7*) is asymptotically normally distributed whereas in the case 3* = 0
the variable v/n (7 — 7%)2 has the same distribution as max (0, Z) where Z has
a zero mean normal distribution.

The problem of least squares method estimation of the parameter 7* in the

regression model

Yi= 0 (i/n — )4 47 i/n - e
is considered. Supposing v* # 0 and 7* € (0, 1) it is shown that the distribution
of (7 —7*) is largely affected by the value of 3*. In the case 8* # 0 the variable
/1 (7 — 7*) is asymptotically normally distributed whereas in the case 8* = 0
the variable v/n (7 — 7%)? has the same distribution as max (0, Z) where Z has
a zero mean normal distribution.
Pezrome: YBarkaeTcs npobiaema OLEHUBAHUS HapaMeTpa 7% B MOLEIU JIN-
HEUHOU DPerpecuu

Y =B*(i/n— 1)+ + 77 (i/n -7 +e
[P WCIIOJ/b30BAHWN METOa HAVMEILbIINX KBAaApaToB. IIOKa3bIBACTCS, UTO
npennosoras v* # 0 u 7* € (0,1), 3Hauenne napamerpa $* mmeer 60ospmIOE
BIUsIHUE HA pacnpenenenve (7 — 7*). B caymae korma B* # 0, morom
(7 — 7*) mmeeT acMMOTOTMUECKM HOpMaJbHOE pacupenenenue. HaoGopor,
korpa 3* = 0, moroMm (7 —7*) obsanaer Temyke nacnpenesnenneM kak (0, Z),
KIe Z cienyerT HOPMaJbHOE PACHpPEeNeseHne C HyJIOBbIM CPEIHUM.

1. Uvop

V praxi ob¢as narazime na problém, kde se linearni zévislost v nezndmém ¢asovém
okamziku zméni v zavislost kvadratickou. Sledujeme-li napiiklad u jistych typ slitin
zavislost napéti Y na zatizeni X, ukazuje se, ze pfi malém zatiZeni je zvySovani napéti
linedrni (elasticka oblast), zatimco po pfekroceni ur¢itého kritického zatizeni se méni
kvadraticky (quasielasticka oblast), tj. Y = f(X), kde

f@)=p+qe+p" (@ -7 +7" (x - 7)1,
pii oznaceni a4 = max(0, a).
V nasem ¢lanku si ponékud zjednodusime situaci tim, ze budeme piedpokladat,
Ze parametry p a ¢ jsou znamé, a tedy je bez jmy na obecnosti mtizeme polozit

rovny nule. Dale budeme predpokladat, Zze veli¢ina X je méfena v equidistantnich
vzdéalenostech A, 2 A ... nA, a tudiz ji lze transformovat na veli¢inu nabyvajici
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hodnot 1/n, 2/n, ..., 1, to jest veli¢inu, kterd nabyva hodnot pouze v intervalu [0, 1].
Jestlize predpokldddme aditivni vliv ndhodngch chyb {e;} na naméfené hodnoty
nezavisle proménné Y, dospivame k regresnimu modelu

(1) Yi= 8" (ifn—7"), +7" (i/n— )2 +ei

kde 0%, v* a 7* jsou nezndmé parametry.

Pro jednoduchost pfedpoklddejme, ze ndhodné chyby {e;} jsou nezavislé stejné
rozdélené s rozdélenim N (0, 02), kde o2 je znamé, a tudiz opét bez Gijmy na obecnosti
miizeme polozit o2 = 1.

Ulohou, kterou se budeme zabyvat, je odhad nezndmych parametrt 5*, v* a
7*. Pfedevsim nés bude zajimat odhad parametru 7%, ktery se nazyva bod zmény.
Budeme ptedpokladat, ze 7 € (0,1). Parametr 8* odpovida prvni derivaci zprava
a 2" druhé derivaci zprava regresni funkce v bodé 7*.

Vzhledem k normalité chyb {e;} lze maximalné vérohodné odhady ziskat metodou
nejmensich ¢tverci.

2. BODOVY ODHAD PARAMETRU

Model (1) je specidlnim modelem nelinearni regrese, kterému se nékdy ¥ika se-
milinedrni model, viz Knowles et all. (1991). Kdybychom totiz znali hodnotu 7 pa-
rametru 7*, tj. 7* = 7, pak by model (1) byl modelem linedrni regrese s dvéma
vysvétlujicimi proménnymi, tj. linedrni model s matici planu experimentu

0 0

0 0
X = | B ()
oz, (sl )

n

Oznaéme B
(Br )" = (XT(N X (r)) T XI(1)Y,
kde Y = (Y1,..., V)T, a

Sutr ) = 32 (3= (Bl =), +2(im=712))
i=1
Pak

Su(7,B,7) = ﬁ/y,Ivr'léI(lO,l) Sn(T,8,7) = 72%311) S (7, Brs Fr).-

Nejcéastéj$im numerickym postupem pro nalezeni pfibliznych hodnot odhadu 7,
B\, 7 spo€iva v tom, Ze pro hodnoty 7 z dosti husté miize bodt T' v intervalu (0,1)
poc¢itdme residudlni soucet ¢tvercii Sy, (7, BT, ¥r) a pak hleddme min, e S, (7, BT, r)-

Statistik se vSsak obvykle nespokoji s bodovym odhadem neznédmych parametri,
ale zajima se téz o intervaly spolehlivosti, respektive oblasti spolehlivosti.
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3. OBLASTI SPOLEHLIVOSTI V NELINEARNI REGRESI

Uvazujme obecny model nelinearni regrese s k - rozmérnym vektorem parametrt
0* = (9* 9*>T
Ty 05

Yz:fl(e*)+el7 izla"'an7
kde {f;(-)} jsou zndmé funkce a {e;} jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny
s rozdélenim N(0,1).
Ozna¢me S,(0) = > (V; — fi(B))2 a 8 odhad 6* metodou nejmengich ¢tverci,

. Y . 2 , . ~ ~
tj. S, (0) = ming, .9, > (Y; — fi(61,02,...,0;))". Dale ozna¢me (62(61),...,0x(61))
odhad metodou nejmensich ¢tverct pri pevné hodnoté prvniho parametru rovnaji-

ciho se (91, tj. Sn(el, 52(91), ce 75k(01)) = min927___79k Z()/l — fi(el, 92, ce ,Hk))z.
Uzivané konfidené¢ni oblasti pro cely vektor parametri 6 jsou obvykle dvou typi:

1a) {6, (5 -0)T A (/0\ —0) < C1}, kde A je né&jaka symetrickd matice,

o~

2a) {0,5,(0) < S,(0) + Ca}.

Prvni oblast je elipticka, zatimco druh& muze mit naprosto obecny tvar a muze byt
dokonce nesouvisld. Druhé oblasti se nékdy k4 exaktni, nebot je odvozena p¥imo
z poméru vérohodnosti.

Analogické konfiden¢ni oblasti pro jeden parametr, feknéme #,, maji tvar:

1b) {017|91_§1A|/<K1}7 " .
2b) {91, Sn(el, 92(91), ... ,Hk(el)) < Sn(O) + KQ}.

Konstanty C1, Cs, resp. K1, K2, jsou obvykle odvozeny z asymptotického rozdéleni

6 — 0" a S,(0) — 5,(0"), resp. 01 — 0; a S, (0) — S, (67,0:(67), ..., 04(07)).

Je-1i splnéna celd fada podminek, viz naptiklad podminky A(1), ..., A(9) nebo
B(1), ..., B(8) v knize Seber & Wild (1989), kapitola 12, pak /(6 — 6*) ma
asymptoticky norméalni rozdéleni. Vétsinou mezi tyto podminky patii existence spo-

. 2
jitych prvnich i druhych parcidlnich derivaci %@ a gef’(r)(g?, i =1,...,n,rs =
1,...,k, na néjakém okoli sprdvné hodnoty 0*. Navic se pfedpoklads, Ze matice

L(Fa(0))" (Fa(0)), kde

n

9f1 of
00, " 90
Fn(e) = )
9fn Ofn
00, " 90y

konverguje stejnomérné na néjakém okoli 8" k nesinguldrni matici G(@). Matice
G(6%) je pak limitni varianéni matici vektoru v/n (6 — 6*).

4. OBLASTI SPOLEHLIVOSTI V MODELU (1)

Je patrné, ze v modelu (1) nemd regresni funkce vzhledem k parametru 7 jiz
ani prvni derivaci. Pfresto se vSak da ukéazat, ze v piipadé, ze 8* # 0, v* # 0
a7 e (0,1), md /n (7 — ™, 8 — B*,7 —~*) asymptoticky normalni rozdéleni se
symetrickou varianéni matici G, kde
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1—7%)2 1 —7%)3
o %)2 _ +*\3 _ +*\3
G: _6*(1 27— ) _27*(1 T ) (1 3T )
g, ay =7y a=r)
3 4 4 5
Ziejmé G = lim,, o0 2 F:" F? kde
0 0 0
0 0 0
F* — nr* N nr* N S . 2
n _ﬁ*_gv*(%_7> LLaSSS R ([ n]+1_T>
_6*_27*(1_7*) 1—7* (1_7_*)2

K dukazu lze pouzit stejny postup, ktery pouzila Huskova (1998) pro jednodussi
model typu

(2) Yi =" (i/n—1"), +ei
a ktery spociva v tom, ze na okoli spravné hodnoty aproximujeme funkci nejmensich
¢tverct kvadratickou funkci. Specidlné ukézala, Ze na okoli bodu 7* Ize aproximovat

Sn(Tv B‘r) - Sn(T*a B‘r*)

funkei
—Cn(r—712+2Xn(r—1%),
kde X/C mé normalni rozdéleni N(0,1/C).
Jiny postup pouzil Feder (1975), ktery modely (1) i (2) povazuje za specidlni
pripady regresni funkce
f(z,0) = fi(x,01) pro 0<z<7*
= fo(x,02) pro 7 <z <1,

kde fi(z,0) = Zj{:(i) 0;; fi;(x). Za pfipustnou mnozinu parametrt © pak uvazuje
jen takové parametry, pfi kterych se funkce fi(x,01) a fo(z,02) protinaji uvnitf
intervalu (0,1). Ukazuje, Ze limitni rozdéleni 0 — 0" zavisi na tom, zda 0 je vnitinim
nebo }\{rajnim bo/(\lem mnoziny ©. Parametr 7* pak odhaduje jako prisecik funkci
f1(z,01) a fa(x,03). Rad konvergence T k 7* zavisi na tom, v kolika derivacich se
shoduji funkce fi(x,0") a fa(z,0") v bods 7*.

V piipadé modelu (1) s 8* £ 0,v* £ 0a 7™ € (0,1) lze z pristupt Huskové (1998)
i Federa (1975) odvodit asymptotickou normalitu (7 — 7%, B— B*,7 —~*). Specidlné
plati

a Sy (1%, BT* e ) — Sn(T, B, ) mé asymptoticky x? rozdéleni o 1 stupni volnosti.

Vsimnéme si, Ze asymptoticky rozptyl odhadu 7, viz (3), zalezi na poloze 7%,
coz je jakasi globalni vlastnost regresni funkce. Je prirozené, ze parametr 7* lépe
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odhadneme, mame-li moznost pozorovat kvadraticky trend delsi dobu. Dale vsak je
asymptoticky rozptyl 7, a tedy i délka intervalu spolehlivosti typu 2a), ovlivnéna
prvni derivaci kvadratické funkce v bodé 7*, coz je lokalni vlastnost regresni funkce.
Je-li 8* malé, mizeme (pouzijeme-li postup 1b)) dostat pro koneénd n dokonce
interval spolehlivosti, jehoZ krajni body lezi mimo interval (0,1). V teorii nelinedrni
regrese se tento jev nazyva $patna podminénost. Spatna podminénost je zpiisobena
tvarem regresni funkce.
Horni ¢ast obrazku 1 predstavuje regresni funkci

(4) f(iC,T*,ﬁ*,’y*):ﬂ*(x—T*)++’y*(£C—T*)2+
pro 7 = 0.5, 8* = 10 a v* = 24 a dolni ¢ast obrazku zobrazuje odpovidajici funkci
nejmensich ¢tverci B, (7,7*) pro n = 500 a 7 € (0.2,0.6) za piedpokladu, ze model
neobsahuje zadné chyby, tj.
Bulrr) = 132 (5 (i Besn) - 5 (2 i) )
T, T )= — — TPV | — o T Py Y :
n b n gt n7 ? 'Y n ’y

12

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

60

50~ 1

a0t 4

30 b

20 -

10 8

-10 I I I I I I I I
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

Obrazek 1

Jestlize uvazujeme model (1) s regresni funkei (4) véetné ndhodnych chyb, pak
miZe funkce nejmensich étvercii a 95% oblast spolehlivosti typu 2b) vypadat napti-
klad jako na obrazku 2.
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14

12

10+

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
560
550 - |
540 - |
530 |
520 -
510 -
500 L L L L \\// L I

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65
Obrazek 2

Ackoliv k tomu nemame zadny teoreticky divod doporucujeme ze zkuSenosti po-
uzivat spige oblast spolehlivosti typu 2b), kde K je piislusny kvantil x? - rozdéleni
o 1 stupni volnosti. V kazdém pripadé doporucujeme vzdy prii statistické analyze
vykreslit pribéh funkce S, (7, 8;,7-).

V krajnim ptipadé, kde f* =0, v* # 0 a 7* € (0,1), lze ukazat, Ze v okoli bodu
7* lze rozdil funkci ¢tvercta

Sn(Ta BT) ’;Y/T) - Sn(T*a BT* » 57'*)
aproximovat funkci
—Cn(r—7m)*+2X Vn(r—1°)%
kde X/C ~ N(0,1/C) a C = ~*? (1 — 7%)/9. Je ziejmé, ze funkce
—C2*(2* —2X/C)
nabyva maxima v nule, pokud X je zaporné, a hodnoty X/C, pokud X je kladné.
Odtud vyplyva, ze v/n (7 — 7*)% ma asymptoticky stejné rozdéleni jako max (0, Z),
kde veli¢ina Z ma normélni rozdéleni

9

(5) ZNN(O»W)~
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Vysledek (5) lze pouzit pro konstrukci symetrického intervalu spolehlivosti 2a).
Mizeme téz zkonstruovat oblast typu 2b) s vyuzitim toho, Ze Sn(T*,ET*ﬁT*) —
Sn (T, B, 4) mé asymptoticky stejné rozdéleni jako (max(0,Y))?, kde Y mé stan-
dardni normalni rozdéleni.

Pro zajimavost uvedme, Ze pokud odhadujeme parametr 7* v modelu

YV, =7*(i/n—71)% + e, i=1,...,n,
pak \/n (T — 7*) ma asymptoticky normalni rozdéleni N(O, 12/(y**(1 - T*)3)). Od-

tud je zfejmé, ze informace, zda-li je prvni derivace v bodé zmény nulova, je pfi
odhadovani tohoto bodu velmi velmi dulezita.
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