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ADAPTIVNI PRISTUP V KALMANOVE FILTRU

PETR FRANEK

ABSTRAKT. V praci je navrzena adaptivni modifikace Kalmanova filtru pro gaus-
sovsky stavovy model invariantni v ¢ase s jednorozmérnou posloupnosti po-
zorovani obsahujici odlehla pozorovani. Modifikovany filtr je vyuzit k detekci
a zpracovani odlehlych pozorovani.

An adaptive modification of the Kalman filter is proposed for gaussian time-
invariant state-space model with univariate observations and additive outliers.
This modified filter is used for detection and processing of additive outliers.
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Tepa Kanmana nns monmenn ¢ omHOMepHbIM HabusionenweMm. Moamduko-
OaHHBIM (UITEP UCIIOI30BAH /AJSI JETEKIUU U 0O0pabOTKU OTNAIEHHBIX Ha-
OJ110 AEeHMIA.

1. Uvop

Kalmaniv filtr (KF) byl navrzen Kalmanem (viz [4]) jako rekurentni odhad ne-
znamého stavového vektoru x; ve stavovém modelu. Poté byl pomérné tispésné vy-
uzivan pii feSeni tloh z oblasti navigace a zpracovani signalu. Pro jeho ptiznivé
vlastnosti (jednoduchost, rychlost, flexibilita) byl pozdé&ji pouzivan také v ekonome-
trickych tlohach. Z této doby se také datuji prvni ¢lanky, jejichz autofi poukazuji
na nedostatec¢nou robustnost Kalmanova filtru vici vlivu odlehlych pozorovani.

V souvislosti se stavovymi modely se rozlisuji dva typy odlehlych pozorovani:
aditivni odlehl4 pozorovani (AO), kterd jsou generovana pii transformaci stavu do
pozorovani a ovliviiuji tedy pouze jediné pozorovani, a inovacni odlehld pozorovani
(I0), kterd jsou generovéana ve stavové rovnici a ovlivituji vSechna nésledujici pozoro-
vani. Detekce a zpracovani druhého typu odlehlych pozorovani je pomérné nesnadna
a v literatufe neni téméf zastoupena.

V této praci je studoviana moznost konstrukce adaptivni modifikace KF tak,
aby vysledny filtr umoznil on-line identifikaci a zpracovani aditivnich odlehlych po-
zorovani. Tato prace vznikla v ramci pripravy diserta¢ni prace. Nepodava prozatim
uplné Feseni problému robustnosti KF, ale otevira, doufejme, slibny smér pro dalsi
vyzkum.

2. KALMANUV FILTR A JEHO VLASTNOSTI
2.1. Definice stavového modelu. V této praci je uvazovan stavovy model v né-
sledujicim tvaru:
yr = hx+u
(1) x; = Fax;, 1+ w;.
Zde x; je n-rozmérny stavovy vektor a y; je jednorozmérné pozorovani, F' je znama

matice typu (nxn), h je zndmy vektor typu (1xn) a vy a w; jsou nezdvislé centrované
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néhodné slozky s nezndmym rozptylem varv; = o2 a zndmou kovarianéni matici
var w; = R;. O pocateénim stavu xg se predpokladad Exg = &g a varxg = Py.

Stavovy systém v tomto tvaru zahrnuje celou fadu jednorozmérnych modeli ¢aso-
vych fad, naptiklad strukturdlni ¢asové fady nebo modely ARMA a umoznuje jejich
unifikaci a rozsifeni (viz napt. [3]).

2.2. Kalmanuv filtr. Oznac¢ime-1i Y; = {y1,...,y:} historii pozorovani do ¢asu ¢,
je nejlepsi nestranny linearni odhad @;; neznamého stavu x; zalozeny na historii Y;
a jeho kovarianéni matice Py, = E (z; — 2y¢) (s — @)’ dan rekurentnimi vztahy
Kalmanova filtru jako

Ty = Typ-1t Pt‘t,lh/dt_Q(yt —h&y_q)
ﬁ;t\tfl = Fﬁ:tfl\tfl
Pt|t = Pt|t71 - Pt|t71h/dt_2hpr/f\t—l
Py = FP,_, F' +R,
(2) d; = hP;_h' +o;}.

Hodnoty I; = (y: — h&y;—1) se nazyvaji inovace. Z vlastnosti Kalmanova filtru (viz
[1]) vyplyva, Ze inovace jsou centrované, vzajemné nekorelované a proménné d? jsou
jejich rozptyly.

Mezi stavovymi modely se rozeznévaji dva specialni pfipady. Pokud jsou nahodné
slozky vy a w; gaussovské, nazyvé se model (1) gaussovsky, pokud se rozdéleni na-
hodnych chyb neméni v ¢ase (v piipadé modelu (1) tedy 0? = 0% a Ry = R Vt),
nazyva se model invariantni v ¢ase. V gaussovském modelu je Kalmantv filtr do-
konce nejlepsim odhadem x; ziskanym pomoci historie Y; a vystupy filtru (&4, a Py;)
jsou st¥edni hodnotou a rozptylem normalniho rozdéleni L(x; | Y;). Inovace I; maji
v tomto piipadé také normalni rozdéleni. V modelu invariantnim v ¢ase, ktery vyho-
vuje podmince stability |A;(F)| < 1, kde \;(F) jsou vlastni ¢isla matice F (viz [1],
str. 77), konverguje filtr exponencidlné rychle do tzv. vyrovnaného stavu (steady-
state), v ném# jsou rozptyly inovaci d? a kovarianéni matice P,; také invariantni
v Case.

Déle v této praci bude pfedpokladano, ze model (1) je stabilni, gaussovsky a in-
variantni v Case.

2.3. Odhad %, v pFipadé odlehlého pozorovani. I v piipadech, kdy pfipus-
time znalost systémovych matic F' a h, vétsinou nelze predpokladat znalost rozptylu
o?. V piipadé, ze pii vipoctu je pouzita nespravna hodnota tohoto rozptylu, je vy-
sledny odhad @, odchylen oproti odhadu ziskanému se spravnou hodnotou rozptylu
smérem k pozorovani y; a podobné diagondlni prvky matice Py; podhodnocuji sku-
tecny rozptyl jednotlivych slozek vektoru ;. Napiiklad v ptipadé, Ze y; je aditivni
odlehlé pozorovéni, je skute¢na hodnota rozptylu o2 mnohem vétsi nez pouzita hod-
nota a filtrovany stav &), je vyrazné odchylen smérem k odlehlému pozorovéni (viz
obréazek 2).

3. ApAPTIVNI KALMANUV FILTR

3.1. Odhad rozptylu o2. Je ziejmé, ze klicovym faktorem, ktery v uvazovaném
modelu urcuje kvalitu odhadu, je rozdil mezi skute¢nym a pouzitym rozptylem na-
hodnych slozek v;. V prvé fadé je proto tieba hledat adaptivni (a konzistentni) odhad
tohoto rozptylu. Vzhledem k tomu, ze dale v této praci se pracuje s inovacemi, je
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ziejmé tcelné odhadovat d? misto o2. Pfi hleddni vhodného on-line odhadu lze vy-
uzit predpokladu, ze model (1) je gaussovsky a invariantni v ¢ase a inovace jsou
tedy nezavislé a stejné rozdélené s rozdélenim N (0, d?). Tato vlastnost ovem plati
az po Casovém okamziku tg, kdy se filtr dostane do rovnovazného stavu. Prvnich tg
pozorovani je proto pouZito ke spusténi adaptivniho filtru: nejprve se (pro rozumny
pocéteéni odhad o?) uréi ¢asovy okamzik to jako prvni doba, kdy pro néjakou miru
vzdalenosti mezi maticemi plati || Pyyq); — Pt‘t,1||2 < e. Z prvnich ty pozorovani
se poté pomoci EM-algoritmu odhadne pocateéni odhad &fo (EM-algoritmus je po-
drobné popséan napiiklad v [3].) Poddteéni odhad rozptylu inovaci d? v ¢ase to je
pak dan jako a?,fo = hPtO|t0_1h/ + &1520' Po case ty 1ze odhad cff rekurentné inovovat
pomoci vztahu:

1

. t—to—1 -
(3) o=+ — @2t >t + 1.
t—to t—to

Diky vlastnostem Kalmanova filtru v uvazovaném modelu plati pro ¢t > tg + 1 vztah
(t—to—1)d7/d* ~ X} 4, 1-

3.2. Model odlehlych pozorovani. Vznik odlehlych pozorovani typu AO lze mo-
delovat nahrazenim nahodné slozky v; nasledujicim ¢lenem:

(4) (1= Z))ve + Z] q;.

Zde vy ~ N(0,02) odpovidd ndhodnému ¢lenu z modelu (1), ¢; ~ H (H je centrované
symetrické rozdéleni) je ndhodn4 slozka generujici odlehld pozorovani a Z;' ~ Alt(v)
jsou nezavislé ndhodné indikatory odlehlych pozorovani. V modelu (4) se tedy pied-
poklada, Ze v piipadé v 100% pozorovéni je béZnd ndhodna slozka v, nahrazena néa-
hodnou slozkou pochézejici z rozdéleni s tézkymi konci a zbytek pozorovani pochazi
z bézného modelu.

Tento model vede k nasledujici avaze: klasicky KF predstavuje pro vétsinu pozo-
rovani stale nejlep$i odhad (zejména z hlediska rychlosti vypoc¢tu), predpokladany
stavovy model neplati pouze pro zlomek pozorovani. Pouze tato pozorovani je tedy
tfeba zpracovat pomoci jiné metody, pripadné vhodné modifikace Kalmanova filtru.

Hledani modifikace KF se vénovala jiz fada autord. V prevazné vétsiné navrhuji
odlehld pozorovani ofiznout pomoci Huberovy funkce (napt. [9], [11]) nebo zpraco-
véavat pomoci bayesovského prechodu ([5], [7], [10]). V prvnim p¥ipadé je zachovana
jednoduchost rekurentni aktualizace odhadti, odstranéni nebo sefiznuti pozorovani,
které piekroci urcitou hranici, vSak znamend ztratu informace. Ve druhém ptipadé
se pracuje s negaussovskymi rozdélenimi a neexistuje obdoba Kalmanovych rovnic
(viz [7]). Pouzivaji se proto metody numerické integrace nebo metody Monte-Carlo,
pricemz slozitost takovych feseni roste pro delsi ¢asové fady nad rozumné meze.

3.3. Detekce a zpracovani odlehlych pozorovani. Vzhledem k vlastnostem od-
hadu rozptylu inovaci uvedenym vyse lze psét I;/ Z;;}fo Ij2

Yy, t > to + 2, tedy bude detekovano jako odlehlé, pokud

6) SE
Zj =to 112
kde « je tUroven nastavena pred spusténim filtru. Tato hodnota odrazi pfistup ana-
lytika k odlehlym pozorovanim.
V pripadé, Ze je pozorovani y; identifikovano jako odlehlé, mél by byt odhad
Zy; zkonstruovdn pomoci rozdéleni generujicitho odlehld pozorovéni. Samozrejmé
by bylo mozné zvolit rozdéleni H s dostatecné tézkymi konci tak, aby jim bylo mozné

~ t¢_t,—2. Pozorovani

>t 2, o(1-a/2),
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modelovat i velmi odlehld pozorovani. Elegantnéjsim fesenim je uréeni systému rizné
tézkych rozdéleni, z néhoz bude adaptivni filtr vybirat vhodné rozdéleni s dostatecné
(nikoli vSak zbytecné) tézkymi konci.

Nejjednodussi takovy systém lze definovat jako

(6) £1={h(q)=ﬁpexp [—%Z—z} ,pE(O,OO)}-

Jedn4 se o systém normalnich rozdéleni, v némz je smérodatné odchylka p pouzita
k rozliSeni jednotlivych rozdéleni v systému. Prace s timto systémem bude zfejmé
velmi snadnd, vysledny adaptivni filtr ale nebude zbaven nechténych vlastnosti zpu-
sobenych pravé predpokladem normality ndhodné slozky v;.

Nésledujici systém byl navrzen v knize [2]:

e
9 >0,pe[0,1] 5,

kde 1/k = T'((3 + p)/2) 263+P)/2, Rozptyl nahodné veli¢iny X s rozdélenim s hus-
totou h(q) z tohoto systému je var X = 27 02T (2(1+ p)) /T (3(1+ p)). Jak je
patrné, hodnota p = 0 odpovida normélnimu rozdéleni, hodnota p = 1 dvojité ex-

vy,

_ _ k1 L]e
M) ﬁz—{MQ)—(p p[ 3|2

zpracovani ¢asové fady by mél byt parametr ¢? nastaven na hodnotu &fo, tedy tak,
aby rozdéleni s p = 0 odpovidalo rozdéleni slozky v;.

Volba parametru p by v konkrétnim pripadé méla souviset se vzdalenosti po-
zorované hodnoty y; od oc¢ekévané hodnoty ¢;;—;. K tomuto tcelu se ptimo nabizi
dosazena hladina testu (5), tedy pr = 2 (1—Fi, ,  ,(|1¢])), kde F}, , _, je distribu¢ni
funkce t-rozdéleni s t —to —2 stupni volnosti. Je tedy p = R(p:), kde funkei R lze volit
libovolné tak, aby v systému £; platilo: R(p;) — ¢, pro pr — a— a R(p:) — oo
pro p; — 0+; a v systému Ly platilo: R(p;) — 0 pro pr — a— a R(p:) — 1
pro p; — 0+. Volba funkce R opét odrazi pozadavek analytika na stupen zajisténi
modelu proti vlivu odlehljch pozorovani.

Navrh adaptivniho filtru ma dvé askali: je tfeba urcit, jak ma byt proveden reku-
rentni vypocet odhadu &, a P, v pfipadé, Ze pozorovani y; je identifikovano jako
odlehlé a bylo vybrano vhodné rozdéleni H, a déle je tfeba urcit, jakym zptisobem
se ma v Case t + 1 filtr vratit zpét do gaussovského rezimu.

Druhy ze spornych bodt lze vytesit nasledujicim zptsobem: odhad @;; a jeho
kovarian¢ni matice P;; ziskané néjakou metodou negaussovské filtrace lze chapat
jako apriorni rozdéleni pro spusténi Kalmanovych rekurzi v case ¢ 4+ 1. Rozdéleni
L(xz¢|Y}), které v tomto pFipadé neni gaussovské, je tedy nahrazeno normalnim roz-
délenim se stejnou stfedni hodnotou a rozptylem. Tento pristup lze obhajit diky
skuteCnosti, Ze vliv pocatecniho rozdéleni mizi v ¢asové invariantnim filtru expo-
nencialné rychle. Chyba zpiisobend nahrazenim skute¢ného rozdéleni normalnim je
tedy systémem vstfebana exponencialné rychle. Podrobnéjsi diskuzi této vlastnosti
je mozné vyhledat v praci [7].
odlehlé a na jeho zakladé je vybrano rozdéleni Hy(p), je tieba provést rekurentni pre-
chod. V obecném stavovém modelu lze tento prechod popsat pomoci bayesovského
kalkulu. Zajiméme-li se pouze o stfedni hodnotu a rozptyl rozdéleni L(x:|Y:), je
mozné vyuzit nasledujici vétu vyslovenou v préci [8]:
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Plati-li £(2¢]Y;—1) ~ N(&¢t—1, Pyt—1) a je-li podminéné rozdéleni p(y:|Y;—1) dva-
krat diferencovatelné, pak

Ty = Typ1+ Pt|t71h/gt(yt)
(8) Py, = Py — Py 1h'Gi(y)hPyy_4
kde g:(y:) = — p(y”%_l) op (yég"l) je inovacni funkce urcujici vliv nového pozorovani

na odhad &, a G¢(y:) = 895—&“‘) je inovaéni funkce urcujici vliv nového pozorovani
na kovarianéni matici Py;. /

Pro provedeni filtrace je tfeba hustota p(y: | Yi—1) a jeji prvni a druha derivace
v bodé y;. V podstaté jde o nalezeni konvoluce N (hd;_1, hPt‘t_lh') xH.V systému
L1 je jeji nalezeni snadné a Masreliezuv filtr prejde na Kalmanuv filtr. V obecném

pripadé vétsinou nelze konvoluci explicitné vyjadrit.

Tak je tomu i v piipadé systému L. Oznacime-li §y;—1 = h&y;—1 a 72 =
hPt|t,1h/ je treba vypocitat integral
1 k [ (e 941—1)? ey | T2
: Y= et gy,
Py

\ 27T ; oo

Numericka aproximace funkce g; pro rizné hodnoty p je zobrazena na obrazku 1.
Tucné je zobrazena celkova inovacéni funkce pouzitd pri zpracovani odlehlych pozo-
rovani. Z jejiho tvaru lze dospét k nasledujicimu zavéru: vliv odlehlych pozorovani
na &;; je omezen podobné jako v piipadé Huberovy funkce. Na rozdil od ni je vSak
v adaptivnim filtru dana vétsi vdha mirné odlehlym pozorovani - to odpovida urcité
mife nejistoty, od které hodnoty je treba pokladat pozorovani za odlehld. Matice
Py, zé&visi na derivaci inovacni funkce. V piipadé Huberovy funkce je tato derivace
pro vSechna ofiznutd pozorovani nulova, vliv odlehlého pozorovani se na hodnotéach
matice neprojevi. Oproti tomu v pripadé adaptivniho filtru ma pro mirné odlehla
pozorovani inovac¢ni funkce g; zdpornou derivaci, tzn. matice Py, se oproti matici
Py;_1 zvétsi o pozitivné semidefinitni matici, coz opét odpovida zvysené nejistoté
v pripadé mirné odlehlych pozorovani. Pro velmi odlehld pozorovani je derivace
blizk4 nule, velmi odlehld pozorovéani tedy nemaji na odhad &;; téméf zadny vliv.

3

2,

-2 100 200

OBRAZEK 1. Inova¢ni funkce pro systém Lo

3.4. Priklad. Ze systému
Yt [ 1 0 ] Tt + vt

[0.8 0.2
Tt =

(10)

1 0 ] Ti—1 + we.
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bylo generovéno 200 pozorovéni, pfi¢emz nahodné slozky v; byly nahrazeny modelem (4)

so?=4,v=0.01aH~ N(0,10000). Adaptivni filtr identifikoval 3 odlehld pozorovani
a zpracoval je pomoci systému L£1. Vysledky jsou zobrazeny na obrazku 2.

o+
N

OBRAZEK 2. Skuteéna (kolecka), filtrovana klasickym KF (pferusovang)
a adaptivnim KF (plné) prvni slozka stavového vektoru (horni panel) a
odhadnuty rozptyl P ziskany klasickym KF se skute¢nou hodnotou
o (plné) a adaptivnim KF (pferusované) (dolni panel)
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