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ODHAD PARAMETRU CHVOSTU DISTRIBUCNI FUNKCE

ALENA FIALOVA

ABSTRAKT. Distribution of maximum of the sequence of independent identically
distributed random variables with nondegenerate distribution function conver-
ges (after proper normalization) to the one of the three distribution functions,
extreme value distribution function. The shape of this distribution is affected
by parameter v. Estimation of this parameter is discussed and new estimator
based on sample mean and is proposed.

O yHKIMA PACHpPEeneIeHNs MAaKCUMYyMa [TOCJeq00aTeIbHOCTH HE3aABUCUMbIX

OJUMHAKOBO PaCIpeNeIeHHbIX CIYYaHbBIX BEJIMUNH C HEBBIDOYKIEHHOU (ByHK-
nvell pacnpenesieHUs CXOAWUTCs (MOCJEe MOAXOAAIeH HOpMaJau3anum) K

OIHOU 13 TPEX (BIHKIUM pacrnpeneieHusa, QYHKIUU PACIpeleJIEHUS DKCT-

pemMaJibHOrO 3HaueHus. llapamerop 7 BiaMsET Ha BUA DTOrO pacrpene-

nenys. O6CY:KIaI0TCA U NpeqIaraloTCA HOBBIE OIEHKU 3TOr0 HapaMeTpa

OCHOBaHHBIE HA BbIOODKE CPeIHEero 3HAYEHUs.

1. Uvop

Predmétem tohoto ¢lanku je problematika odhadu parametru chvostt rozdéleni
s tézkymi chvosty. Nejdfive uvedeme zakladni vysledky v tomto oboru. Budeme se
zabyvat teoril extrémnich hodnot, jejiz vysledky vyuzijeme.

1.1. Teorie extrémnich hodnot.

Uvazujme posloupnost nezavislych ndhodnych velicin X;, ¢ = 1,2,... s nedegene-
rovanou distribuéni funkci F(z). Oznatme vygbérové mazimum M, = max(Xq,...,
X,), m > 1. Zakladnim problémem teorie extrémnich hodnot je otdzka, za ja-
kych podminek existuje asymptotické rozdéleni pravdépodobnosti posloupnosti veli-
¢in {MC—*d}, pii vhodné standardizaci posloupnostmi {c, }5° , {d,}22 ;. Odpovéd
davé nasledujici véta, zakladni véta klasické teorie extrémnich hodnot.

Véta 1.1. (Fisher-Tippett)

Necht { X, } je posloupnost nezdvislych stejné rozdélenych ndhodngch velicin s ne-
degenerovanou distribucni funkci F(x). Pak existuji posloupnosti ¢, > 0, d,, tak, Ze
pro M, = max(Xy,...,X,), n>1, plati

(1.1) e (M, —dy) -5 H, |
q)l/'y v>0,

(1.2) H,=4¢ A v=0,
\1/71” Yy < 0.

H,, je jednim ze tri typi:
Fréchet: ®,,(z) = exp{—2~™}, >0, m >0
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Gumbel: A(z) =exp{—e "}, z €R
Weibull: ¥,,(x) = exp{—(—2™)}, <0, m>0

Diikaz. Dukaz véty je ponékud komplikovany a technicky, ale ve zjednodusené formé
Ize Tici, Ze jde o feSeni funkciondlnich rovnic. Volbou ¢,, = 1 pro vs. n se dokaze, zZe
F je typu A. Jestlize existuje ng, takové, ze ¢, < 1 pro vSechna n, pak F je typu
U, pro néjaké m > 0. Pokud ex. ng, takové, ze ¢,, > 1 pro vSechna n, pak F' je typu
®,,, pro n&jaké m > 0. Naznak dikazu lze nalézt v Embrechts [4] nebo podrobnéji
de Haan v [5]. O

Lze ukazat, Ze distribucni funkce Hy je rovna limité H, pro v — 0, proto ji
mizeme psat ve tvaru

(1.3) Hy(y) =exp{—(1+~y) '}, y>-"1 yeR.

Funkce H,(z) se nazyva distribuéni funkce standardniho rozdéleni extrémmich
hodnot a parametr -y se nazyva parametr rozdéleni extrémnich hodnot. Jelikoz funkce
H, je jedinou mozZnou nedegenerovanou limitni distribuc¢ni funkci rozdéleni standar-
dizovanych extrémnich hodnot nazyva se také max-stable.

Rikdme, Ze distribuéni funkce F nalezi do sféry pritazlivosti Hvy, a piseme F €
D(H7), jakmile plati (1.1) pro néjaké posloupnosti {c,}, {dn}.

Hodnoty parametru v = 0, v > 0, v < 0 distribu¢ni funkce H, odpovidaji
kvalitativné naprosto odliSnym rozdélenim pravdépodobnosti. Proto odhad na za-
kladé pozorovani je zdkladnim problémem nejen z matematického hlediska, ale i
z hlediska aplikaci. Zejména je dulezité rozlisit mezi v = 0 (exponencidlni pravy
chvost) a v > 0 (algebraicky, tézky pravy chvost).

1.2. Charakteristika tii sfér pritazlivosti.

V tomto odstavci nejprve pripomeneme nékteré zakladni definice a zamérime se
na charakterizaci tii typt limitniho rozdéleni maxima.

Definice 1.2. Necht F je distribuéni funkce, pak funkce U(t) dana vztahem

(1.4) Ut):=F~(1—1/t)=inf{y: F(y) >1—1/t}, t>0,

se nazyva kvantilovd funkce chvostu.

Nyni pfipomeneme definici pravidelné se ménici funkce a pomalu se ménici funkce.
Obé tyto definice jsou dulezité pro néaslednou charakterizaci distribu¢ni funkce roz-
déleni s tézkymi chvosty.

Definice 1.3. Rekneme, ze funkce G(t) je pravidelné se ménici funkce (v nekonecnu)
s indexem m a znacime G € R,,, jestlize
G(xt
im (1) =t", t>0.
% C@)

Funkce G(t), G € Ry se nazyva pomalu se ménici funkce (v nekonecnu).

(1.5)

V nésledujicim textu uvedeme stru¢nou charakteristiku distribu¢nich funkei, které
nalezeji prislusnym sféram pritazlivosti. V oznacéeni budeme uzivat v = %, v,m # 0.
e 1. Fréchetovo rozdéleni: F' € D(H,), v >0
Necht F patii do sféry pFitazlivosti Fréchetova rozdéleni s distribuéni funkei ®,,(z) =
exp{—z~™}, © > 0, m > 0. Tato sféra pfitazlivosti zahrnuje rozdéleni s tézkymi
chvosty s distribuéni funkci F, s odpovidajici kvantilovou funkci chvostu U a zprava
neomezenym nosicem, kterd se daji charakterizovat nasledujicim zptsobem:



44 Alena Fialova

1.1— F(z) = 2~™L(z), L je pomalu se ménici funkce (L(x) € Rp)

2. FeD(@®,)<1-FeR_, & UcR,

3. Postacujici podminka pro ovéreni, zda nahodna veli¢ina s distribu¢ni funkci
F nalezi do Fréchetovy sféry pritazlivosti je von Mises podminka: Necht F(z) je
absolutné spojita distribu¢ni funkce s hustotou f(z) a

- zf(z)
lim ———— = >0
ey R
pak F' € D(®,,) .
Priklady:
rozdéleni hustota parametr -y
Cauchy m, zeR 1
Pareto T z>1 1/m
Loggamma FA(:L) (logx)*~tz=m=1 2 >1, A,m >0 1/m

o 2. Gumbelovo rozdéleni: F' € D(Hy)

Tato sféra pritazlivosti zahrnuje Sirokou $kalu rozdéleni vcéetné normalniho. Tato
rozdé€leni mohou mit nosi¢ zprava neomezeny, mtize vSak byt i konecny. Jeji charak-
terizace je nasledujici:

1. Fe D(A) < Fa(z) > 0: lim, .y, %‘W =e ' teR

2. F € D(A) & Fe(z),a(z),9(x), Iz <xp:1—F(z) = c(x) exp{—f: %dt},

e(x) = ¢>0,g9(x) =1, proz — xp, a(z) >0, lim;_,,. a'(x) =0 .

Priklady:
rozdéleni hustota parametr y
Exponencidlni A exp(—Az), A>0 0
Weibullovo )\/f_x"’_l exp(—Az®), x>0, \,k>0 0
Gamma FA;)x"“_l exp(—Az), >0, \,k>0 0
Normélni NeT exp(—22/2), reR 0

o 3. Weibullovo rozdéleni: F' € D(H,), v <0
Posledni sféra pritazlivosti obsahuje rozdéleni, ktera maji zprava omezeny nosi¢ hus-
toty. Jeji charakterizace je obdobné jako u Frechetovy sféry pritazlivosti. Necht zp
je pravy koncovy bod, pak

1.1=F(zp —1/z) =2 ™L(z), L(z) € Ry

2. FeD¥_,) ©rp<ocoaF(rp—1/z)€ D(P_pn)

Priklady:
rozdéleni hustota parametr -y
Rovnomérné 1, x €(0,1) -1
Beta %x*fl(l —z)m"t z€(0,1), A,m >0 —1/m

2. ODHAD PARAMETRU ROZDELEN{ EXTREMNICH HODNOT

Tvar rozdéleni extrémnich hodnot je vyznamné ovlivnén parametrem . Kladna
hodnota v indikuje tézké chvosty rozdéleni F'; pokud navic 0 < m < 2, kde m = 1/~,
nemd F konecny druhy moment. S takovymto pfipadem se miZeme casto setkavat
pfi analyze dat z oblasti vécného neboli nezivotniho pojisténi, pfijmd obyvatel, ka-
tastrofickych udalosti a dalsich. Proto je dilezité odhadnout v nebo zkonstruovat
interval spolehlivosti pro v, pfipadné vhodny test o jeho hodnoté. Problémem od-
hadu parametru v se zabyvala fada autort, napt. Csorgd, Deheuvels a Mason [1],
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Dekkers a de Haan [3] a Pickands [9]. Odhady jsou vesmés zaloZeny na poradkovych
statistikach prislusnych vybéru X, ..., X,, které oznac¢ime Xy., < -+ < Xpp.p.

2.1. Hillav odhad parametru m = 1/y > 0.

V této praci uvedeme pouze nékolik radek o Hillové odhadu. Byly navrzeny i dalsi
odhady zalozené na podobném principu, mtizeme uvést napr. Pickandstiv a momen-
tovy odhad. Ale Hilliv odhad Hy, ,, je nejuzivanéjsi a patrné nejpopularnéjsi odhad

parametru m = 1/. Je zaloZeny na k+ 1 nejvétsich pozorovanich X, k., . ., Xnint
L
Hk,n = (E gloan—i—H:n - loan—k:n)717 k= 1,...,n—-1.

To lze prepsat do tvaru Hy ., 1= (% Zle log );"%:1:")_1, coZ lze 1épe interpretovat.
Pokud volime k,, nejvétsich pozorovanich v zavislosti na n pfi n — oo jako k, —

00, kn/n — 0 pak lze dokézat slabou konzistenci Hy,, »,

P
Hy on—m.

Byala také dokézana silné konzistence odhadu Hy, ,,, tedy Hy, , — m a.s. pro
n — 00, za podminky, Ze k,/loglogn — oo pro n — oo.
Hodnota k se v praxi uréuje pomoci grafu {(k, Hi.n), k = 1,...,n— 1} zvaného Hill
plot; presnéji feceno, hodnota parametru m je odvozena ze stabilni ¢asti grafu. To
se ukazuje jako nejvétsi nevyhoda této techniky, protoze Hill plot se miZze chovat
znac¢né nestabilné a kolem m stravi jen pomérné kratky tisek. Na druhou stranu je
nutno poznamenat, ze Hilliv odhad je nejefektivnéjsi, kdyz dané rozdéleni je Pareto
nebo blizké tomuto rozdéleni.

Véta 2.1. (Asymptoticka normalita Hillova odhadu)

Necht {X,} je posloupnost nezdvislych, stejné rozdélengch nahodnych velidin s dis-
tribucni funkci 1 —F(z) = = 2~ ™L(z), m > 0, kde L(x) je pomalu se ménici funkce.
Jestlize lim,, o ky, = 00 a jsou-li splnény dalsi podminky regularity, pak

(2.1) \/En(Hkn,n - m) i) N(Oa m2) :

Postac¢ujici podminky pro platnost (2.1) vyrazné zavisi na nezndmé distribuéni
funkci F'(x) a dalsim parametru, kterym je mira konvergence (1 — F(tx))/(1— F(z))
k t™. (Viz téz Davis a Resnick [2]).

3. NovY ODHAD m = % ZALOZENY NA CHVOSTECH VYBEROVEHO PRUMERU

Navrhneme odhad parametru rozdéleni extrémnich hodnot zaloZzeny na novém
principu, na chovani chvostii rozdéleni praméru n ndhodnych velicin.

Nejprve zavedeme dva typy chvosti. Necht X1, ..., X, jsou nezavislé stejné rozdé-
lené ndhodné veli¢iny s distribuéni funkei F(z), obecné nezndmou. Pfedpokladejme,
ze k distribuéni funkci F(x) p¥islusi absolutné spojitd hustota f(x) s nosi¢em zprava
neomezenym. RozliSujeme tyto dva typy chvostu:

1. Exponencidlneé klesagici chvost
je chvost typu exp(—bz"), b > 0, r > 1, tedy

(3.1) lim —log(1 — F(2)) =

T—00 bx"
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Jestlize F'(x) mé exponencialné klesajici chvost, pak F' patii do sféry pfitazlivosti

Gumbelova rozdéleni, nap¥. volbou a(z) = £2!7" a

1—F(x) =exp {—/ brtrldt} .
0

N

2. Chvost Paretova typu (rozdéleni s tézkgm chvostem,)
je chvost typu bx=™, b,m > 0, tedy

(3.2) lim —log(1 — F(z))

=1.
T—00 mlogx

Jestlize F'(x) mé chvost Paretova typu (a existuje-li hustota f(z)), pak F(z) patfi
do sféry pritazlivosti Frechetova rozdéleni; F' € D(H,), v > 0, m = 1/, jak také
mizeme ovérit z von Misesovy podminky:

S (N |
Ly T R

Priklad. 3.1. 1. Logistické a dvojité-exponencialni rozdéleni maji exponencidlné
klesagici chvosty s r = 1. Standardizované normalni rozdéleni N(0,1) md exponen-
cialn€ klesajici chvosty sr=2 a b= %

2. Cauchyho rozdéleni md tézké chvosty s parametrem m = 1. Studentovo rozdélent
md chvosty Paretova typu s parametrem m rovnym poctu stupni volnosti.

Nasledujici véta nam dava predstavu o tom, kolikrat rychleji klesaji chvosty roz-
déleni X,, k nule ve srovnani s chvosty zakladniho rozdéleni F.
Véta 3.1. Jestlize X1,..., X, je ndhodny vgbér z rozdéleni s distribucni funkci F (z)
a hustotou f(x) takovy, Ze
a) F(x) md chvosty Paretova typu pro néjaké m >0 |
b) fx)=0prozx<0a0< f(z)<ocoproxz>K;>0.

Pak
—log P(X, >«
(3.3) im g P(Xy > 2) =1,
z—oo —log P(X; > )
kde X,, = % w1 Xk je vgbérovy primer.
Diikaz. Jestlize X1, ..., X, jsou nezdporné ndhodné veli¢iny s distribu¢ni funkci

F(z), pak pro vybérovy pramér X,, plati

P(X,>z) =P, X;>nz)> P(maxi<;<, X; > nz) =
=1—(F(nx))® >1- F(nx) .

Pak pro rozdéleni s tézkymi chvosty spliiujici (3.2) s parametrem m > 0 méame

lim su ~log P(X,, > x) < lim —log(1 — F(nz)) _ lim mlognz _
‘”—"X’p —log P(X; >12) ~ >0 —logP(X; >2) oo mlogaz

Podobné omezime P(X,, > ) shora:

P(X,>z)< P(11£14a<x Xi>z)=1-—F(2)" <n(l-F(z)),
<i<n
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a pak dostavame

lim inf —log P(X,, > x) > lim —logn(l — F(x)) _
z—oo —log P(X1 > x) ~ 2—o0 —log P(X; > x)
. —logn+mlogz
= lim =1.
T—00 mlogx
Tim je limita (3.3) dokazéna. O

Pozndmka 3.2. Jureckovd v [6] dokdzala podobny vysledek, kde je uvazovan pravy
ilevy chvost a symetricka hustota nahodné veli¢iny. Pokud uvazujeme exponencialné
klesajici chvosty, pak chvosty vybérového primeéru klesaji k nule n krat rychleji nez
chvosty daného rozdéleni, presnéji

. _IOgP(|Xn| > LC)
lim =
z—oo —log P(|X1| > )

Véta (3.1) umoziiuje zkonstruovat novy odhad parametru m, zalozeného na vybé-
rovych priimérech. Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s tézkymi chvosty,
vyhovujicimi (3.1). Pak podle (3.3) plati

—log P(X,, > )

4 li =1
(3-4) o250 mlogx
a tedy
(3.5) m = lim m,(x),
kde

_ —log P(X, >x) —log(l—Fx (x)) .

(36) () log log

To znamend, parametr m je funkci chvost rozdéleni pravdépodobnosti vybé-
rového praméru X, tj. funkci —log(l — Fg, (z)). Neznadmou distribuéni funkci
Fg_  aproximujeme empirickou distribu¢ni funkci, stanovenou z k realizaci vybe-
rového priméru X,,. Protoze nés vzhledem k (3.5) zajimé pribéh 1 — Fx (x) pro
velkd x, musime jako x volit vhodnou hodnotu xj, dostateéné velkou, ale mensi nez
maxi<i<n Xi.

Uvazujme situaci, ze na zakladé predbézné informace vime, Ze rozdéleni ndhodné
veli¢iny X je Paretova typu s indexem m < mg, 0 < m < mg < co. Tento zavér mi-
Zeme ufinit na zakladé minulych zkuSenosti nebo z povahy experimentu (napf. jedna
se o rozdéleni pravdépodobnosti dichodi, pfijmi apod.) pfipadné na zakladé pred-
bézného testu hypotézy H : m < myg proti alternativé K : m > mg. Takovy test na-
vrhli Jureckova a Picek v [7]. V prvnim pfiblizeni mtZe byt mg dost hrubé. Uvazujme
k nahodnych vybéri o rozsahu n, které oznaéime (Xi,..., X1, ..., (XF,..., XF).
Pak X}, ..., XF jsou piislusné vybérové praméry; vektor (X!, ..., XF) je nezavisly
ndhodny vybér z rozdéleni, jehoz distribuéni funkci Fg, (z) = Ppn(X, < ) ne-
znéme. Necht 13‘)’9(” (x) =1 Zle I[X} < ] je empiricka distribuéni funkce zalozena
na (X},..., XF).

Zvolme posloupnost {zx}72, takovou, Ze limy_. zr = 00 a zf = klioé Li(k), kde
0<é< m%) a Li(k) je pomalu se ménici funkce (v nekone¢nu). Uvazujme odhad
parametru m ve tvaru:
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(3.7) T () = M (2) [ () < 1]+ mol[F% (z) =1]

s log(l — F)’% (x))

(3.8) i (z) = . 23>0,

log x
Nésledujici véta ukazuje, ze 1, (zx) je (slabé) konzistentnim odhadem m pii
k — oo.

Véta 3.3. Za vyse wvedengch predpokladii a za podminek a) a b) Véty 3.1 plati

(3.9) lim P, (Jmn(zk) —m| >e)=0 prolib. £>0.

k—o0

Dikaz. Nejprve dokdzeme, Ze pro posloupnost xj plati

P (FE (23) <1) — 1 pro k — oo, a5 — 00,

n

tedy, ze citatel (3.8) ma smysl s pravdépodobnosti blizici se k 1 a m,(zx) je defino-
van. Pro rozdéleni s t&zkymi chvosty s distribu¢ni funkei F(z) a distribuéni funkei
vybérového priméru Fg (z), vime

(3.10) lim M — lim _ log(l - FX" (LC))

T—00 mlogx T—00 mlogx

=1.

Pokud existuji pfislusné hustoty f(z) a fx, (z), pak F' € D(Hy,,) a také Fg €
D(H/p,). Oznac¢me )_(,gk) = max(X},..., XF). Pak z (3.10) a s pouzitim von Mi-
sesovy podminky rozdéleni maxima nalezi do D(®,,), sféry pritazlivosti Fréchetova
rozdélelni s disribuéni funkci ®,,(z) = exp {—2~"™}, = > 0. Tedy miZzeme psat

X
Ck

Pm( gx)—>¢’m(x), k— oo,

kde ¢ = kw Ly(k) a Ly (k) je pomalu se ménici funkce (v nekoneénu). Z predpokladit
pro posloupnost {xy}7°, dostdvame

i} X
(3.11) P (X < x) =P, <) —0, k—oo,
Ck Ck
protoze
ko L (k Ly (k
Ogﬁzloil()ﬁk_% 1()—>0 pro k — oo
¢k kmLo(k) Lo(k)
a ®,,(0)=0 .

Kone¢né spolu s (3.11), dostdvame limy—.oo P (FE (2) <1)=1.
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Piedpokladéme, ze {X’}%_ | jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s dis-
tribu¢ni funkci F'g , pak z Glivenko-Cantelliho véty plyne

(3.12) sup |F§ (z) — Fg, (¥)] — 0 as. pro k—oo.

z€R

Dle (3.8) mizeme psat

- log(lfﬁ)’%n (a:k))

mn(l‘k) = Tog 2% =
e 1_1%)’%”(%)
. g 1-Fx, (@p) + 710g(17F)?n(a:k)) m
- log =g mlog xy

Pro kazdé € > 0 existuje ko takové, ze Vk > kg je xj dostatecné velké a oba c¢leny
mohou byt omezeny

1—}?’)]%" (k)
—log T-Fx, (2r) <e a li- — log(l — FX" (ack)) .
log x}, - mlogxy -

Nyni uZijeme obé meze pro m,(xy), dostdvime

—+ (1 —e)m < mp(ar) <e+ (L+e)m

a odtud

|Mn(zr) —m| <e4+em—0 pro zp — 0.

Tedy odhad 7 (xf) je dobfe definovén a je slabé konzistentnim odhadem parametru

m.

O
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