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MM-ODHADY

ZDENEK FABIAN

ABSTRAKT. The recently proposed core functions of continuous probability dis-
tributions are briefly introduced and used for a generalization of the classical
moment estimation method. The suggested core-moment estimators and, if ne-
cessary, the (Huber) moment M-estimators are “tailored” to the assumed dis-
tributions similarly as the maximum likelihood estimators, with which they in
some cases coincide. However, these generalized moment estimates are robust.
They are in multidimensional cases unexpectedly simple and their asymptotic
relative efficiences seem to be reasonably near to one.

Pezrome: Kope ¢yHKmuM HenpepbIBHBIX PAaCIPENeIeHUI KCIOIb30BAHBL
1151 0OO0OIIEeHN KJIACCUUECKON MapaMeTPUUYECKOW OIEHKW MEeTOJ0M MO-
MEHTOB. OL[eHI'{I/I MEeTOAOM KOpe MOMEHTOB IIOXOyKM Ha OIEHKW MeTOA0M
MAaKCUMAaJIBHOTO MpaBaononobusi, Ho oHu pobdacTHbl. OHU Upe3BbLIUANHO
[IPOCTOM [arke B MHOIOMEDHOM CJIydJae U MOUTH e(PeKTUBHDI.

1. Uvop

Na Robustu’96 jsem uvefejnil pfispévek, zaznamenany v [1]. Pfipomenu jeho ob-
sah.

Budiz F' distribuéni funkce a f hustota rozdéleni P s pravdépodobnostni mirou
kladnou pravé na otevieném intervalu Sp (koneéném nebo nekoneéném). Rozdéleni
si lze predstavit jako vzniklé transformaci ¢ : R — Sp néjakého 'vzoru’ G s prav-
dépodobnostni mirou kladnou na celém Sg = R. V [1] jsem se pokusil ukézat, Ze
rozdéleni P lze vystizné popsat nejen funkcemi F' a f, ale i funkci ¢, danou vztahem

1 d
(1) q(z) = m@(—fi(iv)f(w))

kde

(2) L(z) = ¢'(¢" ! (2))
je Jakobidn urcitého, na Sr zavislého zobrazeni ¢ : R — Sp, a déle, Ze:

a/ Popis rozdéleni pomoci ¢ je ¢asto jednodussi a pfehlednéjsi nez oba standardni:
tak rozdéleni s t&zkymi konci odpovidd g omezend (O), rozdéleni ostte spadajicimu
k nule ¢ neomezend (N) a nesymetrickému rozdéleni s riznym typem chovani na
obou koncich intervalu Sr odpovida g typu O — N nebo N — O.

b/ Momenty funkce g jsou lep$imi numerickymi charakteristikami rozdéleni nez
obvyklé momenty uz proto, ze existuji, a zobecnénd momentova metoda pro tento
typ momenti poskytuje zajimavé odhady parametr parametrickych rozdéleni, které
sice obecné nejsou vydatné, ale nékdy skoro, zato jsou jednoduché a pro rozdéleni s
q typu O robustni.
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Funkci (1) nazyvam v [1] geometrickou funkci rozdéleni. Ze by snad néjaka zasadni
funkce rozdéleni unikala po celé minulé stoleti pozornosti statistikii se ovsem zda
naprosto nepravdépodobné. Taky se to v [1] takto rezolutné netvrdi: pro G na Sg =
R je geometrickou funkci rozdéleni prosté skérové funkce

(3) a(y) =) = —d'(v)/9(v)

(coz dostaneme z (1), vezmeme-li v tomto piipadé ¢ : R — R jako identické zob-
razeni, pak je L(xz) = 1). Pro rozdéleni F' na Sp # R vznikne podle Véty 1 z [1]
funkce (1) nésledujicim postupem: Bud déna f. Transformaci ¢! najdeme hustotu
g 'vzoru’ G na Sg = R, uréime podle (3) skérovou funkci s, tu transformujeme
zpét na S a dostaneme

(4) q(x) = s(¢7 (@)

Neboli: problém, ktery neumime vyftesit na S ’promitneme’ na R, zde jej vyfesSime
a TeSeni 'promitneme’ zpét na Sp.

Nabizi se fada otazek: Jak to s g vypadd v novém tisicileti 7 Je jesté zajimava
nebo to byla jen duhovéd bublina ? A ovSem (nejéastéjsi vyhrada poslucha¢ti mych
prednasek a recenzentt neprijatych clanka: jak ¢ maze byt relevantni funkci daného
rozdéleni, kdyz zavisi na v podstaté libovolné (spojité rostouci) ¢ ?

V tomto ¢lanku se pokusim tyto otédzky zodpovédét a odpovédi zdivodnit. Za-
sadné je mozno fici tolik: Uvedenym postupem skutec¢né kupodivu dostaneme obecné
neznamou a smysluplnou funkci. V mnoha konkrétnich pripadech je, pravda, znama
a ve statistice hojné pouzivand, zdaleka ne vSak ve vSech: zcela neznama je napft.
pro rozdéleni bez parametri ¢i bez toho parametru, kterému v dalSim textu ¥ikam
transformovany parametr polohy (viz tabulky 1-3 piikladu 1 v [1]). Pro rtzné ¢
mizeme samoziejmé dostat pro jedno dané rozdéleni rtizna ¢, ukazuje se vsak, ze
pro analyticky zadanou f existuje zpravidla jediné ¢, které dava ¢ v matematicky
uchopitelném tvaru.

Budu zde mluvit o funkci T, které dnes ¥ikdm core nebo core funkce. Je to
'vysvlefend’ geometrickd funkce rozdéleni z ¢lanku [1]. Zatimco ’obledend’ g v podsta-
té nikoho nezajimala, *vysvle¢enou’ Tr celkem ochotné prijali v pomérné slusném

.....

a defini¢ni obor rozdéleni I’ znac¢im Sp misto T'.

2. CORE FUNKCE
Uvazujme obecnou parametrickou rodinu G = {Gy, 6 € ©} na Sg = R, kde
0= (u,0,8) € Sg x (0,00) X A,
kde A = (0,00)™ 2 kde m > 2 celé a kde u a o jsou parametry polohy a métitka.

Pak existuje takova He, Ze

5) Goto) = He (52).

g

Hustota rozdéleni Gy je zfejmé

(6) o) = 2he (L),
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kde h'E = H¢. Definujme core funkci rozdéleni G jako

96(y)

7 T, (y) = —=4—=.
g W=
(7) je totéz jako (3) pro rozdéleni bez parametrii nebo s parametrem polohy. Uva-
zujme vSak rozdéleni (5). Pod pojmem skérova funkce parametrického rozdéleni se
obvykle chape vérohodnostni skér pro parametr polohy, sf(y) = (90/0u)log go(y)
(log je prirozeny logaritmus). Podle (6) plati

9 1, (y-— he((y —pm)/o) 1 Lgply) _ 1

I " \o o he(ly—p)/o)o  ogely) o
Core funkce (7) je tedy vnitfni souc¢asti vérohodnostniho skéru pro parametr polohy,

sf, coz se da hezky Fict anglicky jako Ze 'Core is the core of the (likelihood) score’.

Priklad 1. Normalni rozdéleni N(u, o) mé skérovou funkci (vérohodnostni skér pro
parametr polohy) s)(y) = (y — p)/0? a core funkei Tn(y) = (y — p)/o. Core funkce
norméalniho rozdéleni chapana jako ndhodné velic¢ina je prosté normovand ndhodna
veli¢ina.

Rodinu G miizeme povazovat za vzor indukované (transformované) rodiny F na
Sk = (p(—00),p(00)). Pro Fy € F, Fy = Gyp~! plati

B
Fy(a) = Golg~(2) = He (w) ,

g

coz muzeme prepsat jako

kde
(8) 9071(‘%) — 5071(7—> )

Zde jsme polozili 7 = ¢(u). 7 je transformovany parametr polohy zndmy z [1]. Pa-
rametr 6 ted znadi vektor

0 =(r,0,8) € Sr x (0,00) x A.
Hustota indukovaného (transformovaného) rozdéleni Fy je pak

(9) folw) = L He(w) = he(w) 22 =~ _pe(w)

dx dr  oL(x)
kde hg = H; a L(x) je ddno vztahem (2).
Ted uZ je mozné podle (4) napsat vyraz pro core funkci rozdéleni Fy:

10 T =T, (¢ (2) =T _ el

(10) o () = Ta, (0™ (z)) = Hg(w)——m-

Je 0 néco jednodussi nez pivodni q, protoze vznika misto ze 'score’ z jednodussiho
"core’ vzoru. Tim se trochu pozméni i obecny vzorec (1) pro jeji vyjadieni bez znalosti
konkrétniho vzoru:
Véta 1. Core funkce rozdéleni Fy indukovand zobrazenim ¢ : R — S je

1 d

11 T =———(—0oL .

(1) ) = s g (oL@ (@)

Dukaz. Podle (10) a (9) je
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_ k) 1 d e R
Ty () = he(w) — oL(x)fo(x) dm( L) ol ))dw
a dw/dx =1/(cL(x)) podle (8) a (2). O

Nasledujici véta podava interpretaci core funkce rozdéleni na Sr. Poznamenejme,
Ze vSe, co plati pro rozdéleni F', plati samoziejmé i pro rozdéleni G na Sg = R pii
aplikaci identické transformace ¢. Tedy: T v dalsim znamena i p.

Véta 2. Vérohodnostni skory rozdéleni Fy pro transformovany parametr polohy a
pro parametr méritka lze vyjadiit pomoci core funkce jako

1
F —

(12) @) = pTa@

F@) = —(uTp (@) - 1).
o
Dukaz. Piimym derivovanim a pouzitim (9) dostaneme
0 1 he(w) dw 1
F _ _ € _
s (@) = or Log oL(x) e (w)) he(w) Ot oL(r) T (w)

o (T) = 9% 10g(JL(x) he(w)) = "o T he(w) 90 ;(WTHg(w) - 1),

kde w je ddno vztahem (8). Tvrzeni pak ziskdme uzitim (10). O

Tr,(z) indukovaného modelu je tedy, podobné jako v pfipadé vzoru Gy, vnitini
soucastt verohodnostniho skoru pro transformovany parametr polohy.

Piiklad 2. Jednim z moZnych rozdéleni na Sp = (0,00) s transformovanym para-
metrem polohy a parametrem méritka je Weibullovo rozdéleni s hustotou

frp(@) = pr (w/r)Pe ",
Zvolme zobrazeni x = p(y) = e¥. Hustotu rozdéleni upravime na tvar
f‘r,ﬁ(x> = 6x—lewefe“”

kde w = log(z/7)” = 0~ (logx — log7) a B = o~ . Vzorem pro F je tedy dvojité
exponencialni rozdéleni, vérohodnostni skér pro 7 je

s (@) = B\ ((x/7)° — 1),

a core spoc¢teme pomoci (11) jako

__ oAz N Zoe/)f
Tr, (o) = oo (5 e0(@)) = @/r) 1.

Core je vnitini soucasti vérohodnostniho skéru pro 7.

Piiklad 3. V [1] je v pfikladu 6 je uvazovan specidlni pf¥ipad Lomazova rozdéleni
na

Spg = (0,00) s hustotou f,(z) = a/(z + 1)**1. Zde o neni transformovanym para-
metrem polohy. Vérohodnostni skér pro a je s&(z) = 1/a —In(z + 1) a core funkce
(opét pii p(y) =€) je Tr, (z) = (aw — 1)/(x + 1), coZ je zbrusu nova funkce, kterd
podle mne lépe popisuje Lomaxovo rozdéleni nez s,. Nova, ale namichana podle
starého receptu: je to vnitini soucast vérohodnostniho skéru pro ’latentni’ parametr
polohy 7 = 1. Je to jen funkce, kterd v pripadech nedokonalych’ rozdéleni bez
transformovaného parametru polohy prosté nebyla dosud rozpoznéna.
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3. ZOBRAZENI ¢

Explicitni tvar core funkce rozdéleni na Sr # R ziskdme po specifikaci zobrazeni
¢. V [1] bylo zobrazeni

(13) r=p(y) = a(z — 2) :(i(f ;f;ﬁey

chybné povazovano za jediné ’spravné’ (dodejme ze v [1] je uvedena pouze jeho
inverze).

Stoji zato si povSimnout, ze v [12] plati p(—o0) = a, p(+00) = b, ©(0) = ¢, a
ze limy_ o ¢(y) = a + (c — a)e?. Zobrazeni (13) poskytuje moznost ziskat Sirokou
tfidu rozdéleni a jeho zvlastnimi pfipady jsou znamé Johnsonovy transformace (viz
[9] nebo [10]):

¢: R— (0,00) ve tvaru (a = 0,b = 0co,c = 1):
z=op(y) =e
¢:R—(0,1) ve tvaru (a =0,b=1,c=1/2):

ey
T 1l4ev’

= p(y)

Rodinam rozdéleni, které vzniknou z rodin 'vzord’ transformaci (13) budeme fikat
’johnsonovské’. Jak se ukazalo, drtiva vétsina modelovych rozdéleni pouzivanych ve
statistice je pravé ’johnsonovskych’. Explicitni tvary jejich core funkci na polopfimce
Sp = (0,00) (kde Jakobijan L(x) = z) a intervalu (0,1) (kde L(z) = z(1 — x)) jsou
podle Véty 1

(14) Tp(z) = of-1—af'(x)/f(z)] na (0, 00)
(15) Tr(z) = o|-1+2z—2(1—2)f (x)/f(z)] na (0,1).

Uvazujme vsak rozdéleni F' na Sp = (-3, §) s hustotou

1
=—¢
V2w cos? x

a zvolme ¢ : R — Sp ve tvaru & = ¢(y) = arctg y. Jacobidn inverzni transformace
o 1 Sp — Rjedp t(z)/dr =1/ cos’ z a vzor G rozdéleni F je ziejmé standardni

normélni rozdéleni, g(y) = \/%—We*%?ﬁ, s core funkei T (y) = y. Podle definice (10) je

arctg-indukovana core funkce rozdéleni (16) déna jako Tr(z) = Tg(o () = tg .

2
7%tg T

(16) f(z)

Pfimym vypocltem se lze presvédcit, ze obdobou vzorct (14) a (15) je v tomto
pripadé
Tr(x) = [sin 22 — cos® o f'(x)/ f ()]

Rozdélen{ (16) ma ovSem i svou ’johnsonovskou core funkei’, tu vSak nelze vyjadrit
jednoduchym vzorcem. Myslim si, Ze obecné lze za core funkci rozdéleni F' povazovat
ten nejjednodussi smysluplny popis rozdéleni vyjddreny pomoci funkce obsahujici
élen —f'/ f, o ktery si matematicky tvar hustoty Fekne’. Snad bych dodal, Ze vim o
hustoté, kterd si o vhodné ¢ 'nefekla’ (lambda rozdéleni, viz [7]). V dalsim budeme
pro jednoduchost uvazovat pouze ’johnsonovské rodiny’.
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4. MOMENTY CORE FUNKCE

Stejné jako v [1] definujeme core momenty vztahem
M;.(6) :/ Tk, (x)* dFy(z), k=1,2,..
SF

Podle [1], Véta 1 plati M7 = 0. Dale, M3 () je v [1] povaZovén za stfedni (Fisherovu)
informaci rozdéleni Fy, coz po modifikaci ’geometrické funkce’ neplati: oznacime-li
Ir__(9) Fisherovu informaci o transformovaném parametru polohy, plati podle Véty
1 tohoto ¢lanku

(17) Ms(0) = o> L*(1)IF,. ().
(Poznamenejme, Ze proména q v T se v [1] projevi uz jen ve vzorcich pro momenty
prikladu 5, v nichZ vypadne § a jeho mocniny.)
Vztah (17) poskytuje dalsi interpretaci pojmu core funkce. Podle (12) a (17) je
v Tk (z) _  si(x)
- - Y
TVM(0) Ik, (0)

C¢ili normovand core funkce je vérohodnostni skér pro transformovany parametr po-
lohy normovany odmocninou z Fisherovy informace pro tento parametr (znovu: po-

kud rozdéleni ten parametr ma. Kdyz ho ale nemd, nevadi. I pro rozdéleni bez
parametrii je Tr dana definici (11) a M je pak Fisherova informace rozdéleni, viz

[1])-
Piiklad 4. Pro Weibullovo rozdéleni (ptiklad 2) plati Ip.. = (o7)~2 a pak My =
o272 Ip . =1.

5. ODHADY METODOU CORE MOMENTU

Pro parametrické odhady parametru § € © C R™ mame k dispozici m vérohod-
nostnich skdrt, ale jen jednu core funkci. Podle [1] v8ak existuji momenty funkce
Tr, které jsou pro snad vSechna jednoduchd modelova rozdéleni

— vyjadieny prostou funkci parametri bez rtznych gamma, psi a beta funkci,
kterymi se hemzi vzorce pro vypocet obyc¢ejnych moment,

— a to funkei ne vSech parametr. Core momenty (CM) nezavisi na 7 a v nové
verzi ani na o (€ ), takze My (0) = My(€).

Reseni (én)CM soustavy
1 n
1 = Tp(xz]0)F = M =1,..
(18) n; F(il0) k(0), k=1,...,m

je tedy pomérné jednoduché, ziejmé konzistentni a asymptoticky norméalni a pro
Tr typu O (tedy pravé pro rozdéleni s del$imi chvosty a daty obsahujicimi odlehlé
hodnoty) robustni. To vSe lze snadno nahlédnout z obecné teorie M-estiméatora (viz
[11]). Co nahlédnout nelze a je nutno poéitat jsou asymptotické disperze CM odhadt
resp. jejich asymptotické relativni vydatnosti (ARV),

ARV(Ocm) = lim (Var(0,)ar/Var(bn)en),

kde (6,,)a7, znaci maximalné vérohodny (ML) odhad.
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Podle [1], Véta 2, plati M;(0) = 0. Podle Véty 2 tohoto ¢lanku pro m = 1 a
rozdéleni s transformovanym parametrem polohy je rovnice

(19) > Tr(ailr) =0
i=1

totozna s maximalné vérohodnou rovnici pro 7. Totozna fakticky, ne vSak koncepéné.
Méjme dvé ndhodné pozorovani X = (X1, X2) z Cauchyho rozdéleni s hustotou ve
tvaru g, (z) = 1/7(1+ (z — p)?) a s nezndmym parametrem polohy . Potize s Cau-
chyho rozdélenim jsou notoricky znamé: rozdéleni nemé zadny ’obycCejny’ moment.
Vérohodnostni funkce Z?zl log 9,,(X;) méa pro dostatecné vzdalené X, Xy dva vr-
choly (viz napf. [6], str. 213) a rozumny odhad p je tedy ne v maximu vérohodnostni
funkce, ale v jejim lokdlnim minimu, feknéme fi,i,. Core funkce Cauchyho rozdéleni
s jedinym parametrem p je identickd s jeho skérovou funkei a rovnice (19) pro prvni
core moment, kterd zni 2X1/(X; — u)? +2Xo/(X2 — p)? = 0, poskytuje odhad fimin
bez jakychkoli koncepcénich problémii.

Uvazujme rozdéleni, které ma pouze transformovany parametr polohy a para-
metr méfitka, F,,(x) = Hi(w) (tohoto typu jsou napf. normdlni, lognormélni,
Johnsonovo, dvojité exponencialni s hustotou f(z) = e¥e™¢", extreme value I a II,
Weibullovo, logistické, log-logistické, Cauchyho a log-Cauchyho rozdéleni). Ozna¢me
w; = (¢~ 1(X;) — ¢~ (7)) /0. Soustava rovnic pro ML odhady m4 tvar

n~t Z(wiTF(wi) -1) =0,

kdezto soustava rovnic (18) pro CM odhady zni
ZTF(wi) =0
(20) Y (Tr(wi)®—=1) = 0

kde > znaéi Y. ;. V pripadé normalniho rozdgleni jsou obé soustavy identické.

Z tvaru rovnic je patrné, ze pro rozdéleni s omezenou Ty (logistické a log-logistické
rozdéleni) jsou momentové odhady (na rozdil od ML odhadt) robustni. Spoctené
ARV jsou ARV (icm) = 1, ARV (6¢p) = 0.874 pro logistické rozdéleni a
ARV (fcm) =1, ARV (6cpm) = 0.953 pro log-logistické rozdéleni, coz myslim jde.

6. MOMENTOVE M-ODHADY
Zabyvejme se rozdélenim gamma na Sr(0,00) s hustotou

faloy) = g™t

Core funkce rozdéleni je podle (14)
Tr(z/tla) = =1 = af,(x)/ far(z) = 92— a = a(z/T = 1)

kde 7 = a/~ je transformovany parametr polohy. T je linedrni, typu O — N. Ze
soustavy (20) vyplyva, Ze

(21) (Fem =X (Gon) ™t =nt Zn:(Xz' - X)%,
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coz jsou ‘nédhodou’ (diky linearité Tr) odhady shodné s odhady ziskané ’obyéejnou’
momentovou metodou. Tyto odhady nejsou robustni a podle [10, str. 186] maji dost
nizké ARV.

Robustni verzi odhadt (21) lze v8ak najit iplné jednoduse. Definujme m-rozmér-
ny Hubertuv momentovy estimdtor Op;p jako

R 1 <&
(22) Orrnr = (T3 (Xil0)F = Mi(0)] =0, 1<k<m,
n =1

kde
Ty (2]0) = max[—b, min(Tr(x|6),b)]

je zobecnénim Huberovy funkce ¢(x) = max|[—b, min(x,b)] a b je i v m—rozmérném
pripadé jedinym ’ladicim’ parametrem, ktery je tfeba uréit (na zakladé apriornich
znalosti nebo pozadavkd na ARV hledaného odhadu). Z teorie m-dimenzionalnich
M-estimatort [11] opét plyne silnd konzistence a asymptotickd normalita odhadt
(22). Podobné jako CM odhady, jsou i MM-odhady (neboli momentové M-odhady)
vypocetné neobycejné jednoduché.

Podivejme se nejprve na dil¢i pripad gamma rozdéleni, na exponencidlni rozdé-

leni s hustotou f,(z) = 7-'e~*/. Zobecnéna Huberova funkce MM estimatoru je
asymetricka,

b—1 pro x > bT.
Zde 7 je néjaky pocéatecni odhad 7 (pouzivim medidn). MM-odhad parametru 7 je
tedy 7am = X*, kde X} = X; pro X; <bfaX}=b—1 pro X; > b7. Podle Véty
1 v [8, str. 117] je Tasps ’optimal B-robust’. Spocteny asymptoticky rozptyl odhadu
TMM )€

. xz/T—1 ro x <bT
73(elr) = { * b

1—2be™® 9
T,
(1—(b+1)e?)?
Jezto Var(7ar) = 72, dostavame nasledujici tabulku:

VCLT(f'MM) =

b 2 2.5 3 3.5 4
ARV (arr) 0.769 0.862 0.915 0.947 0.967

Vratme se ke gamma rozdéleni. Dosadime-li do vzorcii (21) hodnoty X a X*
namisto X; a X, dostaneme napf. pro o = 2 asymptoticky rozptyl odhadu 7 ve
tvaru

1—e 222 +b—-1/2) ,
I—e D22 126+1))2

VCLT(f'MM) =

a tabulku

b 2 2.5 3 3.5 4
ARV () 0.703 0.849 0.927 0.969 0.984

takze s rostoucim a mohou klesat hodnoty ’ladictho’ parametru.

V dalsi tabulce jsou zachyceny vysledky simulac¢niho experimentu. Data byla ge-
nerovana z kontaminovaného rozdéleni F'(z) = (1 — €)Fi(x) + €F,(x), kde F; znaci
exponencialni rozdéleni. Testovany byly ¢tyfi estimatory: maximélné vérohodny esti-
mator 7y, neni robustni, systematické vychyleni odhadt ziskanych pomoci Huberova
H15 estimétoru (nejlepsi estimétor ze studie [5]) je zptisobeno nesymetrii rozdéleni
a a-odhady (7 : 2 377 | (X;/7 — 1) f2(X;) = 0, viz [14]) pifli§ zévisi na hodnoté a,
ktera opét zavisi na 'neznamém’ p. MM estimator pfi volbé b = 3.25 a 7 rovném
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medianu dava docela slusné vysledky. V tabulce uvadime stfedni hodnoty odhada 7
z 500 experimentd a rozsahem vybéru n = 200 pro nékolik hodnot p a € = 0.05.

P TML TH15 TMM Ta=0.1 Ta=0.2
0 1.01 0.89 0.95 0.95 0.89
2 1.11 0.92 0.97 1.04 0.97
5 1.42 0.93 1.10 1.12 1.05
8 1.74 0.95 1.08 1.37 1.04

Zobecnénou a 'robustifikovanou’ momentovou metodou lze v pfipadé gamma roz-
déleni ziskat miniméalné slusné pocateéni hodnoty pro jemnéjsi, ale mnohem kom-
plikovanéjsi postup navrzeny v [13]. Existuje vSak fada nesymetrickych rodin, pro
které neni robustni verze ML odhadt zndma (napf. beta rozdéleni, obecnd rodina
transformovaného beta (viz [12]) nebo rodina z piikladu 5 v [1]) a pro které obvyklé
symetrické robustni estimétory nefunguji (podobné jako H15 pro vybéry z exponen-
cidlniho rozdéleni). V takovych pfipadech je navrzeny MM-odhad moZné jedinou
metodou, kterd mtize poskytnout jakési ne tiplné Spatné vysledky.
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