ROBUST’2000, 9-20 © JCMF 2001

MODELOVANI RUSTOVYCH KRIVEK

MAREK BRABEC

ABSTRAKT. This paper presents a growth curve model for human growth data.
It has a nonlinear regression form, allowing for interindividual variability in
growth by introducing random effects describing variability in some of the model
parameters. Interpretation of model parameters as well as some other features
of biological interest is mentioned. The model is fitted to a longitudinal dataset
and quality of the fit is checked from various viewpoints. Estimation of various
features of anthropological interest is illustrated.

Pezrome: Vccaenyercs npobieMa OIeHMBAHUA ITaPaMeTPOB (PYyHKIUU POCTA
[eTeil Ipu MOMOIIM MOJEJM CIIyJalHbIX epheKToB.

Ristové kiivky, zejména ty vzniklé jako vysledek meéreni velikosti zivych subjektt
jsou zajimavym zdrojem komplikaci pro formulaci statistického modelu a naslednou
analyzu namérenych dat. Komplikace jsou spojeny

e s vyraznou nelinearitou (pfitomnosti asymptot)

o chybéjicimi daty (nestejnym rozvrhem méfeni pro rizné subjekty)

e nezanedbatelnou korelaci mezi mérenimi provedenymi na stejném subjektu.
Na analyzu rustovych kiivek tedy miizeme pohliZet jako na jistou smés problémi neli-
nearni regrese a ¢asovych fad. Vzhledem k tomu, Ze pocet méfeni provedenych na jed-
nom jedinci je pomérné maly (napf. kiivka pro télesnou vysku dosahuje asymptoty
kolem 18. roku véku a normalniho jedince 1ze jen stézi nutit k vice nez 1 az 2 mé-
fenim za rok), musi byt model z hlediska ¢asovych fad ¢i procestt nutné ponskud
skromnéjsi. Vyhodou je naopak to, Ze k dispozici je vicero nezavislych realizaci (fad
méfeni raznych jedinctt).

1. ROSTOVE KRIVKY DETI

Typickd data (laskavé poskytnutd doc. Prokopcem) kterymi se budeme déle zaby-
vat, pochazeji z longitudinalni studie z niz mame k dispozici méreni télesné vysky
85 chlapcti a 86 divek od 3 mésicit do 22 let (s riiznym poétem méfeni na dité)
ukazuje obrazek 1. Co se tycée tvaru rustové kiivky jako funkce casu, existuje celd
fada viceméné empirickych model. Snadno pouzitelné a proto populérni jsou mo-
dely polynomického tvaru (se v8emi typickymi nectnostmi). Mezi antropology pat¥i
ke klasice nékolik modeli nelinedrniho charakteru a rtizného stupné sofistikova-
nosti - od po intervalech formulovanych piedpisti (bez pozadavku spojitosti v hra-
ni¢nich bodech!) [Karlberg et al., 1987] az po rtzné spojité modely s asymptotou
[Preece a Baines, 1978], [Jolicoeur et al., 1988]. Typicky jsou v praxi takové k¥ivky
proklddany pro kazdého jedince zvlast a vysledné parametry sumarizovany pramé-
rovanim. Jednou z alternativ je vicerozmérna analyza [Rao, 1965|, zaloZend na li-
nedrnim modelu a odhadu (nestrukturované) kovarianéni matice mezi pozorovanimi
v raznych casech. Ta zohlednuje zavislost mezi mérenimi jednoho individua, nema
vsak primou biologickou interpretaci. Odhad pak vyzaduje kompletni a pomérné
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rozsédhld data (bez ,dér“ zptisobenych chybéjicimi méfenimi i nedodrzenim zcela
stejnych ¢ast méfeni u viech jedincit).

Chceme-li rist charakterizovat alespon trochu realisticky, méli bychom se zajimat
o model popisujici nejen zavislost priumérné hodnoty na ¢ase (eventuelné i kovari-
atach), ale i variabilitu okolo ni, pfi zohlednéni autokorelace mezi méfenimi prove-
denymi v rtznych casech na stejném jedinci. Biologicky interpretovatelny model by
mél umoznovat rozklad celkové variability

e na ¢ast spojenou s odliSnosti dynamiky ristu mezi riznymi jedinci (tedy
takiikajic variabilitu strukturding)
e (ast spojenou s variabilitou uvnitt daného jedince (interpretovatelnou pie-
vazné jako mérict chyba).
Rozklad na inter a intra-individuélni variabilitu ma pomérné dlouhou tradici v kon-
textu linedarniho modelu se smiSenymi efekty, tedy i v kontextu klasické analyzy lon-
gitudinalnich dat - napt. [Laird a Ware, 1982], véetné tzv. ,hierarchickych“ modelt
polynomického tvaru [Goldstein, 1995], tedy polynomu s (nékterymi) nadhodnymi
koeficienty. Takové modely jsou vSak v podstaté ¢isté popisného charakteru - bez in-
terpretace svého tvaru ¢i hodnot koeficientt. Trpi samoziejmé neduhy zndmymi ze
situace bez pritomnosti ndhodnych efektti a navic problémy spojenymi s tim, Ze
variabilita koeficient implikuje jisty, dosti striktné vymezeny tvar zavislosti mezi
rozptylem okolo primérné krivky a casem.
Tvar nelinearni regresni funkce, stejné jako model pro nadhodné efekty by mél byt
kromeé kvality empirického prolozeni diktovan i vécnou interpretaci. V nésledujicim
se o formulaci jednoho takového modelu pokusime.

2. FORMULACE MODELU

Chovéni rustovych rychlosti (derivace ristové kiivky télesné vysky, Y”), ilustrované
na obrazku 2 pro jedno konkrétni dité (odhad pomoci smoothing spline) nas motivuje
k tomu uvazovat pro vysku daného jedince (v mm) zméfenou v ¢ase x; (let) model

b
1+ exp(—ti(z; —my))

(1) k +p(1 —exp(—a(z; —0.25))) + Z + €5

=1

kde €;; ma v zasadé interpretaci méfici chyby (pomineme-li jisty systematicky ne-
soulad mezi komplikovanym procesem riistu a hladkym, pomérné jednoduchym mo-
delem). Regresni model tedy sestava z aditivnich ¢asti; dvou logistickych kfivek,
exponencialy a konstanty. Pro derivace médme (v souladu s typickym empirickym
chovanim rtistovych rychlosti) dva piky logistického tvaru a po¢ateéni exponencialni
pokles. Interpretace parametri je primocara: p, p1, p2 jsou celkové prirtstky v jednot-
livych ,fazich“ rustu, mi, ms odpovidaji poloham logistickych piki, hodnoty %, %
kontroluji jejich tvar.

Neni bez zajimavosti si povsimnout formalni podobnosti daného problému s pro-
blémem odhadu smési nékolika parametrizovanych hustot. Exponencialni a logistické
Casti hraji roli sméSovanych mér. Komplikaci zde je, ze vahy samoziejmé nejsou nor-
movany (naopak, jejich soucet souvisi s celkovym piirtstkem od 3 mésici do dospé-
losti a jako takovy je parametrem znac¢ného praktického vyznamu).

P1i modelovani variability rtstové dynamiky mezi subjekty bereme v titvahu em-
piricky fakt, dobfe znamy antropologtim, totiz ze podstatna ¢ast ,strukturalni“ va-
riability, je spojena s proménlivosti posledniho piku ridstové rychlosti (tzv. piku
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pubertalniho) — a to jak jeho polohy, tak tvaru a velikosti. To néds vede k nésle-
dujici specifikaci celkového nelinearniho modelu se smisenymi efekty. Pro subjekty
i=1,..., N a méfeni uvnitf i-tého subjektu 7 =1,...,n;:

Yi(z;) = K;+ Pi(1—exp(—a(x; —0.25)))
D1 Py;
(2) 1+ exp(—tl(xj — ml)) + 1+ eXp(—Tgi(xj — Mgi))

Neékteré ,parametry* individudlniho modelu bereme nyni jako ndhodné (normélné
rozdélené) veliéiny, proménlivé mezi subjekty. Tedy: K; ~ N(k,0%), P; ~ N(p, ag),
M ] ~N(m2, ) PQZ NN(pQ, ) T2ZNN(t2,O't2> €ij NN(0,0'2),V§G navzéjem
nezavislé. Krome nahodného pubertalmho piku zminéného vyse tedy jesté dovolu-
jeme interindividuédlni variabilitu ve velikosti pFirtistku v poc¢étecéni (exponencidlni)
fazi a v konstanteé.

Model ma 9 parametrti spojenych s priméry (tzv. pevnych efektd), 5 kompo-
nent rozptylu, spojenych s nadhodnymi efekty (tj. prvky ,strukturalni“ variability) a
1 komponentu rozptylu spojenou s rezidudlni variabilitou (,,méFici chybou*). Podet
parametru je samoziejmé mnohem nizs$i nez v praxi ¢asto pouzivaném ,individual-
nim“ modelu, ktery je proklddén pro kazdy subjekt zvlast (kde médme pocet para-
metra individualni kifivky krat pocet subjektt a ndhodné efekty se odhaduji zcela
bez jakékoli struktury pfes subjekty).

+ €5

3. ODHADY

Odhad parametrt (simultdnné pevnych efekt i komponent rozptylu) byl proveden
s pomoci algoritmu NLME (Non Linear Mixed Effects) [Lindstrom a Bates, 1990],
implementovaného v programovém baliku S-plus. Vysledkem je maximalné véro-
hodny odhad pevnych efektd i komponent rozptylu a empiricky Bayesovsky odhad
nahodnych efekti. Je zalozen na maximalizaci funkce

N
98.b.0.0° | Y) = = 33 (Yi— (A -+ Bb)T (Y~ (4B -+ Bb.)

(3) — % Z bl diag(6)~'b;

B = (k,p,a,pi,t1,m1,pa,t2,ma)T je vektor pevnych efekti, b; = (K; — k, P, —
p, Po; — p2, To; — ta, Ma; — ma)T je vektor ndhodnych efekti, n() je dana specifikaci
modelu vyse, A, B jsou piislu$né matice jejichZz modifikaci miZeme snadno mode-
lovat i vliv pfipadnych kovariét, 6 = (0%, 0%, 0%2,0%2, 02,5)T je vektor komponent
rozptylu ndhodnych efekti, Y, je vektor pozorovani na i-tém subjektu. Vidime tedy,
ze prakticky jde o minimalizaci rezidualniho souctu ¢tvercti, s penalizaci variability
nahodnych efektt. Na druhy ¢len pravé strany (3) se mizeme divat i napi. jako
na ¢len spojeny s (normélnim) apriornim rozdélenim ,nahodnjch koeficienti apod.
Maximalizace probihé iterovanim dvou krokii:

(1) Kroku PD (Pseudo Data), ve kterém jsou aktualizovany hodnoty 8 a
b1,...,bx (pfi ostatnich parametrech fixovanych na hodnotach z predcho-
ziho kroku). Vypocet je realizovin doplnénim pozorovanych dat tzv. pseu-
dodaty a naslednym feSenim problému na nelinearni nejmensi ¢tverce. Jde o
obdobu metody, znamé z linedrnich modelt se smisenymi efekty, kde odhady
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pevnych i ndhodnych efektti jsou FfeSenim soustavy ,, mixed model equations®.
Ekvivalentné tyto rovnice dostaneme doplnénim pozorovanych dat tzv. pseu-
dodaty.

(2) Kroku LME (Linear Mixed Effects), ve kterém jsou aktualizovidny hodnoty
3,0,0%. Je obdobou vypoctii v linedrnim modelu se smiSenymi efekty, kde je
MLE odhad komponent rozptylu zaloZen na marginalnim rozdéleni p(Y) =
J/ p(Y | b)p(b)db. Vzhledem k nelinearité n je zminéna integrace obtizna,
proto je skute¢nda vérohodnostni funkce nahrazena aproximaci zaloZzenou na
normalité a lokalni linearizaci 1 okolo odhadt 3, by, ..., by z pfedchoziho
kroku.

Pocatecni hodnoty pro pevné efekty byly ziskdny jako primeér, resp. median pa-
rametra individualné prolozenych kiivek, pro ndhodné efekty pak 0. Takto ziskané
pocateéni hodnoty byly navic opakované perturbovany ndhodnymi odchylkami (vy-
generovanymi z odhadnutého rozdéleni ndhodnych efektl) pro posouzeni stability
koneénych odhadu.

4. PROLOZENY MODEL

Prolozeni modelu namérenymi daty se zda byt vcelku uspokojivé - viz obr. 3 re-
zidui pro chlapce. Otazkou ztustava do jisté miry kvalita prolozeni pro vék okolo
2-2.5 let. Docasné deprese hodnot namérenych v tomto obdobi mize souviset s eso-
vitym zakrivovanim patere na pocatku ,,chodiciho obdobi“. Déle se mizeme zajimat
o kvalitu proloZeni z hlediska odhadu ,, margindlnich® charakteristik pu(z) : = EY (),
o(z) : = \/varY (z). Srovnani odhadi z modelu (ziskanymi jako priimeér, resp. sméro-
datné odchylka, simulaci z modelu pii odhadnutych parametrech) s odhady empiric-
kymi (tj. priméry a smérodatnymi odchylkami (s) spo¢tenymi zvlast pro jednotlivé
Casy) poskytuje obréazek 4. ,, Vybocujici“ empirické odhady smérodatnych odchylek
v pravé ¢asti kiivky jsou zalozeny na velmi nizkém poétu pozorovéani (do 4). Podobné
vypadé srovnani pro kvantily, véetné pomérné extrémnich (0.1 a 0.9).

7 pritomnosti individualnich nahodnych efekti je zrejmé, ze model implikuje
jisty stupen zavislosti mezi mérenimi provedenymi na témze subjektu. Obrazek 5
porovnava odhad korelace mezi vyskou ve véku x let a ve 3 mésicich, resp. 5 le-
tech. Vidime, ze i z hlediska jiz pon€kud subtilnéjsi charakteristiky jakou je kore-
la¢ni struktura uvnitt opakovanych méfeni se model nechové Spatné. Obréazky také
ilustruji pomérné komplikované, nestacionarni chovani fady méreni jednoho sub-
jektu. Neni také nezajimavé si povSimnout toho, Ze empirické korelace naznacuji,
7e lima 0 Cor(Y(xz + A),Y (x)) # 1, tedy jev zndmy v kontextu ,spatial analysis®
jako tzv. nugget effect. I tento aspekt je vcelku vérné reprodukovan nasim modelem
s pomérné velmi jednoduchou strukturou ndhodnych efektu.

Odhady parametri (pevnych efekt i komponent rozptylu) shrnuje pro chlapce
i divky nasledujici tabulka.
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| Efekt | Parametr | Chlapci | Divky |
Pevné efekty my (let) 7.0 5.3

ma (let) | 134 | 112
p1 (mm) | 438.8 | 383.1
pe (mm) | 310.7 | 339.8

t 0.479 | 0.593

to 1.011 0.801

a 0.435 | 0.586
p (mm) 431.8 | 353.7
k (mm) 617.9 | 595.4

Komponenty rozptylu | o(mm) 10.62 9.98
om,(et) | 0.81 | 0.68
op,(mm) | 41.0 42.1

ot 0.200 | 0.132
op(mm) 46.1 32.4
or(mm) 17.2 18.2

Odtud jasné vidime nékteré dobie znamé rozdily v dynamice ristu mezi pohlavimi.
Napf. posledni pik ristové rychlosti (, pubertdlni spurt“) nastupuje u divek diive a
je ponékud plossi. U divek je patrny také rychlejsi pokles ristové rychlosti v obdobi
po narozeni.

5. ODVOZENE CHARAKTERISTIKY

7 modelu lze pomérné snadno ziskat informaci o ponékud subtilnéjsich charakteristi-
kéch rustovych kiivek. Derivaci odhadu priimeérné kiivky lze (za piedpokladu zamé-
nitelnosti pofadi derivovani a integrovéani) snadno ziskat kfivku ,primérné ristové
rychlosti éi/z\rychleni /ja\ko explicitni funkce parametri. Obrazek 6 obsahuje takové
odhady Lpu(z) a %u(m).

Mezi antropology se tési znacné popularité i charakteristiky komplikovanéjsi, jako
je napft. poloha maxima rychlosti v pubertalnim spurtu, spolu s hodnotou vysky a
rustové rychlosti v tomto bodé. Zajem je pfitom nejen o odhad popula¢niho pri-
meéru ale i o odhad variability takovych veli¢in mezi individui. Pro pubertalni spurt
dostavame z prolozeného modelu nésledujici hodnoty:

Velicina Pohlavi | Stfedni | Smérodatna
hodnota | odchylka

Poloha maxima, xg Chlapci 13.2 0.8
(v letech) Divky 10.9 0.7
Vyska v maximu rychlosti, Y (zg) | Chlapci | 1609 52
(v mm) Divky 1471 39
Maximélni rychlost, Y (xo) Chlapci 88 13
(v mm/rok) Divky 76 7.2

6. PODMINENE STANDARDY

Jednim z hlavnich praktickych diivodd pro méteni riistu déti je potieba tzv. ,rtsto-
vych standardi“ pro déti rtizného véku jako prostredku pro posuzovani toho zda
dany jedinec roste méné, stejné nebo vice nez je pro danou populaci typické. Stan-
dardy jsou tedy dany pomoci nékolika kvantili rozdéleni vysky. Jsou stanovovany
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riznym zpusobem, v praxi vSak nejcastéji s referenci k normalité, z priuméru a smé-
rodatné odchylky pro déti daného véku. V kazdém pripadé vSak po jednotlivych
hodnotach véku (bodové). Takovéto standardy lze samoziejmé konstruovat i z tzv.
prurezovych studit, kdy jsou zméfeny ve stejné dobé déti riizného véku, kazdé jen
jednou. Naopak longitudinalni data spolu s nasim modelem umoznuji zkonstruovat
kromé vyse zminénych standardda ,margindlnich® i standardy ,podminéné“ - tedy
standardy typu podminénych kvantilid (kvantil vysky ve véku x5 pro jedince, jehoZ
vyska ve véku 1 < x2 je déna). Takové podminéné standardy mohou byt prak-
ticky uzite¢né napft. pokud ma byt posouzeno opakované méfeni jednoho jedince, jez
byl pfi prvnim méfeni dle ,marginalniho“ standardu posouzen jako ,maly“ s cilem
rozeznat zda se mezi prvnim a druhym méfenim jeho ptvodni zaostavani v ridstu
jesté dale prohlubuje nebo zda je jeho rist jiz vporadku byt je jeho celkova vyska
nizsi diky niz$imu tempu ristu pred prvnim méfenim. V praxi neni neobvyklé, ze
bodoveé konstruovany standard je nespravné pouzit jako standard simultanni pro obé
méfeni. Obrézek 7 ilustruje jak se rozchdzi (aproximace pro) podminény standard
a standard marginalni. Zobrazena je stfedni hodnota (pro chlapce), spolu s 20. a
80. percentilem. Plnou ¢arou marginalni, teckované podminéné hodnoty, spoctené
pro kazdy cas zvlast (za podminky, Ze vyska 5 letech je na trovni marginalniho 20.
percentilu).

Podminény standard lze snadno ziskat z naseho modelu s pomoci jednoduché
aproximace dvojrozmérného rozdéleni vysek v ¢asech x1, x2 normalnim rozdélenim
jehoz momenty jsou ziskany Taylorovym rozvojem. S ohledem na nelinearitu regresni
funkce vzhledem k ndhodnym efektim, nedostaneme stfedni hodnotu p(z) pouhym
vyhodnocenim ,,ndhodnych parametra“ v jejich stfedni hodnoté. Takovéto vyhodno-
ceni, p1(x) je jen prvni aproximaci. Druhé pfiblizeni pak dostdvame jako ps(x) :=
pi(x) + (exp(—tz(x —ma)) — 1) 2(]101322:2%2:223)3 (02,,t3 + 07, (x —mg)?). Z prove-
denych srovnani je patrné, ze i takto jednoduchéa aproximace dava prekvapivé dobré
vysledky. Podobné dostévame pfibliznou marginilni smérodatnou odchylku o?(z)
i kovarianci ¢q (z1, £2) mezi méfenimi v éasech x1 a 9. P¥iblizné podminéné norméalni

ci(z1,r2)

rozdéleni Y (z2) dédno Y (1) = y1 méa pak momenty ps(z2) + W(yl — po(x1))

2
2 _ ci(z1,22)
ao1(r2) = =05y

Jinym, mezi antropology zivé diskutovanym tématem je i spor o ,kfizeni rusto-
vych kanala“, tedy spor o to nakolik je ¢i neni obvyklé, Ze jedinec nachazejici se
svou vyskou v intervalu I := (F~!(p11,21), F~1(p12,21)] daném ,margindlnimi“
kvantily v ¢ase x1 je v ¢ase wp mimo interval I := (F~1(pa1,x2), F~ (paz, 22)]
S P21 = P11,P22 = p12. Pomoci vySe popsané norméalni aproximace snadno spoc-
teme pravdépodobnost P{Y (z2) € I |Y (x1) € I1} pro libovolné Iy, I5. Obrazek 8
ukazuje tuto pravdépodobnost pro chlapce s p1; = 0.1,p12 = 0.2, tfi rizna z; a
0 2.5 roku pozdéjsi xo: 9.2; 11.7 (plnou ¢arou), 4.2; 6.7 (teckovanou Garou), 0.25;
2.75 (&erchovanou ¢arou). Cisla 1;...;10 na horizontalni ose odpovidaji volbé Io
s p21 = 0,p22 = 0.1;...5p21 = 0.9,p22 = 1. Vidime tedy, Ze tendence zlsta-
vat ve stejném tzv. ,ristovém kandlu“ (intervalu vymezeném stejnymi kvantily)
silné zavisi na uvazovaném pocatecnim véku - nejvyssi je mezi obdobim pocatec¢niho
prudkého ristu a obdobim variabilniho posledniho piku ristové rychlosti. Variabilita
tohoto piku (tvaru i polohy) ke ,kiiZeni ristovych kanala“ vyrazné pfispiva.

. Odtud pak jiz snadno dostavame i kvantily.
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7. PROREZOVE STUDIE

Model, o kterém jsme mluvili byl navrzen pro longitudinalni data. Zajimavé mize
byt, jak se chova v situaci na kterou nebyl cvicen, tedy pfi pouziti na data ze studie
prifezové. Je tfeba poznamenat, ze rozdil mezi témito typy studii nespocivéa jen
ve formétu dat (longitudindlni s opakovanymi méfenimi téhoz jedince, prifezové
jen s jednim méfenim), ale ¢astecné i ve struktuie studované populace. Jde o to, ze
v longitudinalni studii jsou typicky sledovani jedinci s podobnym rokem narozeni,
zatimco v prurezové studii se kalendaini rok narozeni samoziejmé znacné lisi. To
miize hrat podstatnou roli v souvislosti s tzv. sekuldrnim trendem (tak antropolo-
gové Fikaji odliSnostem v dynamice rtstu rtznych roénikt narozeni) nap¥. pozdéjsi
ro¢niky maji tendenci nabyvat dospélé vysky diive).
Prufezova data (ve formé priméri a smérodatnych odchylek vysek, spoc¢tenych
po jednotlivych letech véku) byla prolozena aproximacemi zminénymi vyse.
e Nejprve pruméry aproximaci stfedni hodnoty dané modelem,
e potom smérodatné odchylky aproximaci oq(z) (pficemz byly odhadnuty
komponenty rozptylu, pevné efekty byly fixovany na hodnotach z prvniho
kroku).

Obréazek 9 srovnava data pro chlapce ze studie [Lhotsk4 et al., 1993] (priuméry resp.
smérodatné odchylky jako krouzky) a odhady z (aproximace) modelu (plné ¢ara).
Vidime, Ze i v této situaci neni prolozeni Spatné, vCetné vystizeni pomérné kom-
plikovaného tvaru zavislosti marginalni variability na véku. Mirné podhodnoceni
marginalni smérodatné odchylky v pfedpubertalnim obdobi muzZe byt zpiisobeno
pritomnosti sekuldrniho trendu, ktery vnasi do dat dalsi zdroj variability (spojeny
s rozdilnym tvarem ristové kiivky pro rtizné roéniky narozeni zastoupené ve studii)
s nimz longitudinalni model nepocita. Toto vysvétleni je podpofeno i tim, Ze prolo-
zeni je lepsi pro pozdéjsi prutrezové studie, v nichz je dle antropologi sekularni trend
mezi sledovanymi ro¢niky slabsi.
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