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O PODSTATE A APLIKACICH MCMC METOD

Petr VOLF a Ales LINKA'
UTIA CAV a TU Liberec, KAP

Abstract. We give an overview of MCMC algorithms, namely of the Gibbs
sampler, Metropolis—Hastings algorithm and its variant using the simulated
annealing. The conditions for convergence of resulting chain to its invariant
distribution are presented. Then, the multivariate modifications of MH al-
gorithm are discussed. A problem of MCMC synthesis, i. e. the search of the
most probable state of a system is solved as an example.

Peziome: B crarbe nszyuaiotcs MCMC meronst. Ilpennaraiorcs nocra-
TOUHBIE YCJIOBUSA [AJIs CXOAMMOCTH pacipenesneHus nenu MapkoBa —
pesyJibraTra ajropurma Merponoanca—ACTHUHICA — K MHBAPUAHTHOMY
pacapenesieruio. OOCy»kOeHBI HEKOTOPbIE MHOTOPa3MepPHbIE BaPUAHTEL
5TOro Merona. B kauecTBe mpumepa pelraeTcs 3ajada CUHTE3a — CIIy-
YaMHbBIN MOUCK HaliboJ/iee BEpOSATHOIO COCTOSHUS CUCTEMBI.

1. Uvop

MCMC metody jsou postupy zalozené na intenzivnich simulacich. V pod-
staté provadéji ndhodné prohledavani urcitého prostoru a pravidlo prohleda-
véani (tj. pravidlo pro ndhodné prechody od stavu k stavu) je voleno tak,
aby vysledkem MCMC procedury byla posloupnost prvka (stavil) s roz-
délenim pravdépodobnosti konvergujicim k rozdéleni nami pozadovanému.
Neékdy také generujeme posloupnost prvki tak, aby konvergovala k prvku
optimélnimu (kde optimalita je vyjadfena maximem pravdépodobnosti).

Prvni pripad se ¢asto pouziva k generovani aposteriorniho Bayesova roz-
déleni pfi odhadovéni parametru slozitych modelu. Piikladem je nastaveni
parametru v modelech — neuronovych sitich ¢i v jinych matematickych mode-
lech, které odhadujeme pomoci trénovacich dat [24], [16]. Druhy ptipad (tj.
napiiklad spojeni MCMC metod se simulovanym zithdnim) je urcen k hledani
nejpravdépodobnéjsich konfiguraci stavu systému, naptiklad pfi rekonstrukei
obrazové informace, [12], pii feSeni uloh rozpoznavani a shlukové analyzy.
Jako priklad uvedeme model vzlinani tekutiny v textilnim materidlu, kdy je
cilem nalézt nejstabilnéjsi (nejpravdépodobnéjsi) stav systému.

Pokud v nasledujicim textu budeme mluvit o rozdélenich pravdépodob-
nosti, budeme si pro jednoduchost pfedstavovat (pokud to situace dovoli),
Ze pracujeme se spojitymi distribucemi, tedy reprezentovanymi hustotami
(vzhledem k Lebesgueové mife).

'Tato prace vznikla s podporou grantu GA CR.201/97/0354 a grantu MSMT VS/97084.
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2. PREHLED NEJZNAMEJSICH MCMC METOD

Je vyvinuto né€kolik skupin metod jak vygenerovat vybér z urcitého rozdéleni
a vyhnout se pfitom vypoctu presného tvaru tohoto rozdéleni ¢i jak generovat
Markovovu posloupnost, jejiz rozdéleni se blizi k onomu cilovému. Do prvni
skupiny (vesmés jednodussich postupu) patii napf. zamitaci metoda, [1],
nebo metoda ,,sampling —resampling® (vdZeny bootstrap). MCMC procedury
tvori skupinu druhou:
Gibbstuv algoritmus. (viz [3],[8],[18]) je MCMC metoda, kterd je vhodné pro
pfipad mnohorozmérné veli¢iny X € X C RP. Nechf je nasim cilem vy-
generovat vzorek s (asponl pfiblizné) rozdélenim s hustotou p(x). Oznacme
pj(zj|z(—j) ) hustoty podminénych rozdéleni, kde x(_; = (1,..., 251, %41,
CTp).

Algoritmus zaéne z néjaké (zvolené) pocateéni hodnoty x(®) a postupné
v kazdém kroku inovuje jednu slozku x, a to tak, Ze ji generuje pravé z pod-
minéného rozdéleni p;. Takze napiiklad novou j-tou slozku v (m+ 1). cyklu
dostaneme tak, ze a:§m+1) vygenerujeme pomoci hustoty

m—41 m+1 m m
pj(acj|x§ + ),...,xg-_f ),x§-+i7...,x,(, )).

Zjevné dostévame nahodnou posloupnost (™ m = 0,1,2, ..., ktera je
Markovova. Neni problém ukézat, Ze hustota invariantniho rozdéleni takovéto
Markovovy posloupnosti je pravé p(x), a ze rozdéleni (™) pii m — oo
k tomuto invariantnimu rozdéleni konverguje. Podminky jsou formulovany
napf. v [18], ale jak uvidime, lze Gibssuv algoritmus povaZovat za piipad
algoritmu Metropolise-Hastingse a zkontrolovat podminky pro konvergenci
v rdmci tohoto algoritmu.

Samoziejmé, zdaleka ne vzdy zname tvar podminénych pravdépodobnosti
p;. Pak je mozné Gibbsuv algoritmus pii generovani kazdé nové slozky kombi-
novat se zamitaci metodou, anebo pouzit proceduru Metropolise-Hastingse.
Algoritmus Metropolise-Hastingse. (viz [3],[18],[23]) také vytvaii Markovovu
nahodnou posloupnost, a to nasledujicim zpusobem. Necht (™) je zatim po-
sledni ¢len posloupnosti, necht g(x|z(™) je néjakd (zatim zcela libovolna)
hustota rozdéleni pravdépodobnosti (tj. muze byt podminénad hodnotou po-
sledniho ¢lenu posloupnosti, ale nemusi). Vygenerujme s jeji pomoci “kandi-
data” x* na dalsi ¢len posloupnosti. Polozme pak

p(a*) - q(z™|z*)

m(x*, ™) =
@ 52 = @) - glaratm)

(m(z*, (™)) = 1, pokud by jmenovatel byl nula), a p¥ijméme (™1 = z*
s pravdépodobnosti min{1, 7(x*, (™)}. Pokud * nepiijmeme, poklddame
(M) = (™) Viimnéme si, Ze ve jmenovateli je pravdépodobnost, podle
které jsme vybrali novy ¢len, v citateli pak pravdépodobnost pfechodu od
nového ¢lenu ke starému.
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Takto tedy vznika Markovova posloupnost, jejiz vliastnosti do zna¢né miry
zavisi na vlastnostech rozdéleni generujiciho nové kandidaty, tj. rozdéleni
zde reprezentované hustotou ¢. I tu muZzeme chéapat jako hustotu rozdéleni
pravdépodobnosti pfechodu pro n&jakou (jinou) Markovovu posloupnost na
X (a to samoziejmé i v ptipadé, kdy ¢(«'|x) = q(x’) — tj. ¢ by generovala
i.i.d. posloupnost).

Z ptijimaciho pravidla je vidét, ze pfipadna neznalost normujici konstanty
u p(x) zde nevadi. V pfipadé mnohorozmérné ndhodné veli¢iny X muzeme
MH algoritmus také pouzit (podobné jako Gibbstv) postupné pro inovaci
jednotlivych slozek.

Tento algoritmus ma mnoho variant, jedna z nich, algoritmus Metro-
polistv (napf. [3]) pouzivd generujici rozdéleni reversibilni, tj. takové,
ze q(z'|x) = q(x|x’). Pak je pfijimaci pravidlo zaloZeno jen na poméru
7 = p(x*)/p(x(™). Vidime zde jasné, e tyto algoritmy podporuji pfijimani
prvka @, které maji velkou pravdépodobnost p(x). Pokud chceme ziskat je-
den bod nejlépe reprezentujici rozdéleni p(x), mizeme vzit prumér z hodnot
x(™) (ptipadné po vynechani pocateéni ¢asti fetézce). Mizeme také pouzit
postup zvany simulované zihani, které vede k nalezeni prvku maximalizuji-
cfho pravdépodobnost (hustotu) p(x).

2.1. Simulované Zihani (simulated annealing). Az dosud jsme popi-
sovali situaci, kdy na zékladé ndhodného generovani kandidatu a pfijima-
cfho pravidla generujeme (Markovovu) posloupnost postupnych feSeni. Pied-
stavme si, ze se chceme pribliZit k feseni, které maximalizuje néjakou funkci
g(x). Postupem popsanym dosud, s pfijimacim pravidlem zaloZzenym na

_exp(g(x”)) gq(zlz")
exp(g(x)) q(x*|x)’

bychom dostali fetézec (%), s = 1,2,..., pii¢emz rozdéleni veli¢iny x(*) by
se blizilo k C - exp(g(x)). Pokud bychom ale pouzili ptijimaciho pravidla za-
lozeného na 7(s) = (7)Y/7) tak, ze T(s) > 0, T(s) — 0 pro s — oo (kde s
je dislo iterace), dostaneme (pfi vhodné volbé funkce T') pfimo konvergenci
x*) k & = argmaxg, g(x). Vhodna volba je napifklad T = K/log(1 + s)
(konvergence T'(s) — 0 by neméla byt p¥ilis rychld, pak by totiz bylo nebez-
peci, Ze prijimaci pravidlo nas zavede do lokdlniho maxima a nedovoli nam
z néj jiz vyskocit). V jednoduchém p¥ipadé s rovnomérnymi &i reversibil-
nimi pravdépodobnostmi ¢ je tedy prijimaci pravdépodobnost simulovaného

zihani
win {1, () = exp (Io(e") ~ )] 75 )}

Vice podrobnosti 1ze najit v ¢lanku [12] v Robustu’90.
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3. O KONVERGENCI MH ALGORITMU

V Kklasické teorii Markovovych fetézcu, napt. [6], se pracuje vét$inou s koned-
nymi ¢ spocetnymi prostory stavi. S tim bychom ovSsem napiiklad v pripadé
stavu — parametru regresniho modelu nevystacili. Teorie tedy musi zahrno-
vat i nespocetné stavové prostory. Na druhé strané, MCMC vétsSinou generuje
Fetézce homogenni, ¢i nanejvys s pomalu se ménicimi prechodovymi pravde-
podobnostmi (napiiklad pfi uziti simulovaného zihani), nebo se st¥idanim
nékolika skupin pfechodil (tzv. hybridni algoritmy). Podminky pro konver-
genci Markovovych Fetézcu s nespocetné stavy jsou formulovany napf. v [18],
podminky pro detailni rovnovahu jsou zkoumény také v [7] a [23].

Uvazujme tedy Markovovu posloupnost se stavy z nespocetné mnoziny
E C R*. Necht X xM X je nds Markoviv fetézec, K (z,y) oznad-
me jeho jadro pfechodi popisujici pravdépodobnost pfechodu z  do y. V pii-
padé MCMC je zpravidla substochastické, tj.

/K(w,y)dyﬁl, R(x)=1—/K(w,y)dy20,
E E
kde R(xz) je pravdépodobnost, Ze fetézec zustane ve stavu z. Dale oznacme

K®(2,y)

- /E KO (z,2) K(z.y)dz + K0 V(2,y) - R(y) + [R()]" K (x,y)

jédro popisujici pfechody za t krokt (opét muze byt substochastické). Oznac-
me jesté p(z) hustotu invariantni distribuce fetézce a prfedpokladejme, Ze
je p(z) > 0 na E. Tato hustota tedy spliiuje

[ pae= [ P(x0  ax® =) pe)a
A E
pro vS8echny méfitelné mnoziny A C E. Pfitom je
P (X(l) e AIX© = z) = / K(z,y)dy+ R(z) - 1[z € A].
A

Jadro K je ireducibilni, jestlize pro vSechna x € F a pro vSechny méfi-
telné A C E je P(X® € A|IX©® =z) > 0 pro n&jaké t > 0. Déle, jadro
je aperiodické, kdyz pro zadné n > 2 neexistuje rozklad U?:1 B; = E ta-
kovy, Ze Fetézec pravidelné (periodicky) navstévuje mnoziny B;. Tyto definice
jsou znamy ze standardni teorie Markovovych fetézct, a také zde jsou tyto
vlastnosti zakladem ke konvergenci rozdéleni fetézce k jeho invariantnimu
rozdéleni, viz [18]:

Tvrzeni 1. Nechf p je hustota invariantniho rozdéleni fetézce X (9, X (1),
X®@ .. a piechodové jadro K je ireducibilni a aperiodické, pak pii t — oo,
prokazdé z €

0) [ |KO(x,y) — p(y)| dy — 0;
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ii) pro redlnou a p-integrovatelnou funkei f,
1 t
n Z 9) — / f(@)p(z)dx a.s.

Tvrzeni i) ¥ké, Ze rozdéleni X® konverguje k invariantnimu, tvrzeni ii) -
ergodic¢nost - pak mimo jiné, Ze prumér z ¢lenu fetézce je rozumnym odhadem
pro stfedni hodnotu invariantniho rozdéleni (a Ze to plati i pro transformaci
Fetézce).

3.1. Podminky pro konvergenci. Necht znovu ¢(y|z) je hustota prav-
dépodobnosti pro navrhovani novych prvki fetézce (na dosavadnim prvku
x zéviset muze, ale nemusi) a necht p(z) je hustota rozdéleni, ke kterému
chceme dospét. Pak prechodové jadro pro fetézec generovany MH algorit-
mem je K(z,y) = q(y|z) - a(z,y), kde

[ py)a(zly) 5 () alulz
mm{p(m)q(y|x)’ 1} kdyz p(x) q(y|z) > 0

1 kdyz p(z) q(y|z) = 0.

Neni problém ukézat, ze p(x) skuteéné je hustota invariantniho rozdéleni.
Nejprve se ukaze, ze plati podminka detailni rovnovahy: p(z) K(z,y) =
p(y) K(y,x). Pak, pro kazdé A C F,

/E (X(1 c AIX° = z) p(z)dz =

= /{/szdy—i—R zeA}
_ //Ky dzdy+/R 1z € Alp(z)dz =
= /A(1— R(y) dy+/R dz—/Ap(y)dy-

Ke konvergenci a ergodi¢nosti Fetézce generovaného algoritmem typu MH
sice stac¢i méné nez podminka detailni rovnovahy, platnost této podminky je
vSak snadné prokazat a dava i navod, jak algoritmy konstruovat. Samotnd
konvergence pak plyne z vlastnosti pravdépodobnosti (¢éi jejich hustot) podle
kterych navrhuji nové ¢leny fetézce, viz [18]:

Tvrzeni 2.

a(z,y) =

i) Je-li ¢ aperiodickd (jako hustota pravdépodobnosti pfechodu), pak
K je také aperiodické,

ii) Je-li ¢ ireducibilni (na E), a q(y|z) = 0 pravé kdyz ¢(x|y) = 0, pak
K je ireducibilni.
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3.2. Modifikace mh algoritmu. Nejcastéjsi modifikace spociva v tom, ze
se pohybujeme ve vicerozmérném prostoru a inovujeme pomoci MH algo-
ritmu jednu slozku vektoru @ za druhou. Slozky muzeme inovovat v ustale-
ném poradi nebo je vybirat ndhodné. Kazdy dil¢i krok by mél spliiovat pod-
minky kladené na MH algoritmus (tj. detailni rovnovahu) a stejné podminky
by méla spliiovat i kombinace téchto kroku (dulezita je napfiklad podminka
ireducibility Fetézce navrhovanych stavi). Znamend to pro kazdou slozku j
mit “navrhovaci” pravdépodobnost g; (x;‘ |z). Pro takovy krok inovujici j-tou
slozku je pak pfijimaci pravdépodobnost (tj. toho, zda zj vyméni dosavadni
xj) min(1,7;), s

p(a”) g;(xslz”)
p(x)  g;(z]|x)
kde x* = ($1, . 733]'—1733;7'7:]'-4—17 . ,Z‘p).

Vsimnéme si jesté, co se stane, kdyz za navrhujici pravdépodobnosti vez-
meme pj(x;f|a:(_j)), tj. podminéné cilové pravdépodobnosti, tak jak je to
u algoritmu Gibbse. Dostaneme pak m; = 1, to znamena, ze vzdy novou
komponentu z} pfijmeme. Vidime, Ze z tohoto hlediska je Gibbsiv algorit-
mus zvlastnim pfipadem MH algoritmu.

Obecnéjsi situace 1ze popsat takto: méjme v kazdém kroku k dispozici né-
kolik moznosti, jak provést prechod k novému stavu. Mezi témito moznostmi
vybirdme (at uz ndhodné nebo nendhodné). Dokonce se muze stit, ze pre-
chody vedou do raznych prostort. Napiiklad, v [24], kdyZ se konstruovala
funkce z polynomiélnich splinu, tak hledanym parametrem byly uzly téchto
splini, a hledal se i jejich optimalni pocet. Takze nutné dochézelo k pre-
chodtiim mezi prostory ruznych dimenzi. Pak je potifeba dat pozor na pomér
q1(w1|72) /g2 (w2|21), kde napt. q; oznacuje prechod z R? do R! a ¢ naopak.
Miize se stat, ze zatimco g2 je hustota spojitého rozdéleni, je ¢q; diskrétni
pravdépodobnost. Hloubéji se timto piipadem zabyvaji [7] i [23]. Podstatné
je (spi$ nez to, Ze ob& pravdépodobnosti jsou definovany na jinych prosto-
rech), aby navrzené prechody mély vzdy definovény i pfechody opacéné (rea-
lizovatelné s nenulovou pravdépodobnosti — ¢i hustotou pravdépodobnosti).
Vlastné to jiz vyjadiuje druhd ¢ast predpokladu ii) Tvrzeni 2.

7Tj= 3

4. PRIKLAD — SIMULACE SMACENT VLAKNA KAPALINOU

Predstavme si jednoduchou situaci: V nadobé mame kapalinu a kolmo do ni
vnorime vldkno z néjakého materidlu. Dojde k interakci mezi vlaknem a kapa-
linou, kterd je dana vzajemnou adhezi materidli. Situace se ustali ve stavu,
ktery by mohl byt popsan jako stav s minimélni potencidlni energii. Pti-
tom proti stoupani kapaliny po vldkné ptisobi soudrznost kapaliny (koheze)
a gravitace. Zkusme tuto situaci jednoduse simulovat. Pujde tedy o feSeni
tlohy syntézy, tj. budeme generovat Markovovu posloupnost stavu systému
tak, abychom se blizili k staviim majicim urc¢ité rozdéleni pravdépodobnosti,
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pfipadné k stavu toto rozdéleni maximalizujici. Vyuzivame zde modelu uve-
deného v [15], program je vytvoren v MATLABu.

Piedstavme si krychlovou sit (z xy * z, x,y,2=1,2,...,M, dohromady tedy
N = M? bunék. Buitky budeme oznacovat indexem i = 1,2,..., N, budeme
ale mit i jejich x, y, 2z soufadnice z;, y;, 2;. Zavedme veliciny

ki = 1, je-li v misté (7) kapalina,
= -1, neni-li tam,
s; = 1, je-li v onom misté vldkno (pak p¥islusné k; = —1),

= 0, pokud ne.

Na zacatku mame tedy fixovand s; a pocatecni hladinu kapaliny K, tj.

k, = 1 pro z; <K, pokud s; =0,

ki, = —1 pro z > K.
Uvazujme t¥i koeficienty, a to gravitace, koheze, adheze, Cy, C, C,. Déle
uvazujme vzdjemné pusobeni, at uz kapaliny vzdjemné, ¢i kapaliny s vldk-
nem, jen v sousednich k sobé pfiléhajicich bunkach nasi sité. Tedy kazda
buiika mé 6 sousednich. Tyto okolni butiky k i-té ozna¢ime O;. Néasledujici

funkce H je Hamiltonidn soustavy, ktery je zde imérny (potencialni) energii
systému:

N N N
(2) H(k):ZCgkizi—ZZCkkikj—ZZCaki5j~
i=1 i=1je0; i=1j€0;
Z jiného pohledu muzeme kazdému stavu, tj. konfiguraci k = {k;, ,i =
1,..., N} pfifadit pravdépodobnost
(3) P(k) = C - exp(—H(k)),

kde C' je normaliza¢ni konstanta. Tento typ modelu je Isingiv model, viz
i [12]. Je mozné odvodit i podminéné pravdépodobnosti svazujici rozdéleni
stavu v dané burice se stavy v bunkach sousednich.

Takto méme tedy zaddnu ulohu a) generovat konfigurace odpovidajici
(aspon pfiblizné) rozdéleni pravdépodobnosti (3), b) najit konfiguraci k =
{ki, © = 1,..., N} maximalizujici (3). Pfitom, uvazujeme-li uzavienou na-
dobu, zustava Zi\;l k; konstantni. Tato tloha je Fesitelnd metodami MCMC
(a metodami podobnymi).

P1i generovani markovské posloupnosti konfiguraci, jejiz rozdéleni konver-
guje k (3), muzeme, jak jsme vidéli, postupovat zhruba dvéma zpusoby:

(1) Gibbsuv algoritmus — vyzadoval by z (3) odvodit p¥islusna pod-
minénd rozdéleni Pj(k;|k(_;) a z nich pak generovat postupné a
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opakované hodnoty v jednotlivych bunkach. Protoze jde o “nula—
jednickové” veli¢iny, neni problém toto podminéné rozdéleni odvodit:
1

1+ exp(—Cyz + Cq 20,5t Ck Yo, k)
Pi(ki =1[k(—i)) = 1 - P(ki =0|ks).

Situace je zjednoduSen4 tim, Ze (alespon pfi normélnich podminkach,
kdy Cy i C > 0) v tvahu pfipada pouze zména na hladiné kapaliny.
Znamena to, Ze se v jednotlivych krocich budeme snazit v (ndhodné)
vybraném bodé (z,y) zvednout ¢ snizit hladinu o 1 jednotku (tj.
o 1 buniku v nasi siti = % y * z ve sméru z). Problém ale je, jak pfi
generovani zachovat onu podminku (alespont vzdy béhem nékolika
kroku), ze Zf\il k; = const. Z tohoto duvodu je v tomto pripads
Gibbsuv algoritmus nevhodny. Proto pouzijeme radéji

(2) Algoritmus Metropolise-Hastingse — nap¥. nasledujici variantu:

N4hodné (a rovnomérné v siti zxy) zvolime 2 body (21, 1), (22, y2)l]

a ndhodné (opét rovnomérné) rozhodneme, ve kterém navrhneme
uvazovat hladinu zvysenou o 1, v druhém pak o 1 snizenou. Pak
spocteme piislusné nové H* = H (k") (kde v konfiguraci k* budou
proti dosavadni k zménény jen 2 hodnoty). Novou konfiguraci pfi-
jmeme s pravdépodobnosti

_ exp(—H")

~ exp(—H)

protoze v MH algoritmu se vyskytujici pravdépodobnosti ¢(k'| k) jsou
zde reversibilni a vykrati se (jde tedy vlastné o variantu Metropolise).

Jsou samozifejmé mozné i jiné varianty postupu. Zajimavé je sle-
dovat situaci s vice vlakny, porovnavat situace s vldkny ruzné vzda-
lenymi apod.

(4)  Pi(k; =0|k(—i)) =

min(1,7), kde =exp(H — H),

Jeden vysledek takového algoritmu (s dvéma vldkny) zde uvedeme. Zvolili
jsme Cy =1, Cy = 4, C, = 3, pocéatecni hladinu 15. Bylo provedeno 500
"globélnich’ iteraci (tj. M x M x 500 pokusu inovovat dvojici hodnot). V
kazdé butice jsme pak za FeSeni vzali tu hodnotu (1 ¢ —1), kterd se v butice
v poslednich 200 iteracich vyskytla ¢ast&ji (tj. prvnich 300 iteraci nebylo
brano v uvahu).

Resili jsme i ilohu najit konfiguraci s maximalni pravdépodobnosti. K to-
mu modifikujeme pfijimaci pravidlo, abychom dostali metodu simulovaného
zihani. Tedy

T
kde m je ¢islo ’globalni’ iterace, T, = 2/log(1 + m). Vysledek je na obr. 1.

ﬂ:ﬂm:exp{(ﬂ_ﬂ*)-i},
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Obr.1. Simulace smaceni dvou blizkych vlaken

5. VYUZITI MCMC V BAYESOVSKE ANALYZE DAT

Predstavme si, ze data y, ktera mérime, jsou realizace ndhodnych velic¢in
Y =Yi,...,Y,, model “vzniku” dat necht je popsdn pomoci pravdépodob-
nosti (feknéme hustoty) f(y;6), kde 8 € © C RP je nezndmy parametr.
Neurcitost hodnoty 6 se popisuje pomoci apriorniho rozdéleni — oznac¢me
je (jeho hustotu) go(0). Bayesovo pravidlo pak udavé aposteriorni rozdéleni
jako podminéné rozdéleni hodnot parametru pfi napozorovanych datech, tj.

(5) p(0ly) = C(y) - f(y;0) - 90(6).

Zde C(y) je normujici ¢len, nezavisejici na 8. Jako bodovy odhad parametru
0 se nejCastéji pouzivd modus aposteriorniho rozdéleni, é(y) = argmaxg
p(8ly) nebo B(y) = E(B|y), tj. stiedni hodnota z aposteriorniho rozdélen.

Problém samoziejmé byva s vipoctem &lenu C(y), ten ale k zjisténi 0(y)
vlastné nepotiebujeme. Jenze asto (v pfipadech mnohorozmérného 6) neni
snadné ziskat ani maximum, ani dalsi charakteristiky aposteriorniho rozdé-
leni (mohly by nas zajimat pfedevSim rozptyl a kvantily, ke zjisténi “site”
aposteriorniho rozdéleni a tim i spolehlivosti odhadu parametru). A tady
nastupuji metody, které jsou schopny aposteriorni rozdéleni nasimulovat.

V dalsim budeme s daty y zachazet jako s “konstantou” — tj. jsme v situaci,
kdy data jsou k dispozici a na§im cilem je odhadnuti aposteriorniho rozdéleni
parametru. Jde tedy jen o modifikaci metod, které jsme popsali v ¢asti 2.

5.1. Generovani aposteriorniho rozdéleni. Cilové distribuce je nyni te-
dy déna hustotou p(8|y), kde y jsou ‘pevnd’ data. V Gibbsové algoritmu
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potfebujeme znat podminéné aposteriorni hustoty
pi(0;10(—j),y) = C(0—j),y) - f(y;0) - 90; (0510 (—)),

kde go; je hustota podminéné apriorni distribuce.
Algoritmus Metropolise—Hastingse. mé nyni pfijimaci pravidlo zaloZené na

L PO7ly) a(6l6",y)
p(Oly) q(67(6,y)’
kde 0 je posledni ¢len Ffetézce, 8 je kandidat navrzeny na novy ¢len,
q(0%|0,y) je hustota pravdépodobnosti (kterd, jak vidime, muZe zviset nejen
na stavajicim stavu Fetézce 0, ale i na datech y), ze které byl " navrzen.

Vsimnéme si, jak se rozhodovaci pravidlo zjednodusi, kdyz budeme kan-
didaty na nové c¢leny posloupnosti generovat pfimo z apriorniho rozdéleni
go(0). Dostaneme (po dosazeni za p(0|y) z Bayesova vzorce (5))

(©) (0. 0) = L0 90(07) " 900) _ f(y:0")
f(y;0)-90(0)  90(67)  f(y3;0)
neboli vérohodnostni pomér.

Jak jsme fekli, i v pfipadé MH algoritmu muzeme postupovat po ¢astech,
tj. zde inovovat 8 po komponentach. To znamend v kazdém kroku vybrat j
(ndhodné nebo i ve stalém pofadi), navrhnout 9}‘ znéjaké podminéné distri-
buce ¢; (0510, y), aprijmout % (nové 8" jepak (01, ,0;-1,07,0;-1,...,0;))
s pravdépodobnosti min(1, 7), kdyz
i (05105),Y) ¢;(6,6",y)
p;i(0;10-5),y) 4;(0510,y)

Opét, navrhovaci distribuce nemusi zaviset na dosavadnim 6 a datech y,
muzeme pouzit i podminéné apriorni rozdéleni.

Protoze ptiklady téchto feSeni byly jiz na konferencich ROBUST uvé-
dény, nebudeme je zde opakovat. Jen pripomeneme, ze jednim byl priklad
rekonstrukce znehodnocené obrazové informace modelované pomoci Isingova
modelu, v [12]. Aplikace MH algoritmu na optimalizaci vybéru polynomi-
alnich splinti v tloze neparametrické regrese byla uvedena v [24]. Bohatym
zdrojem informace o vyuziti MCMC metod jsou také sborniky konference
COMPSTAT’96 (napf. [13], [14]) i sbornik COMPSTAT’98, ktery se pravé
pripravuje.

LITERATURA

(1] Antoch J. a Vorlickova D. (1992). Vybrané metody statistické analyzy dat. Academia,
Praha.

[2] Arjas E. a Liu L. (1995). Assessing the losses caused by an industrial intervention
— a hiearchical Bayesian approach. JRSS C44, 357 —368.

[3] Bernardo J. M. a Smith A.F.M. (1994). Bayesian Theory. J. Wiley, New York.



O podstaté a aplikacich MCMC metod 253

[4] Besag J. (1986). On the statistical analysis of dirty pictures (with discussion).

5

6

19

20

[21

[23

[24

7

]

]

]

]

(8]

JRSS B 48, 259 -302.

Besag J., Green D., Higdon D. a Mengersen K. (1995). Bayesian computation and
stochastic systems. Statist. Science 10, 3—66.

Feller W. (1968). An Introduction to Probability Theory and Its Applications.
J. Wiley, New York.

Gelman A. a Rubin D. B. (1992). Inference from iterative simulation using multiple
sequences (with discussion). Statist. Science 7, 457 —472.

Geman S. a Geman D. (1984). Stochastic relazation, Gibbs distributions and the
Bayesian restoration of images. IEEE Trans. Pattern Anal. Mach. Intell. 6, 724 —
741.

Geyer C.J. (1992). Practical Markov chain Monte Carlo (with discussion). Statist.
Science 7, 473 —-511.

Green P.J. (1995). Reversible jump MCMC computation and Bayesian model de-
termination. Biometrika 82, 711—-732.

Hastings W. K. (1970). Monte Carlo sampling methods using Markov chains and
their applications. Biometrika 57, 97— 109.

Janzura M. (1990). O jednom pravdépodobnostnim algoritmu pro optimalizaéni
tilohy. Robust’90, JCMF, 84 —88.

Janzura M. (1996). Image processing, Markov chain approach. Compstat’96, Phys-
ica Verlag, 89 —100.

Linka A., Picek J. a Volf P. (1996). Monte Carlo method for likelihood regression
analysis. Compstat’96, Physica Verlag, 343 —348.

Lukas D. (1997). Smdéeni vldken vnotengch kolmo do hladiny kapaliny. Strutex 97,
TU Liberec, 10—-17.

Neal R. M. (1993). Probabilistic Inference Using Markov Chain Monte Carlo. Techn.
Rep. CGR-TR-93-1, Univ. of Toronto.

http://www.cs.utoronto.ca/~radford.

Neal R. M. (1996). Bayesian Learning for Neural Networks. Springer Verlag, New
York.

Roberts G. O. a Smith A.F. M. (1994). Simple conditions for the convergence of the
Gibbs sampler and Metropolis — Hastings algorithms. Stoch. Processes and Applic.
49, 207 -216.

Smid J., Volf P. a Rao G. (1997). Monte Carlo approach to Bayesian regression mo-
deling. Computer Intensive Methods in Control and Signal Processing, Birkhauser,
Boston, 169 —180.

Smith A.F. M. a Gelfand A. E. (1992). Bayesian statistics without tears: A sampling—
resampling perspective. The American Statistician, 46, 84 —88.

Tanner M. A. (1993). Tools for Statistical Inference: Methods for the Ezploration of
Posterior Distributions and Likelihood Functions. Springer Verlag, New York.
Tierney L. (1994). Markov chains for exploringposterior distributions. Annals of
Statist. 22, 1701 —-1728.

Tierney L. (1995). A Note on Metropolis—Hastings Kernels for General State Spaces.
Techn. Report No 606, School of Statistics, Univ. of Minnesota.

Volf P. (1996). Bayesovsky odhad parametri modelu metodami MCMC'. Robust 96,
JCMF, 273 -284.



