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O ROBUSTNOSTI KRITERIA
PRO VYRAZENI REGRESORU

Karel VLCEK
KMA ZCU, Plzen

Abstract. The paper deals with a problem of omitting one regressor in
a linear model with a nonstochastic matrix of a full rank. The value of the
regression coefficient that makes the mean square errors of predictions for the
full model and the corresponding submodel equal will be called the boundary
coefficient. We consider a bayesian approach for which the square of the given
regression coefficient has a dichotomic symmetric distribution the mean of
which is the boundary coefficient. We also investigate an asymptotic case
and robustness with regard to nonnormal distributions of errors.

Pesrome: PaccmaTpuBaeTcs: BOIIPOC y AAJIEHUS OQHOIO PErpeccopa B au-
HEWHOI perpeCCUOHHOM MOAEJIN C IOCTOSSHHOM MAaTpUIEl IOJ/BHOIO PaH-
ra. Perpeccuonnsbiit KOs PpUIMEHT, MJIsi KOTOPOI'O IOJbHAA MOEJbh M MO-
ness 0e3 yaJIeHOrO perpeccopa MMeEIT OOMHAKOryio moreps MSE, Gy-
JEeM Ha3bIBATh IPeAesbHBIM Koddduimentom. M3yuaercs GailiecoBckmit
MOAXOM, MPU KOTOPOM KB3APAT PErPEeCCUOHHOrO KO2(P(PUIMEHTa UMeeT
aNpPUOPHOE PACIPENEIIEHNE C ABYyMs 3HAUEHUSIMN CUMMETPUUECKN DPaC-
MIOJIOXKEHHBIMU OKOJIO KBaJIpaTa IpenesbHOro Koaddunmenra. Paccma-
TPUBAETCS TAKKE ACUMIITOTUUECKUI Cciayuall 1 pobaCTHOCTE IO paCIpe-
JEJIEHUIO OmMOOK.

1. HLAVNI VYSLEDKY
Uvazujme linedrni regresni model
(1) y=XB+Zv+e,

kde pro zacatek predpokladejme, ze X je konstantni matice typu n x p, Z je
konstantni matice typu n x 1, matice (X, Z) méa plnou hodnost p; = p+1 <n
a e je vektor nekorelovanych ndhodnych chyb, Ee = 0, vare = 1.
Zaroven uvazujme model vznikly vynechanim regresoru Z, tj.

(2) y:X/B+e*a

kde e* = Zv + e. Odhady parametri 3 a v v modelu (1) ziskané metodou
nejmensich ¢tverci (dale jen MNC) ozna¢me by, a cg, tj.

b -1

(3) <Cg> = [(X, Z)'(X7 Z)} (X, Z)'y.
9

Odhad parametru 8 v modelu (2) ziskany MNC ozna¢me b, tj.

(4) b= (X'X)"'X'y.

Zajimejme se o linedrni parametrickou funkci © = rbﬂ + 747, kde rg je
typu p x 1 a 7y je redlné ¢islo. Odhady této parametrické funkce ziskané
z modeli (1) a (2) oznat¢me O = rgbg + rycg, TeSp. 6= rgb.
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Vsimejme si stfednich kvadratickych chyb téchto odhadt,
MSE (6@) = E[6@ -],

MSE(©) = E[6-6]"

V Reif a Vicek (1998) je dokdzdna véta:
Véta 1. Pro vyse definované odhady parametrické funkce © plati rovnost
(5) MSE (69)) — MSE () = t?Z'MZ(0? — 4?Z'MZ),
kde M =1— X(X'X)"tX’ at je rediné cislo, které nezdvisi na 0% a 7.
Poznamka 2. Z predpokladu iplné hodnosti modelu (1) plyne Z'MZ > 0.
Miizeme tedy oznacit C = (Z'MZ)™' a pocitat napi. V/C.
Dusledek 3. Za vyse uvedenych predpokladi plati implikace

1) 42<Co? = MSE(09) > MSE (0) pro viechny par. funkce ©,

2) 42>Co?> = MSE(69) < MSE(0) pro vsechny par. funkce ©.

Abychom se rozhodli, zda z hlediska minimalizace MSE odhada je vhod-
néjsi pouzit model (1) nebo (2), potfebujeme zjistit, zda v2 > Co? nebo
~v? < Co?, kde C je znamé ¢islo, parametry 72 a o2 v8ak nezndme. Nabizi
se moznost pouzit misto v jeho odhad ¢, zjistény MNC z vétstho modelu (1)
a za o® piislusny rezidualni rozptyl s2 (z vétsiho modelu). Statistika s7 je
?, avSak ¢ je vychylenym odhadem ~?. Z kla-
sické teorie lze snadno odvodit, Ze nevychylenym odhadem ~? je statistika

sice nevychylenym odhadem o

v2 = ci — C’sz. Potom plati ekvivalence

"o 2 2 2 2

v 2>Csy & c;—Cs;>Cs; & ¢
a analogicky

®) 2 |Cg|

(6) 1 <Cs; & Sg\/agx/i

Zatim jsme neméli zadny specificky predpoklad o rozdéleni ndhodnych
odchylek e;,i = 1,...,n. Pfedpokladejme dile, ze e ~ N(0, o). Vy-
raz na pravé strané ekvivalence (6) pfipomind oboustranny ¢-test hypotézy
7 = 0, pouze namisto kvantilu ¢;_, /2(n —py) srovnavame absolutni hodnotu
znamé t-statistiky s ¢islem /2. Pro zajimavost poznamenejme, 7e , test* (6)
pro n — oo odpovida hladiné vyznamnosti o ~ 0.16.

Otézkou zUstava, zda dosazovani nevychylenych odhadt parametri 2
a 02 do nerovnosti v diisledku 3 pii rozhodovani o vynechani regresoru Z je
vhodnou volbou, zda se radéji nefidit jinymi kritérii.

Pristupme nyni k nasemu problému jako k bayesovskému rozhodovacimu
problému s urc¢itym apriornim rozdélenim koeficientu ~.
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Oznaéime-li ¥ = 0/C, lze diisledek 3 pFepsat do tvaru

MSE (0) > MSE(®) pro~* <7

MSE (69) < MSE(6) pros? > 42

Protoze si prejeme volit apriorni hustotu tak, aby byla co nejjednodussi
a nezvyhodrovala predem ani bohatsi, ani chudsi model, budeme volit dis-
krétni rozdéleni pro ~ tak, aby

> [ 74 s pravdépodobnosti 1/2
7= v% s pravdépodobnosti 1/2,

kde 7%, v% jsou symetricky rozlozeny kolem 72. Volme

ya = AVI+A,
B = :YV]-iAv

kde 0 < A < 1. Tato volba zaruc¢uje, Ze pro v2 = 74 ma vyraz na pravé
strané rovnosti (5) pfesné opa¢nou hodnotu nez pro v? = v%. Motivaci této
volby je, ze pozdéji budeme misto ztratové funkce MSE uvazovat jednodussi
ztratovou funkei s hodnotami { 0;1 }.

Pfi dalsim apriornim pfedpokladu v > 0 je tedy nase apriorni rozlozeni
koeficientu vy definovano nasledovné:

v = ~va s pravdépodobnosti 1/2,
v = ~p s pravdépodobnosti 1/2.

Tuto variantu budeme nazyvat jednostrannou.

Pozdéji budeme uvazovat téz variantu, kterou budeme nazyvat oboustran-
nou, kdy v muze nabyvat hodnot v4, Y5, —va, —7B, kazdé s pravdépodob-
nosti 1/4.

Volme pro zacatek velmi jednoduchou ztratovou funkci zapsanou zatim
obecné takto:

0 jeliv2 =% a volime model (1)
nebo

je-li v2 = 4% a volime model (2),

1 jeli v2 = ~3 a volime model (2)
nebo
je-li 42 = v% a volime model (1).

K Gplnému popisu funkce L je samoziejmé tieba definovat, pro jaky vektor
y se rozhodneme pro model (1), ev. (2).
Jednou z moznosti volby rozhodnuti je vyuzit opét statistiku

(7) Q= ,
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respektive statistiku
2. 2/.2
Q* = [s2C.

V jednostranném ptipadé pfijmeme chudsi model (2) pro @ < ¢(¥), bohatsi
model (1) pro Q@ > ¢, kde konstantu ¢(!) budeme specifikovat pozdéji.
V oboustranném pifpadé piijmeme chudsi model (2) pro Q2 < ¢(®, bohatsi
model (1) pro Q% > ¢?.

Omezili jsme se tedy zatim jen na rozhodovaci funkce typu ,t-testu”.
Konstanty ¢, ¢ budeme volit tak, abychom minimalizovali bayesovskou
rizikovou funkci o.

V jednostranném piipadé chceme minimalizovat

oV = [ PQ=qW =70 +0-P@Q>q" [y =74)]P(y=14) +
+ [0-PQ<qW |y=78)+1-P(Q>q¢" [v=75)]P(y=15),

tzn. minimalizovat

oW =<PQ<qM |y=74)+P@Q>q" | y=135)].

N =

Za ptedpokladu normality, € ~ N(0, 02I), ma @ necentralni t-rozdéleni
pravdépodobnosti s parametrem necentrality

(8) oa=V1+A proy=1a,
respektive
9) dp=V1—A proy=ns,

a s poctem stupiii volnosti f :=n — p,.
1)

Pozadavek % vede na rovnici (pro neznamou x = ¢))
q

(10) pi(x,04) — pi(z,68) =0,

kde p}(m, 0) je hustota necentralniho ¢t-rozdéleni s parametrem necentrality
0 a poctem stupiii volnosti f, tedy

(11) py(x,0) =Ty Zy(x) Ty (x,0),
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kde

az o= (2 (5) )
(13) =0 = (1+2) o

(14) Iy (2,6) = Of(x,0) - Ts(x,0),
(15) 0 (2,8) = exp (% fJ:iQ)

(16) Tf(z,cs)/omvfe%(”“f)%,
(17) kp(z,8) = 26 /\/f + 22.

V oboustranném pfipadé se minimalizuje ztratova funkce

0@ =[P(@Q*<q® |y=74)+0-P(Q*>¢® |y =74)| P(y = 74) +
+ [0-P(@ <q® |y=78)+P(@Q >¢® |y=18)]P(y=8)+

+ [P <q® |y=-71)+0-P(@Q*>¢® |y =—74)] P(y = —7a)
+ [0-P@ <q® |v=-y8)+P(Q*>¢® |y =—B)] P(y = —7B)
= i[ (@ <q® |7y =72)+P@>¢® |y=5)+

+ P@Q*<q® |y =—94)+PQ° > ¢® |y =—7p)].

Odtud lze o vyjadfit pomoci hodnot distribuénich funkei necentralniho
t-rozdéleni pravdépodobnosti s parametry necentrality +6 4, £dp v bodech

¢®@ a derivovanim podle ¢(? dostaneme, Ze neznaméa = = ¢(? spliuje
rovnici

(18) p(@,04) — p7(x,08) + pi(z, —04) — pi(zx, —65) =0,
kde
(19) pi(x,0) = (py(Vr,0) + pp(—v/x,9)) /(2V/x).

Dosadime-li posledni vztah do (18) a vzniklou rovnici vyndsobime 2./,
mame podminku

(20)  0=pi(Vx,64) +p}(—v=,04) — [p}(VZ,08) + pj(—V/z,05)]+
+py(V, —64) + P} (=T, —04) — [p}(VT,—0B) + p}(—Vx, —0B)].

Rovnici (10) lze upravit do tvaru

(21) OZHf($,5A) 7Hf(z353);
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kde II;(x,d) je definovana vztahem (14), rovnici (20) do tvaru

(22) 0 = O;(Va,8a) (Tr(va,04) + Tp(=z,04))
kde funkce ©f(x,0) a T¢(x,d) jsou definovany vztahy (15) — (17). Pfi dpravé
rovnice (10) jsme pouze délili nenulovymi vyrazy (12) a (13), pfi apravé
rovnice (20) jsme délili vyrazy I'y a E(y/z) = E(—/z), vytkli jsme ¢leny O
(funkce (15) je sudd v obou proménnych) a uvazili jsme, ze Y(\/x,04) =
T(_\/_a _614)7 T(_\/Ea 614) = T(\/_a _614)7 T(\/Ev 63) = T(_\/_v _63) a
Y(—+vx,0p) = Y(\/z,—dp), viz definiéni vztahy (16) a (17).

Rovnice (21) a (22) lze numericky Fesit a najit tak optimdlni konstanty
g, ¢@ | které pro dané f = n—pgy a hodnotu parametru A oznacime q?) (A)
a q}z)(A). Numerickou integraci lze dokonce pfiblizné urcit i odpovidajici

hodnoty ztratové funkce — oznac¢me je L(l)(A) 5,2)(A). Tak napiiklad

(23) dP05) ~ 07996, L{Y(0.5)~ 04127,
(24) ¢?05) ~ 1.3936, L{¥(0.5)~ 0.4417,
(25) ¢@(05) ~ 14151, L{P(0.5) ~ 0.4163.
Clanek Vliéek (1996) uvadi jiné hodnoty, nebot se tam (na strané 88 sborniku)

uvazuji jind d4, op nez v (8) a (9).

Ukazuje se, ze optimélni konstanty ¢, ¢(®) se pfili§ neméni, ménime-li
hodnotu pomocného parametru A. Lze odekdvat (a numerické experimenty
to potvrzuji), Ze rozhodovani mezi obéma regresnimi modely bude proble-
matictéjsi pro malé hodnoty parametru A. Podivejme se tedy, co se stane
v limité pro A — 04 v nejjednodussim jednostranném piipadé pro jeden stu-
pei volnosti. Vydélme rovnici (21) rozdilem 6 4 — §p # 0 a vezméme A — 0.
Dostaneme rovnici (pro x = ¢(1))

(26) (%)5 _@-o.

Derivovanim a béznymi tpravami lze pro f = 1 po chvili dospét k rovnici

3,—3/(1+ a2
S %m B2
V14 22 V14 22
jejimz FeSenim je &islo q§1)(0) A~ 0.8304 (argument nula oznacuje limitni pfi-
pad).
Uvazujme limitni pfipady pron — oo, tzn. f — co. Necentralni ¢-rozdéleni
s hustotou (11) pak pfechdzi v normélni rozdéleni se stfedni hodnotou d4

=0,
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nebo dp, viz (8) a (9), a rozptylem 1. V§iméme si, ze do stejné situace se
dostaneme pro koneény pocet stupiifi volnosti, budeme-li znat rozptyl o2, tj.
nahradime-li ve vztahu (7) statistiku s, smérodatnou odchylkou o.

V dalsim bude ¢ znacit hustotu normélniho normalizovaného rozdéleni
pravdépodobnosti.

V obou piipadech (n — oo nebo znamy rozptyl o2) prejde rovnice (10)
v rovnici

p(x —064) —p(z —dp) =0,

jejimz feSenim je x = (64 +65)/2 = (V1+ A + /1 — A)/2. Rovnice (20)
podobné prejde v rovnici

0 = ¢(Vz—084)+p(—Vr —da) = [p(Va —8B) + p(—Vz —dp)] +
+ (Vo +084) +o(—Vr +0a) - [p(Va +8) + ¢(—va +d5)];

protoze hustota ¢ je suda funkce, shoduji se prvni ¢tyfi sc¢itance se zbyvaji-
cimi, takze mtzeme rovnici po déleni dvéma prepsat do tvaru

(27) f(z,04) = fz,08) =0,

kde f(z,0) = o(v/x — ) + (/T +3). Rovnici (27) miZeme nyni upravit stej-
nym zpisobem, jako jsme upravili rovnici (21). Vydélime ji rozdilem 4 — 5,
vezmeme limitu pro A — 04 a po tpravé dospéjeme k rovnici

Vr+1
2vr =1
N n\/E—l’
(

jejimz feSenim je ¢islo qoz)(O) ~ 1.4392 (index oo spolu s argumentem nula
oznacuji dvojnasobné limitni p¥ipad n — oo, A — 04, horni index (2) pti-
pomind, Ze jde o piipad, ktery byl v pfedchozim nazvin oboustrannym).

Na zavér si uvedeme vysledky simulacnich studii, které byly provedeny
za Ucelem testovani robustnosti naseho postupu ohledné volby regresniho
modelu. Uspésnost naseho rozhodovaciho postupu typu ,t-testu® zaroven
porovname se standardnimi postupy:

(1) s t-testem,
(2) s minimalizaci statistiky

n
(28) PRESS = ) [y — jo)*,
i=1
kde g;) je pfedpovéd i-té hodnoty zavisle proménné podle modelu
(1) nebo (2), ziskana po vynechéni i-tého pozorovani x;, y;,
(3) s minimalizaci reziduélniho rozptylu.
Posledni postup je ekvivalentni volbé modelu s vétsi hodnotou upraveného
koeficientu determinace (odtud oznaceni adj.R2 v nasl. tabulce), ktery je
klesajici funkei rezid. rozptylu, a v nasem pripadé, kdy vynechavame nebo
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ponechavéame jediny regresor (sloupec) Z, je navic ekvivalentni ndmi navrze-
nému postupu s konstantou ¢(2 = 1, je-li oviem regresni matice konstantni,
jak jsme az dosud predpokladali.

Nasl. tabulka uvadi vysledky simulac¢nich experimenti s regresni primkou
a alternativou konstantni ,zévislosti“ pron =10 (f =8)an =3 (f = 1)
s nezavisle proménnou z; = —14+2(i—1)/(n—1), i =1,...,n. Ve sloupcich
zleva doprava rostou odchylky od normality (rozdéleni dvojité exp., rovno-
mérné, ve tvaru U a exponencialni; v poslednim sloupci je zcela zvlastni
pfipad, kdy kromé normalnich chyb v zavisle proménné mame téz normélni
$um v bodech z; s rozptylem 0.01), v fadcich pak mame postupné pfiblizny
95 %-ni int. spolehlivosti pro optiméalni konstantu q;Q)(O.S), déle odhad opti-
méln{ konstanty (ovlivnény chybou diskretizace 0.1 a metodou Monte Carlo)
a konecné odhady ztratové funkce pro jednotlivé rozhodovaci postupy —
srov. téZ s analyt. vysl. (24) a (25). Poznamenejme, ze smérodatné odchylky
prumérnych ztrat vychéazely pro vSechna uvazovana kritéria a rozdéleni chyb
pfiblizné 1.8 x 10™* pron =10 a 1.4 x 10~* pro n = 3.

n = 10 normadlni dvoj. exp. rovnomér. U-tvar exponenc. Sum v X
int. : (1.1,1.7) (1.4,2.1) (1,1.5) (1,1.3) (1.7,2.4) (1.2,2)
q 1.4 1.7 1.2 1.1 1.9 1.6
L=L(q) 0.4164 0.4094 0.4197 0.4214  0.4045 0.4254
t-test 0.4524 0.439 0.4592 0.4654  0.4293 0.4527
PRESS 0.4234 0.409 0.4333 0.4444  0.3997 0.4302
adj.R2 0.4184 0.4147 0.4205 0.4222 0.413 0.3549
n=3 normdlni dvoj. exp. rovnomér. U-tvar exponenc. Sum v X
int. : (1.1,1.8) (1.7,2.8) (1.3,2.4) (2.5,7) (1.1,1.8)
q 1.4 2.2 1.8 161.4 2.8 1.4
L=L(q) 0.4417 0.4337 0.4532 0.4713  0.4321 0.4419
t-test 0.4894 0.4849 0.491 0.4713  0.4811 0.4894
PRESS 0.452 0.4386 0.4574 0.4894  0.4309 0.4526
adj.R2 0.4424 0.4381 0.4546 0.5187  0.4418 0.4418

Jak je vidét, pro n = 10 dostavame ve vSech sloupcich hodnotu opti-
malni konstanty podstatné nizsi nez 5.318, coz by odpovidalo ¢-testu. V nor-
malnim pripadé je optimalni konstanta blizko 1.5, pfi vétsich odchylkach
od normality se ,stéhuje“ k 1 (viz rozdéleni tvaru U) nebo naopak ke 2
(exponenciélni rozdéleni). Pro n = 3 se zda, Ze optimalni konstanty jsou
veétsi nez pro n = 10, v pfipadé rozdéleni tvaru U dokonce zvitézil ¢-test
(konstanta 161.4). Ve sloupci exponencidlniho rozdéleni chyb je zfejmé vi-
tézstvi statistiky (28) pro n = 10 i n = 3. V piipadé dvojité exp. rozdéleni
davé pro n = 10 statistika PRESS prakticky stejnou ztratovou funkei (rozdil
je vzhledem k vySe uvedené smérodatné odchylce statisticky nevyznamny)
jako optimalni konstanta. Totéz lze Tici o upraveném koeficientu determinace
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v poslednim sloupci pro n = 3; pro n = 10 je pak jeho tspésnost skutecné
prekvapujici.
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