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ODHADY S MINIMALNI VZDALENOSTI
PRO GAUSSOVSKE PROCESY

Jifti MICHALEK!
UTIA CAV

Abstract. The paper presents a close connection between maximum likeli-
hood estimates and minimum I-divergence estimates of unknown parameters
in Gaussian families and studies the asymptotic behaviour of the likelihood
ratio maximum.

Pezrome: ABTOD MOKa3bIBAET MHTEPECHOE COOTHOIIEHVE MEXIAY OIEH-
KaMM MaKCHMAJBHOI'O IIPABIOIONO0ONs M OLIEHKAMM C MUHMMAJILHOU I-
AVBEPreHIMEeN Ul FayCCOBCKUX MOCJIENOBATENLHOCTEN U IIPOILECCOB.

1. Uvop

Problém, kterym se budeme v praci zabyvat, pfiblizime na nésledujicim pii-
kladu. Necht X, X», ..., X, je prosty ndhodny vybér z N(u,o?), kde para-
metr § = (u,0%) € © = Ry x R je neznamy. Lze snadno ukéizat, 7e

= _ 2 2 2
(1)  maxln f@,.- 5 20,9) :E(aj ”O) +E(S——ln8—2—1>;

00 f(z1,...,Tn,00) 2 00 2 \o? o8

kde f(l'la cee 7$n70) = H?:l g(:ci,,u, 02): g(-,u, 02) ~ N(p,’o'z) a 00 = (NO;
02). Tento vyraz napravo v rovnosti (1) lze ale vyjadfit daleko zajimavéj$im
zpusobem, a to jako

DT — [ (N(%,8%) : N 2
(XS] f(.’L‘l,...,.fEn,eo) 2 ( (33',3 ) (MO’UO)) ’

kdeZ =130 2, s? =131 (2, —7)% a I(P : Q) je Kullback-Leiblerova
I-divergence mezi dvéma pravdépodobnostnimi mirami P, () dand vztahem

fp(z)

I(P:Q) :/ fp(z)In dv(z)

X folz) ’

fp= ?j—}:, fo = fi—ff a v je libovolna o-koneéna dominujici mira vaéi dvojici

(P, Q). Tim se ihned naskyté otézka, zdali tento vztah mezi maximem véro-

hodnostniho poméru a I-divergenci plati obecné ¢i za jakych podminek, a co
z toho vztahu vyplyva.

2. EXPONENCIALNI RODINA

Hustota exponencidlni rodiny f(z,6), 8 € © (parametricky prostor) vaéi
dominantni mife u(-) ma obecny tvar

£(,8) = c(6) h(z) ™ T,

!Tato prace je podporovana grantem GA CR 201/96/0415.
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kde 6 necht je pro Jednoduchost jednorozmérny parametr. Maximéalné véro-

hodny odhad (déle jen MLE) 8,, pocitany na zaklads pozorovani (z1,22,---,
Zn) musi (za pfedpokladi existence pat¥iénych derivaci) spliiovat vztah

1 & -1 o~ 1
2" = 55 O Gy

Odhad 8, existuje pravé tehdy, kdyz

1 n
n Z T(z;) € Rangegee {m(6)},
j=1
kde 1
() = —[InC(9)] 0 pfi 7'(f) # 0 na ©.
Protoze plati silny zakon velkych ¢isel, pak 1ze snadno vidét, ze
1 n
lim P<¢ — ) T(x; =1.
im P{ = 3" T(s;) € Rangegeo {r(0))

n—oo
j=1

Dtlezité ale je, ze lze psat

1« ~ ~

- > In f(z5,0) = =10, : 6) + H(B),

Jj=1

kde H(0) = Ep{ln f(z,0)} (pokud oviem existuje). Z tohoto ale ihned plyne,
ze

pax s L S0 0) ¢ = —in(1Gn 0)) + HE,) = HO)

a tedy lze tvrdit, ze MLE Gn je b téz odhadem s miniméalni 7-divergenci. Protoze
{0 } je superkonsistentni, tj. 8, — 0, s.j., pak

aee nzlnf m]ﬂ n:)o (9*) S.].

Zcela obdobné 1ze ukazat, Ze

1 o flz;,0) ~
E In=2 2 — T :
Be6 n . f(zj,60) (0r ),
z ¢ehoz vyplyva, ze

lim max — 1 ZlnM =1(0,:0) s.j.,

n—oo fEO N
j=1

kde 8, je skutetnd hodnota parametru 6.
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3. ZAVISLA POZOROVANI — DISKRETNI CAS

Zatim jsme uvazovali pouze nezavisla pozorovani. Nyni se budeme zabyvat
zavislym pozorovanim, a to pfipadem autoregrese s gaussovskymi pozorova-
nimi. Mame tedy model

p

Tit1 + Zak Ti—k41 = 0o €1, €1 ~ N(0,1).
k=1
% _ T po_ T 2 2
Ozna¢me a = (1,a1,a2,...,ap)", b= (1,b1,ba,...,bp)", 0§ >0, o7 > 0.

Lze snadno spoditat, Ze

2 TR ~\2
@) max n f@1,.., 20, b,07) _n (a Ra (G1) _1>,

(bo2) flx1,...,2n,0,07) T2 os o

kde f(x1,---,Tn,b,07) je sdruzend hustota veli¢in z1, T2, .. ., T, p¥i parame-
T~ ~
trech (b,0?), ddle 32 = b Rb, kde
~ ~ P -~ 1 n
k=1
a b je MLE pro parametr b = (1,by, by, ...,b,)7. Thned nas napadne, co je

vyraz na pravé strané rovnosti (2)? Kdybychom namisto matice R pouzili
Toeplitzovy matice

~

~ - 1 &
—{T.P o .
T ={Ti}ij—0» Tij = " ka Lh+|i—jl>
k=1

pak vyraz
Tr_/iﬂ )2 = AT o~
o Ta 1 BO" 1 yae(s,)? =5 70
%o 9o
ab= (1,51,52, ... ,gp)T jsou znamé Yule-Walkerovy odhady autoregresnich

koeficientti, by nebyl nic jiného nezli
n—=/(= .~
ST(®,60?: (a,08))
kde

™ 2 2

T((b,af) . (a’gg)) - i/ (SO(baUg) () —In <P(ba012) Q) _ 1) dax,
4 pla,05) (A)  pla,05) (A)

kde ¢(b,0?) a p(a,o3) jsou p¥islusné spektralni hustoty, pokud nés auto-

regresni model bude stacionarni. Tento vyraz je tzv. asymptoticka rychlost

I-divergence mezi dvéma stacionarnimi autoregresnimi gaussovskymi mirami

(blize viz [1]). Odtud snadno plyne nésledujici

—T
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Véta 1. Za predpokladu stacionarity v gaussovském autoregresnim modelu
plati

1 ..., Zn,b, 0%
lim = max In f(wb » Lm, 7012)
"Hmn(b,af) f(mla"'axnaaaa'o)

1 ; .
= 5T ((Ber0?) s (@,03)), 5.

kde (b, 02) jsou skutetné hodnoty parametri.
Dikaz. Je notoricky zndmo, Ze maximélné vérohodné odhady parametrd
(b, 0?) jsou superkonsistentni, tj.

(bn, %) =2 (bs,07) s.j.

Déle je zndmo, ze
Rz’j R,’j S.]-

n— oo

taktéz, kde R = {R;;} je kovaria¢ni toeplitzovskd matice autoregresni po-
sloupnosti. Pouzitim zndmych vztahi mezi R a odpovidajici spektralni hus-
totou plynoucich z Fourierovy analyzy jiz snadno dokdzeme tvrzeni véty.

Nyni se obratime k obecnému ptipadu gaussovské stacionarni posloupnosti

snulovou stfedn{ hodnotou. Pak sdruZend hustota pozorovani (z1, za, ..., Ty)
ma tvar
1 L p—
fo(@1,. o 2n) = e R, 2 P {—591 R, m} ;

kde R,, je pfislusné kovaria¢ni matice. coz znamena, Ze jeji logaritmus ma
tvar

1
Ln(x) = -5 {nln27r +In|R,| - 2" R 'z} .

Problém je v tom, ze explicitni vyjadfeni pro Ly (x) byva velice t&zko-
padné, a tudiz pripadny vypoclet MLE neznamého parametru 6 je nesnadny
a obvykle je mozno ziskat ho pouze numericky.

V poloviné padesatych let prisel Whittle, viz [2], s mySlenkou nahradit
logaritmus vérohodnostniho poméru vhodnym vyrazem En (z), pro ktery by
platilo

n—oco

n~1/? (Ln(a:) — En(a:)) =% 0,

pfi¢emz odhady parametru 6 ziskané maximalizaci En(m) by byly snadnd&ji
dostupné. Vyraz zn(:z:) se nazyvé principidlni ¢asti vérohodnostniho poméru
a o jeho pouziti pfi konstrukei odhadt pro gaussovské staciondrni posloup-
nosti viz monografii [3]. Vhodny tvar pro Ln(x) 1ze totiz v p¥{padé stacio-
narnich gaussovskych posloupnosti najit jako

Ln(z) = —g <ln27r+ % /_7; In(27p(N)) dA + % /_7; %M) :
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kde
2
1 | & .
— L2
LOv2) =50 Jz_l””fe ’

je periodogram. Snadno lze ukazat, Ze

Ln(z) = —g (konst + % /_7; (‘5;’2;;)) - 1) dA + % /_: In G\, ) dA,

kde @(A, z) je spektralni hustota odvozend od vybérovych moment.

Bude-li nyni p(A) = ¢(\,0), kde 8 € O je konetnérozmérny parametr,
pak je vidét, %e odhady 6, ziskané maximalizaci principidlni Casti L (x)
vérohodnostntho poméru jsou vlastné odhady minimalizujici asymptotickou
rychlost I-divergence, nebot

0, = argmaxgcg Ln(z) = argmingeg I(G(\, ) : p(A, 0)).

Ve vyse uvazovaném p¥ipadé autoregresniho modelu, kdyz ¢(A, 8) odpovida
autoregresnimu modelu, pak vySe popsané odhady autoregresnich koeficienti
jsou Yule-Walkerovy odhady (viz [4]).

4. ZAVISLA POZOROVAN{ — SPOJITY CAS

Nyni se budeme zabyvat stochastickymi procesy, které jsou zadany na inter-
valu (0,T) a jsou vesmés gaussovské.

Nejjednodussi pripad je nésledujici jednoduchy regresni model pro gaus-
sovsky proces {z(t), t € (0,T)} se stfedni hodnotou

Eo{z(t)} =aep(t), ¢()#0 na(0,T)
a kovaria¢ni funkci covy(z(s), z(t)) = covg(z(s), z(t)). Pak (viz [5]) bud
odpovidajici gaussovské miry { Py}, a € Ry jsou navzijem absolutné spojité,
tj. P, ~ Py a nebo jsou singuldrni. V regularnim piipadé lze psat

‘;%(x(.)) = exp {av -5 Eo{v2}} ,

kde v = @ Eg{v?}, pfi¢emz & je MLE parametru a. Je pak snadno vidét, Ze
dP,

mae {10 S22 } = 107 : 7o),

kde I(Py : Py) = § o® Eg{v*}. Odtud opét ihned vidime, Ze MLE parametru
a je rovnéz odhad minimalizujici I(P, : Fp).

Velice Sirokou t¥idou procesu uziteénych jak z teoretického, tak i prak-
tického hlediska jsou gaussovské autoregresni procesy stacionarniho typu, se
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stfedni hodnotou nula pro jednoduchost, které maji spektralni hustotu

e(A) =

o? 1

9. . 2
27 |30 an—k(iN)¥|

kde ag = 1 a charakteristicky polynom P(z) = }-%_; an— z* spliuje pod-
minku stacionarity. Odpovidajici Radon—-Nikodymova hustota vi¢i mife @),
kterd je generovana gaussovskym procesem {y(t), t € (0,T)} se st¥edni hod-
notou nula a s nezavislymi p¥irdstky, kde (p — 1)ni derivace spliiuje

E {dy(P—l) (t)2} =o2dt,

(blize viz [6]), m4 pak tvar

p 1

1 T
= |{Dak}|l/2eXP{—§a1T— ZAP k/o (@™ (t))” dt—

1 ZZ [ @ (0) 2 (0) + 29 (T) m(k)@] D,

it s5ae

dP,
d@

sude

kde {Dj} jsou prvky inverzni matice ke kovarianéni matici ndhodnych veli-
&in (2(0),21(0),...,2zP~D(0)).
Dale plati vztah

p n
E Apfk A2k —
k=0 k=0

Pro p > 1 je nemozné explicitné spocitat MLE pro (a1, as,...,ap). Proto
se opét uvazuje o principidlni ¢asti Radon—Nikodymovy derivace tim, Ze se
zanedbaji ¢leny fadu o(T) pro T — oo. Po zanedbéni téchto ¢lent se ziska
systém linearnich rovnic pro parametry (aq,as, - . ., a,) snadno FeSitelny, blize
viz ([7, 8]). UkdZeme v nésledujicim, Ze tytéz odhady lze ziskat i jinym pii-
stupem. A to bud A) momentovou metodou a nebo B) minimalizaci vhodné
asymptotické rychlosti I-divergence.
A) Oznalme

~ 1 T
sz—/ lz® @))2dt, k=0,1,...,p—1.

T Jo
Uvazujme zobrazeni T = {Tj(-)}2_3, kde
1 +o0 A2k g\
Tk(al,...,ap):—/ VIR
13 "k—0 an—k (iA)*]

Lze ukazat, ze zobrazeni T je jednojednoznacéné zobrazeni defino-
vané na oteviené podmnoziné stacionarity parametrického prostoru,
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kterym je minéna oblast stacionarity. Diky konvergenci ve smyslu
S.j.
By — R,=E {|x(k)(0)|2}

T — oo

lze ukézat, ze s pravdépodobnosti blizici se 1 pti T — oo existuji
odhady (@1,dz,--.,dp) = T '(Ro,Ry,...,Rp_1). Pak lze ukézat,
ze principidlni ¢ast PPln %’Zg Radon—Nikodymovy derivace ziskand
zanedbédnim ¢lenti fadu o(T') pfi T — oo spliiuje vztah

1 dP, 1-,

—1In PP )N =—=1(5() : .

kde ¢(+) je spektralni hustota odvozend od vybérovych charakteristik
(Ro, R1,...,Rp_1) pomoci vztahu

Ry, = / A?FB(A) dA.

—o0
Vyraz pro asymptotickou rychlost I-divergence mezi dvéma gaus-
sovskymi staciondrnimi mirami se stfedni hodnotou nula je vyjadfen
jako

N Y sy e RV
=g | (m(x) " e 1)(“’

kde ¢p(-), pg(-) jsou odpovidajici spektralni hustoty. Z vySe uve-
deného plyne, Ze odhady autoregresnich koeficient (a1,as,...,ap)
dané maximalizaci principidlni ¢asti Radon—-Nikodymovy derivace
jsou odhady ziskané momentovou metodou, nebot jsme fesili systém
rovnic

B = 1 [t A2idA
i =5 ’ 7
—oo |2 ko ap—r (IA)¥|

Necht ¢, (+) je spektralni hustota pro AR-model s koeficienty (a1, as,
...,ap), necht @(-) je jind hustota a uvazujme funkcional tvaru

R AR 70N o)
Floal) = 4 /_oo (soa(/\) -l Pa(X) 1) d)\

za pfedpokladu koneénosti fj:: AZP B(X) dA.

Hledejme minimum tohoto funkciondlu pfes vSechny moZzné spek-
tralni hustoty ¢, (-) autoregresniho modelu. Tuto tlohu lze tedy chéa-
pat také takto: M&jme dén gaussovsky staciondrni proces {z(t), t €
(0,T)}, ktery m4 derivace az do f4du (p — 1) a chceme najit mezi
vSemi autoregresnimi gaussovskymi procesy fadu p takovy, ktery by
byl co nejvice podoben vychozimu procesu {z(t), t € (0,T)} v tom

—0o0

j=0,1,...,p—1.
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smyslu, aby mira podobnosti byla maximélni, tedy minimalni vzda-
lenost méfend asymptotickou rychlosti I-divergence. Lze ukézat, zZe
takové minimum existuje mezi autoregresnimi procesy p-tého radu a
je pravé dano vyse popsanou metodou v bodé A). Za timto Géelem
spocditejme rozdil

4r (F(ps(-)) — F(pa))

[ G )
_ /+°°<¢(A) w2

— 00

o1 1 ~ wa(A)
[ Gwwm) -5
Z (Bn—k - A\n—k) j'ik (0) + bl - al
k=0
/+°° pa\) _ paN)

oo P(N) wp(A)

v

0

diky nezdpornosti I-divergené¢ni rychlosti. Tim je dokézano, ze F'(¢p(-))l}

> F(pz(+)) a jednozna¢nost plyne z vlastnosti funkce z —Inz — 1.

Na zavér uvedeme vétu, jejiz dikaz bezprostiedné plyne z vlastnosti sta-
cionarnich autoregresnich gaussovskych modeld.
Véta 2. Pro staciondrni AR-gaussovsky proces plati

dPy(a()) _ 1

lim — maxln I(P,, : P,,),

Tooo T a€6, dP,(z(-)) 2

kde ©, je je parametricky prostor a a. je sprdvnd hodnota autoregresnich
parametru.

Ddikaz. Véta plyne z vlastnosti superkonsistence maximalné vérohodnych
odhadd koeficient (a1, ...,ap) autoregresniho gaussovského procesu a ze
vztahu mezi Radon—Nikodymovou derivaci 511132 = a jeji principidlni ¢asti, ne-

bot plati

dP, dP,
1 ? = PPl = T 7T — oo.
ndPa0 ndPa0 +o(T) pii 00
Déle z piedchoziho vime, ze + PPIn o = 11(5 : ¢,), kde spektralni
ag
hustota @(+) je uréena pomoci vybérovych charakteristik (Ry, R1,..., Rp—1),

které pfi T — oc konverguji ke skuteénym hodnotdm Ry, Ri,...,Rp_1 s.j.
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