ROBUST’98, 129 -138 © JCMF 1998

O JEDNOM MNOHOROZMERNEM LINEARNIM
MODELU S RUSIVYMI PARAMETRY

Pavla KUNDEROVA!
PiF UP, KMA

Abstract. The characterization for class of functions of useful parameters
which are estimable under the model with nuisance parameters and under
the model, where the nuisance parameters are neglected and estimators of
which have the same variance in both mentioned models, is given in the
paper.

Pesrome: B cTaTbe yCTaHOBJIIEHHO TaKOE CEMEMCTBO (PyHKIMII IOJIE3HBIX
apamMeTpoB, OLEHKU KOTOPBIX HECMEIIEHHBI KaK B MOJEJIN C MEIIAIOIIM-
MU IapaMeTpaMM, Tak M B MOJENIN, B KOTOPOM He MPEeANoIararoTCs
MeIIaoMye IapaMeTPhl U OIEHKM KOTOPBIX B ODOMX MOIEISAX HMMEIOT
OJAVHAKOBBIE OVICIEDCUU.

1. Uvop

Necht R™ oznacuje prostor vSech n-rozmérnych redlnych vektort, u, a A,
oznacuje realny sloupcovy p-rozmérny vektor a redlnou matici rozméru m x
n. Symboly A’, AW R(A), N (A), r(A) oznaluji transpozici, j-ty sloupec,
prostor vytvoreny nad sloupci matice A, nulovy prostor a hodnost matice A.
Symbol I oznacuje jednotkovou matici.

Déle vec(A) oznatuje sloupcovy vektor ((AM) ... (A vytvoieny ze
sloupct matice A. Symbol A ® B oznaluje Kroneckeriv (tenzorovy) soudin
matic A,B. Symbol A~ oznacuje libovolnou pseudoinverzni (g-inverzni) ma-
tici k matici A (spliwjici AA™A = A), AT oznaguje Moore-Penroseovu g-
inverzni matici k matici A (spliujici AATA = A, ATAAT = AT (AAT)' =
AAT (ATA) = ATA).

P4 resp. Q4 oznacuje ortogonélni projektor na R(A) resp. na R+(A) =
N (A"), At oznatuje libovolnou matici, pro kterou R-(A) = R(A™L).

Je-li R(A) C R(S), S pozitivné semidefinitni, oznaguje P53 projektor,
ktery projektuje vektory z prostoru R(S) do prostoru R(A) podél R(SA™L).
Viechny projektory P35 dostaneme podle vzorce A(A’S™A)~A'S™ + F(I —
SS7), kde F je libovoln4 matice. Q%5 = I—P% . Symbol V ve vatahu R(A)V
R(B) se definuje néasledovné: R(A) VR(B) = {u+v:u € R(A),ve R(B)}.

Uvazujme nésledujici mnohorozmérny linedrni model

(]-) Yn,m = Xn,kBk,m + En,m-
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Y oznacuje matici pozorovani, X je zndmé matice (matice pldnu) a B je
matice nezndmych parametra,

kde By je s xm matice ruSivych parametrti. Prvky r xm matice B; jsou
uziteéné parametry, které (nebo jejich funkce) mame odhadnout z matice
pozorovani Y.

K problému ru8ivych parametra v linedrnich modelech existuje dvoji pti-
stup. Prvni respektuje strukturu modelu a hled4 t¥idy takovych funkci uzi-
teénych parametrii, jejichz odhad uréeny pfi zanedbdani rusivych parametrd
zustava nestranny i v iplném modelu. Obdobné se pozaduje, aby rozptyl od-
hadu funkce z této tiidy byl stejny jak v modelu s ru§ivymi parametry, tak
v modelu, kde rusivé parametry neuvazujeme. Druhy pfistup fesi problém ru-
Sivych parametri jejich eliminaci pomoci takové transformace observa¢niho
vektoru, pfi které se neztrici informace o uZitenych parametrech. Cilem
¢lanku je aplikovat prvni pfistup, vyjdeme-li z poznatki préice [4].

Rekneme, 7e parametrické funkce p'vec(B1) je nevychylené odhadnutelné
v modelu (1), existuje-li odhad L'vec(Y),L € R™", takovy, ze E[L'vec(Y)] =
p'vec(B1), Yvec(B1), Yvec(Bs).

2. POZNAMKY A POMOCNA TVRZEN{

Lemma 1. Model (1) lze ekvivalentné vyjddrit ve tvaru

(2) vee(Y)=(I@ W,I® Z) < Zgzggzg > + vec(e),

kde Xpr = (W Zns); W, Z jsou zndmé nenulové matice libovolné hod-
nosti.

Dikaz: tvrzeni je dlisledkem vztahu
3) vec(AB) = (I® A)vec(B),

ktery plati pro vSechny matice odpovidajiciho typu. O
Predpokladejme, ze

Elvec(Y)] = 18 W,102) ( 522533 ) ,

Var[vec(Y)] =Inm ® Ep p-

Varianéni matice ¥ = (aij){szl libovolného sloupce matice pozorovani Y je
zfejmé minimélné pozitivné semidefinitni (p.s.d.).
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V tomto ¢lanku budeme uvaZzovat linedrni model

@) MJI®E) = |vee(Y), I W,107) ( Ziggg;g ),I@E],

s rufivymi parametry a linedrni model

(5) M(I®E) = [vec(Y),(I® W)vec(B1),I® ¥],

(kde jsou rusivé parametry zanedbéany),
za predpokladu, ze matice ¥ je takové, ze plati

(6) RAIQIW,IRZ) C RI®X).
To je ekvivalentni s pfedpoklady
(7 RW)CR(E) & R(Z) CR(E).

Piedpoklad (6) zarucuje, Ze
vec(Y) e R(IQRX) (s.5.).

Oznaceni. Necht (ve shodé& s ¢ldnkem [4]), &, resp. £ oznaluje mnoZinu
v8ech linedrnich funkci uZziteénych parametrti vec(B1), které jsou nevychy-
lené odhadnutelné za platnosti modelu (4) resp. modelu (5).

Index @ bude oznacovat, ze odhad je uvazovan v iplném modelu, tj. v mo-
delu s ruSivymi parametry.

Ziejmé
(8) & ={p'vec(B1): pe RI® W')}.

Poznamka 1. UvaZovanou linedrni funkci p'vec(B;) je moZno vyjadFit v ji-
ném tvaru. Méme p = (pi,...,py,)’, kde p;,j = 1,...,m, jsou r-rozmérné
vektory. Necht P’ = (py,...,p,,)- UZijeme-li rovnost

(vec(A'))'vec(B) = Tr(AB),
miZeme p'vec(B1) pfepsat takto
p'vec(B1) = [vec(P'))'vec(B1) = Tr(PBy).
Podle (3)
pERI®W) & FAmn,p = (10 Wvec(A') & A, P = AW.

Tedy Tr(PB;) € £ pravé tehdy, existuje-li m x n matice A takové, Ze
P=AW.
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UvaZzujme nyni t¥idu &,.
&, = {p'vec(By) : p € R™,3L € R"™,VYvec(B;) € R™",
Vvec(By) € R™, E [L'vec(Y)] = p'vec(By)}-
Cilem bude vyjadfit &, explicitné.
Rovnost
L'Evec(Y) = L'(1® W)vec(B1) + L' (I1® Z)vec(Bs) = p'vec(B1),
Yvec(By), Vvec(Bs),
je splnéna pravé tehdy, kdyz
p=1IW)L & (I®Z)L=0,
tj. pravé tehdy, kdyz
p=I®W)Q;gzu, ueR™.
Tedy
(9) Ea = {p'vec(B1) : p € RI®W'Qz)}.

Lema 2.
Necht P je matice z Pozndmky 1.

p e RI®W'Qy) & JA,,, takova, 7e P = AQ,W.

Dikaz:
pERI®WQ,) ©JacR™, p= (11 WQy)a.
Oznaéme a = vec(A'), potom vec(P') = (I® W'Q,)vec(A").
Tedy podle (3) P' = W' QA" O

Porovname-li (8) a (9) je zfejmé, ze &, C £. Navic plati

Lema 3.

.= <= RW)NR(Z) ={0}.
Ditikaz: protoze &, C &,
Ea=E & 0=r(IaW)—rIeWQy) & 0=r(W)-r(WQy,)
& 0=dim[R(W) NR(Q,)] = dim[R(W) N R(Z)],

protoze plati r(A) — r(AB) = dim[R(A") N RL(B)], (viz [4],(2.4)) a protoze
r(A ®B) =r(A)r(B). O

V dal$im textu budeme predpokladat, ze

RI®W)Z R(I®Z)
takze &, # {0}.
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—

Oznaéeni. Symbol vec(B1), resp. Ug(l?l) bude oznacovat (I® £7)-LS od-
had parametru vec(B;) uréeny v linedrnim modelu M, (I® ¥) resp. v modelu
M(I®X), (viz [1], s.161).

Podle predpokladu (6) je p'vec(B1), resp. p'vec(B1) BLUE funkce
p'vec(B1) € &, resp. funkce p'vec(B1) € € (viz [1], véta 5.3.2, s.162).

Lema 4.

(10) p'@l) =p[Ie (WS W) WS |vec(Y), je-li p'vec(B;) € &,
(11) p’v;(—l?l))a =9 [I® (W'S=Q, W) W's" Qg_] vee(Y),
je-li p'vec(By) € &,. Rozptyly téchto odhadi jsou

(12) Var(p'vec(By)) =p' [I® (W'S™ W) | p, je-li plvec(By) € €,

—

(13) Var(p'vec(B1),) = p' [I@ (W's—Q5; W)f] p, Jje-li p'vec(By) € &,.
Tyto vyrazy nazdvisi na volbé pseudoinverznich matic.

Dukaz: Za platnosti modelu M, mame
'Uej(B\l)a
vec(B2),
=[IeW,I®Z)(I®%) IeW,I®Z)] IeW,I®Z)(IxX) vec(Y)
[ IQWEIW, I9WE"Z )\ [IoWZxE-
) = ( 1075W, 18757 ) ( 1075~ ) veely):

Odhady ziskané dosazenim téchto vyrazi do nevychylené odhadnutelné funk-
ce jsou uréeny jednoznacné.

Uzijeme-li nasledujici Rohdeho vzorec pro urceni pseudoinverzni matice
k matici rozdélené na bloky (viz [2], Lemma 13, 5.68):

b A B
nec. BI7 C

matice, potom

> je pozitivné semidefinitni a nechf A a C jsou ¢tvercové

A, B\
B, C
([ A-+A B(C-B'A™B)"B'A", —A"B(C-B'A™B)~
- —(C—B'A™B)"B'A", (C—B'A™B)~
- (A-BC™B'), —(A-BC™B')"BC™
~\ -C"B(A-BC™B), C+C B((A-BCB)BC™ )/’
dostaneme prvni ¥adek Aj;,A12 g-inversni matice ve vztahu (14):
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A =[IWE W) -(IeoWE Z)(I®ZEL Z) I ZT W)~
= [IeWE™W)- (I WS Z(ZX"Z)"Z'2"W)]~

=[[@WE (I-P% )W =(IWIZ Q} W) .
( Z pfedpokladu (7) plyne, ze v8echny vyrazy jsou nezdvislé na volbé X .
Zvolime-li £~ p.d., plati P} =Z(Z'S~Z)"Z2'Y~,Q, =I-P, ).
A =- [0 WS QF W)~ (1e WS 2)1e2'57) |

S [1@ (W’E—QE‘W)—W'E—Z(Z'E—Z)—] .
Tedy
vee(B1)a
- {[1 ® (WZ~QY W) W'S™] - [I® (W'E—QE‘W)—W'E—P?]} vec(Y)

= [I ® (WE"QE W) W'E~QE™ | vee(Y).
Tim jsme dokézali (11).
Necht p'vec(B;) € &,. Potom
Var(p'vec(B1),) = p'lI® (W'S~Q5 W)~ W'S~Q} |
IoD)Ie Q7 )E WW'(Q7 )'S W) p

=p' {Ie (WS Q5 W) (WS QF W)(W'S QF W) }»

=p'le (WS Q7 W) p.
Pti Gpravach bylo uzito tvrzeni
peR(B)CR(A) = pPATAA p=p'A7p.
Z predpokladu (7) plyne, ze R(W') = R(W'ES~W). Je-li p'vec(B1) € &,

znamend to, ze p € RIQ W'Q,) = RIQW'E-Q, W).
Déle jsme uzili tvrzeni (viz [2], Lemma 7, s.65)

R(B)CR(A) & AA"B=B,
a tvrzeni (viz [2], Lemma 8, 5.65)

AB™C nezévisi na volbé g-inverse B~

(15) & RA)CRB) & R(C)CRB).
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Poznamka 2.
Necht P je matice z Poznamky 1. Tvrzeni Lematu 4 je moZno ekvivalentné
zapsat tokto

—

Tr(PB,) = Tr [P(W'S~W)"W'S~Y], je-li Tr(PB,) €€,

—

Tr(PBy), = Tr [P(W’E—QE‘W)—W'E—Q?Y] , je-li Tr(PB1) € &,

var(Tr(PB,)) = Tr [P(W'S~W)~P'], jeli Tr(PB,) € £,

o —

var(Tr(PBy),) = Tr [P(W’E‘Q?W)‘P’] , je-li Tr(PBy) € &,.

3. EFICIENTNE ODHADNUTELNE FUNKCE

Ozna¢me (ve shodé s praci [4]) symbolem & (I® X) takovou podmnozinu
t¥idy &, kterd obsahuje v8echny takové funkce wec(B;) uziteénych para-
metril, jejichz BLUE uréované za platnosti modelu (4) maji stejny rozptyl
jako BLUE ur€ované za platnosti modelu (5), tj.

— —

Eo(I® X) = {p'vec(By) € &, : Var[p'vec(B1),] = Var[p'vec(B1)]}.

Véta 1. JestliZe p'vec(By) € &,, tj. jestliZe existuje matice Uy takovd, Ze
P=0UQ; W, potom

p'vec(B1) € &(I®Y) & UgQuPy Z =0.

Diikaz: necht p'vec(B;) € &,, to znamend necht p = (IQW'Q)ug pro n&jaky
vektor ug € R™". Porovnani (12) a (13) ukazuje, Ze

— —

Var(p'vec(B1),) = Var(p'vec(B1)), kdep= 1@ W'Q,)uy <&
(16)
(I ® QW) {I& [(WS™QF W)~ = (WS™W)~| } (12 W'Qy)uo = 0.

Uzijeme-li nasledujici implikaci

B',C
= (A-BC™B)”"=A" +A"B(C—-B'A™B)"B'A™,
(viz Rohdeho vzorec) na matici
( W'S-W, Wz )

( A,B ) p-s.d., A a C ¢&tvercové matice

7'v~W, 7'¥7°7
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dostaneme ~
(WZ7Qz W) =W W)
+(W'E"W) WS Z[ZS Q) Z] 28 WW'S W)~
Tedy (16) je ekvivalentni s
ul [I@QZW(W'E*W)*W'E*Z(Z'E*Q%‘Z)*
XZ'S"W(W'ES"W)"W'Qz] uo = 0.
Podle pfedpokladu (7) a nésledujictho tvrzeni (viz [2], Lemma 16, str.69)
R(A) C R(S), Spsd. = (Qu9Q,4)T =St —STA(A'STA)"A'ST,
je Z'S7Qy Z =2 (QwEQuw) T Z.
Je vidét, ze Z' E_Qﬁ,— Z je matice pozitivné semidefinitni a proto lze matici

k ni g-inverzni zvolit pozitivné definitni. Tedy (Z'S~ Q3 Z)~ = JJ', kde J je
regularni. Proto posledni rovnost plati pravé tehdy, jestlize

u(I® Q,WW'ES"W)"W'E"Z) = 0.
Oznacime-li ug = vec(Uy), je tento poZzadavek ekvivalentni s tim, Ze

UoQ,Py Z = 0.

Véta 2. Pro tfidu E(I® X) plati
Eo(I®X) = {p'vec(B1) :p e RUR W'E~ WQyis-7),

nebo ekvivalentné

p'vec(By) € E(I® ) <

P=AQy s-zW'S™W pro néjakou matici A.

Dikaz: Podle Véty 1

p'vec(By) € (IO Y) &
P = UyQ,W pro ngjakou matici Uy & UeQ,W(W'S"W)"W'E~Z=0.
Tedy

P(W'S~W)"W'S~Z = 0,
to znamena
(vee(P)) (I, ® (W'EW)"W'E"Z) =0
S p=vec(P) LR[I® (WE"W)"WX~Z].

To je ekvivalentni s tim, Ze
(17) p LR(IWS W) 1o W's-Z),
(opravnénost volby (I W'E~W)* plyne z piedpokladu (7) a ze vztahu (15)).
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V dalsi Gvaze uzijeme tvrzeni:
Necht je vyraz g'C~ A nezavisly na volb& g-inversni matice k matici C, tj.
necht g € R(C') a souasné necht R(A) C R(C); potom

g L R(CTA) & ge R(CQ,) VN (C),
(viz [3], dikaz Véty 2.4).

V nasem piipadé jsou predpoklady pozadované v pomocném tvrzeni, tj.
pERIRIWEW), RI® WE-Z) C R(I® WE~W), splnény. Z piedpo-
kladu (7) totiz plyne, ze R(W') = R(W'S~W).

Tedy (17) je ekvivalentni s tim, Ze
(18) PER[IOWEW)Qgwis-z VN 1@ WE™W).
Protoze plati
RII®W'E"W)Qrows-2z] = RIQWETWQys-z] C RI® WETW),
a protoze p'vec(By) € &,, je (18) ekvivalentni s pozadavkem
(19) PERIRWI WQy s-7z)-
Uzitim matice P z Poznamky 1
pERI®WE WQy 5-7)
& JA,,, takovd, ze P = AQpiy- ,W'E"W.

Véta 3.
dim&EIR ) =rI@W) —rI®@ W'E~Z) = m[r(W) —r(W'S"Z)].
Diikaz: podle (19) je dim&(I® ) = r1(I @ WE"WQy 15— 5). UZijeme-li
vztah 7(A) — r(AB) = dim[R(A") N R+ (B)], (viz [4], (2.4)), je
dim&EI®X) =rI@ WE™W) —dim[RI® WE~W) NRY(Qurs-2)]
=rI@WZE"W)—dimRIQWI"W)NRI® WI~Z)].
Vime, 7e z predpokladu (7) madme R(W') = R(W'ES~W) a tedy
dim&E(I®X) =r(I@W') —dim[RI®QW'E"Z)] = r(Dr(W') —r(W'S"Z)].
Pti apravach jsme uzili tvrzeni

R(A) € R(B) & R(C) c R(D) = R(A&C)C R(BD).
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