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ODHADY PARAMETRU GAUSSOVSKYCH
NAHODNYCH POLI

Martin JANZURA'
UTIA CAV

Abstract. Two methods of parameter estimation for Gibbs—Markov ran-
dom fields are introduced. Their theoretical background and statistical pro-
perties are studied.

PeBIOMe: B CTaThe MIpenCTaBJIEHBbI JBa METO4a OUEHKM IapaMeTpOB
rayCCOBCKUX MAapKOBCKUX CJIyYaMHBIX moJieii. VM3yualoTcs TeopeTrudec-
KJe OCHOBBI U CTATUCTUUECKUE CBOMCTBA.

1. Uvobp

Uvazujme nahodné pole
{Xt}tETa

kde T = Z%, d > 1, je d-rozmérné celo¢iselnd sit a X, je pro kazdé t €
T realna nahodna veli¢ina. Pro d = 1 se takové procesy obvykle nazyvaji
Casovymi fadami. Pro d > 2 pak ndhodna pole popisuji ndhodné procesy,
které probihaji ne v ¢ase, ale v prostoru (¢asoprostoru), s pfimou aplikaci
v prostorové statistice a zpracovani obrazu.

Nejprirozenéjsim a nejcastéji uzivanym parametrickym modelem je auto-
regresni (AR) model, ktery bychom v naSem pfipadé zapsali vztahem

ZteL at Xiys =€s prokazdé s e T,

kde L C T, |L| < o0, je kone¢ny ,Fad“ autoregrese a {a:}icr jsou autore-
gresni koeficienty (pro jednoduchost pfedpokladdme nulovou stfedni hodnotu
a jednotkovy rozptyl ,chyb“ e, t € T).

Podstatnym pfedpokladem AR modelu je pak nekorelovanost chyb

erles prot#s.

Je v8ak nékolik duvodu, pro které je uziti AR modelu pro ndhodna pole ne-
vhodné. Abychom totiz mohli vyuZit jeho vyhody a dosdhli skute¢né analogie
s Casovymi fadami, museli bychom uvazovat ,kauzalni“ tvar, tj. napr.
0 = maxt,
tel

kde maximum je chipdno ve smyslu néjakého linedrniho (napt. lexikogra-
fického) usporadédni. Jediné potom muZeme sestavit Yule—Walkerovy rov-
nice, apod. Takovy predpoklad je vSak pro ndhodna pole zcela umély, tézko
interpretovatelny a obvykle neodpovidajici realité, nebot prostorové vazby
zpravidla zaviseji na ,vzdédlenosti“ a ne na ,poradi“ (pro d = 1 to ovSem
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viceméné splyva). Jesté zavaznéjsi problém vsak vyplyva z odlisnych vlast-
nostni komplexnich polynomu jedné a vice proménnych. Spektralni hustota
AR modelu ma totiz znamy tvar

fAR(w) _ ‘ZteL a ei(t,w)
= (Z i by ei<”"”>) - pro kazdé w € [—, )%,
peL—

kde b, =b_p = ZsELF‘l(L—p) Qs Qstp-

Na rozdil od d = 1 pro d > 2 takovéa tfida polynomu zdaleka nevycéerpa
prostor vSech koneénych polynomu se symetrickymi koeficienty.

Napf. pro d = 2, w = (w1, w2), nelze polynom

‘—2

P(wi,ws) = A+ Beoswy + C cosws

faktorizovat ve tvaru
P=|QP
pro zadny koneény polynom ().
Uvazovanim AR modeli bychom se tedy zbytecné ochudili o celou fadu
pfirozenych jednoduchych modeli. Je tedy piirozené ve vyse uvedeném vzta-

hu
E a; X . = Eg
el t At+s s

s L Xy pros#t.

Takové modely budeme nazyvat markovskymi poli (MP); jejich spektralni
hustoty maji pfimo tvar

_ -1
MP(w) = (Z ag ez<t"">> pro kazdé w € [—m,7]%.

Markovska pole tvoii tedy sirsi t¥idu, kterd v sobé AR modely zahrnuje.
Budeme se proto zabyvat pfimo jimi.

predpokladat spise

2. MARKOVSKA POLE

Uvazujme spektralni hustotu ndhodného pole ve tvaru

fulw) = [2 ZkeM Uk cos(k,w)} pro kazdé w € [—,7]%,
kde M C T, |M| < oo, spliiuje M N (—M) = {0} a
U = (U)rer € D = {U € RM;0 < fu < o0}

je vektor koeficientu zajistujici podminku kladnosti a kone¢nosti spektralni
hustoty na celém defini¢nim oboru.
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Potom obdrZime piislusny ¢len kovarianéni funkce (nekoneéné matice) RY

ve tvaru

M RY(p,q) = RV(p—q) = / 0y £ (1) duw

[_va]d

pro kazdé p, g € T
Snadno se ovéri, ze plati

(1) RY = (AV),
kde

I*(p,q) = = (8(p.q + k) + 6(p,q — k))

pro kazdé p, ¢ € T. Zde 0(-,-) je zndmy Kroneckeruv symbol, a proto je
matice I* nulova az na symetricky k-tou a (—k)-tou vedlejsi diagonalu, kde
jsou poloviny. Pro k = 0 dostaneme piimo jednotkovou matici I1° = I.

DN | =

Uvedené dva zptsoby zavedeni kovarian¢ni funkce (I) a (II) jsou ekvi-
valentni. Mohli bychom téz zacit s definici (II) a ziskali bychom spektralni
hustotu fy.

Piipadnou nenulovou stfedni hodnotu pak zapiSeme ve tvaru

0= e o) = [
kde h € R a proto

—1
U]
keM k )

Hz(h,U)ERXDM

je tedy celym parameterem modelu.

Takové zavedeni stfedni hodnoty sice vypada ponékud umeéle, je vsak zcela
obecné, nebot h je libovolné a fi7(0) > 0, a jak uvidime v dal$im, m4 i dobrou
interpretaci a svoji uzitec¢nost.

3. ODHAD PARAMETRU

Je zfejmé, zZe relevantni odhady parametru budou zalozeny na pfirozenych
statistikach, tj. vybérovych kovariancich a stfednich hustotach. Potfebujeme
pak nalézt vhodny vztah mezi parametry modelu a témito statistikami. Jako
vychodisko se zde pfimo nabizi vztahy (I) a (II) z pfedchoziho odstavce, které
vedou na dva ruzné odhady.

I. ,Momentova metoda®. V nekonecné soustavé rovnic (I) staci zfejmé pii
zndmé kovarianéni funkei R(-) k uréeni parametru U € D koneénd soustava

R(m) =RY(m) prom € M.
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Lze dokonce ukézat, Ze zobrazeni U + {RY (m)} e je regularni. Staéi tedy
dosadit empirické hodnoty (odhady) kovarianci R(m), m € M, a feSeni

U' = {Up}wem
soustavy

o —

(S1) R(m) = RY(m) = / "M@ f(w)dw  prom e M
[77‘-77T]d

pak budeme povazovat za odhad parametru U.
Zduraznéme, Ze soustava (SI) je zna¢né nelinedrni a jeji FeSeni, vyzadujici
napf. numerické integrovani, je slozitd a zdlouhava numericka zalezitost.
Odhad parametru h pak jen dopoc¢teme jako

W= 7zk€M Uk ik

kde piy, pro k € M jsou odhady (které mohou, ale nemuseji byt ruzné) stfedni
hodnoty.

—

Jestlize jsou odhady R(m), jux konzistentni, je takovy i odhad
o' = (W', U).
Pfistup zaloZzeny na Feseni soustavy (S;) mize byt chdpan jako momentova

metoda.

II. ,Yule— Walkerovy rovnice®. Vztah (II) muzeme piepsat jako soustavu
kU _ 70
szeMUkI RY = I°,
kde 1
(I*RY) (p,q) = 5 (RY(p—q+ k) + R (p—q = K)).
Oznaéime-li p — g = j, pak k jednozna¢nému uréeni vektoru U = {Upj }rem
opét staci konecna soustava
RY(j+k)+RY(j—k)
2 Zke M U 2

MiuZeme nyni dosadit empirické hodnoty misto neznamych kovarianci a ob-
drzime odhad jako feSeni

=4(j) proje M.

U = (UM rem

linearni soustavy
Sw) Y, Uk (RGFR) +RG—H) =0() proje M.

Reseni takovéto linearni soustavy je piirozené numericky mnohem snazsi nez
soustavy (Sy).
Odhad parametru h pak opét dopocteme podobné jako nahofe, tj.

7T 7711 —~
h __ZkeM ke H
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a cely odhad
o — (}ALH [711)

je konzistentni, pokud jsou konzistentni prislusné vybérové momenty.

I kdyZ soustava (Sy1) neni Gplnou analogii Yule — Walkerovych rovnic, mu-
Zeme pracovné pouzit tento nazev vzhledem k linedrnimu charakteru vazeb
mezi neznamymi parametry a kovariancemi.

Mame tedy dva konzistentni odhady nezndmych parametru, zbyva vsak
celé fada dalSich otevienych problému. V nasledujicich odstavcich se budeme
zabyvat zejména témito dvéma otazkami:

A). Jak definovat empirické kovariance a stfedni hodnoty tak, aby byly kon-
zistentni, pripadné jaké dalsi vlastnosti by mohly mit?

B). Lze odvodit vySe uvedené odhady z nékterych obecnych principtu statis-
tického odhadovani (jako je napf. princip maximdlni vérohodnosti) a jaké
z toho pripadné plynou dalsi jejich vlastnosti?

4. EMPIRICKE POLE

Predpoklddejme, Ze pozorovana data urcuji néjakym zpusobem empirické
pole

~

P

tj. pravdépodobnostni miru na prostoru R7.
Piislusné empirické momenty pak chiapeme jako integraly pocitané s po-
moci této miry, tj. napf.

R(m) = /XOdeP s i
i = /deﬁ

apod. Na empirické pole P mizeme mit nékteré pozadavky, od nichz se pak
odvine i konkrétni definice. R
i) Stacionarni empirické pole. Pozadujeme, aby pro kazdou f € L1(P)

platilo
/fdﬁ:/fortdﬁ,

n:RT - RT

kde

je pro kazdé t € T piislusné posunuti dané predpisem

Ti(x)s = 445 prokazdé seT, x € RT.
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Potom musime predpokladat, Zze pozorovaci oblast W C T je pravouhla
(tj. obdélnik), a polozime

[P = WIS FonaEn)

kde z5FR € RT je periodické prodlouzeni konfigurace zy € RW.
Je ovSem ziejmé, Ze takovy odhad neni nevychyleny, tj. obecné

E/fdﬁ;éEf.

Soucasné je ziejmé, ze pro lokalni (cylindrické, zavisejici pouze na koneéném
poctu soufadnic) funkce f je toto vychyleni tmérné velikosti hranice mnoziny
|OW], kde

oW = U”SH:1 W N (W —s)e.

Abychom tedy vychyleni eliminovali alespoinl asymptoticky, musime pozado-
vat, aby pozorovaci oblast W, rostla zpusobem, ktery zarucuje

limy,— oo [Wa |71 [OW,| = 0,
coz je ekvivalentni s podminkou
lim,, oo [Wo| 1 W, N (W,, — 5)¢| =0 pro viechna s € T.

Toto je standardnim pfedpokladem splnénym napf. pro posloupnost krychli
nebo obecnéji obdélniku, jejichZz vSechny strany rostou do nekonec¢na. Tak
je zarucCena platnost ergodické véty a tedy konzistentnost vybérovych mo-
menti. Pro platnost centrdlni limitni véty a tedy asymptotické normality
odhadt bychom ovsem pottfebovali

hmn_,oo |Wn|_% |aWn| = 07

coZz jednoduse plati pro d = 1, kdy pro interval W,, plati |OW,,| = 2, ale
obecné, je-li W, krychle o strané n, plati

[W,| = n?, |OW,,| = 2dnd~!
a proto

2d pro d=2

: oW — 1 g
limy, o0 |[Wh| ™2 |OW,,| = lim,—o0 2dn < s pro d> 3.

Je tedy zrejmé, ze z hlediska asymptotické normality odhadu je vysSe defino-
vané stacionarni empirické pole zcela nevhodné.
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ii) Nevychylené empirické pole. Budeme tedy pfimo pozadovat, aby
platilo

E/fdﬁ:Ef

alespori pro néjakou dostate¢né bohatou t¥idu funkei f. Nechf £ 4 je mnozina
lokalnich funkci, které zaviseji pouze na soufadnicich z kone¢né mnoziny
ACT, |A|l < co. Potom pro f € L4 polozme

/fdﬁ S WA Tomlaw),

kde WA = {t € W;t + A C W}. Je ziejmé, Ze empiricky integral ffdﬁ je
nevychylené definovan, pokud W4 # (). Mame napi.

/ XpdP=[WaWw-pITY

a podobné

/Xj X ap = oW =jnw- k)|*1 ZteWﬁ(Wﬂ')m(W—k) T ke

Dale vidime, Ze pro f € L4 a s € T plati napft.

E /fdﬁ—/forsdﬁ‘ < K(A,8)- | fll WA~ |owA

)

kde K (A4, s) je konstanta zavisejici na A a s. Pokud bude opét splnéna vyse
uvazovana podminka
|I/Vn|71 |OW,| — 0

pro rust pozorovaci oblasti, bude empirické pole alespoil asymptoticky staci-
onarni. Navic zde pozorovaci oblasti W, nemuseji byt striktné pravouhlé, ani
nemusime do W,, zadny pravothelnik vnofovat, jak to poZzaduje postup i).
MuzZeme vsak prednosti obou definic spojit, pokud budeme pro f € L4 uva-

zovat
5 a1
/fdp*“[ | ZtGWAfOTt’

WA={teT;t+AcCW}.
Takto definované pole spliiuje pro kazdé f € L 4, kde WA £ 0, jak

E/fdﬁ:Ef

/fdﬁ:/forsdﬁ

nebot WA+s = W4 — s pro kazdé s € T.

kde nyni

tak i
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Vzhledem k markovskému predpokladu ndm staci mit empirické pole de-
finované pro f € L4 s néjakym koneénym A C T

5. GAUSSOVSKA MARKOVSKA POLE

Budeme nyni navic predpokladat, ze ndhodné pole s vyse definovanou kova-
rian¢éni funkci a stfedni hodnotou je gaussovské, tzn. ze kazdé koneénéroz-
mérné marginalni rozdéleni p("/, VT, |V| <oojeddno

_vi _1 1 ,
av) = (2n) % [RE exp { =G ov — i) (B ov = i}

kde v, pf,, RY, jsou pifslusné vektory, resp. matice zizené na podmnozinu
VcT.

Pro dostatecéné velikd W C T' mzeme vyuzit priblizné vzorce, které plati
asymptoticky, zejména

W og Ry | & (2m) /

[771-17‘—](1

log (2 ZkeM Uk cos(k,w>> dw
a také
(Riyw) ' = Afpy, = QZkGM U Iy

(Viz napi. Janzura (1988a,b)).
Po dosazeni obdrzime priblizny vyraz pro logaritmus vérohodnosti

— W[ log piy (zw) =

log(27) — (27r)*d/

[77‘—7’"‘]

~
~

% log (2ZUk cos(k,w)) dw+

25, U (R + - )] ] = )

kdy# opét aproximujeme |W| =t 2y, IK, v ow ~ @ + ()2
(W™ Ly Lyw aw = 0

pro vSechna k € M.
Stejnou aproximaci dostaneme i pro podminéné rozdéleni

c v 1
Pe(avlsy) =(2m) ¥ AT, |
1
cexp {5 lAFr a4 11T (4F) 7 A por + 0101}

Zde dobfe vidime vyznam parametra 6 = (h,U), které v podminéném roz-
déleni vystupuji pfimo. Jde totiz o tzv. gibbsovskou parametrizaci, kdy jsou
parametricky zadavany pravé tyto podminéné distribuce.
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Pozndmka: Také se snadno ukaze, Ze pole chyb (g¢)ter v markovském mo-

delu je nyni téz gaussovské se stfedni hodnotou rovnou —h a kovarianéni
’ U z v

funkei A7.. Plati pfitom

et + h =20 [ Xy — E[X¢| X4, s # t]]
pro kazdé t € T.

Vratme se k problematice odhadu. Mame tedy pfiblizny vyraz E(G) pro
(minus) logaritmus vérohodnosti. JelikoZ fad odchylky je dostateéné maly,
ziskame minimalizaci 2(9) asymptoticky maximalné vérohodny odhad se
vSemi jeho priznivymi vlastnostmi, jako je asymptotickd normalita a efici-
ence. Jestlize vSak polozime rovny nule parcialni derivace vyrazu E(G), obdr-
Zime pfimo soustavu rovnic (Sr) a jejim FeSenim, tedy i FeSenim maximalizace
L(6) je odhad ,momentovou metodou*

o' = (h1,UY).

Ke stejnému vysledku dospéjeme i s vyuzitim principu odhadu s minimalni
vzdalenosti. Obecné, je-li

0 argmingeg D(P, P?),

kde D(-,-) je néjakd rozumné definovana , vzdalenost“ pravdépodobnostnich

mér, P je empiricka distribuce a P? je teoretické rozdéleni z parametrické
tfidy {Pp}oco, nazveme 6 odhadem s minimaln{ vzdalenosti.

Jestlize pro nahodna pole vezmeme jako vzdalenost asymptotickou I-
divergenci

dP,
W ap
w

)

(P, Q) = limy -z [W]! / log

dostaneme
I(Pvpe) = L(e) _H(P)7

kde H(P) je rychlost entropie empirického pole P, a jelikoZ nezavisi na ne-
zndmém parametru, muzeme ji z minimalizace vynechat.

Shriime tedy vysledky tohoto odstavce.
Tvrzeni. Pro gaussovskd pole je odhad o asymptoticky maximéalné veé-
rohodny a soucasné je odhadem s minimalni I-divergenci. Proto je také
asymptoticky normalni a eficientni.
Dikaz. Viz tvahy pfedchazejici tvrzeni a také napf. Janzura (1988a,b).
O

Duvod, pro ktery se neuvazuje odhad exaktné maximalné vérohodny, spo-
¢iva zejména v numerickych obtizich pii vycislovani vyrazu, které obsahuje
vérohodnostni funkce. Pfipomernime, ze pfi analyze obrazu by mohla byt napt.
fadove |V| = 103 x 10% a matice RY|, by pak byla faddové 106 x 105. Pocitat
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determinanty a inverze od takovych matic by jisté bylo velmi obtizné, pokud
vubec mozné. R
Ani pfiblizny vérohodnostni vyraz L(6), ktery vede na soustavu (Sy), vSak
neni z numerického hlediska idealni. Zkusime jej v nasledujicim odstavci na-
hradit funkci, kterd je numericky jednodussi a pritom do urcité miry imituje
vlastnosti vérohodnosti.
6. MAXIMALNE PSEUDO — VEROHODNY ODHAD

Obecné princip maximéalni pseudo-vérohodnosti spo¢iva v nahrazeni vérohod-

nosti, tedy napf. py (zv), vyrazem

HVIGVPWVZ (zvi|2ve)
kde V je systém néjakych relativné maljch podmnozin. V pfipadé markov-
skych ndhodnych poli muzeme vzit V = {V + ¢, t € W}, tedy maximélné
pseudo-vérohodny odhad musi maximalizovat

/ log py v dP = — L, (6).

I tento odhad muzeme interpretovat v ramci odhad s miniméalni vzdalenosti,
nebot

Ly, (9) = Iy (P|P?) + k(P),
kde 4P
Iy, (PY|P?) = / log dpgﬂ dp!
VoV
je podminénd [-divergence. Zde k(ﬁ) je uz pouze konstanta zavisejici na P
a nikoli na nezndmém parametru.

Podobné jako pro ndhodna pole s diskrétni mnoZinou stavi (JanZzura
(1997)) bychom ukézali, Ze tento odhad je asymptoticky normélni, ale obecné
nikoli eficientni, pficemz s rostouci Vj se k eficienci blizi.

Ukazeme nyni, jak vypada konkrétni realizace tohoto odhadu v nejjedno-
dussim pfipadé Vy = {0}. Potom totiz

p?o}|{o}c($0|x{0}0) =

o Uo % 1 T — Tk 2
= <?> eXp{—ZUQ <ZkeM UkT—l—h) EEMU(—M).
Pro pozorovaci oblast W oznacme W = WMU(=M) Mizeme tedy napsat
-~ 1
L{O} (9) = — 5 log

+ W 2n 1L AL p h2] .

1 = _
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Minimalizovat tuto funkci znamend fesit soustavu

h=- ZkeM Uk Hk
2) ., Cit Uk =0(j) projeM,

kde
C Wl taf D i RG—k)+R(G+k
Cjk = |W| 11;; I;“W I%T T — MJ ,uk = ( ) 5 ( )
ﬁj = |W|*1 lTW I%T xr pro j, k€ M.

Vidime, ze princip maximéalni pseudo-vérohodnosti vede k odhadu
é\II _ (ﬁII7 ijI)
metodou ,, Yule — Walkerovych® rovnic. Tento odhad je tedy pro gaussovska

nahodna pole méné eficientni nez @, coz neni prekvapivé, nebot vyzaduje
vice hodnot empirickych kovarianci, jejich vypocet je nutné méné efektivni.

7. LITERATURA

[1] JanzuraM. (1988a), Asymptotic theory of parameter estimation for
Gauss — Markov random fields. Kybernetika 24, 3, 161—176.

[2] Janzura M. (1988b), Divergence of Gauss—Markov random fields
with application to statistical inference. Kybernetika 24, 6, 401 -412.

[3] Janzura M. (1997), Asymptotic results in parameter estimation for
Gibbs random fields. Kybernetika 33 (1997), 2, 133—159.



