ROBUST’98, 55— 75 ®© JCMF 1998

METODY PRO PROKLADANI KRIVEK
S POUZITIM NA REALNYCH DATECH

Daniel HLUBINKA'
MFF UK, KPMS

Abstract. In the paper an unique set of meteorological measurements, na-
mely aerological measurements of gamma and beta radiation, is treated. The
main purpose is to show possible statistical approaches to the data analy-
sis when the physical model is unknown. We are looking, first of all, for a
parametrical model best fitting the data. It turns out to be a derivative of
the standard Richards growth model. Then we try to model the data using
well known Poisson process with non—constant intensity. In the second part
we consider non and semiparametrical statistics. The kernel regression es-
timator and its modifications trying to improve the estimation closest the
borders of observed interval and/or deal with the data heteroscedasticity are
considered. Then we show the possibility how to use local polynomial smoo-
ther. In the last section several nonparametrical estimators of derivatives of
estimated curve are presented.

Pesrome: B cTraTbe u3yuaeTrcss €AMHCTBEHHAS COBOKYIHOCTHL METEODO-
JIOTMYECKUX W3MEPEHUM, TOUHEee a®pPOJIOCMUECKUX M3MepeHuil Oeta u
raMMma nsiayuenusi. ['iaBHas npobJieMa sIBJISETCS NOKa3aTh BO3MOYKHBIE
CTATUCTUYECKUE NPOLEAY Dbl aHAJBI3A JAHHBIU KOrA3 (PU3MKAJILHAS MO-
neJsib He3HaKOMas. [Iperkae BCero Mbl HIEM [IAPAMETPUUECKYIO MOJENb
JIydllle BCeX allpPOKCUMAIMii. XOPOIIOH ABJISIETCA MOJENb Priuap acoBe!
KPUBOI1 BO3pacTaHus. B ciaenyromeM Mbl TOnpoOyeM KCIOIb30BATH MO-

neiab nporecca Ilyaccona ¢ nepemMeHHON HalpsKeHOCThI0. Bo BTOpOH
YaCTU M3YYaeTCA HeNnapaMeTPHUUeCKas U CEeMMIIapaMEeTPUYECKas CTa-

TUCTUKA. BMmecTe ¢ A1pOBOIt OLIEeHKOI perpecun OCTOHOBJIIOCH €€ MO M-
UK I8 KPAMHBIX TOUEK MHTEPBAJIa M NaHHBIX C IIePEMEHHOI Ba-

pPIaHL(V[eﬁ. ITocsae Toro n3y4daeTCsa OLIEHKa perpecuyr MeToa0M JIOKAJIb-
HBIX IMIOJIMHOMOB M B CaMOM KOHBIIE INOKayKe€M TPpU MEeTOAbl HEIlapaMeT-

PUYECKOM OLIEHKM IPOM3BOAHOM HE3HAKOMOM (yHKIME.

1. Uvop

Jednou mési¢né jsou na meteorologické observatofi v Praze — Libusi méfeny,
krome jiného, iidaje o intenzité gama a beta zafeni v atmosféfe pomoci vys-
kovych balénti. Udaje jsou dostupné za obdobi od léta 1994, p¥icemz v sou-
Casné dobé jsou nam k dispozici data z 34 vystupt, dalsi data mame slibena.
Pro dalsi potieby pouzivame slovo pozorovdni, budeme-li mluvit o jednom
vystupu balénu, a méreni pro oznaceni matice hodnot daného pozorovani.
Meéfeni radioaktivity, jez probihd pomoci Geigerova — Miillerova pocitace,
je meteorology upraveno na ,,oficidlni tvar“ prepocitainim na pocet Castic za
vtefinu v desetivterinovém c¢asovém tuseku. Tyto udaje jsou udany s pies-
nosti na dvé desetinnd mista. Dale méfeni obsahuje tdaj o teploté a tlaku,
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z tlaku se také odvozuje vyska balonu. Méfeni probihé po kalibraci sondy a
jejim vypusténi od zemé. Rada se ukoncuje po zacatku padu balénu, tedy
pfi opétovném ristu tlaku. Takto jsou ziskany hodnoty o radioaktivité az do
vysky kolem tficeti kilometr.
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Obr. 1 a 2: PovSimnéme si tvaru kfivky (v podstaté shodné pro beta i gama
zafeni) a zejména prudké zmény rozptylu kolem desétého kilometru.

Nagim zakladnim tkolem je nalézt vhodnou metodu pro prolozeni na-
méfenych dat kiivkou. Omezime se na jedno nahodné vybrané pozorovani,
jmenovité ze dne 11.dubna 1995. Na tomto praktickém ptikladé si ukdzeme
vhodné parametrické i neparametrické postupy pri feseni tohoto ukolu.

7Z fyzikalniho hlediska je nejzajimavéjsi zavislost intenzity zafeni na vysce.
Doposud vsak bohuzel nejsou znamy zadné fyzikalni zakonitosti, jez by mohly
byt pouzity jako zdklad pro parametricky model. Proto jsme byli postaveni
pred dalsi kol —vybrat sami vhodny model. Této otazce je vénovana prvni
¢ast o modelovani pomoci rustovych kfivek, jejichz parametry odhadneme
pomoci metody nejmensich ¢tvercu.

Kratce se téz zminime o mozZnosti pouzit k modelovani nahodny proces,
pric¢emz se zde pifimo nabizi proces Poissontiv. K odhadu intenzity Poissonova
procesu pouzijeme model z prvni ¢asti, tentokrat vsak za pouziti metody
maximalni vérohodnosti. Tim ziskdme dva rizné zptisoby odhadu parametrt
téhoz modelu.

V dalsich castech se obratime k takzvanym lokdlnim vyhlazovacim me-
todam. Prehledné si uvedeme odvozeni jadrového odhadu regresni kiivky,
lokalné polynomického vyhlazeni a ukazeme moznou modifikaci jadrového
odhadu tak, abychom i na okrajich méfeného intervalu ziskali méné vychy-
leny odhad. Dale si uvedeme t¥i moznosti odhadu derivace regresni kiivky, a
zminime moznost pouziti proménné sirky okna pfi jadrovém odhadu s cilem
snizit vliv heteroskedasticity vstupnich dat na vysledny model.

Tato prace neobsahuje véty a dikazy. Duraz je spise kladen na myslenkové
postupy potfebné pro odvozeni jednotlivych metod.
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2. ANALYZA POMOCI RUSTOVYCH KRIVEK

2.1. Volba modelu. Nasi snahou v tomto oddile je nalézt parametrickou
kiivku, kterd by aproximovala co nejlépe naméfena data, zde metodou nej-
mensich étvercli. Zavedme si jednotné znaceni, kterého se budeme v nésle-
dujicim textu drzet.

Rada méieni je dana dvojicemi (X;,Y;), kde X; znaci vysku a Y; odpo-
vidajici hodnotu radioaktivity v i-tém Casovém intervalu. Proménné x a y
pouzijeme opét pro vysku a radioaktivitu, nyni vSak jako spojité proménné,
nikoliv naméfené hodnoty. Pro ¢as jako proménnou pouzijeme obvyklé zna-
Ceni ¢.

Puvodni fada méreni tvori pomérné ziejmou, avsak slozitou kiivku, kde
nemame prilis jasnou pfedstavu o mozném tvaru aproximujici funkce. Proto
jsme se rozhodli studovat k¥ivku ¢aste¢nych souctil, jinymi slovy misto hod-
notami radioaktivity v dané vysce (priuméry v desetivtefinovych intervalech)
se budeme zabyvat poétem ¢astic do dané vysky (souftem udévanych pri-
mért). Do dalsi analyzy tak vstupujeme s udaji

Tyto hodnoty jsme si opét znazornili proti vysce a usoudili, Ze by je bylo
mozno aproximovat nékterou vhodnou ristovou ki¥ivkou. Ze zndmych kiivek
po kratsim rozboru a studiu dat prichazely do ivahy v podstaté pouze tii
kiivky: logistickd, Gompertzova a Richardsova. Po vyzkouseni vSech tii jsme
dospéli k nazoru, Ze nasemu ucelu nejlépe poslouzi Richardsova kfivka. Ho-
vofila pro ni pfedevsim vétsi (byt stéle jesté ne optiméalni) pruznost, nizka
rezidua a jejich pribéh v zavislosti na vysvétlujici proménné. Navic je, na
rozdil od predchozich dvou kiivek ¢tyrparametricka. Dalsi vyhody se ukazi
v pozdéjsim textu.
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Obr. 3 a 4: Tvar kiivky pro kumulované soucty vede k pouziti ristovych
modelti, heteroskedasticita je vzhledem k velikosti souc¢tti zanedbatelna.
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Ukéazalo se tedy, Ze mame vhodnou kfivku pro aproximaci ¢asteénych
souCtli. Pivodni méfeni pak z ¢asteénych souctt ziskdme rozdilem dvou po
sobé jdoucich hodnot, neboli Y; = Z; — Z;_1. K prolozeni pivodni fady
méfeni proto pouzijeme derivaci Richardsovy kiivky.

Samotny tvar Richardsovy kfivky je

1/(1—b)
(1) R(z;a,b,¢,d) =a (1 +(b— 1)efc(zfd)) .

Nasim prvnim tkolem nyni je odhadnout parametry a, b, ¢, d tak, aby

2) Z(Y — R(Xi;a,b,c, d))2 = min.

2

7 tohoto zadani jiz je patrné, Zze odhad bude muset byt spocten iteracné
a nam tak pribyva tloha stanovit poc¢atecéni odhad pro spusténi numerické
minimalizace.

2.2. Rozbor Richardsovy kfivky. Abychom mohli dobfe pouzivat vy-
brany model, je dobré dozvédét se co nejvice o tloze jednotlivych parametri,
typickych vlastnostech zvolené kifivky, stejné jako i odhalit pfipadné nedo-
statky.

Ristové kiivky jsou typicky fesenim néjaké diferencidlni rovnice popisujici
jisty déj. I z tohoto diivodu je mozné povazovat rustovou kiivku za vhod-
nou volbu pro modelovani daného fyzikalniho procesu, ackoliv nejde o popis
tohoto procesu—ten je prozatim neznamy. Richardsova kfivka je feSenim rov-
nice

ox b—1
Jeji derivace, kterou hodlame pouzit pro prolozeni ptvodnich méfeni, mé
tvar

(4) —8R(m;;:;b’ ¢.d) =r(z;a,b,c,d) = ac(1+(b—1)e_c(1_d))b/(l_b)e_c(z_d).

2.2.1. Vyznam parametri. Nynise pokusime naértnout vyznam jednotlivych
parametrt Richardsovy kfivky a jejich vliv na jeji vysledny tvar. Zamérme
se na limitni chovani této kiivky. Jelikoz parametr d popisuje pouze posunuti
v x a parametr a je parametrem méritka celé kiivky, staci se zamérit na Ctyti
vyznac¢né pripady parametri b a c. Vyloucime prozatim situacic =0a b = 1.
1) b>1,c>0
V tomto ptipadé je lim, 400 R(z) = a a lim,_,_ o, R(z) = 0.
(2) b>1,c<0
Nyni dostavdme naopak lim,_, ;o R(z) =0 a lim,_,_ ., R(z) = a.
3)b<1l,c>0
Pro tento pfipad je lim, ;. R(z) = a, zatimco limita pro x —
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—oo postradéd smyslu, nebot by dochazelo k mocnéni zadporného éisla
mocninou 1/(1 — b), coZ obecné neni pfirozené ¢islo.
(4) b<1l,e<0
Zde obdobné lim,_, o R(x) = a, zatimco limita pro z — 400 nema
smysl.
Hranice téch z, pro néz ma Richardsova kfivka v pfipadé 3 a 4 jesté smysl,
bude, spolu s pfipadem b = 1, probrana dale.

Pfedpoklddejme, Ze pracujeme s nezapornymi ¢isly, coz u modelt ristu
byva obvykly pripad a proto muzeme predpokladat a > 0. Ptejme se na
prubéh kiivky, tedy hledejme jeji derivace a jejich znaménka.

Jiz. vime, ze Richardsova krivka je definovand na celém R; pouze pro
b > 1. Pro takova b je pak rozhodujici pro smér kiivky parametr ¢, kde ¢ > 0
znamend, ze kiivka je vSude rostouci s dolni/horni uzévérou 0/a, zatimco
pro ¢ < 0 je klesajici se stejnymi uzavérami. Je-li ¢ = 0, pak dostaneme
konstantni funkci R(z) = ab’/ (=% Pro nase data je vSak ziejmé a > 0 a
c>0.

Je-li parametr b < 1, pak ma kiivka R(z) omezeny definiéni obor a ma
prakticky smysl pouze tehdy, je-li 1+ (b—1) exp{—c(z —d)} > 0. Je zfejmé,
ze

x>d+ w c>0,
(5) 1+@(0—-1exp{—clz—d)} >0&
r<d-— log(1=b) . <.

C

Dale plati, ze je-li ¢ > 0, je kladna i prvni derivace, zatimco je-li ¢ < 0, je
zaporna i prvni derivace.
Jesté ndm zbyva vysetfit pfipad b = 1. Zde ovsem plati

(6) blir{:L R(z,b) = blil{l R(z,b) = a - exp[—exp{—c(x — d)}] = G(x;a,c,d),
coz je Gompertzova kfivka.

Obratme pozornost k dalsi tiloze parametrt b a d. Potiebujeme k tomu
spocitat druhou derivaci Richardsovy kiivky. Méjme b # 1, potom
O?R(x)
Ox?
(7) —(1+ (b— 1)t “*’”]

20-1)/(1-b)

— ac.ecl@z—d) [b . e—c(z—d) (1 +(b— l)efc(azfd))(

Polozime-li druhou derivaci rovnu nule, vyjde nam jako feSeni x = d. Proto
je d bodem inflexe Richardsovy kfivky. Podle (5) je vSak pro b < 0 hodnota
d mimo defini¢ni obor kfivky a dana kfivka nemd inflexni bod. Je tudiz
cela konkavni a popisuje tak procesy startujici z jednoho bodu a majici za
asymptotu a. Timto mame vysvétlenu tllohu parametru d.
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Polozime-li z = d (za predpokladu b > 0), pak R(d) = a-b*/1 =% Jeliko# je
bod d bodem inflexe, je vidét, Zze hodnota b/ (1 =% udava pomér konvexni ¢asti
ristu (pro ¢ > 0) k celkovému rtstu kiivky, neboli jistou nesymetrii kolem
bodu d. Poznamenejme, Ze funkce b/~ je monoténni a nabyva hodnoty
0.5 pro b = 2, z ¢ehoz plyne, ze pro b = 2 je Richardsova kiivka symetricka
okolo bodu (d, a/2). Podrobnégjsi grafy znazortiujici vliv parametri viz Seber
(1988).

Zajimavou otazkou muze byt téz vliv zmény méfitka na odhadované pa-
rametry. Zména métitka totiz mize pfi numerickych odhadech parametri
znac¢né ovlivnit numerickou stabilitu odhadu, proto je tato otazka hodna
zéjmu. Zména métitka na ose z, v praxi zejména zaména kilometri a me-
tri, vede ke zméné v parametrech ¢ a d. Pokud vynasobime udaje na ose
x konstantou k, musime stejnou konstantou vynasobit parametr d a vydélit
parametr c. Zména méfitka na ose y, obvykle normalizace tak, aby horni
uzavéra byla rovna 1, ovlivni pouze parametr a. Vynasobime-li idaje na ose
y konstantou k, musime i parametr a touto konstantou vynasobit.

2.2.2. Podmodely Richardsovy krivky. Pfi pfedchézejicim studiu limitnich
vlastnosti Richardsovy kfivky pro b — 1 jsme si uvedli, ze vhodnou volbou
b ziskdme Gompertzovu kiivku. V Richardsové modelu jsou vsak obsazeny i
jiné znamé modely.

e Logistickou krivku dostaneme volbou b = 2. Ziskdme tak model

a ec(azfd)

1+ e—c(z—d) - al + ec(z—d

(8) L(z;a,c,d) = R(x;a,2,¢,d) = ),V:cER~

e Piipomenme pro uplnost jiz zminény Gompertziv model, jenz je tvaru
(9) G(z;a,c¢,d) = R(x;a,1,¢,d) = ae~ Pi=c@=d} vy c R.

e Volbou b = 0 ziskdme pro = > d monomolekuldrni model

(10) M(z;a,c,d) = R(z;a,0,¢,d) = a(l — efc(””*d)) .

e Naposledy zmitime von Bertalanffyho model, ktery je pro x > d —log(3)/c
definovan rovnici

(11) B(z;a,c,d) = R(z;0,2/3,¢,d) = a(l - %e%(%d))?

Jak jsme jiz uvedli, v nasich poc¢atecnich ivahach jsme se zabyvali jako
moznymi kandidaty pro modelovani logistickou, Gompertzovou a Richard-
sovou kfivkou. Nyni jsme ukézali, ze Richardsova kiivka v sobé zbyvajici
dvé obsahuje, je tedy obecnéjsi. Blize o téchto modelech viz Seber (1988), ¢i
Ratkowski (1983).
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2.3. Odhadovani parametru. Po dtukladné analyze Richardsovy kfivky
mizeme pristoupit k vlastnimu provedeni odhadu parametri. Z dostupnych
udaji musime nejprve stanovit poc¢ateéni odhad, ktery pak budeme itera¢né
vylepSovat (nechdme to za nds udélat pocitac). Teoreticky sice mizeme sta-
novit celkem optiméalni po¢atecni odhad, v praxi vsak pro nase data narazime
na nékteré zasadni prekazky.

2.3.1. Parametrizace castecnych souctiu. PocCateéni odhad ag parametru a
stanovime jako ag = Y .~ ; Y; = Z,,, nebot jde o horni asymptotu Richard-
sovy kiivky.

Dalsi z parametrti, parametr d, je celkem snadno odhadnutelny. Jde o bod
inflexe kiivky, coZ je zde bod s nejvétsi derivaci. Proto muzeme pouzit vysku
X; takovou, ze Y;/(X; — X;—1) = max. Pokud bychom méli ekvidistantni sit
bodt X; (balén by stoupal rovnomérné), stacilo by zfejmé hledat vysku X;,
v niz je namérena maximalni hodnota Y;. Pro nase data vsak mizeme pouzit
i vysku odpovidajici modusu méfeni. Nerovnomérnost stoupani balénu je
zanedbatelna zejména s ohledem na rozptyl naméfenych hodnot.

K odhadu parametru by uzijeme rovnosti R(d) = ab/(1=%). Polozime-
i D ixi<a Yi = aob(l)/(lfbo), pak tato rovnice mé, vzhledem k monotonii
funkce b'/(1=Y  jednozna¢né feseni. Nemizeme jej viak spoéitat analyticky,
je nutno tak ucinit numericky.

Abychom mohli odhadnout parametr ¢, musime se je$té jednou podivat
na jeho tlohu v Richardsové kiivce, nebot samotné zjisténi, Ze Richardsova
kfivka je pro a > 0 rostouci pravé kdyz ¢ > 0, nepostacuje. Opét ndm pomiize
bod inflexe, nebot pro derivaci Richardsovy kiivky plati

(12) r(d;a,b,c,d) = acb®/ 1=,

Odtud jiz s pomoci pocate¢nich odhadi ag, by a dyp mizZeme stanovit odhad
bo/(1—b
co =Y (Xap)/faoke’ =",
Shriime si tedy navrzeny pocatecni vektor odhadu:

ag = in =Zn
i=1

do = {X;:Y;=maxY,}
J
(13) bo oY Yi=agh/ ™
{i:XiSdo}
Y (X
o = ( do) .

(Xa — Xag—1)aoby?/ ="

Nyni si v§imnéme obtizi provazejicich tento pocatecni odhad. Prvni, a
zéasadni, je ,neukoncenost® pozorované Richardsovy kfivky. Z graft je zfejmé,
7e namétrend kiivka nedosahuje horni asymptoty a navrzeny odhad aq se tak



62 Daniel HLUBINKA

stdva nevhodnym. Jelikoz na ném velice podstatné zaviseji odhady by a cg,
dostavame se do obtizi, a navic vzhledem k nesymetrii Richardsovy kfivky
nejsme ani schopni odhadnout ze znamého pribéhu neznamy zbytek. Dalsi
vyhrady jsou jiz sice mensiho, nikoliv v8ak zanedbatelného, vyznamu.

Namérend kiivka nezacind v nule, ale vzhledem k pfirozenému pozadi ra-
dioaktivity na povrchu zemé zac¢ind od néjaké nezaporné hodnoty. Pokud
bychom vsak chtéli tuto hodnotu odecist, muze se stat, ze nékterd méreni
pak budou zaporna, coz je v rozporu s podstatou ristovych modelt. Presto
jsme tak ucinili, vysledny odhad vsak byl z hlediska celé kiivky zanedbatelné
odlisny, zlepSeni lze zaznamenat predevs§im v prizemni ¢asti méreni. Chceme-
li lépe vyrovnat prizemni hodnoty, mizeme doporucit nasledujici postup;
od ptvodnich méfeni odeéteme odhadnutou pfizemni hodnotu (napt. 0,2) a
poté spocteme casteéné soucty a nalezneme odhad parametrt pro Richard-
sovu kfivku. K takto odhadnuté kfivce zpétné pripocteme castecné soucty
konstantni posloupnosti 0,2 a tim ziskame kfivku aproximujici skute¢né na-
méfené hodnoty.

Odhad parametru dy mize byt vzhledem k velkému rozptylu namérenych
hodnot téz zavadéjici, vétsinou ale padne do blizkosti pozdéji odhadnutého
parametru d. Pro poc¢ateéni odhad musime opét dbat na to, aby x1 > do +
log(1 — bg)/co jestlize by < 1

2.3.2. Parametrizace puvodnich méreni. Hlavnim tkolem od samého pocat-
ku bylo prolozeni vhodné kfivky naméfenymi hodnotami radioaktivity. Po-
moci modelovani ¢asteénych souctt jsme nasli vhodného kandidata v derivaci
Richardsovy kfivky, jejiz vlastnosti jsme rozebrali vyse. Nyni mame za kol
stanovit odhad parametru jeji derivace.

Vsimnéme si, Ze z rovnice Y; = Z; — Z;_1 muzeme odvodit pomoci Taylo-
rova rozvoje vztah

Pokud by platilo X; — X;_1 = A, pak z vlastnosti Richardsovy kiivky a
jeji derivace muzeme odvodit parametrizaci a, = Aag, b, = br, ¢, = cg a
d. = dpg, kde index R znamena odhad parametru pro Richardsovu kfivku a
r pro jeji derivaci. Jelikoz vSak tento predpoklad je porusen, musime opét
nalézt odhad pomoci iteraci, kde poc¢atecéni odhad je nyni dan rovnicemi

a = Y Yi(X;—Xi 1)
i=1
(15) do = {X;:Y;=maxY;}
J
bo Z Y, = aobé/(lfbo)

{i:Ii Sdo}
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Co = Y(Xdo) .
(Xdo - Xdo—l)aobgO/(libO)
Vyhrady vyslovené pro pocatecni odhad parametri Richardsovy kfivky
jsou platné i zde.

2.3.3. Viastni vypocet odhadu. Namérend data nacteme do formatu S-plus
a stanovime poc¢ateéni odhad parametri, kde si odhadneme (pokusné) ag =
4/3>"Y;. Poté odhadneme i dalsi parametry uvedenym zptisobem. Zkontro-
lujeme odhad tak, aby x1 > do + log(1 — bg)/co. Poté pfistoupime k odhadu
pomoci vestavéné funkce nls, non-linear least squares. Jelikoz nas odhad po-
CateCnich parametr neni mo7no provést presné podle vzorct (13) a (15),
je mozné, ze procedura nls nedokonverguje, pfipadné ukon¢i béh z jinych
davodt (z; < dp + log(l — b,)/cn v n-tém kroku) a my budeme nuceni
pocatecni odhad pozmeénit.

Dobré vysledky jsme dosahli téz pouzitim programu NCSS, ktery jako
jediny z ndm dostupnych programi mé Richardsovu kifivku pfimo zabudo-
vanou.

Pro zvyseni numerické stability odhadu je vhodné téz zkusit normalizo-
vat souCet méfeni radioaktivity na hodnotu 1. Lepsi by bylo normalizovat
hodnotu a, ovSem vzhledem potizim spojenym s timto parametrem, zejména
jeho pocateénim odhadem, je normalizace sou¢tu méfeni vhodnym kompro-
misem. Pro osu x postaci pouziva hodnoty v kilometrech, vyska udavana v
metrech totiz dosahuje az desetitisicovych hodnot a parametr ¢ naopak pouze
statisicin.

2.4. Vysledky. Pro dokresleni predchoziho vykladu jsme pouzili vybrané
pozorovani (z dubna 1995). Na grafech v obréazcich 5—8 si mizeme dobfe
povsimnout nékterych zasadnich a neodstranitelnych nedostatki. Predné,
v blizkosti zemé krivka podhodnocuje skuteéné méteni, coz souvisi s jak jiz
zminénym prirozenym pozadim radioaktivity, tak faktem, ze Richardsova
kfivka a jeji derivace zacinaji prakticky v nule. oznamenejme dale, ze Ri-
chardsova kfivka, jejiz derivace je hladka a jednovrcholova, neni z principu
dostateéné pruzna na to, aby postihla lokalni chovani méfenych udaji. To-
téz samoziejmé plati i pro jeji derivaci. Tuto vlastnost mizeme dobte vidét
predevsim na residuich pro Richardsovu krivku.

Naopak nespornou vyhodou je zde jasna interpretovatelnost parametri,
krasny hladky priubéh obou parametrickych kiivek a v neposledni fadé i
nizka hodnota residui. Obzvlasté u derivace Richardsovy kfivky je porovnani
residui s residui neparametrickych odhadt velmi lichotivé.

Tabulka kone¢nych odhadi parametri pro aproximaci méreni poc¢tu ¢astic
gama v zavislosti na vysce je pro pozorovani z 11. dubna 1995 nasledujici:
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Odhadnuta hodnota parametru

Rada a b c d

Pidvodnich méreni | 276,479 0,85494 0,09331 20,011
Céasteénych soudtt | 3914,56 1,00073 0,12658 18,7147

Vsimnéme si zejména rozdilt v odhadech parametru b, ¢, a d, které by pti
rovnomeérné siti vysek pro jednotlivd méfeni mély byt stejné.

3 é ’/// 30 3 .:;
2l g 2 10 \ iy
E3 A [ 2 Y
s / % H v H
1 e E a 0 A O
R 10 v s
of FE Veska (km) gy ¥
0 10 20 30 0 10 20 30

Residua (aprox. kumulované gama)

Obr. 5 a 6: Aproximace Richardsovou kiivkou je velmi slibnd, pfi naméfenych
hodnotach az 3 000 ¢astic nepfesahuji residua hodnotu 30. Pribéh residui je
déan pruznosti Richardsovy kiivky
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Obr. 7 a 8: Derivace Richardsovy kfivky velmi dobfe aproximuje stfedni ¢ast
pozorovani, oba kraje vsak jsou podhodnoceny.

Na grafu residui pro ptivodni méfeni si v§imnéme, ze ke konci méreni jiz
odhad pomoci derivace Richardsovy kiivky za¢ind naméfené udaje (relativné
dost) podceniovat. Nase domnénka je, Ze se pokles intenzity radioaktivity
zpomaluje, ¢i dokonce zastavuje, coz vsak jiz Richardsova krivka nemiize
ze své podstaty postihnout. K nasi litosti se tak déje ve vySce nejvyssiho
dostupu balénu, takze si nemizeme tuto hypotézu ovéfit. Jinak by zfejmé
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bylo nutné v téchto vyskach model pozménit z Richardsovy kiivky na jiny a
pokusit se o hladky pfechod mezi témito modely.

3. MODELOVANI PoMOCi POISSONOVA PROCESU

3.1. Poissonuv proces. Skute¢nost, ze predmétem naseho zadjmu je inten-
zita radioaktivniho zareni, pfimo vnucuje myslenku vyuziti Poissonova pro-
cesu, ktery je v oblasti radioaktivniho zafeni velmi oblibenym a pres svou
jednoduchost velmi dobrym modelem.

Poissontiv proces lze ve stru¢nosti popsat nasledovné. V daném ¢ase mame
dénu intenzitu procesu A(t). Pravdépodobnost, Ze v malém ¢asovém tseku
[t1,t2) dojde ke k impulstim je ddna Poissonovym rozdélenim

(16) P(Npyy 40 = k) = exp{—/tt2 A(t)dt} M, k€ {0,...,0},

1

kde At1,t2) = ;12 A(t)dt je parametr tohoto Poissonova rozdéleni a Ny, 1)
pocet impulsii v intervalu [ty, t2).
Prevedeno na nasSe data, predpoklame-li na chvili spojity ¢as piSeme Z;,

ziskavame

o t (Jy As)as)”
(17) P(Z = k) = exp {/0 )\(s)ds} AN

k!

Nasim tikolem je odhad intenzity A(¢). Pro tento typ dat bohuZel nelze pied-
pokladat homogennost Poissonova procesu, takze nelze provést zjednodusu-
jici pfedpoklad A(t) = A a je tfeba prikrocit k modelovani intenzity A(¢)
néjakou funkci.

JelikoZz vime, Ze stfedni hodnota ndhodné veli¢iny s Poissonovym rozdé-
lenim je rovna parametru tohoto rozdéleni, lze vlastné pro odhad intenzity
procesu pouzit priblizeni naméfenych hodnot Y; a Z; odpovidajicimi hodno-
tami intenzity, neboli modelovat

(18) Zy = A(t) = /0 A(s)ds

Jak si mtizeme povsimnout, Richardsova kfivka je jednim takovym mode-
lem, ve kterém se pouZiva pro parametrizaci intenzity A(¢) derivace Richard-
sovy funkce. Jestlize tedy budeme spokojeni s proloZzenim udaji Richardso-
vou kiivkou, mitizeme jeji derivaci pouzit pro (bodovy) odhad intenzity Pois-
sonova procesu a zpétné tuto intenzitu pouzit pro stanoveni intervalu spoleh-
livosti pro libovolny ¢asovy bod. To je velice dilezity krok, nebot v piedchozi
Casti jsme takovy interval spolehlivosti nemohli snadno ustanovit.
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Pfedchozi odvozeni jsme ucinili pro zavislost intenzity Poissonova procesu
na Case. Nas ovSem zajima hlavné zavislost na vysce. Nastésti je zde jed-
noduché feseni v nahrazeni proménné cas proménnou vyska, coz jsme pro
Richardsovu kfivku v pfedchozich oddilech jiz ucinili.

3.2. Odhad maximalni vérohodnosti. Parametry Poissonova procesu
jsou obvykle odhadovany metodou maximéalni vérohodnosti. To ovSem zna-
mena, Ze pro modelovani intenzity derivaci Richardsovy kiivky dostaneme
odhad jejich parametri maximéalné vérohodnou metodou.

Zavedme si nyni znadeni A;(0) = f))((il r(z;0)dr = R(X;;0)—R(X;-1;0),
kde X; znadi vysku v i-tém casovém intervalu a @ = (a, b, ¢, d). Pak maxi-
malné vérohodny odhad parametri a, b, ¢, d Richardsovy kfivky lze nalézt
jako libovolné FeSeni tlohy

(19) moax £[1 e M Y

odkud po trose algebry dojdeme k vyrazu

(20) mgxz(m log(R(X:;6) — R(X;-1;6)) — (R(X:;0) - R(X;-1;6))).
i=1

Zde je na misté pripomenout, Ze namérené udaje jsou udany jako pri-
mérny pocet castic za vterinu v useku deseti vtefin, coz znamena, ze nejde
o celociselné hodnoty. Pro Poissontiv proces vSak lze pouzit pouze celoc¢iselné
udaje a proto je nutno pouzit hodnotu pocet édstic za deset vterin namisto
praméru (vyndsobime primér deseti). Tim samoziejmé zménime i odhad
parametru a Richardsovy kiivky na desetinasobek, coZ je ovSem snadno na-
pravitelna zména.

Pozndmka: Pomoci programu Mathematica jsme se, zel beztspésné, pokou-
Seli nalézt feSeni této maximaliza¢ni tlohy. Po mnoha hodinach pocitani jsme
vsak nedostavali stale zadny vysledek a proto jsme vypocet ukoncili.

4. NEPARAMETRICKE VYHLAZOVANT

Jak jsme vidéli vySe, pfi pokusu o parametrizaci kiivky prokladajici na-
méfena data se stietavame s nékterymi zasadnimi praktickymi problémy,
zejména pii vypoctu parametri a pfi modelovani lokalniho chovani sledo-
vaného procesu. Tuto nesndz nam pomuze prekonat vypocetné , prihledny*
zpusob tzv. neparametrického vyhlazovani.

Myslenka jadrového regresniho vyhlazeni vychéazi, podobné jako regreso-
gram z histogramu, z jadrového odhadu hustoty, daného rovnici

n

I O L e B D SR !
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kde body X; jsou méfeni (o nichz pfedpokladdme, Ze jsou iid s hustotou
f(x))a x bod ve kterém odhadujeme. Funkce K se nazyva jadro. Vétsinou
jde o néjakou nezapornou funkci, symetrickou kolem nuly, f K(z)dx = 1,
a obvykle [xK(z)dz = 0. Z tohoto divodu se pouzivd nejcastéji néjakd
hustota. Popis a stru¢né porovnani vlastnosti nej¢astéji pouzivanych jader je
v tabulce 1.

4.1. Od odhadu hustoty k odhadu regresni kfivky. Vyjdéme z rovnice
@) ) =EVX =0 = [uflar- [vTEDay
fx (@)

Chceme-li najit jadrovy odhad m(zx) regresni funkce m(z), pouZijeme tuto
rovnici, kde hustoty f nahradime jejich jadrovymi odhady. Je tedy zfejmé,
Ze musime najit jadrovy odhad f(:r, y) sdruzené hustoty a za odhad fx(x)
pouzijeme (21).

Sdruzenou hustotu mizeme odhadnou dvourozmérnym jadrem zpisobem
popsanym napt. v Hérdle (1997)

~ 1 — 1 S z—X;
23 = — —K |H ! .
(23) f@y) n;det(H) [ ( y—Yi) )}
Zde matice H reprezentuje kovarian¢ni strukturu rozdéleni vektoru (X,Y).

V praxi se vSak zpravidla pouziva diagondlni matice s prvky h, a hy na
diagonale. Takto dojdeme k vyrazu

-~ 1 — 1 r—X; y-Y;
24 == K .
(24) Fon =3 ()

Dvourozmérné jadro se nakonec nahrazuje sou¢inem dvou jednorozmérnych
jader, K = KX . KY, ¢&imz dochazi k dalsimu podstatnému zjednoduseni

a1 (=X oy (Y=Y

Toto zjednoduseni se muze zdat neopodstatnéné v pripadé regrese, jak
vsak uvidime, vede k zadoucimu vysledku. Na druhou stranu se mnohdy

v regresi hodnoty X za nahodné nepovazuji, a v tom pripadé neni zcela
korektni zépis (Y] X).
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Vlastni odvozeni je pomérné snadné. Pro jednoduchost polozme h, = h,,
coz vSak neni tézké zobecnit. Potom

~

o) = [, - [, E ol e X,
fx(z) izt Kn(z — Xi)
_ i JyEn(y — Yi) Kn(z — Xi)dy
(26) i Kn(z — Xi)
- S Kn(z— X;) [(zh + Yi)K(2)dz
a > i Kz — X;)
_ D iy YiKn(z — X5) _ % i ViK (L_TXZ) .
i1 Kl — Xi) i K (55
12 T 15
10 P 1 '
8 0.5
6 0
4 -0.5
2 -1
0 —-1.5
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Jédrové vyhlazen{ Residua (norm. jadro h = 20)
norm. jadro h = 20
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0 0
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Jadrové vyhlazeni Jadrové vyhlazeni
trojih. jadro h = 20 rovnom. jadro h = 20

Obr. 9 — 12: Normaélni a trojuhelnikové jadro davaji takika nerozliSitelné
odhady. Pro rovnomeérné jadro pii stejné Sifce okna dostavame méné hladky
odhad.

7 vysledného zapisu mizeme vidét, ze jde o vazeny prumér nameérenych
hodnot, kde véhy jsou ddny hodnotou w;(z) = Kp(z — X;)/ > Kp(z — X;).
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Jadro K(z) Zakladni vlastnost
Rovnomérné (2| < 1) Jednoduché, nespojity odhad
Trojuhelnikové | (1 — |z])I(|z| < 1) | Jednoduché, spojity odhad
Epaneénikovovo | 3(1 — 22)I(|z| < 1) | Parabola, spojity odhad

Normalni \/%7 exp(—22/2) Spojity odhad, obor celé Ry

TABULKA 1. Doporucovana symetricka jadra

4.2. Hrani¢ni efekt. Z definice jadrového odhadu je zfejmé, ze v blizkosti
okrajui defini¢niho oboru pro X bude zna¢na ¢ast hmoty jadra zasahovat
do oblasti bez pozorovani. Takové snizeni poc¢tu pozorovani zpravidla ma
znac¢ny vliv na chovani a kvalitu odhadu na téchto oblastech, predevsim
na vychyleni. Pokusime se proto navrhnout postup, ktery by hranicni efekt
¢astecné odstranil.

Nase idea blizkosti krajnich bodid je ménit postupné jadro tak, aby pro
bod X7.,, mélo defini¢ni obor zleva timto bodem omezeny (obdobné pro bod
Xp:n)- Pro trojahelnikové jadro budeme pozménovat tvar trojihelniku, za-
timco normalni jadro na krajich zkombinujeme s hustotou exponencialniho
rozdéleni. U rovnomeérného jadra se v blizkosti krajnich bodu obvykle odhad
poneché konstantni, stejné jako u odhadu pomoci k nejblizsich soused.

4.2.1. Trojuhelnikové jadro. Pokud pro trojuhelnikové jadro bude pro bod =,
pro ktery hleddme odhad, platit (z — X7.,)/h < 1, ,upevnime“ levy krajni
bod zakladny trojihelniku do bodu X7i.,, pfi sou¢asném zachovani zakladny
o délce 2h a vrcholu v bodé, pro ktery hledadme odhad. Ukazme si pfesny
tvar takto modifikovaného jadra pro bod z € [X1.n, X1, + hl:

(@ 1)

[1—z/(2h+hxlm,—z)]+ pro z > 0

27)  K(x) = N

[172/()(1:717:”)]+

" proz <0 X1, = % Xy, +2h

4.2.2. Normdlnt jadro. Jak jsme jiz uvedli vyse, zde je myslenkou postupné
nahrazovat u kraje normalni jadro smési norméalniho a exponencialniho jadra
tak, aby pro odhad v bodé Xi., bylo pouzito Cisté exponencialni jadro. Za-
timco normaélni jadro je urceno tak, ze jeho stfedni hodnota je vzdy v bodé,
pro ktery hledame odhad, exponencialni jidro posuneme tak, Ze pocatek
méa v bodé Xj.,. Zvolime hodnotu § a pro pevny bod = € [X1.,, X1.n + 9]
pouzijeme jadro tvaru:
z—Xip 1 (Z> 4 0—z+ X1 . %ef(zlemfz)/h.

(28) K(z) = —s E@‘b 5
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Pokud se nam zda, Ze takto ddvame prilis velkou vahu bodu X7.,,, mizeme téz
misto exponencialniho jadra pouzit ,,deformovany trojahelnik* z predchoziho
postupu.

Zustava stanovit volbu hodnoty §. Vhodnym odhadem muze byt takova
vzdélenost od bodu X7i.,, pfi niz pfedem dand hmota jadra (napiiklad 2,5%)
padne mimo interval pozorovani. Tedy

5
(29) &= u(0,975) ~ 1,96 = § ~ 2.

Jesté jednou moznosti pro normalni jadro je jeho prenasobeni konstantou
tak, aby

(30) C/jm_z Ly (%) dz =1,

h
—X1:n
¢ehoz snadno dosdhneme volbou C' = ®((X,.p, — z)/h) — @((x — X1.n)/h).
Tim ziskdvéame pro zvoleny bod x jadro, jeZ ma uvnitt intervalu [X1.,,, X0
hmotu jedna.

Cely napad s feSenim krajového efektu pochazi z prolozeni pomoci k nej-
blizsich sousediu. MuZeme Tici, Ze pri ,skoro rovnomérném“ rozdéleni bodu
X dokaze skloubit vyhody obou postupt. Uvnitf intervalu s dostateénym
poctem méfeni je pocet bodd zahrnutych do odhadu pfiblizné stejny pro
vS8echny body, zatimco na okrajich vhodnym pozménénim jadra tohoto stavu
dosédhneme téz. Nevyhodou vyhlazeni pomoci k& nejblizsich sousedu je totiz
vyuziti stejnych vah 1/k pro vSechny body mezi k nejblizsimi, a tedy z toho
plynouci nespojitost, na krajich pak ziistava odhad konstantni.

Pro normaélni jadro jsou sice teoreticky do okna zahrnuty vsechny body,
ale jejich vahy rychle klesaji prakticky na zanedbatelnou hodnotu se zvét-
Sujici se vzdalenosti od bodu v némz odhadujeme. To je divod k pouziti
exponencialniho rozdéleni, které ma tézsi chvost.
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Obr. 13 — 16: Na krajich méfeného intervalu je jadrovy odhad vyrazné lepsi
nez aproximace derivaci Richardsovy kiivky. Fyzikalni interpretace jadrového
odhadu je vSak vyrazné slozitéjsi.

4.3. Heteroskedasticita. Nestejné rozptyly jednotlivych méreni sice nejsou
pro vlastn{ jadrové vyhlazeni nebezpecné, ale ovliviiuji rozptyl odhadu mi(z).
Pii splnéni nékterych podminek vsak muzeme dopady nestejnosti rozptyli
zmirnit.

Predpokladejme, ze jsme schopni rozdélit méfeni na intervaly, kde méfeni
maji shodny rozptyl, feknéme o? pro interval I;, i = 1,..., K. Nagi snahou
je nalézt pro tento interval takovou hodnotu h;, abychom pro vSechny tyto
intervaly ziskali shodnou hodnotu stfedni ¢tvercové chyby, a tuto konstantu
chceme mit pochopitelné co nejmensi. Jde tedy o modifikaci hledani hodnoty
h metodou minimalizace st¥edni ¢tvercové chyby.

Doséhnout tohoto stavu samoziejmé neni snadné (pokud je to viibec
mozné), proto chceme stanovit jednodussi postup. VyuZijeme piedpokladu
o} homoskedastickych intervalech. Poiadujeme, aby

Zz 1 K 2 X )
II L (2, - X,))°
Takto muzeme pro vsechny mtervaly ziskat optimalni hodnoty h; pro vSechna
i=1,..., K. Pro hodnoty = na hranicich dvou intervald pouZzijeme interpo-
lovanou hodnotu h. Hranice je zde stanovena podobné, jako v oddile o hra-
ni¢nim efektu. pri pouziti trojihelnikového jadra tedy zac¢neme pouzivat in-
terpolaci

dz = const.

(31)

b; 1— X
(32) hint = hi+1 + ian S . (hl — hi+1);

bi+1 —bi
kde body b; jsou voleny tak, Ze jejich vzdalenost od konce intervalu I; je
préavé h;. Pro norméalni jadro pouzijeme opét priblizného kvantilu a bod b;
stanovime ve vzdalenosti 2h; od okraje intervalu.
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Je zfejmé, Ze nas tento postup miuze dovést na scesti. Jestlize napriklad
odhadnuté h; povede k takovému stfednimu rozptylu, ze i pfi zahrnuti vsech
pozorovani druhého intervalu (tj. kdyz 2ho > |I3|, pfipadné 4hy > |I3]),
musime upravit (zmensit) nasledné volbu h;. Cely algoritmus pak pfipo-
mind volbu A pomoci minimalni ¢tvercové chyby, musime vsak dat pozor
na simultdnnost minimalizace—sledovat vice intervalt v kazdém kroku této
optimalizace.

5. LOKALNI POLYNOMICKA REGRESE

Jednou z dalsich moznosti vyhlazeni kfivky je pouziti takzvané lokdini po-
lynomické regrese. Omezime se na jednu vysvétlujici proménnou, stejné jako
v predchozim vykladu vyuzijeme jako regresor vysku. Lokalni polynomicka
regrese se, podobné jako jadrové vyhlazovani, provadi v jednotlivych bodech.
Myslenka je velmi jednoduché, nebot jde o pfimé pouziti Taylorova rozvoje
v daném bodé, respektive o prvnich k ¢lent tohoto rozvoje.

Vezméme bod z pro ktery chceme nalézt odhad. Vytvoiime si regresni
matici

1 X1 — X (X1 —$)2 (Xl—l')k i
(33) x 1 X2 — X (X2 — $)2 e (X2 — .Z')k o
1 Xp—2 (Xp—2)?% ... (X,—2)F T

kde k je fAd polynomu, kterym chceme prokladat a (X1,...,X,) je vektor
hodnot nezavisle proménné. Regresni model je ziejmy, jde o

(34) Y=XB+e (Yi=XiB+e,i=1,...,n).

5.1. Odhad parametra a predikce. Prikro¢me k odhadu vektoru 3. Pro-
vadi se minimalizaci sou¢tu ¢tverci vdZengch residui, tj. minimalizuje se
S (Y - @l B K — Xi)
it Kn(z — Xi)
Pro tcely nazorného zapisu nyni pfedpoklddejme, ze mame zvolenu kva-
dratickou regresi. Pak v okoli bodu xy pouzivime model

(36) I(x) = fo + Bi(x — m0) + Ba(x — 0)?,

takze [ (z9) = Bo je pak odhad vlastni hodnoty v bodé z. Tento postup prove-
deme v ,kazdém“ bodé a dostaneme tim prolozeni k¥ivky metodou lokalnich
polynomt. Zvoleny postup je vyhodny nejen pii pozadavku odhadovani ne-
znamé kiivky, ale téz jeji derivace, jak uvidime dale.

Tento postup je vlastné semiparametricky, nebot v daném bodé pouZi-
jeme parametrické (polynomické) vyjadieni regresni zavislosti. V porovnéni
s jadrovymi odhady jsme dospéli k nazoru, zZe lokalné polynomické vyhla-
zeni citlivéji reaguje na zmény hodnoty h. Srovnatelnou , hladkost“ odhadu

(35)
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s jddrovym vyhlazenim (normdlnim s h; = 20) jsme doséhli pfi nizsi hod-
noté (zde hyp = 10). Na rozdil od jadrovych odhadi zde zptsobuje potize
heteroskedasticita nasich dat. Mozné Feseni uvadi Holst (1996).

6. ODHADY DERIVACE

Neparametricky odhad regresni kfivky je n€kdy vhodné doplnit odhadem
derivace/derivaci ,,skuteéné“ kiivky. Zatimco v parametrickych modelech
mizeme jednoduse derivovat odhadnutou funkci, pro jadrové odhady je ne-
zbytné spocitat novy odhad. Zde si ukdzeme tii mozné postupy.

6.1. Derivace pomoci rozvoju. Hlavnim néastrojem pro odvozeni nam
bude rozvoj f(z + &) = f(x) + §f'(z) + 62f"(x)/2! + ..., takZe ndm opét
pomiize odhad derivace hustoty.

f(@) ﬂi@Fﬂﬂ=%<Zme&4m—ZKm~&0

i=1

1 i Kn(z+6 - X;) — Kn(z — X;)
1=1

Q

®Bn = 3. 5

LI () K ()1
ﬁz % ~%;K}L($*Xi)-

=1

Q

Tento vyraz budeme nyni ¢asto pouzivat. Pustme se do odvozeni odhadu
derivace m’(z) = lims_o (m(z + &) — m(z)) /6.

, m(z +0) —m(x) flz+d,y)  flz,y)]1
= ] ‘/[‘” fe+o) i@ ]6dy
89 = W@ =0+ 0 @) S

/ W@ (G +5.9) — 1.9) =90 @ )] |
5@ +0)f (@) ’
flay)  fay) f@)
(39) [ -
N ) P
= [ohEay - e 1)

kde vsechny derivace jsou mysleny podle x a konvergence plati pii § — 0.
Vyuzijeme-li souc¢inové jadro, dostaneme hledany odhad tvaru

U SL ke X) PG
h S Kp(z—X;) o

~—

(40) m/(x) =
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6.2. ProloZeni pomoci smérnic. Druhou moZnosti odhadu derivace je ja-
drové vyhlazeni naméfenych smérnic T; = (Y; — Yi—1)/(X; — X;-1). Z namé-
fenych udaji si spocitame smérnice tise¢ek spojujicich dvé po sobé nasledu-
jici méfeni, derivaci (smérnici teény) pak odhadneme jadrovym vyhlazenim
téchto hodnot. Dostavame tak postupné
(41)
Y=Y,

Yice x—x S Kn(z — Xi)

> i Kn(x — X;)
Y e (e = Xo) — 2% Ko = Xioa + X = X5)

Do Kn(x — Xi)

Z;ﬂ 2 X; X K}L( - Xz)

Do Kh(x - Xi)

s ¥ |Kn(w — Xio1) + S5 K (o — Xi—l)}
Zi 2 Kp(z — X3)
X v Enlr - Xo) - xm e Ko(e - Xi)
D i Kz — X;)

1 Y YiaKj(r— Xi)
h D i Kn(z — Xi)

Vsimnéme si, ze pokud plati X; — X;_1 = A, pak se (41) zjednodusi na

ml(z) =

+

YaKn(z — Xn) — BEKp(z — X1) S0 YK (z — X5)

(42) T :
i1 Kn(z — X;) hyoiy Kh(z*X)
takze dostavame priblizné
n—l
— Y;K;(x — X;
(43) () = 2zt VKo = %)

hzl L Kn(r— Xi)

Tento vyraz je az na &len m(z)f'(x)/f(x) shodny s odhadem odvozenym
v predeslém odstavci.

6.3. Odhad parametry lokalni polynomické regrese. Pfipomenme tvar
loké&lné polynomické regrese:

(44) l(z) = Bo + Br(z — o) + Palz —x0)* + ...,

a zaroven Tayloriv rozvoj regresni funkce:

@) ) = lao) + (o — o)l o) + T ) +
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Jiz vime, 7ze odhad (y = i(xo). 7 predchozich rovnic pak mazeme odvodit
odhady 31 = l'(z9) a 2! = 1" (x0) atd., takze vhodnou volbou fadu prokla-
daného polynomu lze stanovit odhady i pro vyssi derivace.

6.4. Obecna poznamka o odhadech derivaci. K odhadu vyssich fadu
derivaci lze vyuzit i prvnich dvou postupi. Zde pak pro odhad n-té derivace
dostédvame prvni ¢leny ve tvaru Y V; K }(L") Jh™.

Ze vSech til navrzenych postupu je ziejmé, ackoliv moznd ne na prvni
pohled, Ze chceme-li odhadovat derivace vyssich fadu dostate¢né hladce, mu-
sime zvétsovat §itku okna h. Jelikoz vSak mame pouze omezeny pocet dat na
omezeném intervalu, nelze doporucit odhadovani vice nez druhé derivace.
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