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DIMENZE PROSTORU POLYNOMU
PRI EXPONENCIALNI REGRESI

Josef BUKAC
LF UK, Hradec Kralové

Abstract. Polynomials associated with exponencial regression may be thou-
ght of as a vector space. If there are t distinct values of independent variable
and t corresponding values of the dependent variable, the dimension of the
vector space of associated polynomials is equal ¢ — 1.

Pezsrome: [TosMHOMUY NIPpU €KCIIOHEHIIMAJLHON PErpecCuM eTo JIMHEHMHOe
npocTpaHcTBO. Korna umeeMm t OTIMUHBIX HAOJIIOAEHUIT HE3aBUCUMOM
HnepeMeHHON u t Habaronerunit 3aBUCUMOLL nepeMeHHOM, Toria AVMMEH3Us
JIMHEIHOro MpPOCTPAHCTBA MOJUHOMOB poBHA ¢ — 1.

1. STANOVEN{ PROBLEMU

Jsou dana celd Cisla X; a realna ¢isla Y; proi = 1,...,t. X; a Y; nejsou
nahodné veli¢iny, bude se jednat jen o numerickou tlohu. Pied pouzitim
modelu a + bexp(cx) ddvame prednost modelu a + bR* a hleddme a, b a R,
kde R > 0, kterd minimalizuji Y (a + bR — Y;)?. Jestlize takové minimum
existuje, pak parcidlni derivace vzhledem k a, b, R jsou rovny nule v bodg,
ve kterém se minimum naléza. V pfipadé, ze b = 0, neni co Tesit!, je-li b # 0,
dostavame rovnice

at+by RY -3V, =0
a) RY +bY RN - yiRY =

ad XiR¥ +bY X;R* - VX, RY =0.
Jestlize existuje Teseni této soustavy rovnic pro néjaké R, pak a, b, —1
jsou koeficienty linedrni kombinace davajici nulovy vektor ze sloupcti matice

t > RN > Y
ZRXi Z R2Xi ZY;RXI
X, RY Y XGRS YVIXGRY
To se miize stat tehdy a jen tehdy, kdyz sloupcové vektory matice jsou
linearné zavislé, pro coz je nutna a postacujici podminka to, ze determinant
matice je nulovy pro dané R.

Ipozn. Editor se po diskusi s recenzentem spise kloni k nazoru, ze i zde co Fesit je.
Podrobna analyza nicméné ukazuje, Ze pro b = 0 ztritova funkce (tj. soucet Gtverci re-
zidui) nenabyva minima s vyjimkou degenerovanych dat Y1 =...Y, = const, kde Y; je
aritmeticky prameér Y; pfes mnozinu indexu {j; X; = X;}.



52 Josef BUKAC

Definice. Necht slozky vektoru X = (X3,...,X:)’, t > 3, jsou nezéporné
a celoéiselné. Pro libovolné Y = (Y7,...,Y:)" je moZné zapsat determinant
D(R,X,Y) matice

t S RXi »Y;
ZRXi ZR2X7_- ZY;RXI
SSXRY S X;R2X S Y X;R%

jako polynomiélni funkci proménné R. Funkci D(R,X,Y) budeme nazyvat
polynom prifazeny X a Y.

Kladné kofeny takového polynomu davaji body, ve kterych miize byt sou-
¢et Ctverci odchylek minimalni.

Vse potfebné pro tento prispévek je uvedeno zde. Tuto metodu také po-
pisuje Gregg (1964) nebo Kozék (1970).

2. POLYNOMY TVORI VEKTOROVY PROSTOR

Kdyz pro vypocet determinantu pouzijeme Sarrusovo pravidlo, vidime, ze je
mozné jej prepsat jako D(R,X,Y) = 25:1 Y;P;(R), kde polynomy P;(R)
zavisi jen na X1, Xo,..., Xy a nezavisi na Y7,Ys,...,Y;.

Tohoto faktu uzivd Gregg (1964). Je mozné predem sestrojit tabulky hod-
not téchto polynomu pro pevné ¢ a pevna X; = i a pomoci nich pak vyhledat
Pi(R) a vypocitat D(R,X,Y) = > Y;P;(R), aniz by se pod¢italy koeficienty
D(R,X,Y). Toto je zastaraly piistup, poéitace jsou snadno dostupné.

Vsimnéme si toho, ze kazdy polynom D(R,X,Y) = > Y;P;(R) je line-
arni kombinaci polynomt P (R), P2(R), ..., P:(R). Z linearni algebry vime,
7e mnozina takovych polynomi tvoii vektorovy prostor, a ihned vidime, ze
dimenze tohoto vektorového prostoru nepresahuje ¢.

3. t POLYNOMU NETVORI LINEARNE NEZAVISLE VEKTORY

Necht je X = (X1,...,X;) pevné a X7 < Xo < -+ < X;. Zvolime-1i YV; = 1
provsechna: =1,2,...,t, pak D(R,X,Y) = > Y;Pi(R) = Y_ Pi(R) je rovno
determinantu matice

t S RXi t

S XGRY S XGRS X RN

ProtoZze prvni a posledni sloupec matice jsou si rovny, je determinant
roven nule pro kazdé R. Ziskali jsme tim linedrni kombinaci s nenulovymi
koeficienty, ktera je rovna nulovému vektoru.

Z linearni algebry nyni vime, ze dimenze vektorového prostoru polynomu
> Y;P;(R) je rovna nejvyse t — 1.
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4. DIMENZE JE ¢t — 1

Véta. Jsou déna celd nezdpornd ¢isla X = (Xq,..., Xy), X1 < Xo < -+ <
X, kde t > 3. Mnozina vSech polynomt D(R,X,Y) pfifazenych pevnému
X a libovolnym Y = (Y1,Ys,...,Y;) tvoii vektorovy prostor dimenze ¢ — 1.
Duikaz. Ukazali jsme jiz, ze dimenze je nejvysSe ¢t — 1. Zvolme t — 1 vhod-
nych polynomu a ukazme, ze jsou linedrné nezavislé jako vektory. K tomu
pouzijeme polynomy P(R),..., P;(R). Polynom P;(R),j =2,...,t ziskdme
také tak, ze polozime Y; = 1 a Y; = 0 pro ¢ # j, takze P;j(R) je rovno
determinantu matice

t S RX 1
Z RXi Z R2Xi RXj )
S XGRS X,R¥ X;RY

coz je

tX;RY Y R 45T RN S X RPN 4 RYG Y RXYT X RN

— S R¥i S X R —tRYY X, R?X X RN YT RXST R

Nyni se zajimame o to, pro ktery nejmensi exponent je koeficient nenulovy.
Proto z kazdé sumy vybereme s¢itanec s nejmensim exponentem. Dostaneme
pak vyraz tX;R%i R* + X1 R3% + X RN 2% — X R3% X RN R
—X;R%i R?X1 | ktery zjednodusime na (X; — X1)(t — 1) R¥i 2%,

Piedpokladejme, ze Py(R),..., P,(R) jsou linedrné zavislé. Pak existuji
asg, . ..,a; takova, ze aspon jedno z nich je nenulové a Zfzz a;P;(R) = 0.

Zvolime nejmensi index k, pro ktery ar # 0. To je zaroven index, pro
ktery Pj(R) obsahuje ¢len s nenulovym koeficientem s nejniz$§im exponen-
tem vzhledem ke vSem ¢lentim vSech polynomt P;(R),j > k. Tento ¢len je
ar (X — X1)(t — 1)R®++2% Viimnéme si, Ze ostatni ¢leny maji vyssi ex-
ponent. To znamend, ze RX+*T2X1 je mozné napsat jako linearni kombinaci
Cleni s vys$im exponentem, coz je spor.

Takovou vétu lze formulovat a dokaze se stejnym zpusobem, i kdyz se
vyskytnou opakovand pozorovani.

5. ZAVER

Jedina véta tohoto druhu neumozni fici néco konkrétniho o kofenech poly-
nomt. Je tieba usilovat o dalsi napady, aby se znalost o kofenech polynomt
prifazenych X a Y prohloubila. Vypocet kofenti polynomu vysokych stupnt
je obtizny a kazdé zlepSeni je vitano.
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