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STEREOLOGIE A VYBER

Viktor BENES
FS CVUT, KTM

Abstract. In this paper we are interested in stereological estimation of ge-
ometrical parameters of three-dimensional structures. After the review of
recent results in systematic geometrical sampling estimators based on the
information from vertical sections are studied.

Pesrome: B »T0#i cTaTbe MBI 3aHMMAEMCS CTEPEOJOrMUYECKUMU OLeH-
KaMHU IeOMETPUUECKUX NapaMeTPOB TPEXIUMEH3UMOHAJIbHBIX CTPYKTYD.
Ilocne n3yuyeHMss CHCTEMATUUECKOIO [E€OMETPUUECKOro BbiOOpa OyayT
MCCJIEeNOBAaHbI OII€HKNA OCHO6&HHLI€ Ha BI::I60py II0 BEPTUKAJIBHBIM Ceue-
HUSM.

1. Uvop

Prispévek je ivodem k problematice stereologie, ktera se pouziva v radé
védnich obort jako je biomedicina, geologie, materidlovy vyzkum, ke kvan-
titativnimu hodnoceni trojrozmérnych struktur. V prvni ¢asti jsou uvedeny
zékladni stereologické vzorce pro globalni geometrické parametry, zalozené
na informaci z izotropnich rovin fezu. Ukazuje se, zZe stereologické odhady
dobrych vlastnosti Ize ziskat ze systematického nahodného vybéru sond. Za-
kladni vysledky z teorie systematického vybéru jsou referovany v druhé c¢asti.
Zavérecna kapitola je vénovana vertikdlnim rovinam fezu, které predstavuji
z hlediska praktické pripravy vzorkt jednodussi vybérovy plan. Jsou disku-
tovany prislusné stereologické vzorce a metody odhadu.

2. GLOBALNI STEREOLOGICKE VZORCE

Stereologie se zabyva odhadem geometrickych charakteristik trojrozmeér-
nych struktur na zakladé pozorovani sond niz$i dimenze (rovin fezu, pro-
jekei). Ve stereologii se rozlisuje klasicky a modelovy pfistup. V prvnim z
nich je struktura povazovana za deterministickou a pouze sondy jsou na-
hodné, v druhém pfistupu se jiz struktura modeluje ndhodnym procesem.
Tento prispévek je psan v duchu klasického pristupu.

Zakladni geometrické parametry jsou vymezeny Minkovského funkcionaly
W (v RY): je-li C(K) systém viech konvexnich kompaktnich podmnozin R¢
a K € C(K), je

WHEK) = Wi(K) = (wd/wd,k)/ Va—k(ps: K)Uk(dS), k=0,1,...d,
Ly

kde w; je objem jednotkové koule v R', v, I—rozmérnéa Lebesgueova mira,

L; mnozina [—rozmérnych podprostort, U; je rovnomérné rozdéleni pravdé-

podobnosti na L;. Symbol p,1 K znaéi ortogonalni projekci K na (d —1)—
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podprostor kolmy k S € L;. Specialné v R? je Wy (K) = A(K), W1(K) =
LU(K), Wa(K) = m, kde A(K), U(K) je plocha resp. obvod K. V R? je
Wo(K) = V(K), Wi(K) = L5(K), Wa(K) = 2rb(K) = LM(K), Ws(K) =
47, kde V(K), S(K), b(K), M(K) znaéi po fadé objem, povrch, stfedni
§itku resp. integral stfedni kiivosti K.

Hadwigeriv charakterizac¢ni teorém fika, ze kazdy nezadporny, monotonni,
aditivni (ve smyslu h(K1 N K3) + h(K1 U Ka) = h(K1) + h(K>2)) funkcional
h na C(K) invariantni viiéi izometriim na R? je nutné linearni kombinaci
Minkovského funkcionalt. Uvedena definice se dale zobecnuje na Sir$i mno-
Zinové systémy jako je konvexni okruh (koneénd sjednoceni mnozin z C(K)),
viz Schneider(1993).

Croftonova véta z integralni geometrie dava do souvislosti Minkovského
funkciondly télesa a jeho fezi:

(1) / WHE S )vai(ds)Un(dS) = “E243 pr )
Ly JS+ WaWk—j
pro0<j<k<d-1aK e€C(K), kde S; je posunutiSosanjejfty
Minkovského funkcional na S;.
V Croftonové véteé je zaklad odvozeni globalnich stereologickych vzorci po-
uzivanych v aplikacich v biomedicinském ¢i materidlovém inZenyrstvi. Necht
trojrozmérny vzorek materidlu obsahuje podmnozinu sledované faze. Plati

VW =Aa= Ly = Pp,

kde Vi je objemovy podil faze v objemu vzorku, A4 je stfedni plosny podil
faze v roviné fezu, Ly, je stfedni délkovy podil faze na linearni sondé resp.
Pp je stfedni podil poc¢tu bodid uvnitt faze ku celkovému poctu bodi bodové
sondy uvnitt vzorku. Déle je

4
Sy = —La=2P,
v

kde Sy je podil plosného obsahu povrchu faze na jednotku objemu vzorku,
L4 je stfedni podil délky obvodu ezt faze na jednotku plochy roviny fezu
vzorku, Py, je stfedni podil poc¢tu pruseciku linearni sondy v povrchem faze
na jednotku délky sondy. Dalsi globalni stereologické vzorce lze najit napft.
ve Weibel(1980).

Pojem stfedni hodnoty v uvedenych vztazich se rozumi ve smyslu Crofto-
novy véty (1), tedy vzhledem ke vSem moZnym posunutim a orientacim sondy
uvnitf vzorku. P¥i pouZiti stereologickych vzorct v praxi je nutné provést vy-
bér z této mnoziny orientaci a posunuti. Zde neni nejlepsi pouzit ndhodny
vybér, ale systematicky ndhodny vybér. Systematicky ndhodny vybér tvori
systém sond z nichZ prvni je vybrana nadhodné a dalsi jsou jednoznacné ur-
¢eny polohou prvni sondy tak, Ze rovnomérné pokryvaji cely vzorek. Princip
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vypoctu rozptylu stereologickych odhadu zalozenych na systematickém na-
hodném vybéru bude vysvétlen na jednoduchém ptikladu odhadu objemu
z rovnobéznych rovin fezu, kde jde o vybér z mnoziny posunuti. Tyto me-
tody byly vytvofeny v geostatistice (Matheron, 1971), dale sledujeme nové
vysledky z préace Kiéu(1997).

3. SYSTEMATICKY NAHODNY VYBER

Necht f : R — R je integrovatelné funkce s omezenym nosi¢em. Chceme
odhadnout veli¢inu

e Q= [ fayis,
R
na zakladé pozorovani {(z, f(z));x € S}, kde
S={UT+kT, ke 2},

U je ndhodn4 veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na (0,1), T' > 0 je vzorko-
vaci perioda. Ziejmé

(3) Or=TY ()

zeS
je nestranny odhad ). V numerické matematice se pouziva Euler-McLaurintv
sumadni vzorec (Ralston, 1978) k odhadu chyby sumace typu (3) za pfedpo-
kladu, ze f je hladka. Kiéu(1997) uvazuje obecnéjsi t¥idu funkei:

Nejprve ozna¢me sy(x) = lim, .+ f(y) — lim,_,- f(y), € R. Nosi¢
funkce sy se znaci Dy a predstavuje body, kde f je nespojita se skoky. Pred-
poklddejme, ze Dy je lokalné konecnd mnozina a sy je omezena. Tfida mé-
Fitelnych funkci f s kompaktnim nosi¢em spliujici tyto dvé podminky se
oznadi Cx. Funkce f se nazyva (m, p)—po ¢astech hladka, m,p € N, jestlize:
a) pro kazdé I € N, I < m + p je [—ta derivace f1) € C,

b) pro kazdé l € N, | <m je Doy = 0.

Déle se uvazuje nejvétsi m s témito vlastnostmi, tedy m je fad nejnizsi ne-
spojité derivace f. Uvazme priklad struktury konvexnich kompaktnich ¢astic
daného tvaru v trojrozmérném vzorku V, necht f(t) je plocha Fezi ¢astic v ro-
viné & = t. Potom @ v (2) pfedstavuje celkovy objem éastic, Vi, = Q/V (V)
objemovy podil. Qr se ve stereologii nazyva odhad Cavalieriho metodou.
Jsou-li &astice elipsoidy, je f(z) funkce (1,00)—po éastech hladka (spojita
funkce, 1. derivace skokovitd). Jsou-li ¢astice GtyFstény a zaddnd hrana neni
kolma k ose x, je f(z) funkce (2, 00)—po ¢astech hladka (spojité 1. derivace,
2. derivace skokovitd). Jsou-li ¢astice CtyTstény s aspoii jednou sténou kolmou
k ose z, je f(x) (0,00)—po &astech hladka (nespojitd) funkce.

Zjemnény Euler-McLaurintv vzorec pro (m, 1)—po ¢astech hladkou funkei
f, kde m > 1, ma tvar (Kieu, 1997):
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(4) TS F(kT) - /R f(x)da

keZ

— (_1)7nT7n+1 Z 8 fm) (a)PnH-l,T(a/) + O(T"H_l).

aeDf(TrL)

Vysledek plati i pro (0,1)—po ¢astech hladkou funkci za dodateéného pied-
pokladu, ze Dy N ZT = (). Zde P;(x) jsou Bernoulliho polynomy a P; r(x) =
P(E - [5]), 1>1

Odsud lze jiz pfimo spocitat rozptyl odhadu Q1 pro systematicky nahodny
vybér: Je-li f funkce (m,1)—po éastech hladka, M > 0, potom

(5) varQr = > Vo(T) + o(T?"+2),

CEDf(WL) 7Df(m)

kde
Ve(T) = (=)™ T 2 Pygor(c) D 850m(a)s o (D).

a,bEDf(m)
c=b—a

Je-li N rozsah vybéru a CE = —VUSTQ koeficient chyby, je fad CE roven

T™*! neboli N~™~1. V piikladu odhadu celkového objemu é&astic je pro
Ctyfstény se sténou kolmou k ose = fad poklesu CE roven N ~1, pro elipsoidy
N~2 a pro ¢&tyfstény bez hran kolmych na osu z je to N ~3. Pfipomenime, Ze
odhady zalozené na prostém ndhodném vybéru davaji fad poklesu C'E pouze
N3

Dale nazveme skoky funkce f a jejich derivaci pfechody, fad ptrechodu
je fad derivace, o jejiz prechod se jednd, priméarni prechody jsou skoky nej-
nizsi nespojité derivace. Parametr m je potom fad primarniho pfechodu. V
rozkladu (5) je vyznamny ¢len Vo(T), ktery se nazyva prodlouzeny ¢len (,ex-
tension term“ v Matheron, 1971) a zavisi pouze na amplitudich pfechodd,
nikoliv na jejich polohéach. Pro dvojice a # b pfechodt m—tého fadu je Vj_,
funkce oscilujici kolem nuly s frekvenci nepfimo tmérnou vzdalenosti mezi
a a b. Soucet téchto ¢lent Z(T) = chpf(m) D o) Ve(T) se nazyvé ,Zitter-

c#0

bewegung*“. Pti stanoveni odhadu rozptylu varQT se lze v prvnim priblizeni
omezit na vypocet prodlouzeného ¢lenu.

Definujme kovariogram g dané funkce f predpisem

gly) = /R flz+y)f(x)dx.
Plati
varQr =T Y g(kT) — /R o).

keZ
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Je-li g funkce (¢, 1)—po ¢astech hladké pro néjaké g > 0, je

varQr = (=1)*T" 3" sy () Pyrar(a) + o(T),
a€D (g
g

coz je alternativni vyjadreni rozptylu odhadu. Musi tedy existovat jedno-
znacné vztahy mezi fady prechodu funkce f a jejiho kovariogramu g, které
jsou formulovany v Kiéu(1997).

Odhady rozptylu UarQT jsou zaloZeny na diskrétnim kovariogramu

9i=TY fUT+kT)f(UT + (k+4)T), i=0,1,2,..
keZ

ktery lze odhadnout z dat. Zfejmé g; je nestranny odhad g(iT"). Uzitim Tay-
lorova rozvoje kovariogramu v nule a metody nejmensich ¢tverct dostavame
pro praktické acely uzite¢né jednoduché vzorce pro odhad rozptylu Or (pro-
dlouzeného ¢lenu), které ovSem opét zavisi na vlastnostech funkce f. Zatimco
prom =0,p > 2, q = 2 vychazi odhad rozptylu

T
2 (3go—4
12(390 g1 + 92),

pro elipsoidy (Cruz-Orive, 1993), tj. prom =1,p > 1, =3 je

Vo(T) =

Vo(T 390 — 491 + g2)

) = 5l
aprom=2,p>1qg=>5

T
VO(T) = %(1090 — 1591 + 6g2 — g3)

O odhadech parametru m v pfipadech, kdy neni zndm, pojednava napiiklad
Kiéu(1997).

4. ANIZOTROPNI VYBEROVE PLANY VE STEREOLOGII

Proménnd S ve vzorci (1) se v pravdépodobnostni interpretaci nazyva
izotropni rovnomérné ndhodné (IUR) sonda. Déle se zabyvame pifipadem
d = 3, k = 2, potom mluvime o IUR roviné. V poslednich letech byly vyvi-
nuty stereologické vzorce pro globalni veli¢iny pomoci jinych sond nez IUR.
Uvadime prehled vysledkt tohoto druhu pro vertikalni rovnomérné nahodné
(VUR) sondy. Za¢neme s pojmem VUR roviny fezu.

Zvolme soufadny systém v R3 a nazvéme osu z vertikalni osou. Potom
ppo = {(z,y,2) € R xcosf + ysinf = p} jsou vertikdlni roviny popsané
parametry p € R, 6 € (0, 7). Tato t¥ida s rovnomérnym rozdélenim pravdé-
podobnosti parametrii piedstavuje VUR roviny v R3. V praktické stereologii
je ziejmé jednodussi realizovat vybér z mnoziny vertikalnich rovin nez z mno-
ziny IUR rovin.
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Prvnim stereologickym vztahem zalozenym na VUR rovinach byl odhad
plochy povrchu v R3, Baddeley(1985). Necht ¥ C R? je kompaktni hladky
povrch, plati

(6) S(x) = % / / Z(5 1 pye)dpdd,
kde
Z(T) :/0 /RN(FﬂLpgq,,)|cos77|dqdn.

Zde Lpogy, = {(x,y,2) € ppo, wsinbsinn — ycoshsinn + zcosn = ¢} je
pfimka ve vertikalni roviné p,g, N(.) je pocet bodi mnoziny. Dikaz tohoto
tvrzen{ plyne bezprostfedné z definice integralné-geometrické miry (Favard,
1933) pro povrch

TS(%) = / N(SN L)L,

kde dL = dpdg|cosn|dndd (n,0 jsou vlastné sférické soufadnice), aplikaci
Fubiniovy véty.
Je-li X C R3 konvexni a ¥ C X, volbou

A(X N ppo)

r = V(X)

dpdb
pro p protinajici X dostdvame dosazenim do (6) stfedni hodnotu vzhledem

k P
EZ(Eﬂp) S(X)

AXAp) ~ VX)

neboli
(7) Sy = Za.

Veli¢inu Z(T') se interpretuje jako vaZzend (cosinem) stfedni délka totalni
projekce linearniho utvaru I'. Lze ji odhadnout pomoci poctu prusecika I' s
linedrnimi sondou ve vertikalni roviné fezu. Rozd€leni orientaci sondy vsSak
neni rovnomérné kvili cosinu v definici Z, tomuto rozdéleni vyhovuji napt.
sondy cykloidalniho tvaru s delsi osou kolmou na vertikalni osu. Nestranny
odhad z vytezu (okna) B v ndhodné VUR roviné p mé tvar

. N(CNnY)
SO (e

kde I(C) je celkova délka cykloidélnich sond v pNB a N(CNX) celkovy pocet
prusecikia. Pro vydatnéjsi odhad se pouziva systematicky nahodny vybér
orientaci na (0, ) vertikalnich rovin.

Dalsi stereologické vzorce zalozené na VUR sondach budou zminény jen
stru¢né. Nékteré techniky v mikroskopii davaji snimky struktury které nejsou
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fezy, ale projekce tenkych vrstev ohranic¢enych dvéma rovnobéznymi rovi-
nami. Podle rozdéleni orientaci rovin, do kterych se projektuje, Ize mluvit o
IUR nebo VUR projekcich.

Pro délku linedrnich ttvard v R pomoci VUR projekei vrstvy tloustky t
plati (Gokhale, 1990)

2
Ly = 2P,

kde Pf je stfedni pocet priisecikii projektovanych objektd s cykloiddlnimi
sondami na jednotku délky sond. Zde maji cykloidalni sondy delsi osu rov-
nobéznou s vertikalni osou. B

Sttedni velikost konvexnich ¢astic b méfenou st¥edni siikou b lze odhad-
nout pouze pomoci po¢tu priseéiki. Necht pocet ¢astic n je zndmy a predpo-
kladejme, Ze projekce vSech ¢astic jsou pozorovatelné. Uvazme vybérovy plan
VUR projekci bloku obsahujiciho vSechny ¢astice. Plati (Gokhale a Benes,
1998)

— C
b=
2n3
kde 3 je délka cykloidalnich sond na jednotku plochy projekce, P€ je stfedni
(vzhledem k VUR projekcim) pocet pruseciki obvodii projekei ¢astic s cyk-
loidalnimi sondami orientovanymi jako v predchozi tloze.

Uvedené integralni vztahy 1ze dovést do formy praktickych odhadd pomoci
systematickych ndhodnych vybéri orientaci a posunuti sond. Tyto vybéry
jsou Casto vicerozmérné nebo vicestuprniové. Dvourozmérny je napf. posun
cykloidalnich sond, kdy je tfeba uvazovat posun v horizontalnim i vertikalnim
smeéru. Dvoustupniovy je vybér vertikalnich projekci, uvazujeme systematicky
vybér VUR projekci a v kazdé roviné systematicky vybér cykloidalnich sond.
Vypocet rozptylu takovych odhadua je velmi komplikovany, zahrnuje slozité
interakce geometrii sledovanych ttvari, sond a pozorovaciho okna. Navic je
znamo, ze nékteré nestranné stereologické odhady maji teoreticky nekonecny
rozptyl. Po vhodné modifikaci, viz Hlaviczkové (1998), se vSak v praxi bé&zné
pouzivaji.
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