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CHANGE POINT PROBLEM
PO DESETI LETECH

Jaromir ANTOCH, Marie HUSKOVA'!
a Daniela JARUSKOVA

MFF UK Praha a FSt CVUT Praha

Abstract. Change point detection and related problems are of vital interest
of both applied and theoretical statisticians since more than twenty years.
It was ten years ago when during the ROBUST’88 one of the authors of
this paper presented the lecture with an analogous contents. However, since
that time a lot of work has been done in this field. Therefore, we decided to
summarize at least some of the most important results achieved during the
last years and present them to the reader.

Peziome: [Ipobiema meTeKimy pas3iafky B CTATUCTUUECKUX MOAEIAX
[IPWBJIEKAET MHTEPEC TEOPETUUECKUX U MPUKJIAAHBIX CTATUCTHUKOB 0O-
Jlee yeM JB3aANATE JeT. JleCATh JIeT TOMY Ha3a BO BpeMs KOH(pepeHInu
POBYCT’88 oaun u3 abTOPOB 3TOM CTATH NPOUMTAJ JOKJIAJL IO TOU
ske npobisemaruke. C TOro BpeMeH! OBLIO Oy DJIMKOBAHO MHOI'O HOBOI'O
o »TOM npobieMaTuKe, BOT U IOYEMBI Mbl PEIIMJIN COOPATh XOThS Ca-

MbI€ BayKHbIE (HOBBIG) pe3yJbTaThel U3 }IaHHOﬁ obJsacTu IIPpEeaJIOKUTH
V3 UNTATEJbIO.

1. Uvop

Pred deseti lety byla na programu ROBUSTu’88 prednaska velice podobného
zaméfeni. Problematika detekce zmény/zmén ve statistickych modelech a s ni
souvisejici tlohy jsou neustale aktualni v tom smyslu, Ze byla odvozena fada
zajimavych teoretickych vysledkt s pfimym pouzitim v praxi, a zaroven se
vyskytuji dalsi problémy jez vice ¢i méné souviseji s touto problematikou.
Cilem tohoto ¢lanku je proto alespon casteéné sezndmit ¢tenafe s vyvojem
v poslednich letech.

Zakladni vysledky i problematika detekce zmén ve statistickych mode-
lech budou podrobné vysvétleny na tloze detekce zmény v modelu polohy.
V dalsich odstavcich pak budou struc¢néji uvedeny vysledky pro modely slo-
7itéjsi, ukazany zpisoby vypoctu kritickych hodnot a pro ilustraci uvedeny
dvé nazorné aplikace.

2. ZMENY V MODELU POLOHY

Nejprve budeme uvazovat model

+ €, 1=1,2,...,m,
(2.1) nz{“

W+ 0n + €4, i=m+1,...,n,
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kde u, 6, # 0 a m jsou parametry, a eq,..., e, jsou nezavislé stejné rozdé-
lené nahodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou, koneénym a nenulovym
rozptylem o2 a kone¢nym absolutnim momentem fadu 2 + A, A > 0. Déle
budeme piedpokladat, ze m = |nvy],v € (0,1], kde |z| oznacuje celou st
éisla x.

Model (2.1) odpovid4 situaci, kdy prvnich m pozorovani mé stfedni hod-
notu g a od (m + 1)nitho maji stfedni hodnotu u + §,,. Parametr v (popf.
[nv]) se nazyva bod zmény (change point). Parametr ¢,, odpovida velikosti
zmény a obecné miZze zaviset na poctu pozorovani n. Jestlize Vn > 1 plati
0, = & # 0, budeme hovorit o pevné zméné. Jestlize predpokladame, ze
0, — 0 pro n — oo, budeme mluvit o lokdlni zméné. Konecné, je-li 4, = 0,
bude se jednat o situaci, kdy nedoslo k Zddné zméné.

Zakladni tlohou je testovat hypotézu

(2.2) Hp:v =1 protialternativé H; : v € (0,1),

a jestlize hypotézu zamitneme, potom také -y, popfipadé dalsi parametry
modelu, odhadnout. V této prvni tloze vlastné testujeme hypotézu, ze Zddnd
zmeéna nenastala proti alternativé, ze zmeéna nastala.

2.1. TESTY

Testové statistiky, které se vétsinou pouzivaji, jsou zpravidla odvozeny bud
od testu odpovidajictho metodé podilem vérohodnosti, nebo vychazeji z ba-
yesovského principu. Prvni typ statistik vede k postuptim maximéalniho typu
(tzv. maz-type postupy), zatimco druhy vede k postupiim zaloZenym na ¢as-

tenych souctech (tzv. sum-type postupy).

2

Ptedpokladejme nejprve, Ze e; maji rozdéleni N(0,02), 02 > 0 znadmé.

Test podilem vérohodnosti je zaloZen na statistice

n_ |Skl
(2:3) 19 { kn—k) o },
kde

k

Sk:Z(Yi—Yn), k=1,...,n, a ?”:%ZYZ"

i=1 i=1

Velké hodnoty této testové statistiky indikuji, ze nulova hypotéza neplati,
zatimco hodnoty blizké 0 odpovidaji platnosti nulové hypotézy. Pfesnou kri-
tickou hodnotu nelze bohuzel stanovit, nicméné lze nalézt jeji aproximace.
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Tyto aproximace mohou byt zaloZeny na limitni distribu¢ni funkci testové
statistiky za platnosti Hy, na simulacich, na metodé bootstrap nebo na riz-
nych nerovnostech, blize viz odstavec 4.

Necht € > 0 je mala pevna konstanta. Lze ukézat, Ze za H plati

D Y AL - O s
1<k<n |V E(n—k) o P ’

n |Sk|
f— A = p — .
ne<]£?z}({176) { k(n — k) o } © ( ) prom >

Toto jsou nepiijemné vlastnosti, nebot z nich plyne, Zze dominantni vliv
maji pouze Cleny odpovidajici malému k, nebo k blizkému n. Proto byly
navrzeny takové modifikace, které tyto neptrijemné vlastnosti nemaji. Nékteré
z nich uvadime v dalsim textu.

Jestlize 02 nezndme, coz je v praxi téméf pravidlem, musime jej nahradit
nékterym rozumnym odhadem. Ukazuje se, ze

k n
L, 1 - o
(2.4) Gp = nzlg}gﬂ(} ¥i-%) '+ > (vi-% )2>,

i=1 i=k+1

?]€:

k
—0 1
Z:ZIK a Yk :nsz Y, k=1,....,n—1,

je takovym vhodnym odhadem, nebot je dobry pii Hg i Hy. Pozorny ¢tenar
si jisté vSiml faktu, Ze hodnota k maximalizujici (2.3) je totoZné s hodnotou
minimalizujici (2.4), coz mtze podstatné zjednodusit vypocty. Dalsi mozné
odhady jsou popsany v poznamce 2.7.

| =

Misto se statistikou (2.3) typicky pracujeme spiSe s testovymi statistikami

tvaru
max | [ 1Sk
1<k<n k(n—k) on
[ Sk
2. T, = —_—
( 6) nO(E) neglggi)((l—e){ k(nfk) o }

@) Tonle) = m{% m}

(2.5) T,

(2.8) Th2(G) = Grill?i(n{ |Sk — Skc}} )

1
VGa,
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1
(2.9) T.5(G) = GIEI?%(n { m&\n }Sk+G — 25k + SkG}} )
1 & 182
(2.10) Tra(r) = = £,
n r(k/n) o2

kde ¢(-) and 7(-) jsou vahové funkce definované na (0,1) a G < n. Casté
volby jsou

(2.11) g(t) = ¢y(t) = (t(1=1))",  t€(0,1), n€[0,1/2),
(2.12) r(t) =r(t) = (t(1-1)",  te(0,1), nelo,1].

Citlivost uvedenych statistik vaci sledovanym hypotézam je vidét z nasle-
dujicich stfednich hodnot a rozptyli

Ep,Spk=0, 1<k<n,

B A 1<k<m,
(2.13) Ey, Sk = m
—on(n—k)—> m < k <mn,
n
kin—k
varHOSk:varHlSk:UZM» 1<k<n,

n

Eg, (Sk — Skfc) =0, G<k<n,

(2.14)
s, — " G<k<m-G,
EHI(Skak,G): On (kanm>a m—G < k<m,
n
5nG@> m<k<n.
n

En, (Sk+g — 28, +Sk,g) -0, G<k<n-G,
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(2.15)
0, G<k<m-G,

5n(k+Gfm), m—G <k <m,
(5n(m—|—G—k’), m<k<m+G,
0, m+G<k<n-—G,

Ey, (Sk+c — 25k + Sp—¢) =

Ey,S% = 02@7 1<k <n,

k(n—k)

B S = o min(k, m)(n — max(m, k))

+5721( )2, 1<k<n.

n

Povsimnéte si, ze absolutni hodnoty |Eg, (Sk)| a |En, (Sk+a — 25k + Sk—a)|
jakozto funkce k dosahuji maxima pro k = m.

Nyni zformulujeme tvrzeni o limitnim chovani uvazovanych testovych sta-
tistik. Oznac¢me pritom

Qo1 = {q ‘ q je neklesajici v okoli nuly a jedné, pricemz
inf, <t<1-y ¢q(t) > 0 pro vSechna 0 < n < 1/2},
a(z) =+2logz, b(z)=2logz+ 1loglogz — %logm,

1 cq?(t
I(q,c)= [, ﬁexp{—t(‘i(tg}dt.

(2.16)

Vsimnéme si, Ze vahova funkce (2.11) s n € [0,1/2) nélezi do Qg 1.
V nasledujici vété jsou zformulovany vysledky o limitnim chovani testo-
vych statistik pfi platnosti nulové hypotéze Hy:

Véta 2.1. Uvazujme model (2.1) a predpokladejme, Ze plati Hy. Potom:
(i) Pro vSechna y € Ry plati

(2.17) lim P(a(logn) T, — b(logn) < y) = exp {7 Qexp{ _ y}}

n—oo

(ii) Jestlize ¢ € Qo1 a I(q,c) < oo pro néjaké ¢ > 0, pak Vxr € Ry

(2.18) lim P(Tnl(q) < a:) = P( sup BO)| < z)

n—0o0 0<t<1 Q(t)
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Dale Vx € Ry plati

B(t
(2.18") lim P(Tno(s) <gp= P( sp DL x)
n—oo e<t<l—e t(l — t)
Ve vyrazech (2.18) i (2.18°) {B(t); t € (0,1)} zna¢i Browntiv mistek.

(iii) Jestlize pro n — oo plati

(2.19) Gp, — 00 a G;lnzfA logn — 0,

pak Vy € Ry

(2.20)  lim P(a(n/Gn) Tr2(Gn) — b(n/Gy) < y) = exp {— 2exp{—y}}

n—oo

a

(2.21) lim P(a(n/Gn) Tn3(Grn) — b(n/Gy) < y) = exp {— 2exp{—y} }.

n—oo

(iv) Jestlize inf,;r(t) >0 a fol t(1 —t)r=2(t)dt < oo, pak Vx € Ry

lim P(Tn4(7’) < a:) =P (/01 B(1) dt < a:) .

noe (1)

Diikaz. Tvrzeni (i) a (ii) 1ze nalézt napf. v knihdch Csorgd a Horvath (1993,
1997), dikaz (iii) je v ¢lanku Chen (1988) a dikaz (iv) v knize Csorgd
a Horvath (1997).

O

Pozndmka 2.1. Véta 2.1 patii k zdkladnim vétam v oblasti detekce zmény.
Jeji analogie byly dokazany pro fadu dalsich statistik a modelt, takze nékteré
jeji varianty budou uvedeny pozdéji.

Lze ukézat, ze pii Hp jsou statistiky T, a Th1(¢) pro védhové funkce
q € Qo,1 asymptoticky nezavislé. Déle z véty 2.1 vyplyva, Ze limitni rozdéleni
statistik T}, Th2(G) a T,,3(G) nalezi pii Hy do tfidy rozdéleni tzv. extremal-
nich hodnot a nezavisi na distribu¢ni funkci pozorovani. K vypoc¢tu hodnot
odpovidajici limitni distribu¢ni funkce staci standardni kapesni kalkulacka.
Poznamenejme ale, ze konvergence je pomérné pomald a pro praktické ne-
prilis uzitecna.

Naproti tomu statistiky Tho(€), Tn1(q) a Tra(r) maji v limité rozdéleni jako
funkcionaly Brownova mustku, jejichz rozdéleni je zndmo jen pro nékteré
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velmi specidlni vahové funkce ¢(.). Blizsi informace lze nalézt ve ¢tvrtém
odstavci.

Pozndmka 2.2. Lze ukazat, ze testy zaloZené na uvazovanych testovych sta-
tistik jsou konzistentni. Podrobné informace lze nalézt napt. v Horvath, Hus-
kova a Serbinowska (1997).

2.2. ODHADY

Parametry v modelu (2.1) lze odhadnout naptiklad metodou nejmensich
étverci. Odhady iy, d,, m parametru u, 4, a m jsou definovany jako Feseni
minimaliza¢ni Glohy

min{i (Yi—,u)2+ i (Yi—u—5)2 ‘ ke{l,...7n},u,6€R1}.

i=1 i=k+1
Maji-li ndhodné chyby e; rozdéleni N (0, 02), pak se odhady metodou nejmen-

Sich ¢tverct shoduji s odhady metodou maximalni vérohodnosti, podrobnosti
viz napt. Gombay a Horvath (1996). P¥imym vypoctem lze snadno ovéfit, ze

(2.22) n=Ysn a 0,=Ys—Ya,

kde m je FeSenim minimaliza¢ni (lohy
k 2 n — N2

(2.23) min{3" (Yi—Yk) + 3 (Yi—Yk) ) kel{l,....n—1}}-
i=1 i=k+1

Ma34-li tato minimaliza¢ni tloha vice fesSeni, volime feSeni s minimalni hod-
notou. P¥imym vypoctem lze dale ovérit, ze m lze ekvivalentné definovat

jako
N n
m——a,rgmax{ﬂik(n 3 |Sk|) k= 1,...,n—1}

:argmax{@ (?k_?ko)Q ) kizl,...,n—l}-

(2.24)

Pfirozenou modifikaci odhadu m jsou pro n € [0,1/2) odhady
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(2.25) ﬁz(n)argma}c{(ﬁ)nwﬂ ‘ kl,...,nl}.

Souvislost s testovymi statistikami je zde ziejma.
Dalsim typem odhadt parametru m jsou odhady zaloZené na diferencich
klouzavych souétii (tzv. MOSUM —moving sums). Definujeme je nésledovné:

(2.26) m(G) = argmax{ |Sk+(; — 25, + Sk_(;‘ ) k=G+1,...,n— G}-

Jednoduchou predstavu o o¢ekavanych vlastnostech tohoto odhadu lze ziskat
z (2.15).

Nyni zformulujeme zakladni véty o chovani odhad bodu zmény.
Véta 2.2 (pevna zména). Predpoklddejme, Ze model (2.1) plati, §, = 0 #
0, m = |[nvy|, v € (0,1). Pak m —m m4 v limité stejné rozdéleni jako

82|5
argmax{évj 2|]| ‘j0,1,2,...}7

kde
0 Jj=0,

v, =< S, Zi, j=-1,-2,...,
S Zi, j=1,2,...,

kde {Z;} je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in
takovych, ze Z; ma rozdéleni jako e;.

Diikaz. Lze nalézt v Antoch a Huskové (1998).

Véta 2.3 (lokalni zména). Uvazujme model (2.1). Necht m = |nv],
v €(0,1) a pron — o0

AN
——— o0

2.27 0n, — 0
( ) - 4 vl1oglogn

Pak pron — oo

62

(2.28) =

(ml(n) - m) 2oV,  nelo,1/2)
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Jestlize navic plati (2.19), pak pro n — oo

82 /. D
(2.29) o (m(G) - m> 2V,

kde

V,,, = argmax {W(t) — |t [((1 =)L =n) +y)I{t <0}

(2.30) + (L= n)y+ 1 =) I{t > 0}}; te Rl},

(2.31) Vo = argmax {W(t) —|t]; te R1},

{W(t), t € R1} je dvoustranny Wieneriiv proces a I{A} oznacuje indikator
mnoziny A.

Diikaz. Lze najit v Antoch, Huskova a Veraverbeke (1995).
]

Pozndmka 2.3: Pfipomenme, ze dvoustranny Wienertiv proces {W(t), t e
Rl} je definovan nasledovné

_ Wl(—t)7 t <0,
Wi = { Wa(t), t>0,

kde {W1(t), t > 0} a {Wa(t), t > 0} jsou nezévislé Wienerovy procesy.

Pro tplnost uvedeme limitni chovani odhadd bodu zmény, jestlize zména
nenastala. Pozorny ¢tenar si jisté povsimne, Ze chovani odhadt je v tomto
pripadé zcela jiné nez v pripadé, kdy zména nastala.

Véta 2.4 (2aAdna zména). Necht Yy, ...,Y, spliuji model (2.1) a m = n,
tj. nenastala z4dnd zména. Potom pro libovolné n € [0,1/2] plati
m(n) o

—= —U(n) pron — oo,
n

kde U(n) je ndhodné veli¢ina s rozdélenim:
(i) je-lin =1/2, pak

PU((1/2)=0)=P(U(1/2)=1) =1/2;

(i) je-lin € [0,1/2), PAK U(n) mé rozdéleni jako

argmax {‘B(s)‘ (s(1—s))"" ) s€ Rl},
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kde {B(t), t € (0,1)} je Browniv mistek.
Jestlize je navic splnéno (2.19), pak
m(n) o

— = U’ pro n — oo,
n

kde U° ma rovnomeérné rozdéleni R(0,1).

O

Nyni se kratce zminime o vlastnostech odhadi /i, Sn a 02 parametrii ju, 0y,

and 02, jez byly definovany v (2.22), (2.23) a (2.4).

Véta 2.5. Necht jsou splnény piedpoklady véty 2.3 a necht m je odhad

bodu zmény m s vlastnosti m —m = Op (5;2). Potom:

i) fin=Ys a gn = 7;2 —Y, jsou \/n —konzistentni odhady parametrii p a d,,.
Navic /m (fin — p) /o a /n—m (gn — b,) /o maji asymptoticky N(0,1)
rozdéleni a jsou v limité nezavislé.

ii) Odhad G2 je n® —konzistentni odhad rozptylu o pro néjaké 3 > 0.

Pozndmka 2.4. Limitni rozdéleni ostatnich odhadt bodu zmény pii pevné
zméné lze nalézt v ¢ldnku Antoch a Huskova (1998).

Pozndmka 2.5. Je-lid, = 6 # 0 (pevnd zména), pak limitni rozdéleni odhadii
m,m(n) a m(G) zavisi na distribuéni funkci F' ndhodnych chyb e;, zatimco
v ptipadé lokdlnich zmén (resp. 6 = 0) jsou odhady tzv. ,distribution free“,
tj. limitni rozdéleni na F' nezavisi. Podrobnosti viz Antoch a Huskova (1998).

Pozndmka 2.6. Tvrzeni véty 2.2 zlUstava v platnosti, jestlize parametry 4,
and ¢2 nahradime vhodnymi odhady. Specielné, parametry §,, a o> mohou
byt nahrazeny odhady 6, a 52 definovanymi v (2.23) ¢i (2.4).

Pozndmka 2.7. Hodnoty o2 lze té% odhadnout pomoci

?i:niz (Z Y-+ > (Yi—ﬂ—?SY),

i=1 i=1+m

kde m, i a 5 je ,libovolnd vhodnd kombinace* vyse uvedenych odhad.

Pozndmka 2.8. Explicitni vyjadieni distribuéni funkce ndhodnjch veli¢in
Vv, m€10,1/2], v € (0,1), a Vj je znamé. Bylo odvozeno nezavisle na sobé
nékolika autory, viz napf. Bhattacharya a Brockwell (1976), Shepp (1979),
Yao (1987) ¢i Ferger (1994). Sthryn (1996) ukézal, Ze pro ¢ > 0ace >0

(2.32) V(ep,c) = argmax {W(s)f|s|(01]{s < 0}+col{s> 0}); s € Rl}
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maé hustotu

7t; ’ ’ t S Oa
(2.33) plticr, ) — { a(~tc1,c2)

q(t; ca,c1), t>0,

kde prot >0

q(t;c1,c2) = 2¢1(c1 + 2¢2) exp {202((:1 + CQ)t}q)( — (a1 + 202)\/5)
— 2c§<1>( — cl\/i).

Odpovidajici distribu¢ni funkce muze byt spocitana, jestlize si uvédomime,
ze prot >0

t

C1 261 2
T;c1;c)dr = + texpy —cyt/2

/OQ( 1;€2) o1+ C o P{ 1/}
ci(c1 + 2ca)
_— =/ 2 tlo( — 2 t
ca(c1 + ¢2) exp{ e2ler +e2) } ( et 62)\/_)

2 +2¢2 + 2cic9
— 202t+¥}¢> —Vt).

|: 1 CQ(C1+CQ) ( ! )

Tento vysledek lze vyuzit pii konstrukci intervalovych odhadu bodu zmény

m. Tabulky pro ¢; = ¢o = 1/2 jsou v élanku Horvath, Huskova a Serbinowska

(1997). Poznamenejme nicméné, Ze pfes explicitni tvar hustoty i distribué¢ni

funkce vlastni vypocet neni pro ¢; # ¢ z numerického hlediska pfilis jedno-

duchy, nebot:

1) jenom v mélokterém software je dostateéné piesné (spolehlivé) naprogra-
movan vypocet hodnot distribuéni funce ®(x) standardniho normélniho
rozdéleni pro velké hodnoty ;

2) je nutné pocitat soufiny velmi velkych a velmi malych éisel, coz muze
zpusobovat netusené problémy.

2.3. POSTUPY ZALOZENE NA M — A R— STATISTIKACH

Nyni si uvedeme testy a odhady zalozené na R- a M - statistikdch. Budeme
pritom (z hlediska pozadavki na znalost rozdéleni chyb) uvazovat model
ponékud obecnéjsi nez (2.1), tj. budeme predpokladat, ze Y71, ..., Y, spliuji

+ ey, 1=1,...,m,
W+ 0n + €4, i=m+1,...,n,
kde p,d, a m jsou neznamé parametry a ei,...,e, jsou nezavislé stejné

rozdélené ndhodné veli¢iny se spolecnou distribu¢ni funkci F'.
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R-postupy, tj. postupy vychézejici z pofadovych testi, jsou zalozeny na
jednoduchych linearnich poradovych statistikach

k

(2.34) Shr=Y (an(Ri) - a) k=1,...,n,

i=1

kde Ry, ..., R, jsou pofadi odpovidajici pozorovénim Y7, ...,Y,, a,(1),...,
an(n) jsou skéry a

1 n
En = E Zlan(l').
=

R-testy a R-odhady ziskame, jestlize v (2.5)—(2.10) a (2.24) —(2.26) nahra-
dime ¢4stecné soudty Sy Casteénymi soucty Sk, g, zatimco veli¢inu o2 velici-
nou

n

52 = ni > (a(i) fan)Q.

=1

Véta 2.6. Necht distribuc¢ni funkce F je spojita a necht existuje monotonni
funkce ¢ definovand na (0, 1) takova, Ze pro néjaké A > 0

1
/ |an (1 + [un]) ng)(’u)|2JFA du — 0 pro n — 00,
0

1 1
/ d(u)du=0 a 0< / |p(u) T2 du < oco.
0 0

Potom véta 2.1 ziistava v platnosti, jestlize Sy, k =1,...,n, a 02 nahradime
statistikami Sy r, k = 1,...,n, resp. 0%.
Jestlize je navic Fisherova informace nenulova a konecna, tj.

2

> (f'(x))
0</_007f(33) dx < o0,

véta 2.3 ziistava v platnosti, jestlize podil 62 /o nahradime podilem

2 ¢2 [oe]
bfgn, kde b= —/ ¢(F(z)) f'(z) da.

ORr —00

Diikaz. Lze nalézt v Huskové (1997) ¢i Gombay a Huskova (1998).
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Uvazované predpoklady jsou poné€kud silnéjsi nez napiiklad u vét o li-
mitnim rozdéleni poradovych statistik pro dvouvybérovy problém. Pozna-
menejme nicméné, ze podminky jsou splnény pro vSechny bézné pouzivané
skory. Na druhé strané tvrzeni plati i v obecnéjSich modelech. Dalsi infor-

mace lze nalézt nap¥. v ¢lancich Antoch a Huskova (1998), Gombay, Huskova
(1998) a Huskové (1997).

Dale obratime pozornost k M-postuptum. Tyto postupy jsou zalozeny na
castecnych souctech M-reziduala

k

(235) Sk,Mzzw(}/l_ﬁfy)a k:1a7na
i=1

kde ¥(x), € Ry, je skérova funkce s vlastnosti

[:¢@yww)=o

a 1M je M -odhad generovany skérovou funkei 1. Tento odhad je zpravidla
definovany jako reSeni rovnice

(2.36) > y(Yi—t) =0.

Poznamenejme, Ze lze téz uzit néktery asymptoticky ekvivalentni odhad.
Oznacme

) = [ Z () dF (),
T v (- a),

Mﬂ:—/mwu—ﬂdﬂﬂ,teRh

o (v) =

k(t) = /jo Y3 (x —t)dF(z), t€ Ry.
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Véta 2.7. Uvazujme model (2.1). Necht skorova funkce v je monotonni,

funkce A(t) md spojitou prvni derivaci v okoli bodu 0, A(0) =0 a \’(0) # 0.
Funkce k(t) necht je spojita v okoli 0, x(0) > 0 a pro néjaké D > 0

sup /OO |4 (u + t)|2+AdF(u) < 0.

[t]l<D J—o00
Potom véta 2.1 ziistava v platnosti, jestlize Sy, k =1,...,n, a 02 nahradime
statistikami Sk v, k=1,...,n, a53,(1).

Véta 2.3 téz ziistava v platnosti, jestlize podily 62 /o? nahradime podily
X(0)%07 /53 (1)
Diikaz. Lze nalézt v Huskova (1997).

O

Vétsina poznamek (piislusné zmodifikovanych), jez byly uvedeny v sekcich
2.1 a 2.2, plati i pro situace uvazované v této sekci.

Existuje fada dalsich postupt zaloZzenych na rtznych statistikach uziva-
nych v neparametrické a robustni statistice, napf. postupy zalozené na U -
statistikach, statistikich Kolmogorovova—Smirnovova typu ¢i zalozené na
riznych vzdalenostech. Blizsi informace 1ze nalézt napf. v Diimbgen (1991),
Ritov (1990), Ferger (1994a, 1994b, 1995), Brodsky a Darkhovsky (1993) ¢
Horvath a Qi-Man Shao (1995).

2.4. ZAVISLA POZOROVANT

Uvazujme model

(2.37) Y; = p+ ey, t=1,2,...,m,
=pu+on+e, t=m+1,...,n,

kde p, 0, # 0 a m(< n) jsou nezndmé parametry a {et}:; je linearni proces.
Necht

(2.38) e = wiey,  t=12,...,
j=0

kde {5t}z_m jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny s nulovou
stiedni hodnotou, rozptylem o2 > 0, E|e;|**® < oo pro né&jaké A > 0
oo

a vahy nechf {w; }J:0 spliiuji
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(2.39) > dlwsl <oo, > wj #0.
=0 =0

Piedpoklddejme, Ze m = |[ny] pro néjaké v € (0,1]. Uvazujme stejné
ulohy jako v pfedchozich odstavcich. Pro test hypotézy Hy proti H; mizeme
pouzit testové statistiky Ty, Tno, Tn1(q), Tn2(G) 1 Tha(r), pokud v nich (kde
zapotiebi) nahradime odhad 52 odhadem

L
~ 9 _ = i E =

(2.39) 52(L) = R(0) + 2; (1 L) R(k), L<n,
kde

~ 1 [ ™=k _ _

R(k) = E{ (Vi = Ya) (Yign — Ya) +

t=1
n—k . .
t=m+1

a jako odhady bodu zmény m uzijeme, analogicky modelu (2.1), néktery
z odhadii definovanych vztahy (2.22)—(2.24). Veli¢ina 7,2(L) je odhadem

2
o2 = 02(2510 w;)”.

Jsou-li splnény predpoklady (2.36)—(2.38) a plati-li Hy, je proces {X;}
stacionarni druhého fadu se spektralni hustotou g(-), takZe asymptoticky

rozptyl \/n Y, je 27g(0) = o2, podrobnosti viz Brockwell a Davis (1991),
kapitola 7.2.

Véta 2.8. Predpokladejme, Ze (2.37)—(2.39) jsou splnény, a necht pro n —
00

L?log L
Z 57 1
n

L=L,— a

Potom véty 2.1 a 2.3 ziistavaji v platnosti, jestlize 5,2 nahradime &,2(L).
Pii platnosti Hy dale plati

~ 1 L?log L
G2(L) — o2 =0, (E + \/%) pro  m — oo.
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Jestlize navic pfedpokldddme platnost (2.27), potom plati

72(L)—o0?=0,(1) pro n— oco.

Diikaz. Lze nalézt v Antoch, Huskova a Praskova (1998).
]

Pozndmka 2.9. Véta 2.8 tika, ze v pripadé zavislych pozorovani mizeme po-
uzit tytéz testové statistiky a odhady jako v ptripadé nezavislych pozorovani,
jenom je nutné pouzit jinou standardizaci, tj. 02 a G2 zaménit 02 a o2(L).
Simulace ukazuji, Ze kvalita odhadu &,2(L) zavisi na L a na sile z4vislosti.
Odhad je rozumny jen tehdy, je-li zavislost slaba, v pfipadé silnéjsi zavislosti
jeho kvalita zavisi volbé L a na tom, zda plati Hy nebo Hj.

Podrobnéjsi informace 1ze nalézt v ¢lancich Antoch, Huskova a Praskova
(1997), Bai (1994), Brodsky a Darkhovsky (1993), Horvath a Qi-Man Shao
(1997) ¢i Horvath a Kokoszka (1997). V poslednich dvou uvedenych ¢lancich

je uvazovan tzv. model s dlouhou paméti long range dependence model.

2.5. VICENASOBNE ZMENY

Uvazujme model

(240) )/i:,uj+ei; [n’Yj*l] <Z§ [n,‘}/j]v ]:137q+17

kde pj € Ry, pj # pyj+1,J = 1,...,¢, 0 = v <71 < -+ < 941 = 1,
aei,...,ey, jsounezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny s nulovou stredni
hodnotou, kladnym rozptylem o2 a koneénym absolutnim momentem Fadu
2+ A pro né&jaké A > 0. Hodnoty [nv;], j =1,...,q, jsou body zmény. Jejich
pocet ¢ muze byt znamy nebo neznamy, v druhém pripadé predpokladame,
Ze existuje horni mez (kterou oznac¢ime qo) pro ¢ je zndma. V dalsim textu
této kapitoly téz budeme pouzivat znateni m; = [nvy;], j=1,....q.

Pro test nulové hypotézy ,nenastala zadna zména“ proti alternativni hy-
potéze ,nastala aspon jedna zména“ Ize pouzit kteroukoli testovou statistiku
uvazovanou v sekcich 2.1 nebo 2.3. Vyjdeme-li z principu metody podilem
vérohodnosti, dostaneme statistiky, které maji ponékud vétsi silu, jsou ale
pocetné velice naro¢né.

Uvedeme si tfi metody odhadu bodt zmény a jejich po¢tu. Prvni z nich
navrhl Yao (1988). Jedné se o modifikaci tzv. Schwarzova kritéria pro odhad
dimenze regrese, kterd umoznuje odhadnout parametry v nasem piipadu.
Presnéji feceno, Yao definoval odhad ¢ jako FeSeni minimaliza¢ni Glohy

o1 ~9
mln{inlogaq +qlogn; q = 1,...,q0},
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kde

—mln{z "ZJ (Y; — MJ

Jj=li=n;_1+1

uj€R1,j:O,...,q,n0:0<n1<--~<nq<nq+1:n}-

Odhady parametrt p1; a m; pak ziskdme jako feseni minimaliza¢ni tlohy

wnd 3250 o

J=li=n;_1+1

uj€R17j207~-~7/q\,n():0<n1<'--<’I’L{1\<na\+1 :n}

Naroc¢nost vypoctu je ziejméa. Maji-li pozorovani normalni rozdéleni, pak
jsou takto ziskané odhady konzistentni a shoduji se odhady metodou maxi-
malni vérohodnosti. Pokud maji pozorovani jiné rozdéleni, je nutné kritérium
modifikovat. Tento problém se tési v soucasné dobé znacné pozornosti, pro
dalsi informace, viz Chung-Bow Lee (1995a, 1995b).

Dalsi dvé metody vychazeji z odhadt navrzenych pro pfipad jedné zmény.
Pfimym vypoctem lze ovéfit, Ze v modelu (2.40) pro [ny,—1] < k < [ny,], v =
1,...,q+ 1 plati

v

(241)  ESkrs =Y ([ny] — [nvi-a]) (ny — 1) + (k = [nw]) (o — 1),

j=1
zatimco pro j =1,...,q
(2.42) E(Sk+a,Ls — 2Sk,Ls + Sk—c,Ls) =
0, ‘k — [n%.” > G,
= (5 = m=1) (] =k +G), (] = G <k < [,
(5 = pj—1) (k =[] + G), (] < k < [n] + G

Lokalni extrémy v obou pfipadech jsou dosazeny pro k = [ny,],
7=1,...,q. Toto vede k nasledujicim dvéma typtim odhadt.
Prvni typ odhadt ziskdme nasledovné. Nejprve urc¢ime
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(2.43) m(1) = argmax {Mﬁ }Sk7LS|;k’:17...,n—1}.

Potom rozdélime pozorovani do dvou skupin Y1,..., Y5 a Ya, +1,..., Y,
a nalezneme odhad v kazdé skupiné podle (2.43). Cely postup pak opakujeme
tak dlouho, az testy budou indikovat, Zze v dané skupiné nedoslo ke zméné
stfedni hodnoty, presnéji feceno, po kazdém kroku testujeme hypotézu zda
v noveé ziskané skupiné doslo ke zméné. Aplikujeme test zaloZeny na

n 1 1
_n 2 Yi—-—— Sy ||}
wep \ \ k(n—k) an ;3 #Dj;j g

kde D oznacuje indexy odpovidajici sledované skupiné, #D je jeji kardinalita
a 02 je vhodny odhad o?. Kritické hodnoty ziskdme z véty 2.1, pficemz hla-
dinu «, zvolime tak, aby lim, ., a,, = 0. Odhady ziskané timto postupem,
ktery navrhla Vostrikova (1981), jsou konzistentni.

Vztahy (2.42) vedou k nésledujici metodé odhadu. Nalezneme vSechny
dvojice indext v, w; takovych, ze w; — v; > G/2 a takovych, ze pro k =
Vjyeoo, Wy

|5k+G,Ls — 28k Ls + 5k—G,LS| < D(n,G,ap)
|Sv, 146,08 — 28u,-1,L8 + Sv,~1-c,zs| = D(n, G, o)

|Sw,+146,08 = 2w, 41,08 + Sw,+1-c.Ls| = D(n, G, o)
kde
D(n,G,ap) = on\/ﬁ@ log(n/G) + (1/2)loglog(n/G)—
— (1/2)log(r/9) — loglog (1 — @) ") (v/210g(n/G) ) "

a ap — 0 pro n — oco. Toto znamena, ze nalezneme vSechny segmenty, kde
je prekrocena urcita kritickd hodnota. Kritickd hodnota odpovida testu hy-
potézy ,zaddna zména“ proti alternativé ,,zména nastala“ zalozené na testové
statistice

max {|Sk+G,LS - 25k,LSSk—G,LS|}
G<k<ng

s asymptotickou hladinou «,,. Odhad po¢tu zmén je ¢ a indexy k € [v;, w,],
pro které je dosazeno maximum na mnoziné indexu {vj,wj} jsou odhady
jednotlivych boda zmén.
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Druh3 a tfeti metody jsou pomérné jednoduché a obzvlasté treti mtze byt
téz pouzita pro diagnostiku. Potfebujeme najit vhodny odhad o2. Je-li horni
mez pro podet zmén qg, pak mizeme o2 odhadnout nasledovné:

k1
1 —
2 : 2
- - Y, - Y,
U7L n—qo— 1 1§k131..1.3cq0§n { Z( 2 k‘l) +

i=1

ko n
+ > ViV ++ Y (Yi—quo,n)Q}»

i=k1+1 i=kgo+1
kde
— 1 °
Vio = =% 2 Yo
i=k+1
Jind moznost je pouzit odhad
1 n 9
~2
Op = n—1+< 2 (Y;_Y;_l) :
i=

Zvlastni pozornost byla v literatufe vénovana tzv. epidemickym alterna-
tivam, které odpovidaji modelu (2.40) s ¢ = 2 and p1 = ps # pe. Dalsi
informace lze nalézt v ¢lancich Bhattacharya a Brockwell (1976), Yao Q.
(1993), Antoch a Huskova (1996) ¢i Huskova (1995).

3. DETEKCE ZMENY V REGRESNIM MODELU

Nejprve se budeme zabyvat pripadem, kdy se mohou ménit jen regresni pa-
rametry. V zavéru sekce se pak zminime o pripadu, kdy ke zméné muze dojit
v regresnich parametrech a/nebo métitku. Budeme pfitom uvazovat néasle-
dujici model:

T
3 +'L7 ]-Skg )
3.1) Yi{mz,ﬁ e m

I'B+xrs, +e;;, m<k<n,

kde 1 < m < n je nezndmy bod zmény, 8 € R, a §, € R, jsou parame-
try, ®; € R, jsou zndmé regresni vektory a ei,...,e, jsou nezvislé stejné
rozdélené nahodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou, rozptylem o2 > 0,
a Ele;|>T® < oo pro néjaké A > 0.

Piedpokladéme, Ze d,, # 0, tj. asponi jedna slozka je nenulova. Je-li v (3.1)
1 < m < n, pak model zachycuje zménu v regresnim parametru. Mezi za-
kladni tlohy patfi, podobné jako v modelu polohy, testovat
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Hy:m=n proti Hy:m <n,

a jestlize plati Hy, pak odhadnout m.
Budeme pouzivat znaceni

X1k
X = ’ )
(Xk+1,n)

kde
T T
T Tiiq Y Yit+1
Xl,k = an-i-l,n = aifl,k = aYk-l-l,n = ..
T T
:l:k (En Yk Y;L

Daéle ozna¢ime prop < k<n-—p
Bur = (XTuXiw)  XT Y,
Brin = (Xg+1,nXk+11n)71Xg+1,nYk+1,n5
52 =1 Vi~ XuuBual”

~ 1 ~
Gisrm = T | Yit1,n — Xk+1,n;6k+1,nH2-

Je zfejmé, ze :@Lk a ,@kﬂm jsou odhady metodou nejmensich ¢tverci regres-
nich parametra zalozené na prvnich k, resp. poslednich n — k, pozorovanich.
Dale 3% L a0: +1,n jsou odhady rozptylu zaloZené na prvnich k, resp. posled-
nich n — k, pozorovanich.

Pii konstrukci testit a odhadi v uvazovaném regresnim modelu lze vy-
chézet ze stejnych principii jako v modelu polohy (2.1). Ziskdme tak celou
fadu testd a odhadt. Jistou komplikaci ptisobi matice planu experimentu
X1 .n, nebot limitni rozdéleni testovych statistik i odhadi je zndmo pouze za
pomérné silnych predpokladt kladenych na X ,,.

Vyjdeme-li z pfedpokladu, ze Y; maji normalni rozdéleni a rozptyl o2
nezname, dostaneme metodou podilem vérohodnosti testovou statistiku

k~ n—k~2
0]+ —0
1k k+1,
(3.2) Vo= max -nlog| = ok R=Ti
p<k<n—p O1ln

Dalsi testové statistiky jsou zalozeny na vektorech ¢astecnych soucti

k
(33)  Su=(Su.....5m) =D @ (YZ— - miTBLn) C k=1,....n
=1
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nebo ¢astecnych souctech reziduali

k

(3.4) Sko :Z(Yi*m?,é\l,n) , k=1...,n.

i=1
Testové statistiky pak mtzeme zkonstruovat analogicky jako v jednorozmér-
ném pripadé. Dostaneme

_ i n T (T -1
(3.5) Vi, = Jmax { 5 \/71{(71 5 SHXT, X1n) Sk } ;
—1
| /ST(XT, X1) ' S
(3.7)

1 1 T -1
Va2(G) = Joax {Zﬁ (Sk—Sk-c) (XL, X1n) (Sk—Sk-c) }v

1 1 —1
(3.8) Va3(G) = max {G_H\/T_G\/SEG(XE"XL”) SkG}’

kde Syg = Sk+c — 2Sk + Sk—a, q(.) je vahova funkce uvazovana v sekci 2
a 02 je vhodny odhad o2. Napiiklad lze pouzit
.1

. ~2 ~2
On = n—p lglklgn {kgk + (TL - k)Un—k}'

Testy zalozené na ¢asteénych souctech Sy definovanych (3.4) dostaneme,
jestlize v (2.5) —(2.9) nahradime Sy, statistikou Sko.
Polozme
bp(z) =2logz + g loglogn — log I‘(g)

Ptedpoklddejme, ze

(3.9) limmaX{MHXaX@j - Qi —1)|| ‘

n—00 ] — )
L<i<j<n |[j—ilZba}=0,
kde Q je positivné definitni matice, x > 0, {b,} je libovolnd posloupnost
s vlastnosti 1 < b, <n a b, — 0o pro n — oco.

Nyni zformulujeme zakladni vétu o limitnim chovéani testovych statistik
pri platnosti hypotézy Hy. Jde v podstaté o zobecnéni véty 2.1.
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Véta 3.1. Necht pozorovani Y1, ...,Y, vyhovuji modelu (3.1) s m = n, tj.
plati Hy, a necht plati (3.9).

(i) Potom pro Yy € Ry plati

lim P(a(logn) Voo < (bp(logn) + y)) = exp {* Qexp{fy}},

n—oo

lim P(a(logn) Vo < (bp(log n) + y)) = exp {— 2exp{—y}}.

n—oo

(ii) Jestlize navic ¢ € Qo,1 a I(g, ¢) < oo pro néjaké ¢ > 0, pak Vx € Ry

1B
lim P(V, <z)=P( su <z,
n—oo ( l(q) ) (O<tI<)1 q(t) )

kde {B(t) = (Bi(t),..., By(t)) "5t € (0,1)}, {B;(¢); t € (0,1)} jsou nezé-
vislé Brownovy miistky.

(iii) Jestlize plati (2.19), pak Yy € Ry plati

lim P(a(n/G) Vo2 (G) < (by(n/G) + y)) =exp{—2exp{—y}},

n—oo

lim P(a(n/G) Vas(G) < (bp(n/G) + ylog(3/2))) = exp {— 2exp{—y}}.

n—oo

Diikaz. Tvrzeni (i) a (ii) lze nalézt v ¢lanku Horvath (1995). Dtkaz tvrzeni
(iii) je v préci Steinebach a Eastwood (1996).

|

Piedpoklady kladené na matici planu experimentu X , jsou velice silné.
Néktera tvrzeni ve vété lze ukazat i za slabsich pfedpokladi. Informace 1ze
nalézt napt. v pracich Huskova (1997), Kim a Siegmund (1989) ¢i Ploberger
and Kriamer (1992).

Limitni rozdéleni uvazovanych testovych statistik pfi platnosti hypotézy
Hy nezavisi ani na rozdéleni ndhodnych chyb ey, ..., e, ani na matici planu
experimentu X7 ,,. Hodnoty distribué¢nich funkei statistik Vi,0, Va2, Vas(G)
a V,, mohou byt snadno uréeny pouzitim kapesni kalkulacky, konvergence je
vSak znacné pomala a prakticky pouze informativni.

Zakladem vyse uvedené véty je, Ze za urcitych predpokladt kladenych na
matici Xi (pfedpoklady mohou byt i slabsi nez (3.9)) pri platnosti Hy
proces
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]
Vi (t) = %(X,TXR)‘”QZ wie;,  te(0,1),
1=1

konverguje v D(0,1) k procesu W (t) = (Wi(t),...,Wy(t)), t € (0,1)}, kde
{W;(#);t € (0,1)},5 =1,...,p, jsou nezavislé standardni Wienerovy procesy.

Problém zmény regresni zavislosti je jednim z casto uvazovanych problémi
v ekonometrii. V této oblasti jsou studovany hlavné testy zalozené na castec-
nych souctech reziduali (3.4), pfi¢emz ndhodné chyby ey, ..., e, mohou byt
i zdvislé. Dalsi informace lze nalézt napf. v Krdmer and Ploberger (1992),
Jandhyala a Mac Neill(1989, 1991, 1992), Mac Neill (1978) ¢ Michels a Tren-
kler (1990). Mac Neill et al (1990) se zabyvali téZ Bayesovskymi statistikami
pro detekci zmény v regresi.

V zavéru sekce se zminime o pfipadu, kdy zména muze nastat v regresnich
parametrech a/nebo v méfitku. Budeme uvazovat nasledujici model:

T3 e, 1<k<
(3.10) n:{xz/@—i_e >~ sm

zl'B+xl'é,+ei;;, m<k<n,

kde 1 < m < n je nezndmy bod zmény, 3,6, jsou parametry, ; € R, jsou
znamé regresni vektory a

[ oe, 1<k<m
(o + e, m <k <mn,

kde €1,...,€, jsou nezavislé stejné rozdélené nidhodné veli¢iny s nulovou
stfedni hodnotou, jednotkovym rozptylem, E|e|¥ < oo pro né&jaké v > 4,
o > 0, h,, jsou parametry.

Piedpokladéme, ze (8., hy) # 0, tj. aspoii jedna slozka je nenulova. Je-li
1 < m < n v uvazovaném modelu, pak model zachycuje zménu v regresnim
parametru a/nebo v méfitku.

Pr1i konstrukei testti a odhadt obvykle se vychazi z metody podilem véro-
hodnosti (pro testy), resp. z metody maximalni vérohodnosti (pro odhady),
a z predpokladu, Ze jednotlivd pozorovani maji normalni rozdéleni. P¥imy
(ale dlouhy) vypocet vede k testové statistice

Z, = max —2logAy,
p<k<n—p

kde .
~k ~n—
01, k0k+1,n
Ak? - T
Jl,n

, p<k<n-—p.
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Véta 3.2. Jsou-li splnény predpoklady véty 3.1, pak

lim P(a(log n)ZY? <t +byyi(log n)) =exp{—2e"'} te€R;.

n—oo

Diikaz. Lze nalézt v Horvath (1995).

O
Véta 3.3. Necht Yi,...,Y, vyhovuji modelu (3.10), necht plati (3.9) a
[[6n]] — 0, n\|6n||2/loglogn — 00,
hy, — 0, nh2/loglogn — ooc.
Pak
2\ 2
(2a7qe, 4 (%)) -
3 (m_m) — V1/211/2.
0—1257711625” + %jnénmg + (;TTE) (m4 - ].)
kdem, =1>" @, mj = Eel, j =2,3.
Diikaz. Lze nalézt v Horvath, Huskova a Serbinowska (1997).
O

Véta pokryva i piipad, kdy je bud 8,, = 0 nebo h,, = 0. Tvrzeni ztstava
v platnosti, jestlize 8,, a h, nahradime vhodnymi odhady, coZz umoziiuje
zkonstruovat aproximaci pro intervalovy odhad bodu zmény m.

4. INTERVALY SPOLEHLIVOSTI
A VYBRANE KRITICKE HODNOTY

V tomto odstavci se soustfedime na testy popsané v sekci 2.1 a odhady po-
psané v sekci 2.2, ale vétsinu postupti je mozné pouzit po prirozené modifikaci
i pro situace posané v dalsich ¢astech ¢lanku.

4.1. JAK KONSTRUOVAT INTERVALY SPOLEHLIVOSTI

Pokud se tyce konstrukce intervalovych odhadd bodu zmény m, zalezi na
tom zda uvazujeme lokalni zménu nebo pevnou zménu. V pripadé tzv. pevné
zmény totiz limitni rozdéleni zavisi na distribuc¢ni funkci ptivodnich pozoro-
vani, kterou obvykle nezndme. Z véty 2.3 a poznamky 2.6 dostaneme nasle-
dujici 100(1 — )% intervalovy odhad pro bod zmény m.
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R R 52 R 52
(3.11) m(n)fvnﬁ(a/Z)g—g,m(n)Jrvnﬁ(lfa/Q)g—z ,

kde v, () je 100(1 — a)%ni kvantil ndhodné veliciny V;, ., pficemz za 7
dosadime jeho odhad.

Zminme jesté moznost vyuziti bootstrapu pro konstrukci ptibliznych inter-
valll spolehlivosti. Popiseme pfitom dvé zakladni bootstrapové schemata,
pri¢emz prvni z nich je pouzitelné pravé pro model (2.1), zatimco druhé lze
pouzit i pro modely, kdy pozorovani pred zménou a po zméné maji rozdéleni
Fy, resp. Fy, Fy # F5. Vyuzijeme pritom odhadi m zavedenych v sekci 2,
pfi¢emz oznacime pomoci m libovolny z téchto odhadii.

Bootstrapové vybérové schéma I.
Nalezneme odhad m bod zmény m (pficemz lze pouzit kterykoli z odhadi
zavedenych v sekci 2) a spocteme jak odhadnuté rezidualy

P =

- Y;—-Ys, i=1,...,m,
Y, -Ye, di=m+1l,...,n,

tak centrované rezidualy

POV
Ei:Ei_EZEi7 Z:L...,?’L.
i=1
Pot0 realizujeme bootstrapovy vybér E7, ..., E} odpovidajici empirické dis-
tribuc¢ni funkci veli¢in E1, ..., E,, a konstruujeme bootstrapova pozorovani
- Y+ Ef, i=1,...,m,
i — ) =0 PN
’ Y. +LE7, i=m+1,...,n.
Z hodnot Y7*,...,Y* spo¢teme bootstrapovy odhad m* (pfi vypoctu m na-
hradime ptvodni pozorovani Y7, ...,Y,, jejich bootstrapovymi verzemi).

Bootstrapové vybérové schéma II.

Nejprve nalezneme odhad m bodu zmény m, pfidemZ lze pouZit kterykoli
z odhadt uvedenych v sekci 2.3. Déle realizujeme bootstrapové vybéry, pres-
néji feceno realizujeme nezavislé nahodné vybéry Y™, ..., Y3 a V3", ...,
Y ** odpovidajici empirickym distribucnim funkcim zaloZenym na hodnotéach
Y1, ..., Ys, resp. Yaa1,...,Y,. Z hodnot Y7, ... Y, ** spocteme (bootstra-

povy) odhad m** .
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Lze ukézat, ze (bootstrapovd) distribu¢ni funkce odhadu m* (popt. m* —
m) je konzistentnim odhadem distribué¢ni funkce odhadu m (popf. m —m),
takze mizeme bootstrapovou distribuéni funkci pouzit jako aproximaci sku-
tefné distribu¢ni funkce odhadu m (popf. m — m). Odtud muzeme ziskat
i aproximaci pro kvantily a nasledné pro intervaly spolehlivosti. Dalsi po-
drobnosti lze nalézt napf. v Hinkley a Schechtman (1987), Diimbgen (1991),
Antoch Huskové a Veraverbeke (1995) ¢i Antoch a Huskova (1998).

4.2. JAK POCITAT VYBRANE KRITICKE HODNOTY

Nalézt aproximace pro kritické hodnoty testd popsanych v predchozi ¢asti
¢lanku 1ze nékolika zptisoby.

(1) Mtzeme vyuzit limitnfho rozdéleni testovych statistik (za platnosti
nulové hypotézy), jsou-li dostupné hodnoty kvantili limitniho rozdé-
leni.

(2) Pouzit Bonferroniho nerovnost a limitni rozdéleni, coz vede ke kon-
zervativnimu testu.

(3) Simulovat limitni rozdéleni, nebot toto rozdéleni nezavisi na rozdéleni
puvodnich ndhodnych veli¢in.

Jak je zfejmé z véty 2.1, spocitat limitni kritické hodnoty pro statistiky
Ty Tn2(G) a T,3(G) neni zaddny problém a lze k tomu uzit obycejnou kapesni
kalkulacku. Naproti tomu s vypoc¢tem kritickych hodnot pro ostatni statistiky
jiz problémy jsou, mnohdy vice nez znacné.

Jak bylo uvedeno v odstavci 2.1, statistiky Tho(€), Th1(¢) & Tna(r) maji
v limité rozdéleni jako funkciondly Brownova mustku. Aproximace téchto
limitnich rozdéleni jsou (pokud vime) zndmy pouze pro nékteré specidlni
volby vahovych funkci, jez uvadime dale.

Statistika T,0(c)

e James et al. (1987) pro velké hodnoty x odvodili nasledujici aproximaci

lim P(Tno(s) > a:) =P ( sup _IBOL > a:)

n—oo e<t<l—e t(l — t)

1 1-— 2
zxe_IQ/Q\/Q/W<(1—F)10g E—i——).

€ 2

e James et al. (1987) navrhli v pfipadé normalné rozdélenych veli¢in Y; pro
velké hodnoty x nasledujici aproximaci

2 1 n/2—2
P ( max  Tpo(e) > :r) R~ 1/—”/ (1 - yz) dy
ne<k<n(1—e) T Juyvm
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B, g2na—z e/ ()9 ¢ 2
+—(17—) / —z/(y+72 )dy,
VT n a2/ (n—a2)(1-2) Y (n—a?)y
kde

[e.9]

= Gew 23

3|’—‘

(— %y\/ﬁ)} ~exp{ —0583y},  y>0.

e V pripadé, kdy muzeme o povazovat za znamé, lze pro velké hodnoty x
uzit nasledujici aproximaci

|Sk|
P e
< naglig?z}((l—e) k:(n — k‘) o -

x4/ (1—€)/(ne) 1 72
~ 2 1—<I>(a:)+x¢(x)/ —V(er—)dy .
zy/e/(n(1—¢)) Y ny

Statistika T},1(q)

e Jestlize v piipadé statistiky T5,1(g) volime ¢(t) = 1 pro t € (0,1), potom
ve vé&té 2.1 dostaneme rozdéleni absolutni hodnoty Brownova mistku (které
je dobfe zndmé z Kolmogorovova-Smirnovova testu), tj. Vo € Ry

lim P(Tnl (q) > a:) = P( sup |B(t) ) i ) et

0<t<1

Statistika Tj4(r)

e Volime-li v pfipadé statistiky T,4(r) r(t) = 1 pro t € (0, 1), potom z véty
2.1 a praci Andersona a Darlinga (1952, 1954) dostaneme Va € Ry

nlLIr;OP(T,L4(T) > x) _p ( /01 B(t) dt > x) —1—

S e [ ()

kde K /4(-) oznacuje modifikovanou Besselovu funkci druhého druhu (v Mat-
labu se jedna o funkci besselk(nu,z), v Mathematice o funkci BesselK). Tento
vysledek byl odvozen v praci Andersona a Darlinga (1952), viz téz Kiefer
(1960), strana 423.
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e Volime-li v pripadé statistiky Tha(r) r(t) = 1/(¢(1 —t)),t € (0,1), potom
z véty 2.1 a praci Andersona a Darlinga (1952, 1954) dostaneme Va € R,

Tim P(Tua(r) > 2) = P (/01 t(Bffti) dt > 9:)

V2K ()T +1/2) (45 + 1) (4j + 1)272
e e

[e%e) T (4]+1)2 2 2
/0 eXp{s(w2+1) 8z }dw‘

Autofi pritom uvadéji, ze pro dosazeni presnosti na ¢tyfi desetinnd mista
staci vzit pouze ¢len odpovidajici volbé j = 0 a provést numerickou integraci.
Vybrané limitni kritické hodnoty jsou uvedeny v praci Andersona a Darlinga
(1954).

j=0

4.3. VYBRANE SIMULOVANE KRITICKE HODNOTY

Tabulky 1.—8. obsahuji kritické hodnoty pro statistiky T, Tho(e) a Tn1(q),
kde ¢(-) = 1, ziskané pomoci simulaci. Poznamenejme, Ze ve vzorcich (2.5)—
(2.10) uvadime testové statistiky pro situaci, kdy o je neznamé a je t¥eba
je odhadnout. Nicméné, v pripadé, kdy ¢ muze byt povazovano za znamé,
lze pouzit tytéz statistiky s tim rozdilem, Ze v nich ¢ nahradime ,zndmou*
hodnotou o.

Tabulky 1.—4. obsahuji simulované kritické hodnoty pro ptipad, kdy o je
znamé (v simulacich pro jednoduchost zvolili ¢ = 1). Naproti tomu tabulky
5.—8. obsahuji kritické hodnoty ziskané pomoci simulaci pro pfipad, kdy
je o neznamé a je odhadnuto pomoci (2.4). V popisu tabulek tento fakt
rozliSujeme slovy nestudentizovano/studentizovano.

Jednotlivé tabulky obsahuji nasledujici informaci:

— V prvnim sloupci je uveden rozsah vybéru n.
— Druhy sloupec obsahuje kritické hodnoty statistiky 7, poc¢itané dle vztahu

(2.5).

— T¥eti az paty sloupec obsahuje kritické hodnoty statistiky T,0(e,) poCi-

tané dle vztahu (2.6) pro rizny stuperi useknuti .

— Sesty sloupec obsahuje kritické hodnoty statistiky 7,1(q) pocitané dle

vztahu (2.7) pro ¢ = 1.
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n T, Tho(e) Th1(q)
e=0.01 e =0.05 e=0.1 =1
50 2.709 2.709 2.639 2.558 1.140
100 2.809 2.783 2.703 2.627 1.166
200 2.892 2.855 2.763 2.682 1.185
300 2.931 2.884 2.780 2.694 1.190
500 2.973 2.916 2.804 2.714 1.198
Tab. 1. 10 % kvantil, nestudentizovéano.
n Tn TnO (5) Tnl(q)
e =0.01 e =0.05 e=0.1 qg=1
50 2.960 2.960 2.900 2.823 1.275
100 3.065 3.040 2.965 2.900 1.302
200 3.143 3.110 3.030 2.950 1.318
300 3.176 3.135 3.042 2.967 1.324
500 3.218 3.169 3.068 2.983 1.333
Tab. 2. 5% kvantil, nestudentizovano.
n Tn TnO (5) Tnl(q)
e =0.01 e =0.05 e=0.1 qg=1
50 3.200 3.200 3.144 3.070 1.395
100 3.294 3.275 3.203 3.146 1.425
200 3.371 3.340 3.262 3.194 1.439
300 3.410 3.370 3.286 3.212 1.448
500 3.440 3.397 3.301 3.229 1.465

Tab. 3. 2.5 % kvantil, nestudentizovano.
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n T, Tho(e) Th1(q)
e=0.01 e =0.05 e=0.1 =1
50 3.486 3.486 3.441 3.370 1.543
100 3.563 3.546 3.490 3.436 1.572
200 3.649 3.623 3.548 3.481 1.590
300 3.684 3.649 3.581 3.510 1.601
500 3.703 3.664 3.587 3.518 1.602
Tab. 4. 1% kvantil, nestudentizovéno.
n Tn TnO (5) Tnl(q)
e =0.01 e =0.05 e=0.1 qg=1
50 2.857 2.856 2.775 2.683 1.197
100 2.891 2.864 2.778 2.694 1.194
200 2.934 2.893 2.801 2.715 1.198
300 2.961 2.914 2.805 2.718 1.198
500 2.993 2.931 2.820 2.728 1.203
Tab. 5. 10 % kvantil, studentizovéno sy.
n T, Tho(e) Tni(q)
e =0.01 e =0.05 e=0.1 qg=1
50 3.157 3.157 3.079 2.992 1.344
100 3.164 3.139 3.061 2.984 1.339
200 3.196 3.159 3.071 2.992 1.333
300 3.213 3.172 3.076 2.994 1.337
500 3.241 3.189 3.088 3.003 1.340

Tab. 6. 5% kvantil, studentizovano sy.
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n Tn TnO (5) Tnl(q)
e=0.01 e =0.05 e=0.1 q=

50 3.421 3.421 3.359 3.279 1.483

100 3.402 3.383 3.311 3.248 1.467

200 3.428 3.391 3.314 3.245 1.461

300 3.452 3.409 3.324 3.246 1.463

500 3.462 3.420 3.324 3.251 1.468

Tab. 7. 2.5 % kvantil, studentizovano sy.

n T, Tho (5) Tnl(Q)

e =0.01 e =0.05 e=0.1 q=
50 3.747 3.747 3.695 3.625 1.653
100 3.696 3.678 3.615 3.558 1.627
200 3.719 3.690 3.611 3.558 1.611
300 3.737 3.700 3.628 3.555 1.617
500 3.735 3.700 3.617 3.547 1.614

Tab. 8. 1% kvantil, studentizovano sy.

5. PRIKLADY POUZITI

Tato sekce ukazuje priklady pouziti vySe popsanych metod na dvoje ,ucebni-
cova® realnd data, tj. data o prutocich Nilu v Asuanu a teplotni fadu méfenou
v Klementinu, spolu s né€kolika malo vysledky ilustrujicimi pouziti metody
bootstrap.

Laskavy ¢tenar nahlédne porovnanim odstaved 2.1 a 2.2 jez popisuji za-
kladni testy a odhady, ze dale uvedené obrazky tykajici se odhada davaji
relevantni informaci téz o ,,pribéhu® testovych statistik.

Data o Nilu

Tato data, zobrazena na obrazku 1., znazornujici pritoky Nilu v Asudnu v le-

tech 1871—-1970, podrobnosti viz Cobb (1978) nebo Hinkley a Schechtmann

(1987). Na obrézcich 2.—13. lze vidét:

e vliv volby 1 na odhad m(n) definovany vztahem (2.25). Hodnoty n byly
polozeny 0, 0.25 a 0.5.
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e Vliv standardizace. Pfitom volba:
s = 1 odpovida normalizaci standardni smérodatnou odchylkou spoc-
tenou ze vSech dat;
s = 2 odpovida normalizaci podle vztahu (2.4);
s = 3 odpovida situaci, kdy nenormalizujeme viibec.
e Rozdil mezi pouzitim klasické metody nejmensSich ¢tvercii a robustnim
pristupem, tj. rozdil mezi volbou ¥ (z) = = a ¥(x) = sign(x).

Ve vsech pfipadech mtzeme vidét, ze odhady detekuji moznou zménu
okolo roku 1898. Tento vysledek je ve shodé s vysledky jinych autort. Co se
tyde zptisobu normalizace, je ziejmé, ze pouziti odhadu 72 pocitaného podle
(2.4) je vyhodnéjsi nez pouziti standardni smérodatné odchylky. Na druhé
strané, vysledky neukazuji zadny vyznamny rozdil mezi pouzitim odhadu za-
lozeném na metodé nejmensich ¢tverci oproti uziti odhadu robustniho typu.

Obrazky 14.-21. ukazuji chovani odhadd MOSUM typu. Je z nich velmi
pékné vidét vliv dvou zékladnich parametrd, tj. sitky okénka G a zvolené
funkce 1, na tvar testovych statistik. Okamzité je z nich zfejmé, Ze volba
P(x) = sign(x) potfebuje vétsi hodnoty G nez volba ¢ (z) = x pro to,
abychom ziskali ten samy zavér. Dale je vidét, ze v pripadé, kdy je hod-
nota G dostatecné velkd, metoda MOSUM téz dobfe indikuje zménu okolo
roku 1898.

Na zavér obrazky 22. - 27. ilustruji pouziti metody bootstrap pro stanoveni
konfidenénich intervald pro m. Jedna se predevsim o bootstrapové aproxi-
mace hustoty odhadu mrs(n), n € {0,1/2} a jejich rozdilt. Je z nich, mimo
jiné, vidét zna¢ny rozdil mezi volbou n = 0 a n = 1/2, pfifemz tato druhd
volba se zda byt mnohem realisti¢téjsi a doporuceni hodné i pro praxi.

Data z Klementina

Jako druhy piiklad uvadime teplotni fadu méfenou v Klementinu v letech
1775-1992. Teploty se méfi i nyni, data nam ale bohuzel nejsou diky ne-
ochoté CHMU k dispozici. Podrobny rozbor této fady z pohledu detekce
bodu zmény lze nalézt v Jaruskova (1997). Na obrazcich 29.-34. je ukdzdno
chovani statistik typu MOSUM. Opét je dokumentovan vliv volby funkce 1
a délky okénka GG na vysledny odhad. Zavéry jsou naprosto analogické se za-
véry vyslovenymi v pfedchozim odstavci, tj. volba ¥ (x) = sign(x) zpravidla
potfebuje vétsi hodnoty G neZ volba 9(x) = z pro to, abychom ziskali ten
samy zavér. Déle je vidét, ze v pripadé kdy je hodnota GG dostatecné velka,
metoda MOSUM dobfe indikuje zménu okolo roku 1840. Druha zména v dva-
catych letech tohoto stoleti jiz neni zdaleka tak vyrazna, nicméné pecliva stu-
die dat zobrazenych na obr. 28. ukazuje pomaly postupny trend ve zvySovani
prumérné roc¢ni teploty, ktery zapocal v prvni ¢tvrtiné tohoto stoleti.
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Obr. 1. Data o prutocich Nilu v Asuanu.
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Obr. 2. Odhad m(n), n=0, s =1. Obr. 3. Odhad m(n), n =0, s = 2.
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Obr. 4. Odhad m(n), n =0.25, s = 1. Obr. 5. Odhad m(n), n = 0.25, s = 2.
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Obr. 6. Odhad m(n), n=10.5, s =1.
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Obr.8. Odhad m(n), n =0, s =3.
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Obr.7. Odhad m(n), n=0.5, s =2.

5000
4000
3000
2000
1000

0

|
|
|
|
I
|
|
4

1880 1920 1960

Obr.9. Odhad m(n), n =0.25, s = 3.
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Obr. 11. Robustn{ odhad, ¢(x) =

sign(x), n=0.25, s =3.
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Obr. 12. Odhad m(n), n = 0.5, s = 3.
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Obr. 14. MOSUM odhad, 9 (x) = z,
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Obr. 16. MOSUM odhad, ¥(z) = x,
G =10, s=3.
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Obr. 13. Robustni{ odhad, ¢(x) =
sign(z), n=10.5, s =3.
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Obr. 15. MOSUM odhad, ¥ (z) =
sign(z), G =5, s =3.
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Obr. 17. MOSUM odhad, ¥(x) =
Sign(m)v G= 10, s = 3.
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Obr. 18. MOSUM odhad, (z) = =,

G =15, s=3.
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Obr. 22. Bootstrap I. approximace
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sign(z), G =25, s =3.
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Obr. 23. Bootstrap II. approximace
hustoty odhadu m(1/2) de-
finovaného vztahem (2.24).
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Obr. 28. Data z Klementina.
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